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RAUMLICH HOMOGENE KRITISCHE BELLMAN-HARRIS-PROZESSE

GEORGI S. TSCHOBANOW

Die vorliegende Arbeit ist eine unmittelbare Fortsetzung der Arbeit ,Rdumlich homo-
gene kritische Verzweigungsprozesse mit beliebigem Markenraum“ des Autors (in diesem
Band) deren Kenntnis hier vorausgesetzt wird. Sie verallgemeinert die Ausfithrungen von
Debes, Kerstan, Liemant, Matthes (1970), wobei der bekannte Begriff des Bellman-Harris-Pro-
zesses zum Ausgangspunkt genommen wird.

0. Einleitung. Wir nehmen an, die Teilchen eines lokalendlichen Teil-
chensystems seien durch eine nichtnegative reelle Zahl markiert, die wir als
Alter deuten. Neben der Schauerverteilung V, die als kritisch vorausgesetzt
wird, ist noch die Verteilungsfunktion F der Lebenszeiten der einzelnen Teil-
chen gegeben, und zwar werden alle Teilchen mit dem Alter Null geboren,
altern entsprechend dem Verlauf der kontinuierlichen Zeit und sterben unab-
héngig voneinander gemifl der durch F~ beschriebenen Lebensverteilung. Der
Tod eines Teilchens 16st dann einen Schauer von Tochterteilchen aus, wobei
sich die Orte der Teilchen im Verlaufe ihrer Lebenszeit nicht veridndern.

Wir nehmen an, die Verteilungsfunktion F sei absolut stetig, der Erwar-
tungswert Ap= [*°xdF(x) der Lebenszeit sei endlich und die Schauerverteilung
V sei wiscn sowie mnicmigitieiformig. Unler dicsen Annahmen werden dic
Aussagen aus [6] auf das rdumlich homogene kritische Bellman-Harris-Modell
iibertragen. Die Forderung nach absoluter Stetigkeit der Verteilungsfunktion F
erklirt sich daraus, daff in [9] eine recht scharfe Version der schwachen
asymptotischen Gleichverteilung benutzt wurde.

1. Kritische rdaumlich homogene Verzweigungshalbgruppen. Unter einer
kritischen rdumlich homogenen Verzweigungshalbgruppe verstehen wir eine
Abbildung / — D} von [0, + o) in D mit folgenden Eigenschaften:

g,) Die Abbildung [/, 2] — DR von [0, +o0] XK in P ist schwach stetig.

go) Fiir alle /, £=0 und alle £ in K gilt (D&)))[D“)]:Dg“).

gs) Fir alle £ in K ist D =8(8(([0, ..., 0]. &])).

Unmittelbar aus g,) ergibt sich

1.1. Fiir alle l=0 und alle natiirlichen Zahlen n gilt D =(DD)(n.

Das folgende Beispiel zeigt, dafi g;) nicht aus g;) und g,) hergeleitet
werden kann.

Es sei [K, px] die kompakte Gruppe der komplexen Zahlen vom Betrag
Eins und die Multiplikation als Gruppenoperation und o die Gleichverteilung
auf dieser Gruppe. Fiir alle £=0 und alle 2 aus K setzen wir D<(’k),=f8([[0,

-.., 0], g, (.))o(dg) an. Offenbar ist dann stets (D§2>))[D<1>]=D§Q)=D§§5r‘>. Somit
ist gy) erfillt. Trivialerweise gilt auch g,;). Andererseits ist aber g;) verletzt-

PLISKA Studia mathematica bulgarica. Vol. 7, 1984, p. 18—33.



Réaumlich kritische Bellman-Harris-Prozesse 19

Unmittelbar aus g,) ergibt sich fir alle /, £=0 die Beziehung woit.;.])
)
=('°D§l> * O)D(t).
Weiterhin gilt
1.2. Die Abbildung [I, k] — AD{))=o(D¥)* wvon [0, +0)XK in die
Menge aller Verteilungsgesetze auf 9 ist schwach stetig.
Beweis. Es gelte [/, 2,) — [{, k], n — .
Vermoge Satz 3.1.12. aus [8] erhalten wir wegen g,) fiir alle X aus B,,
(k)

(%) AD, X)W = lim @ inf A(D&rg), X).

Es sei nun Y irgendeine der Bedingung A(D{}, 0Y)=0 geniigende Menge
aus. 9. Zu jedem €>0 existiert in B,u eine Menge X. mit den Eigenschaften
(%)

AD®, 0Xe)=0, ADE, X)=1—¢.

(%) (k) ”

Vermoge (*) erhalten wir

AR, V)—e=ADE), YN Xe)
= liminf ACDG, ¥ Xo)= liminf ACDG, ¥)
und damit
() ' ADR,, Y)= lim inf A(Djj;;’), Y).
Durch Ubergang zum Komplement gehit (=) in
() AD),, ¥)= limsup A(D)fgr;g, Y) iber.

Damit erhalten wir fiir alle der Bedingung A(DgQ), dY)=0 geniigenden Y in

9 die Konvergenz A(D(#), ¥) — A(D{, ¥) d. h. es gilt AD{P)=ADEY).Im

(k) (ON (=)
folgenden bendtigen wir das Lemma
1.3. Es sei (P,) eine gegen P schwach strebende Folge won Verteilungs-
gesetzen auf W, fir die ein endliches Maf t auf R mit der Eigenschaft
APY=pXr (n=1, 2,...) existiert. Unter diesen Annahmen kann aus
I, — | auf (P, D"’ = P[D] geschlossen werden.
Beweis. 1. In |4, p,] bzw. [0, + ) gelte [x, k,] — [x, k] bzw. [, — L

Vermoge g,) ergibt sich DE’,;:S»D%Q), n — co. Beachtet man nun, daf die Ab-

bildung [y, @] — T,® von R*XM in M beziiglich der vagen Topologie in M
stetig ist, so ergibt sich mit Hilfe von Theorem 5.5. in [1]

(D Vs 0 = (D ey = (DT, 2 € ()= DG (Tox € (- ) =[PPt

2. Auf Grund eines Stetigkeitssatzes von Fleischmann (vgl. [3], oder [5])

kann wegen 1 aus P,=>P, n—co auf (P,)[D"?]=>P[D®], n—c geschlossen
werden, wenn
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() inf sup [ [D% |x(Xo)>0)A(P,, da), (X,¢B)
Xe¢gr=l2... ANX

d. h. wenn

inf  sup [ (DU u(Xo—x)>0)AP,, (dlx, kD)=0 (xo€ B*)
X¢ W n=l1,2,... A\(X*K)

erfiillt ist.
Voraussetzungsgemi gilt fir alle X. X, ¢ B*

[ O Y Xo—x)>0)AP, (d]x, k)
AN(XXK)
=J U (D Y (x(Xo—x) > O)r(dk))(dx)
RS\
=, Y ADR Y, Xo—x)y(dR)n(dx).
S\
Vermoge 1.2 gilt

(S ADE, (@R =( [ ADE,, ()u(dk)y.

Somit ist die Menge {( [ D&r;)(.)t(dk))", n=1, 2,...} relativ kompakt be
ziiglich der schwachen Topologie in der Menge aller endlichen Male auf R°
Folglich existiert zu jedem £€>0 eine kompakte Teilmenge B, von R* mit der

Eigenschaft
sup [ ADGE, RO\ Be)t(dk)<e.

n=1,2, ...

Wir erhalten somit

inf  sup [ ([JA(DEY. Xo—x)yu(dk)n(dx)

X($x n=1,2,... RS\ X

= inf sup [ (fJADRY, (Xo—x)N Be)yu(dk)p(dx)
X¢ W h=1,2,... RS\ X

+ sup  [(SAUDEY (Xo—x)N\Bo(dk)n(dx)
= sup  [H(Xo—xX [ADGY , ()UIRNEX)\B)=en(Xo).

Somit ist die Bedingung (8) erfiiit.

Eine Analyse des Beweises von [7, 1.4] zeigt, daB die benutzten Schiiisse
auch im Fall kontinuierlicher Zeit giiltig sind. Als Gegenstiick von [9, 6.1)
erhalten wir somit

1.4. Ist < irgendein endliches Maf auf R mit der Eigenschaft p(@pu)+t
=1 (!=0) so existiert ein stationdres unbegrenzt teilbares Verteilungsgesetz
Vug: auf St mit den Eigenschaften

(ViglDP)=Vige, (120), A(Vigr)=r®r, (PuelDV] =) Viex
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Auf die gleiche Weise ergibt sich als Gegenstiick zu [9, 6.3] die Aussage

1.5. Unter der Voraussetzung von 1.4. existiert genau dann ein statio-
ndres Verteilungsgesetz P auf W mit der Eigenschaft P[D]=P fir alle
(=0, A(P)=n wenn (P,g:)[D®] fiir | — o schwach_gegen ein Verteilungs-
gesetz DO, [ auf M und dem Intensititsmaf pXyv konvergiert. Dieses
Verteilungsgesetz 1D, [ ist stationdr, unbegrenzt teilbar und schauerin-
variant beziiglich alle D®, |=0.

Offenbar ist fir alle 2 in K, die fiir alle /=0 definierte Uberlebenswahr-
scheinlichkeit 2;,=D¥{}(x=0) monoton fallend in L

Wir sagen, D¢ geniige der Bedingung d,), falls fiir alle £ in K die Kon-
vergenz 2, — 0, [ — oo stattfindet.

Weiterhin sagen wir DX erfiillt die Bedingung d;), falls ein Verteilungs-
gesetz 1 auf R mit der Eigenschaft p(oym)*t=1, (/{=0) existiert. Ist dieses
1 eindeutig bestimmt, so bezeichnen wir es mit 1, In diesem Fail heifit die
Halbgruppe D¢ stabil, falls ]JD%), pt[ existiert. Wir schreiben dann ]D®,
@[ = ]DY[ woraus sich wiederum fir alle £=0 ]D®, t[ = JD¢Y? ergibt.

Wir sagen D erfilllt die Bedingung (sieh [9]) dy), falls fiir alle />0 die
Familie [X) dieser Bedingung geniigt. Erfillt also D¢ die beiden Bedingungen
dy) und dg), so ist t eindeutig bestinmt, und fur alle />0 geniigt D} den
Bedingungen d,), ds) und d,).

In diesem Falle ist D¢ genau dann stabil, wenn das fur D{} zutrifft und
es gilt D = 1D .

Unmittelbar aus 6.8 in [9] ergibt sich nun

1.6. Theorem. Geniigt D' den Bedingungen d,). d.), dy), d,) und ist
D auferdem stabil, so vermittelt o — [|DO[!(.)o(dl) eine umkehrbar ein-
deutige Abbildung der Menge aller Verteilungsgesetze o zufalliger nickine-
gativer Zahlen auf die Menge der stationdren beziiglich aller D, 1=0,
schauerinvarianten Verteilungsgesetze auf M. .

Gestiitzt auf [9, 6.7] ergibt sich .

1.7. Theorem. Unter den Voraussetzungen won 1.6 gilt fiir alle L aus
S und alle endlichen Folgen X,..., X, von Mengen aus &

sup. ILID@]— [ 1091 ()o@ xers... . xprs —> O.
x€RS u—oo

Beweis. 1. Da D voraussetzungsgemi den Bedingungen d,), d), ds), d,)
geniigt und stabil ist, so trifft dies auch fir V=D zu. Vermoge [9, 1.1 und
Theorem 6.7] erhalten wir somit

lim sup |IL[D™]—Plix,+x ..., X, +x
n—oo x ( Rs

= lim sup [[L[V"]—Pllx+x..... X +xs
n—»oco XGRS

wobei P= [1V [/ () oy d)=[1D"['(.)o(dl) gesetzt wurde.
2. Es jsEi 1:[ irgenlaein endliches MaLB auf R mit der Eigenschaft A(L)
=

nQT.
Mit Hilfe von [9, 1.1 und 1.2] erhalten wir nun fiir alle beschrankten X
aus B¢ und alle Z aus R fur n=1, 2,...
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AL[VM) = [(oy)"(a, XX ZXAL(da)=(of! = (HRDNXX Z)

= X)(p(@p)) * YNZ)=m(X)To(2),

Somit ist A(L[VI)=pX®r1, (2=1, 2,...).

Es sei nun (m,) irgendeine gegen + oco strebende Folge nichtnegativer
ganzer Zahlen, (r,) irgendeine gegen r strebende Folge von Zahlen aus [0, 1)
und (x,) irgendeine Folge von Elementen aus R°. Zur Abkiirzung setzen wir
Ly=L(Tx@€(.)) (k=1, 2,...) an. Auf Grund von 1, Lemma 1.3 und Theorem

1.6 erhalten wir nun
(LD 7R )= (L) [D™® DD¥ ] = PID"]=P.

3. Es sei ¢, irgendeine gegen +co strebende Folge nichtnegativer reeller
Zahlen. Wir setzen ¢,=m,+r,, wobei m, den ganzen Anteil von £, bezeichnet.
Jede Teilfolge von (7,) besitzt ihrerseits eine Teilfolge (£ ) fir die (r,) kon-

vergiert und somit gemif 2. die Folge (LYID¥#] schwach gegen P strebt.
Somit erhalten wir

(LDIDWP] == P=[1D['(.)pudl)

woraus mit der am Ende des Beweises von [9, 3.3] benutzten Methode fiir
alle endlichen Folgen Xj,..., X, von Mengen aus 8 auf

(LD )—Plix,,....x, — O

k—yoo

eschlossen werden kann.
Beachtet man nun, da die Folge (x,) beliebig gewihlt werden konnte
so ergibt sich hieraus

sup || L[D“P |—P lx,4x,. ..,

X €RS —)00
d. h. es ist
sup || L[DO]—P|lx,+x

X(Rs — 00

Am Ende des Abschnitts wollen wir noch einmal auf die Bedingung d,)
zuriickkommen :

1.8. Satz [Ist | irgendeine positive Zahl, so erfillt D > genau dann
der Bedingung d,), wenn dies fiir D<(’g zutrifft.

Beweis. Wir wollen annehmen, die Folge der w,=w(D") sei schwach
asymptotisch gleichverteilt. Ist nun o irgendein beziiglich p absolut stetiges
Verteilungsgesetz auf 9, so erhalten wir fiir alle ® in Q, alle @, & in A und
alle natiirlichen Zahlen n '

Il (@ * 0, *c')a, (.))—(@*w,*c")b, ()
=l Jo(z, ()Xo, *c')a, d2)— [o(2, ()N, ') b, d2)]|
= ll (@, *0'Xa, (.))— (@, *o')b, (.)).
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Aus || (o, *c')a, (.))—(0,*c")b, (.))I| — 0 folgt somit fiir alle Folgen p,)
von Elementen aus Q ||((p,,*m,,)*c')(a,( N—((Pn*0y) #c')b, ()] — O Ist

nun [, irgendeine monoton wachsend gegen <+ co strebende Folge posmver
reeller Zahlen, so setzen wir n, gleich dem ganzen Anteil von [~!/, und
erhalten

Il (@D )  o')(a, (.))—(a(D") #c')b, (I
=|| (O)nm * cl)(a’ (. ))_((Dnm

2. Konstruktion der Kritischen rdumlich homogenen Verzweigungs-
halbgruppe [/, {]->D{j. Es sei F eine beliebige, aber fest gewahlte stetige

Verteilungsfunktion einer zufilligen positiven reellen Zahl. In Abhingigkeit
von F fithren wir nun folgenden Markenraum ein:

Es sei K die Menge aller nichtnegativen reellen Zahlen ¢# mit der Eigen-
schaft F(¢)<1. Somit hat K stets die Gestalt [0, ¢) mit 0<c< 4 oo. Ist nun
c=+ o0, so setzen Wir pglt;, to)=1t,—2|/(1+1t,—2s), ¢y, £,6 K und erhalten
eine vollstindige beschrinkte Metrik in K. Andererfalls bilden wir zunichst
umkehrbar eindeutig und in beiden Richtungen stetig auf [0, + o) ab und
benutzen dann die obige Metrik. Wir deuten die Marke ¢ eines markierten
Punktes in A als dessen Alter.

Zur Abkiirzung setzen wir fiir alle £ aus K und alle §=0

F(s)=[f(s+t)—F®O[1 —-F#)] an.

Es bezeichne weiterhin V' ein beliebiges aber fest gewdhltes Verteilungs-
gesetz auf Y* mit der Eigenschaft [¢(R5)V(dy)=1. Vermége W=V (x3(0)€(.))
erhalten wir dann ein Verteilungsgesetz auf 9.

Bei der Einfithrung der kritischen rdumlich homogenen Verzweigungshalb-
gruppe D) lassen wir uns von folgender Vorstellung leiten: Es sei ¢ irgend-
ein Punkt aus K. Wir starten zum Zeitpunkt /=0 mit einem Teilchen im
Nullpunkt [0, ..., O] des Ortsraumes R° mit dem Alter £ Bis zum Ablauf der
gemif F, verteilten zufilligen restlichen Lebenszeit & des Teilchens ruht es
im Nullpunkt, wobei sich das Alter gemifi der natiirlichen Zeitskala vergro-
Bert. Zum Zeitpunkt & — tritt ein Sprung ein, bei dem das urspriingliche Teil-
chen stirbt und einen gem#df W verteilten zufilligen Schauer % von Punkten
auslost, welche samtlich das Alter Null besitzen. Vom Zeitpunkt & an entwic-
keln sich nun alle Teilchen [x,0] aus % unabhingig voneinander, insbeson-
dere wird fiir jedes von ihnen eine gemdl F verteilte zuféllige Lebenszeit
ausgewiirfelt, nach deren Ablauf dann ein gemifl [W]., verteilter zufilliger
Schauer ausgelost wird usw. Auf diesem Weg entsteht in jedem Zeitpunkt
(=0 eine zufillige endliche Population von markierten Teilchen, deren Vertei-
lungsgesetze wir mit Dgg bezeichnen. Die eben skizierte inhaltliche Einfithrung

der Verteilungsgesetze D<(">) 148t erwarten, daB fiir alle /=0 und alle ¢ aus K
die folgende Integralgleichung gilt :

@D )= (L= FARGO. - - - Of L8, (D+ [ (WIDY=IX)aF)
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Diese Integralgleichung hat natiirlich nur dann einen Sinn, wenn fiir jedes
t aus K die Abbildung ! — D{) von [0, o) in P beziiglich der o-Algebra P
mefibar ist. Mit Hilfe von () 148t sich die Familie (D§;>), te¢K) aus D mit den
itblichen Methoden exakt einfiithren:

2.1. Satz. Es gibt genau eine Familie (D{), t¢K) von mefbaren Abbil-
dungen won [0, + o) in die Menge aller der Bedingung P (y ist endlich)=1
geniigenden Verteilungsgesetze P auf W, die der Gleichung (X) geniigt. Diese
Familie ist eine kritische rdumlich homogene Verzweigungshalbgruppe.

Beweis. 1. Es seien (f(.), t€K), (g{.), t¢K) zwei Familien mefibarer
Abbildungen von [0, + o) in die Menge aller der Bedingung P(y ist endlich)
=1 geniigenden P aus P, die beide der Integralgleichung (X) geniigen. Ver-
moge [8, 1.9.3] ist dann fiir alle £¢ K die auf R definierte reele Funktion

L LI,
‘ 0 fir  u<0,

meBbar. Mit Hilfe der Abschidtzung 4.2.7 aus [8] erhalten wir nun fiir alle
#=0 und alle ¢ aus K

v@ =l [ (Wfdu—o)X-)FL0)~ | (Wlgdn—)X JF L)
= [ 1 W flu—o)] - Wigu—o)l 1 4F(2)
= [ (JIfdu—v)—lgdu—oN 1 AW, (da))dF ()

= [l folu—o)—gu—0) | dF(2)= (20 + FY0).

Fiir alle natlirlichen Zahlen », alle 2=0 und alle ¢ in K erhalten wir
somit v (u)<s(v,* F* » F,Xu) d.h. es ist v (u)=0. Somit fallen die beiden Funk-

tionen (f{.)h teK), (g(.), t¢K) zusammen.
2. Wir zeigen nun durch vollstindige Induktion nach n, daB der Ansatz

fAw, 0)=8@([0, ..., O], t+u]), teK, u=0;

fe, n+1)=(1—F@)8@E(o, . . ., 0}, t+l¢]))+0uf (W] folu—, n)]X.)dA(v),
t¢K, u=0, n=01,2, ...,

fiir alle nichtnegativen ganzen n eine Familie ( f;((.), n), £€K) schwach ste-
tiger und damit meBbarer Abbildungen von [0, +c0) in P mit der Eigenschaft
[2AX fu, n))ax)=1, teK, =0, n=0, 1, ..., liefert.

Diese Aussage gilt trivialerweise im Fall #2=0. Wir wollen nun anneh-
men, es sei fiir alle nichtnegativen ganzen m=n giltig. Die obige Rekursions-
formel definiert dann eine Familie (f(.), n+1), £¢K) von Abbildungen von
[0, + o) in P. Gestiitzt auf die Formel 4.2.2 aus (8] erhalten wir fur alle ¢
aus K und glle 220
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A(fda, n+1), A)=(1-—Ft(u))+07 AW fo(u—w, n)], A)dF(v)=(1—F(u))

+ 0} (f A( fo(e—, n)], AAAW, (da)))dF(v)=1—F u)+ [1dF[(v)=1.

Offenbar ist fiir alle ¢ in K die Abbildung z—(1— Fy(«))8(3([[0, ..., O], t+ul]:_2
von [0, + o) in die Menge aller endlichen MaBe auf Mt schwach stetig.
bleibt somit nur noch zu zeigen, da dies auch fiir

4 — Sui= J (W fu—o, m))(.}FL)

zutrifft.

Es gelte also u,,—u, m—oo. Auf Grund eines Stetigkeitssatzesvon Fleisch-
mann (vgl. [3] oder [7]) ergibt sich hieraus mit Hilfe der Induktionsan-
nahme fiir alle v aus [0,2) die Konvergenz W][fy(4,,—v, n)]= W] fy(u—7, n),
m—co. Hieraus folgt aber sofort fiir alle beziiglich der vagen Topologie ste-
tigen beschriankten reellen Funktionen 2 auf M und alle €>0

lim sup | [ A(x)Su,¢ (d%)— [ A(x)Suddx)|

<timsup| ™ [ (F HOXW folum—. mNEMFAD)

m-—yoco

max (0, u—e

= " (S hoW U fu—, DDEDdFL)]

Hlimsup (T (1O |(WLfolam—0, mNEORFAD)

m—yoo max

T (15 | (W folu—o, mIXE)IFAo)

max (0, u—e

<042 sup. | (%) (F{u+€)— F{u—¢)).

Somit gilt [A(x)Sa_ .t (@x) — [h(x)Suddx) d.h. es ist S, .r =>Su,t M—co.

3. Wir zeigen durch volistindige Induktion nach n, da8 fir alle Z¢K,
alle =0 und salle natiirlichen Zahlen n die folgende Ungleichung gilt: || f{x, n)
—fAu, n—1)||<2(F, * F*»—Yu). Fiir n=1 erhalten wir zunichst einmal

| fe(we, D)—f e, O)I1=118(8([[O . . . , O], £+u]))

~(1 = F®B@EO. - - -, 0 t+u)+ [ (WIBGIO. . ... O] ¢+aD])- JF(o)

SF@+N  (WBE[0. .., O], t+uD]X. MFLo)=2F{e)
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Wir wollen nun annehmen, die obige Ungleichung sei fiir n=1,..., m, alle
t¢K und alle =0 giiltig. Mit Hilfe der Abschitzung 4.2.7 aus [8] ergibt sich
nun fiir alle m

1 fw, m+1)—fu, m)l
Il Wl fo(e—2, m)l— W] folu—v, m—1)]l|dF ()

=

C—=x

= [ (S o=, mlw—[folu—v, m—1] | AW, (da)dF(2)

= [ 1o, m)—folu—v, m—1) | dF (@)= [ Fmu—o)dF(@)=2F,» F*)(u).

4. Auf Grund von 3. erhalten wir fiir alle natiirlichen Zahlen %, alle nicht-
negativen ganzen Zahlen n, sowie alle ¢ K u=0,

I, ntk)=flu, m =2 2 FU(a).
Da die rechts stehende Reihe bekanntlich fiir alle #=0 konvergiert, erkennen
wir somit, daB8 f/(.), n) beziiglich des Variationsabstandes in P gleichmaBig
auf jeder kompakten Teilmenge von [0, 4+ co) gegen einen Grenzwert f/(.)
strebt. Zusammen mit den f,((.), n) ist dann auch der Limes f/(.) auf [0, + o)
schwach stetig.

Aus A(fA(.), n), A)=1, n=1, 2,..., folgt A(f, A)=1. Fir alle £¢K und
alle 2=0 erhalten wir nun

/) = (1 = FAaDSGO - -, O t-+ul)— | WIfu—o)4F(@) |
<timsup | f (W] folu= o) )aF(@)= | (WIfie=, M F@)|

=<lim sup f Il fo(e —v)—folu—, n) || dF[u)=0

d. h. die Familie (f(.), ¢ K) geniigt der Gleichung (X))
5. Fiir alle ¢ in K und alle 2=0 setzen wir a,(z)= [x(A) f{©))(dy) an. Da
(fA.), teK) der Gleichung (X) geniigt, erhalten wir fiir alle £¢K, #=0

afuw)=1-F )+ J au—v)dF ().
Wir erhalten

lada)-11=1 | au-v)MF @)~ [ 14F()]

< J | a(t—2) = 1| dF(v)=(lag(.) = 1 | * F)(@).
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Fiir alle natiirlichen Zahlen »n kénnen wir somit auf |a/ (@)—1|<(lay.)
— 1| F;")(u) schliefen, d. h. es gilt:

6. Vermoge 1.—5. existiert genau eine Familie (f,(.), £¢K) meBbarer
Abbildungen von [0, + <o) in die Menge aller Verteilungsgesetze P auf I
mit der Eigenschaft P(y endlich)=1, die der Integralgleichung (X) geniigt, wobe;

IXA(f@)@)=1, fA0)=3@3([0, ..., 0], #])), =0, teK,

erfiillt ist.

Wir zeigen nun, daB firr alle #, w=0 die Beziehung (f&)|f. (w)]
=f(u+w), t€K, giltig ist.

Mit Hilfe von (X) erhalten wir fiir alle ¢ in K

® filu+w)— (FN @)
= (1~ F(a+ @80, O} t+u+w)+ | (W] fu+w—0)l). )F(®)

=(1—=F/@) fe+u(w)—( Ofu (W1 foa—0)()dFL)] fo(w)}

Nun ist aber

_ 1—FRt4utw) _ 1—F(t+u)  1—F+utw)
(©) I —Fa+w)~—3_msy~ = T1-FRp) ~ 1-Fa+td

=(1—F()Y1 —Ft 1 o(w)).

Ferner gilt
¢ T Wt M@= —FOy T (Wt
+w—))WRD=(1—FO | (W ft+a
+w—a)))F@)+A—F) T WL fit+u+w—o)))( JFE)
—(—FE) [ (W e+ a+w—o)])(. )FE)
FA—FE) (A —Ft+a) [ (W flw—))(Fe(0)

= [ WS+ o—a)()dF(@)+(1—F@) | (Wflw—D)X-)dFrralo)

Mit Hilfe von (X) und (o) erhalten wir die Gleichungskette
(+++) (1—=F()) fe+u(w)=(1 — F)X(1

—Frd@)3[[0, - . ., O], t+u+w])+ (:f (W fo(w—2)I( . )dFt+4(?))
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=(1—F u+w)8(3[[0, . . ., 0}, t+u+w))
FA—F@) [ (W flw—o))X . MFesul®))

Setzt man (4 +) und (++ +) in (+) ein und benutzt man die Abschitzung
4.2.7 aus [8], so ergibt sich

1fAa+ )= fADL fe@) I
= [ Wl foa+r w—o)l—(WL fole—o)Dfo@)] | dF i)

= 0} (SN [ fo(e+ @ —2))iay—[(fo@—D)] fo(@)]]ia || AW, da))dF ()

= f Il fol+w—v)—(fo(z— D)) fo» (@)] || dF(0).

Setzen wir zur Abkiirzung s,(iz, w)=|| f(+w)—(fA2)[ f.,(w)] || an, so erhalten wir

u

s, W)= [ sy(u—v, w)dF[v)=(s:(.), w)* F(w).

Fiir alle natiirlichen Zahlen n erhalten wir somit sz, w)<(sq((.), w)*F,"(u)
d. h. es gilt s (u w)=0 (¢¢K, u=0, w=0).

7. Es bleibt nur nach zu zeigen, da8 die Abbildung {[«, f]— f{#) von
[0, + )X K in P schwach stetig ist.

Wir wissen bereits, daB die Abbildung fo(.) von [0, + <o) in P schwach
stetig ist. Es gelte nun u,—u, t,—¢, n— co. Wir erhalten mit Hilfe von ¥
fiir alle beziiglich der vagen Topologie stetigen beschrinkten reellen Funk-
tionen % auf M und alle €>0

lim sup | [ A(xX fe,(@a)Xdx)— J RGO f())(dx) |
=lim sup | (1—Fe (@ DAEE(IO, - - - » O], tatua)))

+(1—Fa)hEB(LO, . - -, 0, t+uD)|

tn+"n
+1im sup|(1=F)™" [ (f hOW foltn+ua—0)])@x))ER)

~A=FOy [ (S HaXW LS+ u—v)IXEDMF)]

stimsup (L—FO" [ | [ B WL folto + 22— ) ]X0)

— [ ROW] fo(t+1—0)] | dR(v)
+1—Fe)~ sup | A(x) | (F(¢)— F(t—€)+ F(t+u+e)— F(t+u))

=(1—-FAg)~ sup | h(x) | (F(#)= F(t+ &)+ Flt +u+e)—F(¢+u)).
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Da F voraussetzungsgemifl stetig ist, strebt die rechte Seite fiir e —0*
gegen Null.

3. Grundeigenschaften der Verzweigungshaibgruppe (D<(~)), te K). Wie im
vorigen Kapitel setzen wir zur Abkiirzung 2= D(('g(x#:O) fur allef¢ K, u=0
an. Da 2, bei fcstem ¢# monoton fallend von u# abhidngt, existiert fiir # — oo
ein Grenzwert Zeos. °

Der folgende Satz ist im Prinzip eine elementare Aussage iiber Bellman-
Harris-Prozesse, den wir aber der Vollstdndigkeit halber beweisen wollen.

3.1. Satz Gilt V(R)=1)<1, so genidigt die kritische rdumlich homo-
gene Verzweigungshalbgruppe (D), t¢ K der Bedingung d,).

Beweis. Mit Hilfe der Integralgleichung (X) erhalten wir

Zmo= lim ' (J(1=(1=2eoa) ®WV(@0)IF()

= lim [ (1—(1—2wop®)V(dr)= [.(1~(1 — Zeo 4R )W ()

d. h. es gilt 1—2Zwo0= (1 —200)*R) V(dy). Offenbar ist 2.o0=0 eine Loésung
dieser Gleichung. Wir zeigen nun, da dies die einzige Ldsung ist. Es ist
offenbar #quivalent zu zeigen, daf8 die einzige Losung der Gleichung

o0
s= X s*
k=0 pk

s=1 ist. Hierbei setzen wir s=1—2.0. Sei nun r eine weitere Losung der
Gleichung mit 0<r<1. Wir erhalten

l—r=(1—"p1+(A =) py+(1—r®) ps+ ...
und damit

l=p,+(A+r)pa+(A+r+r¥)ps+ ... +(0+r+ ... +1"Y)p,+ ...
<p1+2ps+3ps+ ... +np,+ ... =1

Die letzte strenge Ungleichung ergibt sich auf Grund der Annahme r<1 und
wegen der Tatsache, da8 mindestens ein p,>0, £=2, 3,..., ist. Denn die
Annahme py=p3= ... =p,= ... =0 fithrt uns offenbar zu p,=V(x(R)=1)=1.
Der Widerspruch beweist die Eindeutigkeit der Losung.

Durch erneute Anwendung von kann auf 2.,.=0, £¢K, geschlossen
werden.

Die Frage nach der Giiltigkeit der Bedingung dj) fiir (Di‘g, te K) 4Bt sich
erschopfend beantworten: ‘

3.2. Satz. Es existiert genau dann ein Verteilungsgesetz © auf R mit
der Eigenschaft p(® w)*t=1, falls Ap= [PtdF({t)<+ oo gilt. In diesem Falle
ist t© eindeutig bestimmt und zwar besitzt t beziliglich des Lebesgueschen
Mafes auf der positiven Halbachse die Dichte (Ag)~'(1—F(¢)).

Beweis. Zur Abkirzung setzen wir p(@, w)0, (.))=7v, Mit Hilfe von
Satz 422 aus [8] und der Integralgleichun (%e erhalten wir nun y,=(1
—F))5,+ [4Yu—of . }dF(v) fiir alle #=0. Mit den bereits mehrfach angewand-
ten Schliissen erkennt man leicht, da8 diese Integralgleichung fiir y(\\) hoéch-
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stens eine Losung besitzt. Bezeichnen wir nun die zu F gehorende Erneuerungs-
funktion mit Fp, so erkennen wir mit dem elementaren Formelapparat der
Erneuerungstheorie, da8

6u=(1— Fu)3,+ Of Su—ol - 1 — Flu—v)H ()

die obige Integralgleichung 16st und daher mit v, iibereinstimmt oder mit an-
deren Worten: vy, ist die ,Altersverteilung in einem mit der Anfangsvertei-
lung 8(0) im Nullpunkt startenden Erneuerungsprozess im Zeitpunkt .

Nochmalige Anwendung von (X) und Satz 4.2.2. in [8] fithrt uns nun fir
alle £¢ K, u=0, auf

POt () == FLNSt-+)+ | Yool IFie0)

d. h. wir erkennen: Fiir alle #¢K, u=0 ist p(o, w)¢ (.)) die Ubergangsver-
teilung im zu F gehorenden Erneuerungsprozess zum Zeitinterval # und zum
Anfangspunkt ¢.

Ein Verteilungsgesetz t auf ® geniigt somit genau dann der Bedingung
po)*t=1, 2=0, wenn es eine stationdre Anfangsverteilung des zu F ge-
horenden Erneuerungsprozesses ist.

Es verbleibt nur noch die Frage nach der Giiltigkeit der Bedingung dy)
fur (DR, te K).

3.3. Theorem. Die raumlick homogene Verzweigungshalbgruppe (D).
t¢ K) geniigt der Bedingung d,), falls die Verteilungsfunktion F absolut ste-
tig und das Verteilungsgesetz A(V') nichtgitterf6rmig ist.

Beweis. 1. Unmittelbar aus der Integralgleichung (X) erhalten wir fiir
alle =0 und alle ¢ aus K

ADR)= J AWIDE), (- )dF()

= [ (J ADGke - DAV, (@dx)dFi(@)

= [ (JADE™, ()—xDAW, (@x)dF).
Setzen wir nun zur Abkiirzung fiir alle L in ® und alle MaBe H auf I
AL(H)=A(H, ((.)XL)) an, so ergibt sich

AD@)Y= [ (LD * (V) JdFL)

=AW+ [ (AHDE )N )AFi(@).

Hieraus folgt durch Einsetzen in den Integranden

AUDEZAWVY) ([ (AW ([ AUDE——=)dF@))dFi(2)
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=MV *(f (] AHD{E=, (. )F@)dFi)

=A(V)* f AKDE™, (- )A(F » Fy()).

Diese Einsetzung la8t sich iterieren und fithrt uns schlielich fiir alle natiirli-
chen Zahlen n auf die Ungleichung

AUDE)=A(V) s | ADE, (NAE "D 5 F0),
.d.h. es gilt fiir alle #=0 und alle ¢ aus K
ADE)= Of (J AUDE e (DAY, (dx))d(Fr+ F=D)(0).
2. Offenbar gilt fiir alle n=1, 2,... und alle ¢ aus K
ADE, A)— f (S ADExyy AYAV, (dx))d(Fr » F=D)(2)

=1— f 1. d(Ft % F¢(n—1))(fy)= 1 _(Ft * F*(n—-l))(u) — 0, u— oo.
0

3. Es seien nun o,, o, beziiglich p absolut stetige Verteilungsgesetze auf
R und ¢, [ irgendwelche Punkte aus K. Gestiitzt auf 1. und 2. erhalten wir
fiir alle natiirlichen Zahlen n fiir u— oo

Il © i * (°1®5t)—(005;«)> *(5508)) |l
=l [ A(D]x» (No1(@x)— [ A(D{ oo - )oal@x) |

<o)+ ([ AADE L (o » AVINEXN(Fr s Fo=D)(D)
— [ (DG (G2 AUV, = F =)o)

<o+ 1l f (f ALDg o ()01 ATV )NAXN(Fe F0=)(0)
~{u AQDE=of s » AAVINARN(Fr » F0=00) |
1L AUDE o ()G AVINAR)A(Es F—))

- f ([ AIDE ™)y ())oa* AMVINEX)A(F, » Fe=D) D) |l
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S0+ | 11 FAGDElken (o1 A%(VINd)
—  AQDGENeo (X2 AVINER) | d(Fen F0=0)(0)

+I1l [ AGDE™, (NaF,» Fe=D)w)
— [ AUDE™1, (d(Fin Fo=b)@) Il (0 + AYV))dl)

<o(l)+ J l| 6, * A%(V)— 5y % AY(V) || d(Fy » F*@—D)(0)

+ [ | Fy# Fa=D—Fpx F*=1 || (03 # A(V))(dX)
<o(1)+l 6y * A"(V)—0y % AYV) || +|| F# F*n=)— Fyx F*0=D ||,

wobei wir unter der Norm der Differenz von Verteilungsfunktionen den Va-
riationsabstand der zugehorigen Verteilungsgesetze verstehen. Auf Grund un-
serer Voraussetzung itber A(V) und F streben der zweite und der dritte Term
auf der rechten Seite gegen Null (vgl. Abschnitt 11.10 in [8]).

4. Konvergenz- und Darstellungss&tze. Unmittelbar aus 1.6, 1.7, 3.1, 3.2
und 3.3 ergibt sich

4.1. Theorem. Ist F absolut stetig, A(V) nichtgitterformig, V(x(R*)
=1)<1 und [PxdR(x)<-+co, so erfiillt die gemdf3 2.1 eingefiikrte Rkritische
rdumlich homogene Verzweigungshalbgruppe Dt die Bedingungen d,), dg),
ds), d,). Ist sie iberdies stabil, so vermittelt ¢ — [|D[Y( .)o(dl) eine umkehr-
bar eindeutige Abbildung der Menge aller Verteilungsgesetze o zufalliger
nichtnegativer reeller Zahlen auf der Menge aller beziiglich sdmtlicher ho-
mogenen Schauerfelder [D®), u=0, schauerinvarianten stationdren Vertei-
lungsgesetze auf M.

4.2. Satz. Unter den Voraussetzungen won 4.1 gilt A(JD“[)=pX)y mit
v=(4p)" [ (1 — F2))u(dz).

43. Theorem. Unter den Voraussetzungen won 4.1 gilt f@r alle Ver-
teilungsgesetze L aus S und alle endlichen Folgen X,,.... X, wvon Mengen
aus B

sup || L[D®]— [ 1DV ‘(@) lIx,+x. . . .. x +x — 0.

X(RS u—rc0
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