
6. Integralna teorema i
Integralna Formula na Cauchy -

Prod�l�enie

Pri definici�ta na neprek�snati transformacii na krivi sa
dopusnati peqatni grexki. Sledva da se qete:

Definition: Neka γi, γi : z = zi(t), t ∈ [0, 1], i = 1, 2, sa dve gladki
krivi.Kazvame, qe γ1 se poluqava qrez neprek�snata trans-
formaci� na γ2, ako s�westvuva funkci� z(s, t) s�s slednite
svo�stva :
1. z(s, t) ∈ C2([0, 1]× [0, 1]);
2. Za vs�ka dvo�ka (s, t) ∈ ([0, 1] × [0, 1] obraz�t z(s, t) e gladka
kriva;
3. Funkciite z(0, t) i z(1, t) parametrizirat s�otvetno krivite
γ1 i γ2.

1

Definition: ednosv�rzana oblast 2 Neka D e oblast v i Γ e
proizvolna zatvorena kriva, le�awa izc�lo v oblastta D. Za-
poqvame da ” svivame krivata,” dokato prosta toqka. Ako pri
tozi proces Γ ostava vinagi v�v v�trexnostta na D, bez da �
napuska, to oblastta D e ednosv�rzana ili prosta.

Ednosv�rzana oblast e, naprimer, v�trexnostta na kr�g s
nenulev radius, v�trexnostta i v�nxnostta na zatvorena �or-
danova kriva. Lesno se ustanov�va, qe granicata na takova mno�estvo
e zatvorena kriva ili toqka (kogato oblasta e neograniqena.
)mno�estvo, qi�to granica se s�stoi ot n vzaimno nepresiqawi
se krivi, se nariqa ”n−sv�rzano.”
Dokazatelstvo na Integralnata Teorema na Cauchy: Neka oblastta
D e ednosv�rzana i f ∈ A(D). We poka�em, qe∫

Γ

f(z)dz = 0

1V sluqa�, kogato krivite γi, i = 1, 2 sa zatvoreni i γ2 le�i v�v v�trexnos-
tta na γ1, to kazvame, qe γ1 e ” svita ” do γ2.

2Oblast v razxirenata Gausova ravnina C e vs�ko otvoreno i sv�rzano
(v C) mno�estvo.
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v�rhu vseki zatvoren kontur Γ v D.
Predpolagame v naqaloto, qe Γ e gladka zatvorena kriva. Neka

krivata γ e homotopna na Γ i le�i izc�lo v�v v�trexnostta i’.
Po teorema 6.3 ∫

Γ

f(z)dz =

∫
γ

f(z)dz. (1)

Neka sega krivata γ ”se sviva ”do toqka, pri tova, oqevidno,

l(γ)→ 0.

S�glasno Th.5.2,

|
∫
γ

f(z)dz| ≤ ‖f‖Γl(γ)→ 0.

Tv�rdenieto sledva sega ot (1) i poslednata relaci�.
Obwi�t sluqa�, kogato krivata e qastiqno gladka, se sve�da

do predixni�. Za celta v�ve�dame ot dve homotopni krivi
takiva qe v�trexnostta na ednata ot t�h s�d�r�a dokato v�trexnos-
tta na s�d�r�a vtorata. Integralite po dvete krivi sa ravni.
Sviva�ki gi edna k�m druga, zapazva�ki konfiguraci�ta, stigame
do tv�rdenieto. Q.E.D.

Dokazatelstvo na Teorema 6.6We zapoqnem s�s sluqa�, kogato D
e dvusv�rzana. Neka krivite γ1, γ2 sa dvete komponenti na grani-
cata i‘, kato γ1 e v�nxni�t kontur. Bez da naruxavame obwnostta
we sqitame, qe 3 γ1 i γ2 sa homotopni. Ot Teorema 6.5 sledva, qe∫

γ1

fdz =

∫
γ2

fdz, (2)

kato pri tova posokite na dvete krivi se zapazvat. Neka tova e
universalnata polo�itelna posoka, t.e. obratna na qasovnikovata
strelka. Ot druga strana, granicata na oblastta e orientirana
po tak�v naqin, qe pri dvi�enie po ne� oblastta da ostava ot
l�vata strana. Tova oznaqava, qe ∂D = γ1

⋃
(−γ2). Tv�rdenieto

sledva ot (2). Q.E.D.

3de�stvitelno, v protiven sluqa� we pribli�avame dvete krivi s homotopni.
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Obwi�t sluqa� na n− sv�rzani oblasti se sve�da do predixni�.
De�stvitelno, ako sv�r�em vsiqki v�trexni konturi s gladki
vzaimno nepresiqawi se krivi, to integral�t v�rhu poluqeni�
kontur we e nula. Kato vzemem pod vnimanie fakta, qe vs�ka po-
mowna d�ga se s�stoi ot dva protivopolo�ni br�ga i sledovatelno
integralite v�rhu ne� se anulirat vzaimno, stigame do izkazan-
oto tv�rdenie.
Dokazatelstvo na Integralnata formula na Cauchy: We us-
tanovim vernostta na tv�rdenieto v specialni� sluqa�, kogato
oblastta e kr�g�t Ka(r) s radius r i cent�r v toqkata z = a.
Izbirame priozvolno qislo ρ, r > ρ > 0 i integrirame funkci�ta
ζ

ζ−a v�rhu kontura na veneca Dρ,r := {ζ, ρ ≤ |ζ − a| ≤ r} Po teorema

6.6, prilo�ena k�m funkci�ta f(ζ)
ζ−a i mno�estvoto Dρ,r

1

2πi

∫
Ca(r)

ζ

ζ − a
dζ =

1

2πi

∫
Ca(ρ)

f(ζ)

ζ − a
dζ, (2)

kato integriraneto v dvata integrala e v polo�itelna posoka -
obratna na qasovnikovata strelka. Za vtori� integral imame

1

2πi

∫
Ca(ρ)

f(ζ)

ζ − a
dζ =

1

2πi

∫ 2π

0

f(a+ ρeiΘ)

ρeiΘ
iρeiΘdΘ→ f(a), ρ→ 0,

ili
1

2πi

∫
Ca(r)

f(ζ)

ζ − a
dζ = f(a). (3)

Neka sega D e oblast, neka f ∈ A(D) i a ∈ D. Da oznaqim s
Γ granicata i’. Pone�e D e otvoreno mno�estvo, to s�westvuva
kr�g Ka(r) tak�v qe Ka(r) ⊂ D. Oqevidno g(z) := z

z−a ∈ A(D\Ka(r)).

Prilagame Th.6.6 po otnoxenie na oblastta D \Ka(r) i funkci�ta
g(z). We imame

1

2πi

∫
Γ

g(z)dz =
1

2πi

∮
|z−a|=r

g(z)dz,

kato posokata na integrirane v dvata integrala e polo�itelna.
Ot p�rvata qast na dokazatelstvoto znaem, qe integral�t otd�sno
e raven na stojnostta na funkci�ta f(z) v toqkata z = a, otk�deto
poluqavame

f(a) =
1

2πi

∫
Γ

z

z − a
dz. Q.E.D.
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Ostav�me na qitatel� da poka�e, qe teoremata e v�rna i kogato
f ∈ A(D)

⋂
C(D).

Kato pri�ovenie we doka�em
6.7: Teorema za srednata sto�nost na harmoniqnite funkcii.
Neka funkci�ta h e harmoniqna v kr�ga Ka(R). Togava e v sila
predstav�neto:

h(a) =
1

2pi

∫ 2π

0

h(a+ReiΘ)dΘ. (4)

Dokazatelstvo : Da pripomnim, kato naqalo, qe realnata i imag-
inernata komponenta na analitiqna funkci� sa dve kompleksno
spregnati harmoniqni funkcii. Neka h e realnata komponenta na
funkci�ta f(z) ∈ A(Ka(R))

⋂
C(Ka(R)). S drugi dumi,

f(f) = h(z) + ik(z), z ∈ Ka(R).

Ot formula (3) imame

h(a) + ik(a) =
1

2πi

∫
Ca(R)

h(ζ) + ik(ζ)

ζ − a
dζ =

1

2πi

∫ 2π

0

h(a+ReiΘ) + ik(a+ReiΘ)

ReiΘ
iReiΘdΘ.

Sled s�krawavane na podhod�wite mno�iteli poluqavame pred-
stav�neto (4). Q.E.D.

Exercises:
6. Presmetnete ∫

Γ

2z2 − z + 1

(z − 1)2(z + 1)
dz

kato kontur�t na integrirane Γ e ”osmicata” s cent�r v nulata
i s�d�r�awa toqkite ±1 v�v v�trexnostta si.
7. Neka

I :=

∮
|z|=2

dz

z2(z − 1)2
.

Doka�ete, qe
I = 0,
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kato sledvate razs��deni�ta
a)

I(R) :=

∮
|z|=R

dz

z2(z − 1)2
.

b)

|I(R)| ≤ 2π

R(R− 1)2
zaR > 2.

c)
lim I(R) = 0, R→∞.
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