
Potencial - definici�, osnovni
svo�stva.

Kato naqalo xe se sprem v�rhu pon�tieto ”boreleva m�rka.”

6. Boreleva m�rka
Pon�tieto ”m�rka na Borel ” ( Boreleva m�rka) ima fundamen-

ralen harakter v klasiqeski� funkcionalen analiz, kakto i v�v
vsiqki s�vremenni matematiqeski napravleni�, proizlezli ot nego.
V ramkite na nasto�wi� kurs we se ograniqim s osnovnite definicii
i n�koi ot naj-izvestnite svo�stva.

Definition: Neka X e topologiqno prostranstvo v C i neka
B(X) e Borelevata σ−algebra spr�mo v�vedenata topologi� ( v
X.) Boreleva m�rka µ we nariqame vs�ka polo�itelna sqetno-
aditivna funkci�, definirana v B(X)1 i kra�na v�rhu kompakt-
nite mno�estva v X.([1], [2]).

Kazvame, qe m�rkata µ e s�sredotoqena v�rhu mno�estvoto S,
ako vs�ka toqka x ∈ S prite�ava okolnost V (t.e. otvoreno
mno�estvo v topologi�ta na X) takava, qe

µ(V ) > 0.

We nariqame S ”nositel” i we go oznaqavame s supp(µ).
Teorema 6.1, [3] Neka µ e Boreleva m�rka . Togava nositel�t supp
na µ e kompaktno mno�estvo i e na� - malkoto mno�estvo, za
koeto

µ(X \ S) = 0.

Dokazatelstvo Neka {Ui}∞i=1e edno izbroimo pokritie na X. Ot
definici�ta na nositel sledva, qe s�westvuva podredica ot otvoreni
mno�estva {Ui}i∈I ,takiva, qe

X \ supp(µ) =
⋃
i∈I

(Ui, µ(Ui) = 0; i ∈ I).

1µ(
∑∞
i=1Ai) =

∑∞
i=1 µ(Ai), Ai − open sets,i = 1, 2, · · · , Ai

⋂
Aj = δi,j .V obwi�

sluqa� µ(
∑∞
i=1Ai) ≤

∑∞
i=1 µ(Ai).
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De�stvitelno, predpolo�enieto, qe

X \ supp(µ) ⊂
⋃
i∈I

(Ui, µ(Ui) = 0; i ∈ I)

oznaqava, qe s�westvuva toqka x0 ∈ supp(µ), x0 ∈
⋃

i∈I(Ui, µ(Ui) =
0; i ∈ I). Poslednoto protivereqi na definici�ta za nositel. V
qastnost, ottuk sledva, qe supp(µ) e zatvoreno mno�estvo.

Neka sega F e mno�estvo v X, za koeto

µ(X \ F ) = 0.

No togava, oqevidno,

X \ F ⊂
⋃
i∈I

(Ui, µ(Ui) = 0; i ∈ I),

sledovatelno X \ F ⊂ X \ supp(µ) i supp(µ) ⊂ F. Q.E.D.
Predi da prod�l�im, we v�vedem pon�tieto finitna funkci�.

([1]).

Definition: Neka φ e skalarna funkci�, definirana v X po sledni�
naqin : s�westvuva mno�estvo K ⊂ X, takova, qe

φ(z) = 0, z ∈ X \K.

Funkci�ta e finitna, ako K e kompaktno mno�estvo i φ ∈ C(K).
Na�-malkoto mno�estvo K takova, qe

φ(z) = 0, z ∈ X \ K

se nariqa nositel na funkci�ta φ; oznaqava se s S(φ).
Mno�estvoto na Borelevite merki we oznaqavame s M(X) :=

MX , a tova na finitnite funkcii - s Φ(X) := Φ; Φ+ e mno�estvoto
na neotricatelnite finitni funkcii.

We razgledame slednata konfiguraci�: Neka f ∈ Φ+. Togava
integral�t 2

ν(e) :=

∫
e

f(x)dx

2Integral of Lebesque
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pora�da ednoznaqno (s toqnost do ekvivalentnost) m�rka ν ∈MX .
Takava m�rka se nariqaabsol�tno neprek�snata, a funkci�ta f -
ne�na pl�tnost.3

V naxite po - natat�xni razgle�dani� we se ograniqim s ab-
sol�tno neprek�snati Borelevi merki.

Definition: Redicata {µn}ot Borelevi merki e slabo shod�wa i kloni
k�m m�rkata µ, ako za vs�ka finitna funkci� f ∈ Φ∫

f(x)dµn →
∫
f(x)dµ, n→∞.

Slabata shodimost se oznaqava po sledni� naqin:4

µn −→ µ, n→∞.

Polezna e slednata teorema

Teorema 6.2 Neka f ≥ 0 e poluneprek�snata otdolu funkci�. To-
gava, ako

µn −→ µ, µn ∈MX

to
lim inf
n→∞

∫
X

f(x)dµn ≥
∫

X

f(x)dµ. (1)

Dokazatelstvo Kakto znaem, funkci�ta mo�e da se predstavi kato
granica na monotonno rast�wa redica ot neprek�snati finitni
funkcii, t.e.

f(x) = lim
n→∞

fn(x), fn(x) ≤ fn+1(x) ≤ · · · f(x).

Ot neravenstvoto ∫
f(x)dµn ≥

∫
fm(x)dµn

3Obratno, ako ν ∈ MX , to
∫

supp(ν)
f(x)dx predstavl�va lineen polo�itelen

funkcional v prostranstvoto Φ+; lesno se dokazva negovata neprekysnatost.
4Osven slabata shodimost se v�ve�da i t.n. silna shodimost, kogato ‖µn −

µ‖ → 0, n→∞.
Norma na m�rka :

‖µ‖ := µ( supp(µ)).
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poluqavame sled graniqen prehod po n

lim inf n→∞

∫
f(x)dµn ≥

∫
fm(x)dµ.

Ottuk pri m→∞ poluqavame (1). Q.E.D.

Corollary 6.3 Ako
µn −→ µ, µn ∈MX

i Ω e otvoreno mno�estvo v X, to

lim inf n→∞µn(Ω) ≥ µ(Ω).

Slednoto tv�rdenie e analogiqno

Corollary 6.4 Ako
µn −→ µ, µn ∈MX

i K e kompaktno mno�estvo v X, to

lim sup n→∞µn(K) ≤ µ(K).

Dokazatelstvata sledvat ot svojstvata na harakteristiqnite funkcii
na dvete mno�estva - v�. gl. ”super/subharmoniqni funkcii.”

Corollary 6.3 and 6.4 and vod�t do slednite osnovni neravenstva:

Corollary 6.5Neka E ⊂ C i µn −→ µ. Togava

µ(Eo) ≤ lim inf µn(Eo) ≤ lim supµn(E) ≤ µ(E).

We otbele�im, qe ako µ(E \ Eo) = 0, to

µ(En)→ µ(E).

5

5Takiva merki se nariqat regul�rni.
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We privedem teoremata na Heli (Helly’s selection theorem).

Teorema 6.6 Ako K e kompaktno mno�estvo i µn, n = 1, 2, · · · e
redica ot merki ∈MX , s�sredotoqeni v�rhu K i takiva, qe

µn(K) ≤ C, n = 1, 2, · · · ,

to s�westvuva slabo shod�wa podredica µnk
, k = 1, 2, · · · .,

Ide� za Dokazatelstvo De�stvitelno, neka {fn} redica ot
finitni funkcii s nositel K, navs�k�de g�sta v C(K). Neka
µn1 e takava podredica na p�rvonaqalno dadenata redica µn, qe
redicata

∫
f1(x)dµn1(x), n1 →∞ e shod�wa. Po - natat�k, µn2 neka

e podredica na µn1 , za ko�to
∫
f2(x)dµn2(x), n2 → ∞ e shod�w. Po

postroenie, redicata
∫
f1(x)dµn2(x), n2 → ∞s�wo e shod�wa. I

taka prod�l�avame -

{µnk
} ⊂ {µnk−1

} ⊂ · · · {µn1}, :∫
fk(x)dµnk

(x) <∞, nk →∞ and

∫
fl(x)dµnk

(x) <∞, l = 1, 2, · · · , k.

Po tozi naqin stigame do redica µnn , za ko�to {
∫
fm(x)dµnn(x)}

e shod�w za vs�ko m, nn →∞.
Neka sega f ∈ Φ(K) i neka f = lim fml

, {fml
} ⊂ {fn}.We poka�em,

qe redicata
∫
fdµnn e fundamentalna.6 Imame

|
∫
fdµnn −

∫
fdµn+kn+k

|

≤ |
∫

(f − fml
)dµnn|+ |

∫
(f − fml

)dµn+kn+k
|+

+|
∫
fml

d(µnn − µn+kn+k
)|.

Ot dosegaxnite razgle�dani� e �sno, qe gornata razlika e proizvolno
malka vseki p�t, kogato qisloto n e dostat�qno gol�mo. S tova
teoremata na Helli e dokazana. Q.E.D.

6Redicata {an} e fundamentalna, ako za vs�ko ε < 0

|an − an+k| < ε

vseki p�t, kogato n e dostat�qno gol�mo, k > 0. S drugi dumi, razlikata
an − an+k e b�zkra�no malka za dostat�qno golemi n. Po klasiqeskata teorema
na Cauchy edna redica e shod�wa togava i samo togava, kogato e fundamentalna.
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