
3. Pozitivni harmoniqni funkcii
Teorema 3.1., Neravenstva na Harnack1 Neka h ∈ H(∆(w, ρ)) i
osven tova, neka h(z) > 0 navs�k�de v�rhu ∆(w, ρ). Togava za vs�ko
z ∈ ∆(w, ρ), z = w + reit sa v sila ocenkite

h(w)
ρ− r
ρ+ r

≤ h(z) ≤ h(w)
ρ+ r

ρ− r
. (1)

Dokazatelstvo Po formulata na Poason za harmoniqni funkcii
(Th. 2.3)

h(z) =
1

2π

∮ 2π

0

ρ2 − |z|2

ρ2 + |z|2 − 2 cos(θ − t)
h(w + ρeiθ)dθ.

T�� kato
ρ2 − |z|2

ρ2 + |z|2 − 2 cos(θ − t)
≤ ρ2 − |z|2

(ρ− |z|)2
=

=
ρ− r
ρ+ r

,

to ot pozitivnostta na razgle�danata funkci�, kakto i teoremata
za srednite sto�nosti (Th. 1.2) h(z) sledva d�snata ocenka v (1).
Po analogiqen naqin se poluqava i l�vata strana na neraven-
stvoto na Harnack. Q.E.D.

Ot neravenstvata na Harnak sledva va�ni teoremi.
Teorema 3.2. Teorema na Liouville.2Ako funkci�ta h e har-
moniqna v c�lata ravnina i ograniqena otgore i otdolu, to t�
e t��destvena konstanta.
Dokazatelstvo Bez da naruxavame obwnostta mo�em da sqitame,
qe h(z) > 0navs�kzde v ravninata. Dejstvitelno, ako m < z(z) < M,
to we razgledane h(z)−m. Po (1), prilo�eno spr�mo w = 0,∆ρ)
za vsayko z |z| < ρ,

h(0)
ρ+ r

ρ− r
≤ h(z) ≤ h(0)

ρ+ r

ρ− r
.

Tv�rdenieto sledva vednaga, ako ostavim ρ→∞. Q.E.D.

1T. Harnack, 1817–1889
2Joseph Liouville, 1809 - 1882.
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Teorema 3.3. Teorema na Harnack. Ako redicata ot harmoniqni
v oblastta D funkcii {hn} e e monotonno rast�wa, t.e. hn(z) ≥
hn−1(z), n = 1, 2, · · · , z ∈ D, to ili hn kloni ravnomerno k�m har-
moniqna funkci� ili divergira ravnomerno k�m ∞ vzrhu kompaktni
podmno�estva na D.
Dokazatelstvo Bez da naruxavame obwnostta sqitame, qe ∆(0, ρ) ⊂
D. Ot neravenstva na Harnak poluqavame

(hn(0)−h1(0))
|z| − 1

|z|+ 1
≤ (hn(z)−h1(z) ≤ (hn(0)−h1(0))

|z|+ 1

|z| − 1
, n = 1, 2, · · ·

(2)
Ako qislovata redica (hn(0)− h1(0)) divergira k�m ∞, to oqe-

vidno i {hn(z)} we ima tova svo�stvo. Zatova, neka hn(0)− h1(0),
a s tova i hn(0) e ograniqena. Togava, kakto znaem, monotonno
rast�wata redica hn(z) e shod�wa.Fiksirame sega proizvolno
kompaktno podmno�estvo K na ∆(0, ρ). V�rhu tova mno�estvo
izrazite |z|−1

|z|+1
, |z|+1
|z|−1

sa oqevidno ograniqeni. Ot druga strana, red-
icata hn(0) − h1(0) e fundamentalna, poradi shodimostta. Otqi-
ta�ki tova, vi�dame ot (2), qe fundamentalna v�rhu K e i red-
icata {hn(z)}. No togava {hn(z)} e ravnomerno shod�wa v�rhu K
(teoremi na Weierstraß.) Harmoniqnostta na graniqnata funkci�
sledva vednaga ot teoremata za srednite sto�nosti. Q.E.D.

Exercise 1. Neka h ∈ H(∆(0, ρ)) e pozitivna. Togava

|∆h(0)| ≤ 2

ρ
h(0).

Izpolzva�te tova neravenstvo, za da poka�ete, qe

|∆h(z)| ≤ 2ρ

ρ2 − |z|2
h(z), |z| < ρ.

Exercise 2. h ∈ H(∆(0, ρ). Za 0 ≤ r ≤ ρ definirame

Mh(r) := sup
|z|=r

h(z).

Doka�ete, qe

Mh(r) ≤
2r

ρ+ r
Mh(ρ) +

ρ− r
ρ+ r

h(0).
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Ottuk doka�ete obobwenie na teoremata na Liuvil, imenno: ako
h ∈ H(C) i udovletvor�va neravenstvoto

lim inf
Mh(ρ)

ρ
≤ 0,

to h ≡ Const.
Exercise 3. f ∈ A(∆(0, ρ). Za 0 ≤ r ≤ ρ definirame

Mf (r) := sup
|z|=r
|f(z)|iAf (r) := sup

|z|=r
Re f(z).

Doka�ete neravenstvoto na Borel-Caratheodory

Mf (r) ≤ Af (ρ)
2r

ρ− r
+
ρ+ r

ρ− r
|f(0)|.
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