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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE D'UN COMPLEXE DE DROITES DANS
L’ESPACE ELLIPTIQUE OU HYPERBOLIQUE

ALIPI N. MATEEV

Dans Mateev (1969) entre outre on a étudi¢ le voisinage de deuxiéme ordre d'une
droite d’un complexe de drotes dans un espace ell'ptique ou hyperbolique a trois di-
mensions.

Dans le présent travail on applique quelques de ces rc¢sultats pour ¢tudier des ques-
tions liées avec les centres d’inflexion sur une droite d’un complexe de droites K. On
obtient 1'équation de quatrieme degré qui donne les centres d’inflexion sur une telle droite,
Les coefficients de cette ¢quation sont ¢xprimés par les invariants appartenants au voisi-
nage différentiel de deux ¢me ordre de la droite considérée. On étudic de méme les sur-
faces principales passantes par une droite du complexe ¢t on obient I’équation caractéris-
tique correspondante aux surfaces principales. On considére le cas spécial ot sur chaque
droite de K ils existent dcux centres d’inflexion doubles. Dans ce cas I'équation caractéris-
tique correspondante aux surfaces principales posséde une racine double et une — simple.
Elles sont trouvces effectivement et on étudie I'équation unique correspondante a la racine
double.

Soit g {/,/;} une droite quelconque d’un complexe K de droites de
I’'espace elliptique &,, ou de l’espace hyperbolique JC,. On choisit les points
l,, I; de g tels que le tétracdre 7'={/,/,/,/5} soii autopolaire canonique dans
&y, ou dans JCg.

A. Dans l'espace elliptique &, on a:

R=r=0=0=1, (lLil])-1,
(lshol)y=1,,  (I31:1,) - 1, (Iilols) =1,y (1o111,) =1
B. Dans l'’espace hyperbolique J¢;, on a:
2 1, B=0R=01=1, (L)1,

()= lo (Lily) 1y (Lholy) L (Lhi1y) 1y
Dans &, et dans JC, on ja encore /,/, [0y ~Ily -51,=113=1,/;=0.
Pour les déplacements infinitésimaux du tétracdre 7, on a:
dlo *r[-mlll-%w"la Ifm”/s
dl, neotly+#-| ply+ql,
: -1 dans &
dly na*ly —rl+x+pl, Ll { 1 dans Jén
(iln )7“)"‘/0 E (/Il plz»l #
1

ou l'on a posé wj m:,';::p, (n;" m“: s m';' my .
9

Les formes différencielles o', @2 " p, ¢, r dépendent de trois vari-
ables indépendantes u, v, w et elles vérifient les ¢quations de structure
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do' = rN\e?+w?/\q, dp=r/\q+no?/\o’
(ir:)g':p/\w“—f-ful/\r, dq=p/\r+nm1/\(l)3,
do?—gA\o' -+ \p, dr—qgAp+no? Aol
L’équation du complexe K considér¢ par rapport au tetraédre 7, est
(1]:
(1) o'+ k(u, v, w)p - 0.

On suppose encore que les formes différentielles w?, p, ¢ sont indépen-
dantes. L’invariant k(u, v, w) appartient au voisinage différentiel du premier
ordre de la droite g(u, v, w). Le point du contact d’une surface réglée S
qui appartient au complexe K et passe par la droite ¢ est un point M sur
la droite g, tel que le plan tangent correspondant par rapport a la surface
réglée S, coincide avecle plan quicorrespond au point M dans la corréla-
tion normale [2].

Dans l'espace elliptique &3, on a M- cost/,+sintl;, tc|0 =), resp. dans
'espace hyperbolique: M- chily+shtly, te (— -, o). )

Si M est un point fixe (@M 0) dans &, on a

(2) cos tw!'4sin tg 0, cos tw? sin tp- 0, «?+dt=0.
Le pole P du plan ;. s’obtient comme il suit:
P (lydloly) (loy o'+ @2y, 1) - o' (lod 1)+ o lolols) ~ @l — 'L,

Si l'on tient compte de (1) et (2) on obtient w':w? —kcosf:sint
Par conséquent on a définitivement
(3) P—=sin tI1,+k costl,.

Le pole P* du plan tangent au point M par rapport a S est donné
par légalite

(4) P¥ =(l,[;dM) —~(cos t w'+sin £ g)ly—(cos t w2 —sin ¢t p)l,.
Les poles P et P* coincident, si et seulement si
sin t/k cost=(sint p—cost w?)/(cos t o'+ sin fgq),
d’out I'on trouve
(5) gtgit + 2wtgt + kw? - 0.

Dans l'espace JC, on obtient des résultats analogues, en remplagant
sinf et cost resp. par. shf et cht.

Théoreéme. Les points du contact définis par l'equation (4) coincident
si et seulement si, la surface réglee S est developpable.

En effet, de (4) on obtient pour la coineidence de points du contact:

(6) (@")? kqn?=0.

D’autre part la condition nécessaire et suffisante pour que la surface S
soit développable, c’est (/,/;dlydl;) =0, qui est équivalente a

(7) paot+gw? 0.
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Si I'on tient compte de (1), I'équation (5) prend la forme k(pm' + gw?) -0,
d'oir il suit que si £ +C (5) et (6) sont équivalentes.

Centres d’inflexion sur une droite d’'un complexe K dans &; ou JC..
Le centre d’inflexion sur la droite g dans &; ou dans JC,; est un point M
tel que son plan u correspondant dans la corrélation normale est fixe,
c’est-3-dire le pole P de n est fixe.

Soit K dans &3 et prenons les diffcrentiels des deux cotés de (3). 11
s’ensuit

dP = —(sin ¢t w'-}-kcostm?)/,}+ cos L(dt—kr)l,
-+ (sintp—Fksin tdt |-cos tdk)l,4-(cos t p—sint q)l,.

~ En remplagant /, de (13) dans (7), le point P est fixe, si et seulement
si, on a

kcostp—sintqg-—0,
(8) sint w'-4-kcost w? 0,
cos2 ¢t . )
k —(kr—dt)+sin{(r—kdt) ' cos tdk 0.

sin ¢
Si I'on tient compte de (1), la premiére et Ia deuxiéme équation dans
(8) coincident, resp. avec la premiere et la deuxiéme équation de (2). La
troisitme équation de (8) prend la forme

(9) (r+ko®)tg?t+dk tg t+ k(0?4 kr)=0.
En tenant compte de [I, (51), p. 302] la derniére équation peut s’écrire
(10) a tgt t+ 28 tg3t + (0 + 2ky) tg?t + 2ke tg t + k2% =0,

oit a, B, 7, 9, & » sont lesinvariants appartenants au voisinage différentiel de
deuxiéme ordre de la droite g. C’est I'équation (10) qui donne les centres
d’inflexion sur la droite g de K dans &,.

Si chaque point M ¢g est un centre d’inflexion, KX est un complexe li-
néaire. Les conditions qui caractérisent ce cas sont

a=0, p=0, 0+2ky 0, e=0,r=0.
Dans le cas oit £ const, on trouve g 0, 4 0, ¢ 0 et I'equation (1)
prend la forme
atgt +2ky tg?t + k2 =0.

Théorcme 2. La condition nécessaire et suffisante pour les points I,
I3 (les centres sur la droite g) soient centres d'inflexion, est a 0, » —0.
Les autres centres d’inflexion sur la droite g se trouvent de I'équation

ptg? b1 (0 + 2ky)tgt +2ke 0.

On trouve les resultats analogues dans lespace JC; en changeant tg{
par tht.



GEOMETRIE DIFFERENTIELLE D'UN COMPLEXE DE DROITES 129

La condition nécessaire et suffisante pour que les points infinis de la
droite g, /,+ I, soient centres d’inflexion, est donnée par

p-+-ke -0, a+d6+2ky+k2% 0.
Dans l'espace &, pour le complexe polaire K* du complexe K,on afl]:

0¥ — —w', »*? q, w3 -—r,

* - :
w2, rF—w’,

P P q
d’oit on trouve les relations entre les invariants des deux complexes

k*=k, oF r, pB* g 7F Y,

i
oF— 0o, & B = —a.

L’équation des centres d’inflexion sur la droite polaire g*--{/,/,} de la
droite g {/,/;} prend la forme

(11) v At £ + 26 tgh 1%+ (0 + 2ky) tg2 £* + 2kpAG ¥+ K2a 0.

Dans le cas oit le complexe K n’est pas linéaire et 'on tient compte
de (9) et (11), on trouve

(12) tgt.tgt* k.

La relation (12) donne une nouvelle interprétation géométrique de
I'invariant k.

Surfaces principales passantes par une droite d’'un complexe de
droites dans &; ou J¢,. Une surface réglée S, passante par la droite g est
une surface principale par cette droite [2], lorsque les lignes du contact de
S coincident avec les lignes asymptotiques de cette surface. Si I'on tient
compte que dans le cas considéré les points géométriques P et P* définis
par (3) et (4) coincident, les lignes asymptotiques s’obtiennent par I'égalité
dM . dP*- 0, d’oit I'on trouve dans &;:

(13) (7 + ka?) tg 2t + dk tg t + k(w? + kr)— 0.

Pour que la surface S soit une surface principale, il faut et il suffit
que les équations (5) et (13) soient équivalentes, c’est-a-dire

3 3
(l4) '+k,‘,"._ 7dk o +kr~

q 201 w?

En tenant compte de [1, (51), p. 302], on obtient

‘y a ﬂ y S
(15) I(s)= p S+ 2ks - 0.
1 y—S 3 »

Pour le complexe polaire K* du complexe K, on trouve I’équation ana-
logue a (15)
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v & y+5* |
(16) As¥) | & 5—2ks* g =0
|y + s* B a
d’oi1 'on conclut qu'on peut passer de (16) a (15) par la substitution s*= - s.

Dans l’espace hyperbolique JC; on obtient les résultats analogues, si
I'on prend dans (9), (10) et (14), au lieu de r+ kw?, I'expression r ko et
tg¢ au lieu du thZ. L’équation (15) reste la meéme. Il faut remarquer que
dans l'espace hyperbolique, il n’existe pas un complexe K* qui est polaire
du complexe K.

Complexe K de droites dans &; ou J; avec deux centres d’inilexion
doubles sur chaque de ses droites. Soit dans &; le complexe K, pour le-
quel P’équation (10) poss¢de deux racines doubles: tg/, =a et tgf,=5, ol
a et b sont réels, ou complexes, c’est-a-dire dans ce cas (10) est équiva-
lente a a(tg? a)(tgt b6)2 0.

On trouve facilement que I'équation caractéristique des surfaces princi-
pales (15) posséde une racine double et une simple, comme il suit

aab a
(17) S, = 8=y % S3=7 Qk”(ag’f‘ b?).

Les équations (14), en tenant compte de (17) se réduisent a I'équation
unique

(18) kaw?4-(a-+b)w' -+ abwl 0,

qui est une équation de Pfaff des variables indépendantes u, v, w. Par
conséquent, les surfaces principales du complexe A appartiennent a la con-
gruence (18).
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