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PROPAGATION DES SINGULARITES POUR DES SYSTEMES
HYPERBOLIQUES NON SYMETRISABLES

VESSELIN M. PETKOV, GEORGI ST. POPOV

On étudie des systemes hyperboliques de premier ordre ayant un symbole principal
qui n’est pas semblable a une matrice diagonale. On suppose que la multiplicité des racines
caractéristiques est constante et en plus que le rang du symbole principal sur la variété
caractéristique est constant. On prouve un théoréme de propagation de singularités analo-
gue aux théoréemes pour des équations a caractéristiques de multiplicit¢ constante.

Introduction. Soit X’ une variété C= de dimention n, X—[7_, T]X X"
T_<T.,, la variété produit, X —(Xq X')=(Xgy Xy, ..., Xn) le point génrérique
de P. On étudie la propagation des singularités des solutions du systéme de
premier ordre Pu-f, ol

P ID,+ A(x, D)+ B(x, D),

D;=—i0d/ox; | est une (dxd) matrice d’identité, A(x, D) € LY (X),
Bix, D) ¢ L°(X) sont a valeurs matrices (d<d). En plus le symbole de Alx,D’)
dépend de fagon C= de la coordonnée x, On utilise sans les rappeler les
notations de Hérmander [3] pour les opérateurs pseudo-différentiels et
les opérateurs intégraux de Fourier. On suppose dans la suite que chaque
opérateur pseudo-différentiel Q¢ L™(X) a un symbole g(x, ;) qui posséde un
développement asymptotique au sens de [3]:

q(x’ «:) ~ AS qm—k(X, C)v
k=0

dans lequel la fonction ¢m—, est homogéne de degré (m—k) en (.
Soit p(x, ) le symbole principal de P. Nous allons considérer des opé-
rateurs vérifiant la condition suivante:

Toutes les racines o= A;(x, ) de Iéquation detp(x,)=0 sont
(H) réelles et de multiplicité constante r; pour (x, 7)€ 7*(X)\0. De plus
nous avons rang p(x, 4;/x, '), ') =d—rj+x;, ou x;=const.

Si %;—0 pour tout j, le symbole p(x, ;) est une matrice symétrisable et
le probléme de Cauchy pour P est bien posé. D’autre part s’il y a au moins
un j, tel que x;,>0 il faut poser des conditions sur les termes d’ordre infé-
rieur pour que le probléme de Cauchy soit bien posé.

Nous nous intéressons dans cé€ travail au cas quand ;>0 implique 7,=2.
L'un des auteurs a introduit en [4] une condition, dite condition de Lévi,
qui se réleve étre nécessaire et suffisante pour que le probleme de Cauchy
soit bien posé.

Afin de formuler cette condition introduisons la fonction phase ¢;(x)
qui vérifie ’équation :

SERDICA Bulgarica> mathematicae publicationes. Vol. 2, 1976, p. 283—294.



284 V. M. PETKOV, G. ST. POPOV

0p;/0x,—Aj(x, grad. ¢))

et les vecteurs R;(x, ), Lj(x, 7’) qui forment localement des bases dans les
noyaux de p(x, 4;ix, ), 7) et p*(x, 4;(x, ), o) respectivement. (On note
avec A* la matrice adjointe de A). Soit (x°,°):T* (X)\0, m:T*(X) -»Xla pro-
jection canonique.

Définition 1. ANous dirons que l'opérateur P veérifie la condition
L. -, Sl existe un voisinage conique I'C T*X)\0 de (x° ) tel que
pour chaque f¢ Cy'(X), supp fCal’ et chague fonction phase q ;. x), °=dypj(x°),
(x,dop;) € I" il existe un vecteur V;(x, dy;) tel que

0.1) e P{(f(x)Ry x, dp))+ Vi x, dpse )€ "/]= 0 (e ™), e—+ o=.

L'opérateur P vérifie la condition (L) si P verifie Lo, ) en chaque point
(x°, 27) € (det p)~ 1(0).

Remarque. Bien entendu le vecteur Vj(x, dp; existe seulement pour
(x, dg;) ¢ I' et I'asymptotique n’a lieu que pour (x, dgy) €I

I est clair que la condition L, ., est invariante par rapport au choix
de R; et des coordonnées x et que L - est toujours satisfaite si x;=0.
Comme nous verrons cette condition reste invariante si on multiplie 'opéra-
teur P per des opérateurs pseudo-différentiels elliptiques et aprés une trans-
formation canonique.

Soit w -(u,,...,us une distribution vectorielle. Posons

d
WFu)— U WF(u;).
i=l

(On renvoie pour la définition de WFu,;) a [3]). On sait que
WF(u)N\ WF(Pu)c (det p) 1(0).
D’autre part la condition (H) entraine que (detp) '(0)= Uq/.*‘(O), ot g;(x,¢)

J
fo 47(x,7). Nous énoncons maintenant notre résultat essentiel.

Théoreme 1. Soit P¢ L' (X) un opérateur propre qui veérifie les
conditions (H), (L) et »;>0 )r;=2. Soit u¢D '"(X), Pu-f. Alors I'ensemble
WF(u)\ WF(Pu) est inclus dans (detp)~1(0) et est invariant par le flot
bicaracteristique (étant entendu que sur q l."(O) on prend le flot associé au
champ Hamiltonien du symbole qj(x> {))-

Pour des équations hyperboliques ce théoréme a été démontré par
Duistermaat et Hormander [2] dans le cas max;r;-— 1 et par Cha-
zarain [1] dans le cas r;=const, ot r; est la multiplicité¢ des caractéristi-
ques. Une généralisation du résultat de Chazarain a ét¢ donnée par Sjo-
strand [7].

Notre démonstration suit le plan de [1]. On prouve [l'invariance de la
condition (L) et on se raméne au cas quand le symbole principal de P a
microlocalement une forme trés simple. Si p(x, ;) est symétrisable on fait
une réduction mod L—= au cas [), dans lequel le résultat est bien connu
[2]. Nous espérons que cette réduction peut-étre sera-t-elle utile dans le
probléme traitant la construction d'une parametrix globale de . Si x,>0 on
utilise la classe des opérateurs L% ~ introduite par Chazarain [1] et la
parametrix du probléme de Cauchy construite en [6]. Enfin on prouve un
résultat de résolubilité locale.
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1. Condition de Lévi locale. Nous donnerons une forme algébrique de
la condition L (., o). Soit (x° £0)€ THX)\DO, )—4(x% %), o(x) la fonction
phase, associée avec i(x, /), ;°—dp(x°). Dans la suite nous noterons avec
(x, ¢) les coordonnées dans un voisinage conique de (x° £°). On suppose que
la multiplicité de A(x.;’) est r—2 et x—1. (Ici rang p(x, i(x, ), ')=d—1).

Nous posons

P= .;-'p(,’(x’ d ¢)Di+p0(xv d @),

ol p‘f)(x[):l%p(x, &)y Polx, 2) est le symbole d’ordre O de P dans les coordon-
nées (x, o). On prouve facilement que L. =, est équivalente a la condition

(]'I) ﬂ(xy d‘p)"‘<L(x, dq’)’ P(R(X: dQ“))}ZO,
oll (x,dp) appartient au voisinage conique de (x° :°),(,, est le produit
scalaire en C<

La condition L, ~) est invariante aprés une multiplication de P par
des opérateurs pseudo-différentiels qui sont microlocalement elliptiques.

Proposition 1.1. Soit G, H¢ L°(X) deux opérateurs propres a va-
leurs matrices (dxd). Si (x°,°)¢§ WF(I—GH), l'opérateur P verifie L, =
si et seulement si l'opérateur GPH vérifie L, -).

Démonstration. Il suffit de montrer que la fonction B(x, dp) est
invariante en utilisant le fait que dans un voisinage conique de (x% Z°) on
a G(x,/)H(x,;)=1, ou G(x, r), H(x,:) sont les symboles principaux de G
et H. Nous posons dans ce voisinage

R(x, 5)=G(x, 0)R(x, ), L(x, 5)=(G*~Nx, )L(x, ¢).
On a
e " (Lix, dop), GPH (f(x)R(x, dp)e"®))y=f(x)B(x, dp)+O(g ).
D’autre part
e " (L(x, dp), GPH (f(x)R(x, dp)e'*®)) —e *" (L(x, dp), GIP( f(x)R(x, dg)e’*”)

+p(x, dp) W(x, dp)e”])+ 0o 1) = f (x)B(x, dp) + O ™),

donc B(x, do)=0(x, do).
On sait [6] qu'on peut trouver un voisinage conique /; de (x° %) et

une matrice U(x, ') ¢ C=(I")), positivement homogeéne de degré O par rap-
dort a ¢ et telle que dans /) on a
q(x, ) ¢
0 q(x, :)l
(1.2) Glx, ) p(x, G 1(x, &) ——| :
Q(x, )

olt g(x,r)=r0 Alx, ), Qx, ) est une (d—2)<(d—2) matrice, Q(x, A(x, '),
est inversible. Soient U(x, D), H(x,D') ¢ L°(X") deux opérateurs propres dont
les symboles en /) sont respectivement G(x, ') et G—'(x, /). Alors la pro-
position 1.1 implique que l'opérateur P, =GPH véritie la condition L(w, ).
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Maintenant nous allons prouver que L., ) reste invariante aprés une
transformation  canonique homogéne 7 d’un voisinage conique de
(x°,2°) € T*(X' )\ 0O sur un voisinage conique de (°, °) ¢ 7*(R"+))\ 0. Soit A et
B deux opérateurs intégraux de Fourier tels que

(1.3) A€ PR, X5 (DY), BeP(X, R+ 1),
(x°, 2% ¢ WF(I—BA), (¥, n°) § WF(—AB),

ol /" est une partie fermée conique du graphe de 7(A et B sont des opé-
rateurs scalaires).

On pose P— APB et on obtient I’égalité
AP,B—(AGB)P(AHB) = AG(I - BA)YPBAHB+ AGP(I — BA)HB.
Il en résulte que
(y°, n°) § WF(AP,B—(AGB)P(AHB))

et on en déduit daprés la proposition 1.1 que Py= AP,B vérifie Lo 0 Si
et seulement si P vérifie Lo, ).

On voit aisément que les vecteurs R(y,7n), L(y,n) qui correspondent
a P, seront de la forme

(1.4) R=(1,0,...,0), L=(0,1,0,...,0).
Donc la condition L.,y pour P, est équivalente a
(1.5) (L, po(T=N(y, dy))R)—0,

o py(x, () est le symbole d’ordre O de P,, w(y) est une fonction phase
pour P), (» dy) appartlent au voisinage conique de (39 2°), n°=dy(y°).

A~ o~

Soit (y, r,)_ T (x, 7) ol (x, 4—) appartient au voisinage comque de (x° £°). On

trouve une fonction phase @(x) pour P, telle que dqv(x)—“. Alors la condi-
tion L(w, - pour P; donne

(L, po(X, dp(X))R)— 0

ce qui entraine (1.5). De telle maniére on a

Proposition 1.2. L'opérateur P vérifie L ~) si et seulement si
Uopérateur APB wvérifie Lp, ).

Enfin nous avons le résultat suivant.

Proposition 1.3. Si P vérifie Liw, v, il en est de méme pour l'opé-
rateur adjoint formel ‘P.

Démonstration. On utilise des opérateurs microlocalement ellipti-
ques U, H¢ L°(X) et on se raméne au cas quand le symbole principal de
P a la forme (1.2) et les vecteurs R, L sont ceux de (1.4). Alors on obtient
évidemment

(L, po(x, dp)R) — (py(x, dp)L, R)

et il suffit d'appliquer la proposition 1.1. )
2. Réduction a une forme microlocale. Soit (x°, ) ¢ WF(u)\ WF( f),Pu — f.
Pour prouver le théoréme 1 il suffit de montrer que sur la bicaractéristique
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qui contient (x°,°) il y a un_ voisinage de ce point inclus dans
WF(u)\ WF(f). Dans ce paragraphe nous allons nous raméner au cas ol le
symbole principal et les termes d’ordre inférieur de P ont une forme trés
simple.

pSoit £0=2; (x°, £°), ry=2, %;=1. Si %=0 la réduction est pareille 2 celle
que nous allons faire et en plus il N’y aura pas la condition L« ). Dans la
suite on suprime [Pindication de Iindice j dans i r; x; pour alléger les
notations.

Soit Iy un voisinage conique de (x° %), G, H¢L°(X) deux opérateurs
propres tels que

WF(finTI's=92, WFI-HGNIy=2,

!
S

@1 Gl &) pxn 9H )~ G iwm (T T o)
01

ot N- (0 0) si x=1, N=0 si x—0, Qy(x,) est une (d—r)x(d—r) matrice
inversible en 7. On pose ¢=Gu et on trouve
WF(GPu)c WF(f),

WF(GPHG—hu)yc WF(HG - Da),
donc (x°, )¢ WF(GPHw).
D’autre part
WFwynI'y - WFGuyn 'yc WFu)N T's.

Si (x°, %) § WF(v) il résulte que (x°, ;) § WF(Hwv) et nous aurons(x?, )& WF(u)

S

puisque u=(/—HG)u+ Hv. Cela prouve que
(x°, £°) ¢ WF(v)\ WF(GPHwv)c (det p)~1(0)

et nous pouvons nous ramener au cas oi le symbole p(x, ) a microlocale-
ment la forme (2.1).

Maintenant nous allons utiliser une transformation canonique homogeéne,
T, engendrée par la fonction génératrice
D(x, n) = @(x, n') + Xo Mo,
ol

Oogp \"1
o‘xo=1(x. grade @), _ 0 == X

Si A et B sont de la forme (1.3) avec 7, donnée par
(x, @) — (Dy M),
au voisinage conique /'y de (y°, ") le symbole principal de APB sera
2.2) s (N )
) Qa(x, ')

olt x, ")+0, Qux, ) est une (d-r)>x(d—r) matrice inversible. (On utilise
les mémes notations pour des variables (x, 5) ¢ 7%R" ")\ 0)
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De la méme maniére comme ci-dessus on pose v— Au et on se raméne
au cas ou le symbole principal de P est (2.2) et

(2.3) (%% 2% € WFu)\ WE(Pu)C{¢; 2o =0}

Tout cela ne change pas le probléme et pour P la condition L, sera sa-
tisfaite si (x, ) appartient a un petit voisinage conique de (x°, :°).

Soit a(x, )¢ C= une fonction homogéne de degré O en ' et telle que
O=a(x,)=1, a(x,)=1 dans I'y, a(x,)=0 si (x,)¢ I ou I',C Iy I,
et I'; sont des voisinages coniques de (x°:°. On considére les symboles

(24) :,'(x! :') - [(l —a(x' C’))Jf'a(x’ &J)e(xr C/l C' ‘)] ‘\ :, ’
(2.5) Qa(x, &) =[(1 —a(x, &N +al(x, )Qu(x, &'/| T )] & -

Avec le choix de I on peut arranger que (2.4) et (2.5) sont inversibles
Soit P —p(x, D)= By(x, D)¢ L°(R"+"). On introduit I'opérateur

P= ID,+ Q(x, D)+ By(x, D),
ou
~ (NB(x, D)
Qx, D)= ( Qu(x, D’))

et on voit immédiatement qu'on a (x°, &°)§ WF(P- P).

Afin de simplifier les symboles d’ordre inférieur nous allons appliquer
pour P le théoréme 8. 1 de [6]. Il existe un opérateur elliptique E(x, D)¢Lo(R"+1)
et un opérateur C(x, D’)¢ L°(R"”) qui dépend de fagon C= de la coordonnée
X, tels que

(2.6) P (IDy+ Q(x, D)+ C(x, D')E(x, D)mod L—=.
Les opérateurs £ et C sont avec symboles a valeurs matrices (dx<d). En
plus les éléments des derniéres (d r) lignes du symbole de C sont 0.

Si on compose P comme la somme P=(P P)+ P il est bien clair qu'il

suffit de prouver le théoréme 1 pour lopérateur P. En posant ©v—Eu on
peut se débarasser de E(x, D) et on devra alors considérer 'opérateur

P=1D,+ Q(x, D)+ C(x, D).

Montrons maintenant qu’on peut supposer d--r. En effet, soit u=(U,, U,),
ot Uy (uy,...,u.), Ug=(pyy, ..., ua). On voit aisément grace a la forme
de C(x, ") que (x° %) ¢ WF(U,) entraine (x°, %) ¢ WF(Pu). Donc (x°, :°) ¢ WF(U,)
et on obtient (x°, 7°)¢ WFU,). D’autre part dans les premiéres r équations
du systéme Pu=f on peut négliger mod L= les termes concernant {J,,
puisque (x°, ;) §WF(U,).

Aprés cette réduction on va supposer dans la suite que le symbole
principal de P a la forme

P(x. o) :(.I‘+~ Nb(x, o) bi(x, H)+0.

Rappelons que si » 0 nous avons N--0.
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3. Démonstration du théoréme 1 dans le cas x=0. On se propose de
faire une réduction mod L—= au cas quand P=/D, Nous remarquons qu’on
peut réaliser plus facilement une autre réduction mod L% —= [4]. Dans la
suite on suppose x3-—0.

Proposition3.l. Soit c(x, {') ¢ SUR*H' X R") a valeurs matrices (dXd).
Alors il existe un symbole h(x, ') ¢ S° (R"t1 X R") a valeurs matrices (d X d)
tel qu'on a
(3.1) o b, = e, ) (6, ) O, X, ) =1

Démonstration. On cherche A(x, ) dans la forme

h(x, ") —exp g'nC(r. x', Z)dr.

On pose

q(x, )= 6‘ c(x, X', 7)dv
et on considére la suite
B, )= SASEV 0,19, .
5 !

Nous allons montrer que c’est une suite de Cauchy dans S°(R”*!><R"), muni
de la topologie, donnée par les seminormes

Pa, 5. K(a):-: sup x€K,zeR™ (1 +(: )ﬂD'\:D?a(xv C') ’
K est un compact de R7+!. Parce que S°(R"*!XR") est un Fréchet cela va

impliquer que #&(x, ') € S%(R**1 <X R").
Nous avons

Pa 5. KAmX, &)~ hmi(Xy &)= iy SUP, ¢ rern (1 &) DiDE(R™(x, )

m
_ ’T:; s > sup IT/(1+ 2 YDy Dfiik(x, ') |-
.al+n,_,+...+am—-a ﬂ‘+ﬂ2+-.-fﬂm=ﬁf:g" =1

On introduit des constantes M, 4, x telles que
sup [(1+4 ¢ ViDEDEh(x,0) Mo, 1. &
veKER"

siai- a, f;|B et on obtient

P b Khm  Bm—r)=-m ™ "M k(ml)

Donc
m+j  paltif

Pa, 8. K (h,,+/—h..)' > k1

R=m+1

M 5
et A(x, )€ SUAR"XRY).



290 V. M. PETKOV, G. ST. POPOV

Il est bien évident que si ¢(x, ) est un polynome de x, le symbole
h(x, ) vérifie (3.1). Dans le cas général, soit 0¢[a, g]. On fixe x’, o’ et on
trouve une suite des matrices Pn(x,) qui sont des polynomes de x, telles que

liMp-y 00 Pm(Xo) = (X0, X'y &)

dans la topologie C'[a, 8]

Soit /,(x,) f"Pm(t)dz,u,,,f.\q,i:exp I (Xx,). Alors
0

wo 1%L Ik
Um i (Xo) —Um{Xo) == lim sup, oo & 55"
k=1 .
) " MkA—l
—lim sup,,.w‘,kz_'l k1)1 Inij—Im| =M Imyj—Im ,
oit sup | Im(x,)| M, xo€la, g, m—1,2,... . Cela prouve que {um(x,)} for-
ment une suite de Cauchy dans C°a, ]. On a en outre
du,, , ; i
;1";0/ *‘:;; Poijimsj—Pmtim—Pmij(Umsj—Um) (Pmyj—Pm) im

et cela revient a montrer que {u,(x,)} est une suite de Cauchy dans C'a, B)
En passant a la limite dans

d n
ud'ifO) = Pp(X0, tm(X0))
on voit immédiatement que la fonction u(x,)-—exp f"C(t, X, :7)dt vérifie (3.1)
0

et la proposition 3.1 est démontrée.
Théoréeme 3.2. Il existe deux opérateurs G(x, D), H(x, D')¢ L°(R"*")
a valeurs matrices (dxd) tels que

(3.2) PH—HD,~—0 mod L=,
(3.3) "GP - D,G=0 modL =,
(3.4) G |mo = H |0 = 1.

Démonstration. On cherche F/(x,D’) comme une somme asym-
ptotique

H~ 3 H _,(x, D)
k=0
avec H_,(x, D')¢ L *(R"+"). Soit
Clx, D)~ ;i‘oc Ax, D).

Alors pour Hy(x, ;) on obtient ’équation

OHQV(.t.:’) _

1 ’ ’
0-\’" i Co(x- : )Ho(x- : )v
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possédant d’aprés la proposition 2.1 une solution H(x, ") qui est une ma-

trice inversible et pour laquelle Hy0, x', &')= 1.

Supposons maintenant que les symboles H_;(x, ), j<<m sont déja dé-
terminés de telle maniére que

Do+ Co+C—y+ -+ +Cmon) (Ho+ H_1+ - - - + H_(m—1))
—(Hy,+H 1+ -+ +H_(m—1y) (mod L—).
Pour H_(x, ) il faut résoudre I’équation

OH—m 1
o =+ CoH—m+Rm

oit R_nm€ S m(R"+1<R") est connu. Prenons H_,, dans la forme H_ n(x, ")
= Hy(x> )Q—m(x, /). Ceci nous améne a Péquation

0Q—m _
(;xo = (Ho) 1R——m: Q~—m .\-,,=0=U

qui a évidemment une solution Q_,¢S—™(R"+!'XR").
Afin de trouver G(x, [) on utilise I'opérateur adjoint formel ‘P. Si H,
est tel que

tPH, = H,D, mod L—=, H,(0, x",D")=1

il résulte que lopérateur G='H, vérifie (3.3), (3.4). Cela achéve la démon-
stration du théoréme 3.2.

Maintenant nous allons nous ramener au cas P—/D,. Posons v=Gu. On a
les égalités

Dyv - D,Gu=(D,G—GP)u+ GPu

qui entrainent (x° %) ¢ WF (D,v). D’autre part, l'opérateur G est elliptique
et nous aurons

(x°, 2% € WHF(u)c WF(v).

Une fois la réduction faite, le résultat du théoréme 1 pour D, est
bien connu [2].

4 Démonstration du théoréme 1 dans le cas x=1. Remarquons tout
d’abord que nous avons d=r=2, donc les symboles considérés sont des
matrices (2<2). Avant de faire une réduction au cas P=- D, nous allons simpli-
fier .encore la forme du symbole

C(x, )= {€ur (x, C')}z.*= 1

On applique le théoréme 3.2 ou bien les raisonnements de [2] et on
prouve qu’il existe deux opérateurs elliptiques scalaires g,(x, D) ¢L%(R"*"),-
k=1,2 tels que

(Do +Crx(x, D))g, (x, D)= gi(x, D) D, mod L—=,
Nous posons
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2= ("5 wien)

avec symbole principal

Eo= (el()g . e2<2, :'))'

On cherche des opérateurs #/(x, /)¢ L(R" 1), € 4(x, D) € L*R" ") tels que
PE ~ E(Dy+4N§ +C,+ C"_ + ---) mod L=

On a b(x, ) e e, donc W(x, ) + 0.Supposons que les symboles C'_ (x, &)
sont déja déterminés pour j- m—1 de telle mani¢re que les éléments sur
la diagonale de C’,(x, ') sont 0. On trouve C' m(x, ) par Péquation

PE—E(Dy+ NV +Co+C 1+ -+ +C_pmy))=E,C_pn mod L™

et on voit aisément que les éléments sur la diagonale de C’,(x, Z’) sont
égales a 0. Donc on se rameéne au cas oir sur la diagonale des symboles
d’ordre inférieur nous avons 0. Dans la suite on supprime le prime ent’ et C’.

Nous rappelons la définition des opérateurs de la classe L%, intro-
duite par Chazarain [l, définition 6.1]. ’

Définition 4.1. Etant donnée une application C=: R -— L—=(R"),
notée x,-— R(xy x', D’) on lui associe sur R"*' lUopérateur R(x,, x', D)
¢ LOR"tY). La classe de ces opérateurs est notée par [°—=.

Le théoréme suivant est analogue au théoréme 3.2.

Théorémes 4.1. /l existe des opérateurs UG(x, D), H(x,D") ¢ L'(R")
a valeurs matrices (2 <2)qui dépendent de facon C= de la coordonnée x,
et tels que

(4.1 (Do + No+C)H = HD, mod L% =,
(4.2) G(D,+NM\8+C)= D,G mod L%,
(4.3) G0, x', D) = H(0, x’, D') =1 mod L—=(R").

Démonstration. Soit Q un opérateur intégral de Fourier

(Qu)(x)— (2 [ [ " P h(x,, X', &) u (y)dy'd?,
oll h(x,, X', ") € SY(R"*1XR"). Si nous avons
PQ-—-0, QO,x',D)=1
on peut poser
(Hu)(x) —(27)=" [ f&" """ h(xo X, )t (X, ¥') dy'ds’

et les conditions (4.1), (4.3) seront satisfaites. Autrement dit il faut trouver
une parametrix du probleme de Cauchy pour P. L’existence d’une telle pa-
rametrix est prouvée en [6,§ 9]. Pour G(x, D) on applique les mémes rai-
sonnements que dans le théoréme 3.2.

Les opérateurs G et // ne sont pas elliptiques. C’est pourquoi nous
allons considérer l'opérateur W - /G (On peut supposer que les opérateurs
(, H sont proprement supportés).
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Proposition 4.2. Nous avons W =1 mod L% —=.
Démonstration. D’aprés (4.1)—(4.3) on obtient

(4.4) LW _ Ny+CYW—W(No+ C) mod Lo

[ 0x,
(4.5) W ¢ —o =1 mod L—=(R").

Nous aurons W —/mod L%—= si le probléme (4.4)—(4.5) a une solution
unique modulo L%—=.
On suppose que W vérifie (4.4) et W ,— — 0 modL—=(R"). Soit

We > W 4
kR—=——2

0 ¢ 0 70
€ (e o) ca=(,.. o)

La condition (L) implique ¢,; =0. Nous noterons avec {w” }? les éléments

oSy =1

des symboles W_, et supposons que W_,, est le premier symbole qui n’est
pas identiquement 0. On utilise (4.4) et on trouve

Wy WH—WY
(NW_p —W_aN)b— 0 —wm 0,
d’ott il résulte que wp=0, w}, ~w7, puisque 6--0.
Pour les symboles @7, wj, wn*' on obtient le systeme
Dywh “wrtle,  Dywl,= w;"l*»'ﬂ, Dywrt1--0
avec les conditions initiales 0. Cela donne w/—wj} w7 ''=0.
Enfin on a le systéme
Dywn=(wnt'—wpnt!) o,
Dyt — @it b—ya@,
Dywnt! = —wnt? 6+ 70w
Dow;"l*")"'}’zl(wﬂ‘kl_w;?l )
qui entraine w7 - wnt!'=wpt!—wrt?-0. Donc W_,=0 et la proposition

4.2 est démontrée.
Aprés cette préparation posons v=Gu. On sait que

WEFwu)C{(x, 7)€ THR")N\0; 2= 0}
WF(D,G—GP)Yc{(x, 5 e THR" INO0; =0}
et on en déduit
WF(D,G—GP)u)= WF (D,G—GP)o WFu)= .
On a en outre (x° )¢ WF(GPu)c WF(Pu) et cela revient a montrer que
(x°, )¢ WHD,v).
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D’autre part d'aprés la proposition 4.2 on obtient WF(/—W)u)= @
d’on il résulie que

(x°, £°) € WF(u)c WF(Wu) - WF(Hv)c WF(v).
Finalement nous avons prouvé que
(1% ") € WEo)NWF(Dev) {(x, 0)5 Lo 0}

et nous sommes ramenés au cas ). Cela termine la démonstration de
théoréme 1.

Remarque. Dans [5] nous avons anroncé qu'on peut se remener au
cas [, avec une réduction mod L—= ce qui n’est pas toujours possible si
nous avons x-=— 1.

Théoréme 1 a un analogue dans les espaces de Sobolev f(X). Rap
pelons que

WF,(uw)= [ a '(0),
Au € Hs)
oit A¢ LX) sont des opérateurs propres, a(x, ;) est le symbole principa
de A. Aprés des modifications évidentes on prouve

Théoréme 4.3. Soit P¢ L\(X) un opérateur propre qui veérifie les
conditions (H), (L) et »;>0 —r;=2. Soit u¢D'(X), Pu=f. Alors pour tout
s ¢ R nous avons WF;_,,/(u)\W’ J(f)c (det p)~*(0) et sur q;'(0) l'ensemble
WF‘_,,/_(u)\ WF,(f) est “invariant par le flot bicaructéristique associé au
champ Hamiltonien de gq;. .

Remarquons enfin qu’on peut démontrer un résultat de résolubilité locale
en utilisant la proposition 1.3, le théoréme 4.3 et les raisonnements de [2].

Théoréme 4.4. Soit P un opérateur qui uvérifie les hypothéses du
théoréme 4.3, x'¢ X. Alors il existe un voisinage ouvert V de x° dans
lequel U'équation Pu—f est résoluble. En plus, pour f donnée dans H) (V)

il existe u dans Hi—,(V), o »--maxx;.
J
On renvoie a [1], [2] pour les détails.
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