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DEUX NOTES SUR QUELQUES INEQUATIONS
VARIATIONNELLES ELLIPTIQUES

IORDAN V. IORDANOV

On démontre un théoreme de rcgularité de la solution de I'inéquation variationnelle non
coercive considérée dans [6]. On donne aussi quelques exemples des inéquations engendrées
par des opérateurs de forme caractéristique non-négative de deuxiéme ordre avec des solutions
lipschitziennes.

l. Introduction. Les résultats de la section 3 oii on démontre la régu-
larité de la solution du probléme considéré dans [6] au voisinage de la fron-
tiere compldtent les résultats de [7] sur la régularité a Plintérieur du domaine.

Dans la section 4 on établit des théorémes d’existence de la solution des
inéquations variationnelles engendrées par des opérateurs elliptiques dégénérés
du second ordre (cf. le probleme 11.18 de [10], ch.Il). Au moyen d’une régula-
risation elliptique on obtient des solutions u,, ¢ > 0. Puis on estime leurs normes
dans un espace convenable et aprées le passage a la limite lorsque & —0, on
trouve une solution de I'inéquation considérée ([13], [9], [5]). Le point essentiel
consiste a assurer (grace aux conditions supplémentaires pour la contrainte)
que u, appartiennent au moins de C'. Ceci permet d’estimer grad u, sur l'en-
semble de coincidence de u, avec la contrainte. Puis on applique facilement
des estimations a priori pour les opérateurs de forme caractéristique non-
négative [3; 17| pour estimer les mémes grandeurs sur le domaine entier.

Donc grace aux théorémes de régularité, il est superflu de supposer que
I'opérateur considéré soit uniformément elliptique a proximité de la contrainte
(cf. [3]).

[ll]est ¢vident qu'on peut appliquer ce schéma aux situations variées.

On utilise la technique de [8; 9; 14].

2. Notations. Soit 2c R” un domaine connexe de frontiére 02 apparte-
nante au moins de la classe C' et » ~sa normale intérieure. Notons par C’= (),
1-0,1,..., a¢(0, 1), les espaces des fonctions [ fois différentiables dans @
avec des dérivées d’ordre / holdériennes d’exposant a, et par H*?(Q), k=0,

p>1, les espaces de Sobolev (v. [15, ch.Il, oit on les désigne par W).
Lorsque p—2 on omettra I'indice p. Désignons par (.,.) et (.,.) les produits
scalaires respectivement de L,(Q2) et /(). Définissons d’'une maniére formelle
lopérateur frontiere de dérivation dans la direction de la conormale

PR a
(2.1) % U:Ia,,(x)cos(v, X;) ox,

par rapport a l'opérateur
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(2.2) Lu—— ¥ (afxus,) -
1j=1 J

On fera des suppositions supplémentaires sur la régularité des coefficients a;(x)
au cours de l'exposé.

3. Régularité a proximité de la frontiére de la solution du probléme
de [6]. Soient E et F deux sous-ensembles fermés de Q- QU JdQ avec mes E=
O=+mes F et soit ¢ H(Q). Pour simplicité, on supposera partout dans cette
section que la frontidre 02 soit de la classe C= (v.[11, §1.7.3]) et encore
que g, ¢ C'(Q) et

(3.1) Y ayx)5E=2 £2, A=const>0, wEER", yx¢O.
=1

ij=

Nous allons démontrer la régularité de la solution u¢ K de I'inéquation
variationnelle

(3.2) a(u,v—u)=0, wveK,

ou  a(u,v)—X7-1 [oay x)u,l'v,/ dx, u,v¢ H (Q), et K est 'ensemble de tous
les éléments v¢ H!(Q) tels que (v—¢)|z=0 et (v—@) =0 au sens de H'(Q)
(pour la définition v. [8] ou [4]). Notons par e(x) et f(x) les fonctions carac-
téristiques des ensembles E et F respectivement et soit

H () - 1, t\:O.
0, t>0

Sous I'hypothése que la solution et les fonctions mentionnés dans I’énoncé
du probléme (3.2) soient assez lisses, on peut concevoir I'inéquation variation-
nelle comme un probléme unilatéral (cf. [10, ch. II, §8]). Il est possible Iécrire
([8; 9; 4]) comme un probléme aux limites non linéaire, précisément

(3.3) Lu—e(x)H(u—@) max (Lg, 0)+ f (x)H (»—u) min (Lg, 0),
(3.4) d{’ — e(x)H(u— @) max (%, 0)+f(x)H(q~——u) min (g’ i 0).

Désignons L,(v) = L(v)+ev oil ¢ est un nombre positif.

Le lemme suivant joue un rdle principal pour la méthode utilisée (cf. [8;
9: 14]).

L]emme 3.1. Soient y¢ H{(Q), g:€ L, (0Q), r=2(n—1)/n, f, € L,(2), i—1,2,
et : R' [0, 1| une fonction lipschitzienne et monotonement décroissante. A
condition que f, =0 et f,<0 p.p.dans Q et g,=0 et g,<0 p. p. sur 09, il
existe une solution u¢ H(Q) unique du probleme

(3.5) Lt~ £,0(u—p)+fHwr—u), 3~ gbu—v)+gsfw—u),

c.-a-d. si on définit pour u,v¢ H' (Q):
b(u, v) = a(u, v)+e(u, v)— [ f,0(u—vy) vdx
Q

—.Lfae('l""u)'vdX— {ngle (u—W)vdS—oég’ 6 (y—u) vds,
oi ds est l'élément d'aire de 09, alors on ait b(u, v)=0, yve H(Q).
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De plus, on a u¢ C=(©Q) sous I'hypothése supplementaire que 6, f,, &, v
et les coefficients a,,(x) sont indéfiniment différentiables.

Remarque. Les conditions sur g, assurent que les intégrales super-
ficielles sont convergentes (et représentent des fonctionnelles linéaires bornées
sur /{'(0)) parce qu ‘en vertu du théoréme d’immertion ([11, p.84]), les élé-
ments v¢ H'(Q) ont des traces sur 002 de Ly (0Q), s=2(n—1)/(n—2).

Démonstration du lemme 1.1. Puisque la forme b(uz,v) est linéaire
par rapport a4 v (quasi linéaire par rapport a u) et on a , b(u, ) |=const (&) || V| Hi(a),
il existe un opérateur borné (nonlinéaire) 7 : H'(Q) — H(£2), défini par (Tu, v)=
blu,v), ~yv: H(2). 1l est facile a vérifier que l'opérateur 7 est monotone,
hémicontinu et coercif. Par conséquent ([10,ch.Il, th. 2.1]) il existe u¢ HY(2)
pour lequel Tu=0, c.-a-d. (Tu, v) -0, yyve HY(Q2). Ainsi la premiére assertion
du lemme est démontrée car l'unicité de la solution faible de (3.5) suit de la
monotonie stricte de P'opérateur 7. Maintenant a l'aide des the¢orémes de la
régularité des solutions des problemes aux limites elliptiques ([11], ch. II) et
des théorémes de I'immersion, on achéve la démonstration.

Soient M vrai ming. N=vrai max . On sait [6] que la solution u de
(3.2) satisfait M- u—N sur 2 au sens de H'(£), et encore qu’on peut supposer

(3.6) M<=0<N

sans restreindre la généralité.
Comme dans [4] et [7] on démontre le théoreme général suivant:
Théoreme 3.1. Soit p>n=2. Supposons (3.6) et

(3.7). Il existe une fonction ¢ H??(2) et des sous-ensembles mesurables F’,
F' de Q lesquels contiennent respectivement E et F et de plus

a) WE O B Y -0 p e =y e, dp =y au sens de H'(Q);
b) M=y=N, V',:E'nQTM' V’aF'na=M

Alors la solution u de Ulinéquation (3.2) appartient a H'*'P.7(Q)n H*?(£,),

o1 le domaine 2,c Q est tel que dist (2, 02N (EuU F))>0.
Corollaire 3.1. Dapres les théoréemes de l'immersion de Sooolev |15,

p. 72] la solution u de (3.2) appartient @ C"(£2,)N C**(£2), a,, ay¢ (0, 1).
Démonstration du théoréeme 3.1. Désignons
f, =€ max(Ly, 0), fo f min (Ly,0),
' (’l' ’ - d"
(L’I € max (’)‘: ’ 0)) g? f min (dvl’ 0)'

oit ¢ et f sont des fonctions caractéristiques de E’ et F’. Considérons des
suites {fa ), {gh )y i =1,2, et {py ), £ -1,2,..., des fonctions de C= lesquelles
approximent respectivement f, g, et y dans L,(2), L,(092), ¢ -n—1 et H**(Q)
lorsque £, —0. De mé¢me on peut supposer que f,{k et g;',‘t satisfont les iné-
galités correspondantes comme dans le lemme 3.1. Ceci découle de la démon-
stration du théoréme 3.1 de [15], ch. Il. De plus, d’aprés le théoréme de I'immer-
sion, on a

(3.8) wn, —;w sur £ lorsque k, — 0.
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Notons
1, t=1/2m
B ()=12—2mt, 12m<t<1/m
0, 1/m<t,

et Bmu(t)=Jn (Bm) (), Ol Jp est un opérateur régularisant (cf.[15, p. 58]). Evi-
demment 4,, (£)=0 pour />m~'+h, Notons par L"* Popérateur analogue de
L avec des coefficients a:']k(C“’(Q), a:';:,ai_, lorsque &, — 0 et par a"t la

forme correspondante. En vertu de (3.1) L est elliptique pour chaque %, suffi-
samment petit. A I'aide du lemme 3.1 on trouve des solutions um ¢ () et

Uz € C=(2) du probléme (3.5) obtenues respectivement pour L, f;, gi Om, v et
L"k, ﬂu' g’i'k’ H,,,A_, Wh, - Pour simplifier 'écriture on omettra I'indice & A cause
de (3.7b) il existe une constante P avec 'y, =P sur Q. Alors

(3.9) {7 §P+;ll—+hk sur Q.

A condition qu'il existe un point Xo€ Q' Upy (Xo) >P-+m~1+h,, on trouve

un sous-ensemble (relativement) ouvert wc O, sur lequel u,,>P+m! +h,
Posons ©— max (U, —P—m ' —h, 0) dans

A"ty O) - elltgyy )= [ f}, Oour (Ume—rom, J0dXA - -
+ [ 82 Oma(wn, —lpy) VdS.
e Tk

Puisque Sur SUpp ON @ Umy—7n, >Mm '+hy, il suit queBms (Ume—wn,)=0, d'olt

a"*(v, v)+&(v, V)+&(P+m 1+ hy, v)=0. Par conséquent =0 et la démonstra-
tion de (3.9) est achevée.
D’autre part on a les estimations suivantes ([12], [14, p. 213))

(3.10) Ui || g1 +1m. pgy= comst {1 £ Iz @) +| fi @
+ \H},k [z q(dm-H g}’,k L qmm-H Umr | 1),

oir ¢ > n—1, et aussi ([1,ch. V])
(3.11) U || 120,y = CONSEL | ;',kHL,,(m*l“ f,’,‘t L@t Um L@k
(les constantes ne dépendent qu'en p, g et Q).

En vertu de (3.9)—(3.11) il existe une constante C, dépendant de f., g
v, p,q, 2 et telle que
(3]2) | umk' HI+1p.P(Q) +|| u,,,.lle,,,(m =C.

Choisissant une sous-suite convenable, on obtient pour %, —0 que Umx—

w¢ Hi+ve p(Q)n H?-#(2,) faiblement dans le méme espace et de plus um, = u.
Aprés un passage a la limite pour A, — 0 dans
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a"'(um. V)& (Upma, V) *Jﬂ,k"m(um—wk Yodx+ -
+ d.xf){lf..‘*m(wnk Ume) Vds,

on trouve (v¢ HY(0)):
a(u, v)+ e, v)— [ f Om(@—yp)vdx+ - -
[0}
c-a-d. u et u, sont deux solutions du probléme (3.5) et selon Ilaffirmation

pour unicité u—u, et u, appartient a FH'+V2-2(Q)n H*A(Q,). D’une maniére
analogue a la démonstration de (3.12) on établit

3]‘3) 2 gl +1/p 7(0) + um],.,?,p (Q-)g Cl,

oi C, ne dépend qu'en f, g, v, 2,p,q (g=n—1) et ne dépend pas de m
et e&. Comme ci-dessus on voit que les fonctions holdériennes u, — u,,
u, € H'+Vr.p(0Q) N H>7(0,), faiblement lorsque m — ~ et de plus

(3.14) Um—u, < 1'm,
(3‘5) u, :HI&Ip.p“,) +‘1uu H?.p‘g‘)écl'

Utilisant (3.6) et les raisonnements pour (3.9) on montre

(3-16) M I/m<up=N+1/m
et puis
(3.17) u,=w—1/'m sur E et up=w+1/m sur F'.

En vertu de (3.17) I’élément u, appartient a 'ensemble K, construit comme
K ave:z E', F' et v au lieu de E, F et . Il est facile a vérifier ([4, 8]) que

(3.18) a(u, v—u,)+eu, v—u)-0, wrveK.
Vu de (3.7a) on trouve K'c K et u¢ K’, d’ou

a(u,u, 1) -0 et a(u,u—u)+e(, s—ua)=0,

et apres I'addition
(3.19) alm—u,, u u,)+e(t,u u)=0.

|.’estimation (3.15) permet de choisir une sous-suite {u,‘} faiblement con-

vergente vers u,¢ H' *12 7 (Q2)n H*7 (2,) laquelle converge aussi dans H'(Q).
De Pinégalité (3.19) suit a(u —u, u uy)- 0, c.-a-d. u—u,—const, par quoi la
régularité de la solution u de (3.2) est démontrée.

Corollaire 3.2. Sous les hypothéses du théoréme 3.1 et

oy ) oy
(3.20) 4 0 et %

E'no

la solution u de (3.2) appartient a H? 7(0Q).

)

F'no
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Démonstration. Maintenant on a ou/d»—0 au lieu de la deuxiéme
condition de (3.5) et a laide de [1] on trouve une estimation uniforme de
”um"}HZP(-{J)-

Remarque. Au cas de la contrainte ¢ ¢ /%7 (2) on peut formuler des
conditions suffisantes de régularité de la solution u de (3.2) dans une forme
plus simple (sans participation de u cf.[7]).

4. Inéquations variationnelles associées a des opérateurs de forme caracte-
ristique non-négative. Dans [9;16] on considére des problemes non coercifs (non
linéaires). Utilisant les mémes méthodes, on donne ici quelques exemples lors-
qu’'on peut démontrer I'existence et I'unicité des solutions des inéquations va-

riationnelles, engendrées par des opérateurs elliptiques dégénérés.
Soit @ R" un domaine borné de frontidre 0Q appartenante 2 la classe C*

Considérons l'opérateur

Mu — —-U%la'f(x)u,‘,j 4 ‘ib‘ (X, +c(x)u,
o1 les coefficients @/ ¢ C¥Q), b ¢ CY(L), c€C°(£2), et de plus
(4.1) '/l: a(x)iz, =0, VEER, e Q,
(4.2) c(x)=c, - const >0,

sont tels que Ihypothése principale (H) énoncée ci-dessous, soit satisfaite.
Pour simplicité on fera I'hypothése supplémentaire que

(4.3) 00 est de type 3, pour lopérateur M, c.-a-d. Xj-, a”/(x)»»,;>0
sur 0%, ol y=(»y,..., »,) est la normale extérieure du domaine Q.

Il est commode qu'on écrive M sous la forme Mu= AZ‘f,g.l(a"/u,‘),/»

Shdiu, +cu,avec d'=b'+Y]_, a”. 1l suit d’ici que la forme bilinéaire
i s
n n
aw, v)= X [au, v. dx+ ¥ [d'u, vdx+ [ cuvdx, u, ve Hj(Q),
ij=1 4 £ (=10 ! Q
engendrée par I'opérateur M, est non-négative sur HyL2) si
(4.4) ¢ 3 Xd >0 sur O
i

(On suppose 'inégalité stricte pour assurer l'unicité de la solution).
Notons /.u = Mu—edu, ¢e>0, et par a,(u, v) —la forme bilinéaire associée
a lopérateur [,. Evidemment a, est coercive sur /(L) c.-a-d.

(4.5) a, (4, ) -2 (e) | iy, Me)>0, yue HY(Q).

Hypothése (H). Soit 4, ¢ CYw), wc ©, une solution faible de I'équation
L,v=0 sur w. On exige que les grandeurs gradu, soient bornées uniformé-
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ment par rapport A ¢ sur o a condition qu’elles soient bornées uniformément
sur dw.

Soit
By —ctrMpubr + L Sp 4w LS b s=1,., 0
s g 0 xg 21:1; R e P A Bt
I+4s i+s

ol la constante M, ne dépend que des dérivées d’ordre deuxiéme des coef-
ficients a/. Alors on peut vérifier ’hypothése (H) ayant la condition suivante

(4.6) sup B;< 0, s=1,..., n,
pe

ol lensemble £ est un voisinage de {x|x¢©, det |a/(x) |0} (cf.[17,
lemme 5|). .

On peut obtenir des conditions suffisantes pour (H) et en profitant de [3]:
Soit n—1=m et x,=t. Ecrivons l'opérateur Mu de fagon suivante (x=(x’, f))

m m
Mu = — [ Yoat(xt) u,[‘/+2 b a'(x’,t)w.‘,
ij=1 =1

-

~a(x!, tu,, J + X bi(x', b Ue + b(x, hu,+c(x', Hu),

=l

ou a’, a', a¢C*(), b', b, cc C'(£2). Maintenant pour les coeificients on exige

N\

J ‘_;';=1a‘/u,a, +2xt a a;ay+a uﬁ Sua(X ) (Y af tag), u —=const >0;
7 la(x’, ) =0, a'(x,t) =Ka(x',t), K- const;
o(x'yt) —cy -0, b(x',t) -by,>0.

Dans [3] un role essentiel jouent les coefficients devant les dérivées de pre-
mier ordre, tandis que dans [17] on suppose (4.6), c.-a-d. le coefficient devant
u soit suffisamment grand. A condition que la dégénération de M dans
QC R( 1 est d’'un type convenable (|3, théorémes 5 et 6]), on peut véritier (H).

Soit w e H*#(L2), p>n, et telle que y ,- -0, o E est un ensemble com-
pact de . Désignons par K lensemble fermé et convexe de tous les éléments
v Hy(L2) tels que v~y sur E au sens de Hf,(!!).

Probléeme. Trouver un élément u¢ K pour lequel

(4.8) a(u,v—u)--0, yvekK.

Theéeoréme. 1. Sous les hypothéses (4.1) —(4.5) et (H), il existe une
u¢ K unique du probléme (4.8). L’élément u est une fonction lipschitzienne.
Pour la démonstration nous avons besoin de ce résultat simple ([9)).

Lemme 4.1. Soient [, g« C'(D), Dc R" un domaine borné, ¢t [ g(f &)
sur D. A condition que l'ensemble |=|x x¢D, f(x)=g(x)} est contenu dans
Uintérieur de D), il suit gradf grady sur [

La démonstration du lemme est immédiate parce que la fonction f—g
atteint son minimum (maximum) dans /) sur /.



QUELQUES INEQUATIONS VARIATIONELLES ELLIPTIQUES 239

Démonstration du théoréeme 4.1. En vertu des hypothéses sur y et
(4.5), la solution u, de linéquation variationnelle a.(u., v—u,)=0, vveK,

appartient a H?7(2) N H)) ((4]). Puisque p>n on a u.C"*(2), a>0, et
(4.9) u, iog—’ 0.

Sur 'ensemble ©, ={x | x¢E, u(x)>y(x)} et aussi sur O\ E la solttion u.
satisfait ([8]) I’équation L,u, =0 (au sens de la théorie des distributions). Il est
évident que /, - {x x¢Q, u(x)=y(x))CE. A l'aide du lemme 4.1 on obtient
grad u, =grady dans les points de /nE(E — Pintérieur de E). D’autre part si

u,(x)=w(x) dans un point x¢JdE, tenant compte des inégalités [4] .

(4.10) O=u,=max vy,
E

on conclut que la fonction u, atteint son minimum dans le point x, d'ou
gradu, (x) 0. Par conséquent gradu, est estimé uniformément par rapport a
e sur l'ensemble /. L’estimation des grandeurs |gradu, sur ¢ est une con-
séquence de (4.3) et (4.9) (17, lemme 6]).

Maintenant, a cause de I’hypotheése (H) nous avons

(4.11) gradu, |<const sur Q

uniformément par rapport a e.
Tenant compte de (4.10) et (4.11) on choisit une suite {u faiblement con-

vergente dans /() dont limite faible u¢ Hy(©2) est une solution du pro-
bleme (4.8) (cf.[5]). L’estimation uniforme de ||z, |5 montre que la fonction
u est lipschitzienne

L’unicité de la solution du probléme (4.8) est une conséquence (comme
dans [5] de la condition (4.4).

Remarque 4.1. De méme facon on peut traiter 'inéquation non-homogene

a(u, v—u) = (f,v—u), wvekK,

ol la fonction f est suffisamment lisse.

Remarque 4.2. Le schéma utilisé dans le théoréme 4.1 montre que la
généralité des résultats dépend des théorémes de régularité des inéquations
variationnelles et d’autre part des estimations a priori pour les opérateurs
dégénérés.

©)

On obtiendra des résultats nouveaux et en considérant des inéquations
variationnelles pour des ensembles convexes variés au lieu de l'ensemble K.

Soit £ et F deux sous-ensembles compacts de « tels que dist (£, F)>0
et soit ¢ ¢ H*7(L2), p>n. Notons

K, lv|lv¢ Hy(2), (v—)g=0 et (v—y) - 0 au sens de H) ().

En modifiant légérement le raisonnement dans la démonstration du théoreme
4.1, on obtient un théordme d’existence et d’unicité de la solution lipschit-
zienne en cas de l'ensemble K, pour linéquation variationnelle (4.8) sous
I'hypothése (cf. [4])

@ oe=min (0, ming), ¢ 4= max (0, maxg).
EUF EUF
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Dans (7] il y a des conditions diverses, assurant que les points de coincidence
de la solution (assez lisse) u, avec la contrainte soient a I'intérieur de ’ensemble
ol on pose la contrainte. (Evidemment cela joue un role essentiel en cas des
contraintes localisées sur des sous-ensembles de ().

De meme fagon on établit des résultats pareils en considérant des con-
traintes du type

K,={v v¢ Hy(82), gradv =1 p. p. sur },
K, v/ ve HMQ), y—=v—y* sur £ au sens de Hl‘)(s_))},

ol y, w* e H*P(L2), p>n, w=y* sur ©Q et y<<O<y* sur JO, ou obtenues par
la combinaison des contraintes déja considérées. Les solutions des inéquations
régularisées correspondantes appartiennent aussi a /%7 (£2) (v. [2)).
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