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INVARIANZ VON PUNKTPROZESSEN BEI ZUFALLIGEN BEWEGUNGEN Ii
JOHANNES KERSTAN, KARL-HEINZ FICHTNER

Es seien P ein Punktproze und R ein substochastischer Kern ohne stationdre Vertei-
lungsgesetze auf einem vollstandigen, separablen metrischen Raum. Geniigt P gewissen End-
lichkeitsbedingungen, so kann man einen neuen Punktproze P, ableiten, indem man alle

Punkte unabhangig voneinander gema R verschiebt (Vgl. [2] oder [3]). Fir den Fall, daB die
Halbgruppe (R”)n=) der Faltungspotenzen von R eine gewisse Mischungseigenschaft besitzt,
wurde in [2] (s. auch [7]) die Struktur der verschiebungsinvarianten Punktprozesse (Pr=P)
m't endlicher Intensitit ermittelt. Es treten dabei rur M:schungen verschiebungsinvarianter
Poissonscher Punktprozesse auf. Ist diese Mischungseigenschaft nicht erfiillt, so liegen die
Verhiltnisse wesentlich komplizierter. Es gibt im allgemeinen mehr Punktprozesse, die beziig-
lich R verschiebungsinvariant, kurz R-invariant, sind. Das zeigt auch das einfache Beispiel der
Translation I(T(x, A)=d,,,(A)) auf den ganzen Zahlen. T-invariant sind alle stationdren

Punktprozesse.

Das erste Anliegen dieser Arbeit ist es, eine Methode zu demonstrieren,
mit der man auch — ohne daB die Mischungseigenschaft erfillt ist — zu Er-
gebnissen gelangen kann. Diese Methode ist begriindet auf der Entwicklung
geeigneter Aquivalenzbegriffe fiir substochastische Kerne oder, wir beschranken uns
der Einfachheit halber auf Punktprozesse auf der Menge der ganzen Zahler: I, subs-
tochastische Matrizen auf /'. Einsolcher Aquivalenzbegriff soll folgendes leisten:

Sind zwei substochastische Matrizen R und R &dquivalent und ist P ein
R-invarianter PunktprozeB endlicher Intensitit, dann soll genau ein R-invarian-
ter PunktprozeB P existieren, so dafli die Folge (Pgn),>1 schwach gegen
P konvergiert. Riinvariante Punktprozesse endlicher Intensitit sollen also durch
sukzessive Verschiebung gemd R in R-invariante Punktprozesse iiberfiihrbar
sein und umgekehrt. Damit ist die Galtigkeit gleichartiger Struktursatze fiir
die Mengen der verschiebungsinvarianten Punktprozesse gesichert.

Aufer fiir die Struktur der invarianten Punktprozesse interessiert man
sich gewdhnlich auch fiir Punktprozesse, die bei sukzessiver Verschiebung
schwach gegen einen invarianten PunktprozeB konvergieren, d. h,, die fastinva-
riant sind. Da man, je nach der eigenen Zielstellung, bestimmte Aquivalenz-
klassen in der Menge der substochastischen Matrizen moéglichst grof halten
will, um aus den Untersuchungen an einer einzigen Matrix Aussagen iiber
moglichst viele andere substochastische Matrizen ableiten zu konnen, ist es
nicht immer am giinstigsten, den Aquivalenzbegriff so anzulegen, daB jeder

R-fastinvariante Punktprozefl auch R-fastinvariant ist und umgekehrt. Die Ein-
schrinkung auf die Betrachtung bestimmter Klassen von Punktprozessen kann
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16 . KERSTAN, K.-H. FICHTNER

beispielsweise durch technische Moglichkeiten, Fastinvarianz nachweisen zu kon-
nen, diktiert sein. Darin ist auch begriindet, warum man sich bei Invarianzun-
tersuchungen oft auf Punktprozesse endlicher Intensitat einschrdnkt. Gunstig
ist es z. B., von einem Punktprozefl zu wissen, da sein Intensititsmafl durch
ein /¢-superstationires Mall beschrinkt ist. Um nachzuweisen, dai ein solcher
PunktprozeB R-fastinvariant ist, geniigt es ndmlich zu zeigen, daB8 die Folge
(Ppnya-1 schwach konvergiert. Die Invarianz des Limes ist dann durch den
Stetigkeitssatz aus [5] automatisch gesichert. Dieser Gedanke liegt den im 2.
Abschnitt dieser Arbeit untersuchten Aquivalenzbegriffen zugrunde. In den fol-
genden Abschnitten wird dann die Klasse aller zur Translation T dquivalenten
substochastischen Matrizen ermittelt. Dabei kommen wir zum zweiten Anliegen
dieser Arbeit — ndmlich zu zeigen, dal die grofle Vielfalt in der Menge der
invarianten Punktprozesse nicht eine Eigenart determinierter Verschiebungen,
wie der Translation, ist. Es erweist sich ndmlich, daBl die Klasse der zu T
dquivalenten Matrizen sebr groff ist und insbesondere auch stochastische Ma-
trizen enthilt, die eine echt zufillige Bewegung der Punkte beschreiben.

1. Grundbegriffe und Bezeichnungen. Es bezeichne /' die Menge der
ganzen Zahlen und N die Menge der natiirlichen Zahlen. M’ sei die Menge
aller auf endlichen Teilmengen von /' endlichen MaSfe.

Ein Mafl u, auf /7 ist durch u,¢ M’ beschriankt, wenn gilt: u (x)=uy(x);
wx¢/l'. Eine Folge (un).enx von Mafen aus M’ konvergiert gegen ein Mafi u
auf /', wenn fiir alle x¢ /" u(x)=1lim , . wu,(x) ist. M sei die Menge aller
ganzzahligen MaBle aus M’ und [M, M| der mefbare Raum der Punktfolgen
auf /'. Entsprechend [5] versteben wir unter eirem Punktproze oder einer
zufilligen Punktfolge (z. Pf) ein Verteilungsgesetz P auf [M, 2.

A, bezeichnet das IntensititsmaB von P und fiir alle Folgen x,, ..., x,
ist P* - *m das Verteilungsgesetz auf N”. das die Anzahl der Punkte an
den Orten x,, ..., x, beschreibt. Fiir eine Folge z. Pf. (P,),¢n schreiben wir
P, -P wenn fiir alle Folgen paarweise verschiedener Elemente x,, ..., Xn

n—»co
aus /' die Konvergenz der Variationsabstinde
‘ P;I"“' .rm_Pr,..“, “m 50

n-—»oco

statt hat, d. h. die Folge (P,),en schwach gegen P konvergiert. Sei R=((R(x
V)x. yer €ine substochastische Matrix iiber /" und R"= ((R"(x, ¥)v.yer ibr
n-faches Produkt. Fiir alle ¢ M’ bezeichnet w+R, das durch

wusR( y) 'E\.:",u(x)R(x, V) wyel

definierte Mafl auf /°. x heifit R-invariant, wenn u-—u+R ist und R-superinva-
riant, wenn wu+R durch u beschrinkt wird. « ist R-beschridnkt, wenn ein R-su-
perinvariantes MaB existiert, das « beschrinkt.

Ein R-beschrinktes Mafl x wird R-fastinvariant genannt, wenn ein R-inva-
riantes Mafl p(u] existiert, so daf die Folge (u*R"),en gegen plu| konvergiert.
Zwei R-fastinvariante MafBle heiflen R-dquivalent, wenn gilt: pu,]= plug).

Ist das IntensititsmaB einer z. Pf. P R-beschrinkt, so kann man fiir alle
n¢ N aus P eine neue z. Pf. Ppr ableiten, indem man alle Punkte unabhingig
voneinander gemidf R" verschiebt (s. [2], [5]). Gilt dabei P,- P, so heifit P R-
invariant. R-fastinvariant ist hingegen P, wenn die Folge z. Pf. (Pgpn).en
schwach gegen eine R-invariante z. Pi. ,[P] konvergiert. Da bei dieser Detfi-
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nition der R-Fastinvarianz einer z. Pi. die R-Beschrinktheit des Intensitits-

mafBles enthalten ist, kénnen wir aus dem Stetigkeitssatz in [5] schlieflen, dafl

die z. Pf. P genau dann R-fastinvariant ist, wenn ihr Intensitdtsmal R-be-

schrankt ist und die Folge (Pgn)aenv schwach Kkonvergiert (s. auch [3]). Zwei

R-fastinvariante z. Pi. P, und P, heiBen R-dquivalent, wenn_gilt: [P,]= p[P:].
Sei jetzt P eine z. Pi. auf 77, so daB gilt:

sup Ay(x)<oo; wyel
x=y

P heifit endlich stationdr, wenn fiir alle Auswahlen x, x,, ..., x,¢€/ gilt:

pPrv e tm_ pr1tY - fmix. Endlich faststationdr nennen wir P2, wenn eine
endlich stationidre z. Pf. P existiert, so dafi die Konvergenz

lefn. . .r,,'—n__le. N [
fiir alle Auswahlen x,, ..., X, paarweise verschiedener Elemente von I’
statt hat.

2. Verwandtschaft substochastischer Matrizen. In diesem Abschnitt fiih-
ren wir drei Aquivalenzbegriife fiir substochastische Matrizen ein und disku-
tieren einige ihrer wesentlichen Eigenschaften.

Definition. Es seien R, und R, zwei substochastische Matrizen iiber
I R, und R, heifen verwandt, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:
(V) Die Menge der R,-fastinvarianten z. Pf. ist gleich der Menge

der R,-fastinvarianten z. Pf..
(V.,) Zwei R;-iquivalente z. Pf. sind auch Ry-dquivalent und umgekehrt.
R, und R, heifen schwach verwandt, wenn gilt:
(V) Die Menge der R, -fastinvarianten Mafle ist gleich der Menge
der R,-fastinvarianten MaSe.
(V!) Zwei R,-aquivalente Mafle sind auch R,-dquivalent und umgekehrt.

Wir stellen zunichst eine Reihe elementarer Folgerungen aus dieser Defi-
nition zusammen.

Da zwei Poissonsche z. Pf. genau dann R-fastinvariant bzw. R-iquivalent
sind, wenn ihre Intensititsmale R-fastinvariant bzw. R-iquivalent sind, erhal-
ten wir:

2.1. Sind zwei substochastische Matrizen verwandt, so sind sie auch
schwach verwandt.

Weiter folgt sofort aus der Definition:

2.2. Sind die substochastischen Matrizen R, und Ry, schwach wverwandt,
dann existiert zu jedem R, -invarianten Map u, genau ein Ry-invariantes Mafp
ug, so dap die Folge (u*R3)aen gegen u, konvergiert. u, ist zugleich cha-
rakterisiert, als dasjenige Ry-invariante Map, fiir das die Folge (ug*R7)nen
Legen u, Ronwvergiert.

Und schieBlich erhalten wir noch die folgende Beziehung.

2.3. Sind die substochastischen Matrizen R, und R, wverwandt, so exi-
stiert zu jeder R, -invarianten z. Pf. P' genau eine Ry-invariante z. Pf. P?,

so daf die Folge (P',‘,;)nelv schwach gegen P? konvergiert. P* ist zugleich

als diejenige R,-invariante z. Pf. charakterisiert, fiir die die Folge(P";;-)_ o
schwach gegen P konwergiert.

2 Cpeanxa, xu. 1
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Dabei konvergieren auch die Folgen der Intensitdtsmafe 1 Juen bzw.
R7
2
(1p2 ), ¢ gegen .p: bzw. Ap.
Ry "€
Die Behauptung in 2.3. iiber die Konvergenz der Intensititsmalle folgt
nun nicht unmittelbar aus der Definition der Verwandtschait, sie bedari eines
Beweises:
Da P! R'-invariant und stets .flp. "::_lp.st ist, muBf Ap ein Rj-invari-
RY
antes Mafl sein. Nach 2.1. und 2.2. existiert dann ein R,-invariantes Mafl w,,
so daf§ gilt:
(1 wuo(X) = lim Ap= RH(x);  yxel.
n-»oo
Auf die gleiche Weise konnen wir auf die Existenz eines R-invarianten Mafles
w, schlieffen, fiir das gilt:
(2) uy(x)=lim Ap:= R¥(x); wxel.

n—oo

Mit (1) und (2) gelten dabei auch die Beziehungen

(3) Ap(x)= lin:_ug *Ry(x); wxel,
und
(4) Ap(x) = limpy = RE(x);  yxel.

Konvergiert eine Folge (P"),¢n von z. Pi. schwach gegen eine z. Pi. P, dann
mufl stets

Ap(X)=- lim 2l a(X);  xel’

n-—o0

sein. Angewandt auf unseren Fall erhalten wir uy(x) ~Ap(x); xyx€/l, wuy(x)

Ap(x); xyx ¢ . Das wiederum zieht wegen (1), (2), (3) und (4) nach sich,
daB u, durch Ap: und u, durch .Ap beschrinkt wird. Insgesamt ergibt sich
damit g .1pe und gy~ .1p. Die Behauptung in 2.3. iiber die Konvergenz der
Intensitdtsmafle ist damit bewiesen.

SchlieBllich erhalten wir noch:

2.4. Sind R, uvd Ry schwach verwandt, so ist die Menge der R, -be-
schrinkten Mape gleich der Menge der R,-beschrinkten Maje.

Beweis. Es ist zu zeigen, daBl jedes R -superinvariante Mafl durch ein
R,-superinvariantes Mafl beschiankt wird und umgekehrt. Aus Symmetriegriinden
geniigt es, nur den ersten Teil dieser Aussage zu beweisen. Sei dazu u ein
R,-superinvariantes Maf. u ist dann auch R, -fastinvariant und muf wegen der
schwachen Verwandtschaft von R, und R, auch R,-fastinvariant sein. Insbe-
sondere mufl « damit auch R,-beschriankt sein. 1.4. ist bewiesen.

Nach 2.3. gestattet es die Verwandtschaft zweier substochastischer Ma-
trizen R, und R, aus der Kenntnis der R,-invarianten z. Pf. die Kenntnis der
R,-invarianten z. Pf. abzuleiten, d. h., sie beinhaltet die Giultigkeit dquivalen-
ter Struktursitze tiber die Menge der invarianten z. Pf.. Da die Mengen der
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fastinvarianten z. Pf. zusammenfallen, also auch gleichartige Konvergenzsitze
gelten, Dbeinhaltet bereits die Bedingung (V,). Nach 1.2. besagt die schwache
Verwandtschait das Gleiche fiir MaBe auf /. Uberhaupt scheint der Begriff
der schwachen Verwandtschaft nur auf MaBle orientiert zu sein.

Die Bemerkung vor 2.1. iiber Fastinvarianz und Aquivalenz bei Poisson-
schen Punktprozessen zeigt jedoch, daBl das nicht der Fall ist. Bei der Bildung
des Begriffs ,verwandt“ schrinkt man sich auf die Betrachtung von z. Pf. mit
beschrinktem Intensititsmaf ein. Beim Begriff ,schwach verwandt* wird eine
weitere Einschrinkung auf Poissonsche z. Pf. vorgenommen.

Ein Aquivalenzbegriff fiir substochastische Matrizen, der auf MaBen auf-
baut, erscheint leichter iiberpriifbar zu sein, als wenn der Begriff auf z. Pf.
aufbaut. Das ist schon in der weit grofleren Vielfalt der z. Pi. begriindet. An-
dererseits sind wir aber an Aussagen iiber z. Pi. interessiert. Es gilt also
einen Aquivalenzbegriff zu suchen, der auf Maflen aufbaut und hinreichend fiir
die Verwandtschaft ist. Der Begriff ,schwach verwandt“ leistet das nicht. Wie
spdtere Beispiele zeigen, ist er wirklich echt schwicher als der Begriff ,ver-
wandt*.

Definition. Es seien R, und R, substochastische Matrizen iiber I'.
R, und R, sind analytisch verwandt, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
(A)) Die Menge der R,-beschrinkten Mafe ist gleich der Menge der

R,-beschrinkten Mafe.
(Ay) Fiir alle R,-beschrinkten MaBe u, alle y¢1' und alle i, j({], 2} gilt:
lim sup X u(x)| Ry7(x, y)—(R}-R}) (X, ) =
n—scomeN €I

Wir erhalten folgende Beziehung:

Theorem 1. Es seien R, und R, substochastische Matrizen iiber 1I'.
Sind R, und R, analytisch verwandt, so sind sie auch verwandt.

Beweis. Es sei P eine R -fastinvariante z. Pf..

Ap und Agp) sind dann R -beschrinkt und nach (4,) auch Ry-beschrinkt.
D. h., fiir alle n¢ N existieren die verschobenen z. Pf. P,%l und (g [PDgn)yen-

! 2

Wir zeigen zunachst, daf die Folge ((g[P])gn), ¢ SChwach gegen eine
1 2 4

Ry-invariante z. Pf. P konvergiert.
Dazu geniigt es nachzuweisen, dafl fiir alle Auswahlen y,, ..., y¢ paar-
weise verschiedener ganzer Zahlen die Konvergenz

SUP | Gl P = Gl P e 0
2

n—oco

statt hat. Letzteres folgt jedoch sofort aus der Rj-Invarianz von ,[F], der Be-
dingung (Ay) und der folgenden Abschdtzung:

RIPDggin = I PR ™ |

2% 2 Appi(x) REE(x, yi)—(RY - RY) (% 3|

t

Wir zeigen nun, daf auch die Folge (Pra)yen schwach gegen P konver-
2
giert. Dazu benutzen wir folgende Abschitzung:



20) J. KERSTEN, K.-H. FICHTNER

5 | Pyl.....,v_,‘ﬁy‘.....ys:;:;:zpy‘ ..... ,v:_Pyl ..... Vs
( ) ng{-n ! Rgl—fn (R‘;"-R;,
Yoeoor Vs Yoo eor Y L NI AR v SRR Ys
P on " RIPD g [R[Phg =P ik
1 2 2 2

Da .1, R -beschrinkt ist, existiert nun ein R,-superinvariantes Maf u,, so daf
fiir alle m¢ N das Maf "1"/?"' durch g, beschrankt wird. Auf Grund der Be-
1

dingung (A,) existiert dann ein R,-superinvariantes Maf u,, das «, und damit
auch fir alle m¢ N das Ma8 APRM beschrankt. Nach dem Stetigkeitssatz aus

1 .
[5] konvergiert deshalb die Folge (P ,) y Tir jedes n¢ N schwach gegen

RV RY me
(2[P]) pn, d. h. es gilt fiir alle n¢ N
. Ypoooon Vs Yproores )’,1:
lim | P o= [P e =0,
(6) Aus (5) folgt deshalb fiir alle n¢ N
| Vovoen Vs __ ')yl. e Vs - Yoroe o Vs __ pYoo-ees y:‘
Jm | P 2 ! men P gn PR'{'R;‘
|‘ y|.....y‘,_"yI ..... Vs
+ (RJP])R;, P

P war der schwache Limes der Folge (([P))n), ¢ Es gilt also
2

(7 lim || (Rnl p])—;." s Vs PV Ys 0.
n-—oo 9

Weiter folgt die Beziehung

(8 lim su Pre e Ys_ pYecos Vs 0

Y s me R (kT 7]

cofort aus (Ay) und der Abschdtzung

pPYe e Vs P -',V;} <2 5 > ,lp(x)‘ Rgnn(x, y,)~(R’,"R§’)(.\', yi)j

Rt (RT . "\);) i=1 x€r
(0), (7) und (8) ergeben
]inl ;Py.';....y:__Py'.....y‘% U
Ao R
fiir alle Folgen y, ..., y, paarweise verschiedener ganzer Zahlen, d. h. die
Folge (P/\,,Q)HGAv konvergiert ebenfalls schwach gegen die z. Pf. P.

Wir haben damit insgesamt gezeigt:

a) Jede R -fastinvariante z. Pf. ist R,-fastinvariant.

b) Sind zwei R, -fastinvariante z. Pf. R,-dquivalent, so sind sie auch R,-
dquivalent.
Aus Symmetriegriinden kdnnen wir auf die gleiche Weise zeigen:

a’) Jede Ry-fastinvariante z. Pf. ist R,-fastinvariant.



INVARIANZ VON PUNKTPROZESSEN BEI ZUFALLIGEN BEWEGUNGEN 11 21

b’) Sind zwei R,-fastinvariante z. Pi- R,-dquivalent, so sind sie auch R;-
aquivalent.

Aus a), a'), b) und b’) folgt, daB R, und R, verwandt sind. Theorem 1 ist
damit bewiesen.

3. Fasttranslationen. Die stochastische Matrix 7=((7(x, ¥))), yer tber I’
mit 7(x, x+1)=1; \wx¢ /" nennen wir Translation. Wir wollen die Menge
aller substochastischen Matrizen ermitteln, die zu 7 verwandt sind.

Definition. Eine substochastische Matrix R=((R X, ¥)))x, yer itber I’
heift Fasttranslation, wenn folgende Bedingungen gelten :

(To) Es ist S,exN(1—R(—n, —n+1))<oo;

(T)) Es existieren keine R-invarianten Verteilungsgesetze.
(Ty) Es gibt ein R-superinvariantes Maf u mit lim,_,.u(—n)>0;
(T3) Zu jedem x¢I existieren nur endlich viele y>x, so daf

K™y, x)>0 fiir mindestens ein n¢ N ist.

Man erkennt sofort, daBl die Translation 7 eine Fasttranslation ist. In [6]
werden stochastische Matrizen R iiber [’ untersucht, fiir die R(x, x)=1
~R(x, x+1)<!1; \yx¢I' ist. Sie erfillen die Bedingungen (7)), (7,) und (73)
und sind deshalb genau dann Fasttranslationen, wenn gilt: 2, ¢ nR(—n,—n)<<oo.

Wir zeigen nun:

3.1. Beziiglich einer Fasttranslation sind alle x¢I' transiente Zustdnde.

Beweis. Wir wollen annehmen, dal die Fasttranslation R einen rekurren-
ten Zustand c¢ I” besitzen moge und bezeichnen mit C die Menge aller x¢ /I,
fiir die ein n¢ NV und ein m¢ N existieren mit R x, ¢)=>0, R™(c, x)>0. Durch
R(x, y)=peaR.x, ¥); X, y€C ist dann eine stochastische Matrix auf C gege-
ben und es gibt genau ein oR-invariantes MaB u mit w(c)—1. Es mu8 ¢ Null-
rekurrent sein, da sonst ein R-invariantes Verteilungsgesetz existieren wiirde,
was im Widerspruch zur Bedingung (7,) steht. C enthdlt mithin unendlich
viele Elemente. Firr jedes x¢C existiert jetzt ein n¢ N mit R*x, ¢)>0. Nach
(T,) ist jedoch die Menge aller x=¢, fiir die ein n¢ N mit R'(x, ¢)>0 exi-
stiert, endlich. Es gibt also zu jedem n¢ N ein x¢ C mit x= —n Wegen (T,)
konnenwir ein n,¢ N auswihlen, soda R*~¥(y, x)>0 fir alle y<x=—n, ist.

Deshalb mufi x¢ C firr alle x—<—n, sein. Durch

R(x, y)=%R(,v. xX);  wx, yeC

ist nun wieder eine stochastische Matrix iiber C definiert, beziiglich der alle
Zustinde rekurrent sind. Bezeichnen wir mit (z;);ex eine homogene Markofi-
sche Kette mit dem Phasenraum C, der Ubergangsmatrix R und der Anfangs-
verteilung &, mit x<= —n,, so erhalten wir

B("te=% Lr=x—1, ..., Ln=x—n, ...")

lim 11 R, i 1) (‘rrlim (u(x—n—1) 11 R—1, 0)).

n—oo {=x--n Iz .t) n-—oo (=x—n

Da x rekurrent beziiglich R ist, muB 3(,¢o=x, 5y=xX—1, ..., fa=x—n, ...")
-0 und demzufolge auch

limu(x - n—1) 11 R -1, ))=0

n—co {=x—n
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sein. Das ist jedoch, wegen x-—-—n,, gleichbedeutend mit lim, . u(—n)=0.
Nach (T,) existiert jetzt ein R-superinvariantes Mafl » mit lim,_,..«(—n)>0.
Wir konnen u in der Gestalt

W) =D+ 3 () S Ry, X);  wxel
YEr n=0

darstellen, wobei 1 ein R-invariantes Maf ist und 6(x)= u(x)—pu= R(x) fiir alle
x¢ 1" ist- Da alle x¢ C beziiglich R rekurrent sind, muf8 = 'R"(y, x)=0 oder

S oRY(y, x)=oco fiir alle x¢C und y¢/7" sein. Es ist deshalb w(x)=i(x);
wx¢c. Die Einschrankung von 1 auf ¢ ist nun Rc-invariant. Es gibt deshalb
eine reelle Zahl a mit u(x)=au(x); wxe¢C. Wegen lim, . n(—n)>0muf a>0
und deshalb

lim so(—n)— L lim g —n)>0

n—oo n—oo

sein. Das steht jedoch im Widerspruch zu der oben abgeleiteten Beziehung

liMew_,,u(—n)—~0. Die Annahme, dafl ein beziiglich R rekurrenter Zustand
existiert, ist also falsch, 3.1. ist damit bewiesen.

Wir wollen nun untersuchen, wie die Menge der R-beschrinkten Mafle bei
einer Fasttranslation R beschaffen ist. Dazu benétigen wir den folgenden
Hilissatz.

3.2. Es seien R eine substochastische Matrix iber I' und ER(y) fiir je-
des y¢ 1 die Menge aller x¢ I, fiir die ein n¢ N mit R"(x, y) >0 existiert.

Ein Maf w ist genan dann R-beschrinkt, wenn es zu jedem y ¢ 1’ ein
R-superinvariantes Maf u, gibt, so dafj gilt:

(9) w(X)=uy(x);  wxeER(y).

Beweis. Ist « ein R-beschrinktes MaB, dann existiert trivialerweise zu
jedem y¢ /' ein R-superinvariantes Maf, so daBl (9) gilt. Wir miissen also nur
noch die Umkehrung dieser Aussage beweisen. Sei dazu M, fiir jedes y¢ [/’
die Menge aller R-superinvarianten Mafle 2, fiir die w(x)  A(x); wx¢ ER(y) ist.
Durch

uy(X) < per inf Ax); X €l
ZGM),

ist dann ebenfalls ein Element von M, definiert. Da fiir alle x¢ ER(y) stets

ER(x)ZER(y) ist mull M, M, sein. Fiir alle x¢ ER(y) ist deshalb u, durch

uy beschrankt. Wir setzen jetzt i(x)=p.udx); wx¢ /. In i haben wir dann

ein Maf§ aus M’, das u beschrinkt. Dafl 2 auch R-superinvariant ist, geht letzt-

lich aus der folgenden Ungleichungskette hervor:

ArR(y) = B (R )= 2 uy(R(x Y) () =AY): wyel
veER(y) x
Damit ist 3.2. bewiesen.
Wir konnen nun zeigen:
3.3. Es sei R eine Fasttranslation. Ein Mafi un¢ M’ ist genau dann R-be.
schrankt, wenn gilt: lim u(—n)< co.
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Beweis. Wir setzen

y
KR(y)=pelim I R@E—1,10): wyel.

oo I=y—n
Da R die Bedingung (T,) erfiillt, ist
(10) lim KR(—n)=1.

n-—oo

Fiir jedes R-superinvariante Ma8 %, alle n¢ N und alle y¢ /' ist nun i(y)
= KR(y)A(y—n). Hieraus folgt

A y)=KR(limi(—n); wyel
und weiter wegen (10)

lim i(—n) = lim A(— n).
,;30 n—co
Fiir jedes R-superinvariante Ma 1 konvergiert also die Folge (i(-—7)).en-

Da es nach (T,) ein R-superinvariantes Mafl 2 mit limy—e A(—n)>0 gibt,
mufl es also sogar ein R-superinvariantes Maf A mit limy_. A(—n)=1 geben.
Es enl:]istiert dann ein 7,¢ N mit A(x)=1/2; \yx= —n, Fir jedes y¢/I' ist nun

urc

_i.,(x) = Def”";“ORn( ¥ x); wxel”

ein Mafl auf /° gegeben mit 2,( y)=1. B

Weil nach 3.1. alle y¢ /" beziiglich R transient sind, ist fir alle y¢ /™ 4,
ein R-superinvariantes MaB. Wegen (T3) konnen wir zu jedem y¢ 7' ein ny¢ N
wihlen, so dal x-—=n,; \wx¢ER(y) ist. Sei jetzt « ein Mafl aus M’ fiir das
limy_,e u( —n)< oo ist. Durch

— -
2y(x)= per24(x)+ I AAx)) sup w(2); wxel

z=="0 z€ER(y)
ist dann fiir jedes y¢ /' ein R-superinvariantes Mafi 1, gegeben mit u(x)==1,(x)
wx¢ ER(y). Mit Hilfe von 3.2. konnen wir daraus schlieflen, daB » R-be-
schrinkt ist. Wir hatten bereits gezeigt, dafl fiir jedes R-superinvariante MafB
4 die Folge (A(—n)).en konvergiert. Ist deshalb u ein R-beschrinktes Mafi, so
mufl lim x( 7)< oo sein- 3.3. ist damit bewiesen.

4. Verwandtschaft von Fasttranslationen. In diesem Abschnitt wollen
wir untersuchen, ob die Fasttranslationen verwandt zur Translation sind und
inwieweit die Verwandtschaft zur Translation in einer der drei Formen charak-
teristisch fiir eine Fasttranslation ist. Dazu zeigen wir zundchst:

Theorem 2. Je zwei Fasttranslationen sind analytisch verwandt.

Beweis. Auf Grund von 3.3. geniigt €s zum Beweis von Theorem 2 zu
zeigen, dal fiir je drei Fasttranslationen R,, R, und R:, alle 3 ¢I" und alle
weM mit lim, . u(  n)<oo die Konvergenz
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- ()

1—>

e y)=sup 3 ulx) (RPR) (% ) —(RY R (%, )

statt hat.
Dazu setzen wir fiir je zwei Fasttranslationen R, und R,

d) , —sup X w(x)|RP(x, 2)—Ry(x, 2) 1 wzel
g meN x€I

und untersuchen zunichst den Ausdruck dp (2), wobei R irgendeine Fasttrans-
lation ist. Nach 3.3. ist u R beschriankt. Es existiert deshalb ein R-superinva-
riantes Maf3 4, so daf8 fiir alle x¢ /" gilt: w(x)-—2(x). Wir erhalten daraufhin
folgende Ungleichungskette fiir alle z¢ /I':

Y u(x) R™(x, 2)—T"(x, 2)
xer

Hz—m (1 R"(z—m, 2))-+ HFE_M/'.(.\-)R’"(x, 2)

Mz-—m(1—R"(z—m, 2))+i2)—(z—m)R"(z—m, z2)
S W2)—Mz—m) +24(z—m) (1 ~KR(2)).
Da die Folge (i(—n)).en konvergiert und lim, ,..KR(—n)=1 ist, muf deshalb
lim,edpr(—n)=0 sein. Weil stets de_R,__(z)’»id'R,.T(Z)—}—dR__J(Z) ist, erhalten wir

daraus firr die Fasttranslationen R, und R, lim, .dp, (—n)=0. Es gilt nun
fiir alle y¢ /" und n¢N

(11) e V) :XEI‘dRuRe(x)Rg(xv ).

Wegen 3.3. ist das MaB 4, mit i,(x)=1; wx¢ /', Ry-beschrinkt. Es existiert
also ein Rj-superinvariantes Mafl 1, das i, beschrinkt. Wir erhalten daraui-
hin fiir alle y, z¢ /7" und alle n¢ NV aus (11)

(12) en( ¥)=(SUP dp, o (X)) = AXIR3(X, ¥)+ X dp g (X) Ry(x, ¥)

- A(y).supdp.p(X)+ I dp ()R (x, ¥).

Nach (T;) gibt es fiir jedes y¢ /' nur endlich viele x>y, fir die ein n¢ N
existiert mit Ryj(x, y)>0. Wegen 3.1. ist weiter lim,..R%(x, y)- 0: \yx, ye/.
Es ist deshalb stets
lim % dp.r(X)R5(x, )=0.
x>z

n-—»c0 2

In Verbindung mit (12) folgt daraus
lime,(y)— Ay).supdy p(x); vz, yerI'.

Wegen lim, .. d(—n)<"co und lim, ,.dg 4( 7)=0 kénnen wir daraus auf
lim, ,0ea(y) 03 xyy € I" schlieffen. Theorem 2 ist damit bewiesen.

Wir zeigen nun

Theorem 3. Es sei R eine substochastische Matrix iber I'. Ist R
schwach verwandt zu T, so erfullt R die Bedingungen (T,), (T, und (T,).
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Beweis. Das MaBl i, mit Ay(x)=1; yx¢ /' ist 7-invariant urd jedes
Verteilungsgesetz auf /" ist durch 4, beschrankt. Weiter ist fiir jedes Vertei-
lungsgesetz w« auf 7" u= T"(y) ;——»O; vy ¢ l'. Jedes Verteilungsgesetz auf I’

ist also 7-fastinvariant und 7-dquivalent dem NullmaB8. Da R und 7 schwach
verwandt sind, mufi jedes Verteilungsgesetz auf /' auch R-fastinvariant und
R-iquivalent dem NullmaB sein. Es konnen also keine R-invarianten Vertei-
lungsgesetze existieren, d. h. R erfiillt die Bedingung (T,). Nach 2.2 existiert
nun ein AR-invariantes Ma8 u, das zu i, 7-aquivalent ist. Wir haben also
limywue=T(Y)=1; wyel'. Wegen u,=I"(y)=uo(y—n); wyel, wneN ist
Letzteres gleichbedeutend mit lim, uo(—n)=1. R erfiilllt also auch die Be-
dingung (T,).

Wir wollen jetzt annehmen, dal R die Bedingung (T;) nicht erfiillt. Es
gibt dann eine Folge y<<y, <ys<y;...von ganzen Zahlen und eine Folge (7,);¢n
natiirlicher Zahlen, so daf fiir alle i¢ NV gilt: R"(y, y)>0. Wir setzen i(y,)
—i/R"(y,, ¥); wi€eN und Ax)=0; ywx¢{y;: i¢ N}. Das MaB 1 ist nach Kon-
struktion T-fastinvariant und T-dquivalent zum NullmaB. Andererseits ist
A RT( ) =My )IR " (viy y)=i; i€ N. 4 ist also nicht R-fastinvariant. Damit
erhalten wir einen Widerspruch dazu, da8 R und 7 schwach verwandt sind.
R mufi also auch die Bedinguug (T,) erfiillen. Theorem 3 ist damit bewiesen.

Aus der Tatsache, dafl eine substochastische Matrix R schwach verwandt
zur Translation 7 ist, folgt im allgemeinen nicht, da R die Bedingung (T,)
erfiilllt und mit Theorem 3 dann eine Fasttranslation sein mufi. Die Klasse der
zu T schwach verwandten Matrizen ist wesentlich grofer als die Klasse der
Fasttranslationen. Das zeigt schon folgende einfache Klasse von Beispielen:

Es sei f eine eineindeutige Abbildung von /' auf /" mit:

a) f(—ﬂ):; —CQO,

b) Es existieren ganze Zahlen m, und m, mit

xe; x—mC{f(—n); ne NJC{x € I'; x—my).

c) Fiir alle m ¢ N existiert ein n=>m mit f(—n)=f(—n+1)—1.

Wir setzen 7(x,y)=pet 7(f~'(x), f~Y(¥); wx,y€I. Aus a) und b) kann
man dann leicht ableiten, dal 7, und 7 schwach verwandt sind. Wegen c) er-
fullt jedoch 7, nicht die Bedingung (T,).

Im Abschnitt 5. zeigen wir nun:

Theorem 4. Es sei R eine substochastische Matrix iiber I'. Ist R
verwandt zu T, so erfiillt R die Bedingung (T,).

Aus 2.1. und den Theoremen 1, 2, 3 und 4 erhalten wir zusammenfassend

Theorem 5. Fiir eine substochastische Matrix R iber I' sind fol-
gende Aussagen gleichwertig :

1. R ist eine Fasttranslation.

2. R ist verwandt zur Translation.

3. R ist analytisch verwandt zur Translation.

Die Menge der 7-fastinvarianten z. Pf. fallt nun mit der Menge der end-
lich faststationdren z. Pf. zusammen, wihrend eine z. Pf. genau dann T7-inva-
riant ist, wenn sie endlich stationir ist.

Als Folgerung aus 2.3. und Theorem 5 erhalten wir deshalb:

4.1. Fiir eine Fasttranslation R gelten folgende Aussagen.

1. Eine z. Pi. ist genau dann R-fastinvariant, wenn sie endlich faststa-
tiondr ist.
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2. Durch Vp(P)=g|P] ist eine eineindeutige Abbildung V , von der Menge
der endlich stationdren z. Pf. auf die Menge der R-invarianten z. Pf. gege-

ben. Dabei ist fir jede R-invariante z. Pf. P
Ve' (P) =[P

Weiter folgt aus Theorem 5 unter Verwendung von 2.1 und 2.2.:

4.2. Fiir eine Fasttranslation R gelten folgende Aussagen:

1. Ein Maf we M ist genau dann R-fastinvariant, wenn die Folge
(i —n)ren Ronvergiert.

2. Zwei R-fastinvariante Mafe 1, und u, sind genau dann R-dquivalent,
wenn gilt: limn—oco uy(—n)-=limn—oo u,(—n).

3. Es gibt genau ein R-invariantes Maf Ilp mit limn— - [Ip(—n)=1.

4. Fir jedes R-fastinvariante Maf n und alle x ¢ I' gilt : plu](x)— I p(x)
lim 7~ u(—n).

5. Beweis von Theorem 4. In diesem Abschnitt sei stets R eine substo-
chastische Matrix iiber /7, die zur Translation T verwandt ist.
Wir zeigen zundichst:

5.1. Es existiert eine Folge ganzer Zahlen (x;)ienx mit S;¢ (1 —R(Xi1q,
X)) < oo

Beweis. Es sei 0<<e<{1 4 und @, X.¢, d,. Die z. Pi.d,, ist T-invariant.
Nach 2.3. mufl deshalb genau eine R-invariante z. Pif. P, existieren, die zu d,,
T-dquivalent ist. Wir haben dann limn—co (P)%,(1)=1. Mithin muf ein &, ¢ I’
existieren, so daf8 fiir alle k&, gilt: P§(1)>1—e Da P, R-invariant ist, folgt
daraus fur alle 7€ N und k- k,[Py(d®D) (62)},.(1)>1—¢. Fiir jedes k--k, und
n ¢ N existiert deshalb ein @,,, mit

“3) (’s'l',,.k)‘;en(l)>] —&.
Es ist nun stets
(3o)pr(1) — X D(x)R"(x, k&) (1—R"(x, k) 'lel(l Ry, k))d( y).
Vel

,rzl

P(x) -0
Unter Verwendung des Lemma aus ‘Abschnitt 6 konnen wir deshalb aus (13)
schlieien, dafl ein x,,, ¢ /" existiert mit ®,,(x,,,)=—1 und

(14) R'(Xpp B)>1—e.

Das Maf} @, ist T-invariant. Nach 2.1. und 2.2 mufi deshalb ein R-invariantes
Maf} ;o existieren mit 'IIQ*R"(_V); su(y)s yyve !l und w=T"(y)— - 1; yye I’
Es existiert deshalb ein &, ¢ /7, so daB fiir alle # £k, ein n, existiert mit

(15) LRUx, Ry 1 ve; xgn oon,.
x€l
Wihlen wir & min{k,, &,}, so folgt aus (14) und (15)
(16) Y R Xpx k)< 2¢
xtx, p

fiir alle n--n,.
Sei jetzt &, &,,... eine homogene Markoffsche Kette mit der Anfangsver-
teilung 4., , und der Ubergangsmatrix R.
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Wir setzen @,=3("8=Xny Sp=R, En_; ==Xy fiir ein i mit n,—i<n”). Wir
erhalten dann

n—1

an— = h 3("50 'x’hky cs ey 5n——i—1=xi+1.k, Eu-,':.V”Rl(y, k).

i=n, Y
Wegen (16) folgt daraus
(17) a, 2.

Mit (14) und (17) konnen wir nun auf die Giiltigkeit folgender Ungleichungs-
kette schlieflen:

n—

,”l R(Xi+1,0 Xik)
i=n,
=3("E0— Xny + s En_ng=Xn )=B(sE0=Xns - - - 5 En—n,=Xny Ea=K)
- RY(Xp, R)—an,—1—3e=1/4.
Wir haben damit gezeigt, daB eine Folge ganzer Zahlen (x;);¢y existiert mit
lim r'i)R(x,ﬂ, x,)>0.

Das ist aber gleichbedeutend mit der Behauptung von 5.1.
Wir zeigen jetzt:

5.2. Es sei (x,);¢n eine Folge ganzer Zahlen mit =;¢ x (1 —R(X; 4y, X;))< co.

Dann existieren ganze Zahlen m, und m, mit
xel; x=m)C{x,; i e N}C{x € I'; x=my}.

Beweis. Da R und T verwandt sind, findet fiir alle i ¢ N und m¢ I’
die Konvergenz X,-n R"(x, x,-);_:; 0 statt. Andererseits folgt aus der Voraus-
setzung, daB ein i ¢ N existiert mit lim, o R" (X;4n, X;)>>0. Es mufl deshalb
gelten:

(18) Xyt 00,

Setzen wir
Mx) = R4, X): WiEN
J=i

und A(x)=0; wx § {x;; i € N}, dannist 1 =R T y) -=R"(y); wy € I, 7 neN-
2 ist damit R-fastinvariant und demzufolge auch 7-fastinvariant. Letzteres be-
deutet, daB8 die Folge (i(—n)).en konvergent ist. Da andererseits auch lim,_..
Mx,)=1 und A(y)=0; wy € {x;; i € N} ist, konnen wir unter Verwendung von
(18) auf die Behauptung von 5.2. schlieBen.

Im weiteren sei jetzt (x,);en eine Folge ganzer Zahlen mit

(19) ’-:-:V(I—R(Xi+l.x,-))<°°-

Da R und 7 verwandt sind, folgt aus 2.1. und Theorem 3, daf R die Bedin-
gung (7,) erfilllt. Es kann deshalb nur endlich viele i ¢ N geben, fiir die ein
j+i existiert mit x, - x; Wir konnen deshalb ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit annehmen, dafl stets x, .x; fiir i+ ) ist.
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Sei nun f eine eineindeutige Abbildung von [/ auf /' mit f( —n)=x,;
wn e N. Ist g irgend eine eineindeutige Abbildung von /” auf /" und R=((R(x,
V)« eine substochastische Matrix iber /7, dann bezeichnen wir mit RE  die
durch Ré(x, y) =R(g (%), g YV); WX V¥ € I' definierte substochastische
Matrix.

Offensichtlich gilt:

5.3. Es seien g eine eineindeutige Abbildung won I' auf I’ und R, und
R, substochastische Matrizen iiber I'. R, und R, sind genau dann wverwandt,
wenn RE und Rf verwandt sind.

Da R und 7 verwandt sind, miissen sie nach 2.1 auch schwach verwandt
sein. Nach Theorem 3 erfilllt R deshalb die Bedingungen (T,), (T.) und (T,).

Wegen 5.2. kénnen wir dann leicht nachweisen, dafl auch R/~' die Bedin-
gungen (T,), (Ty) und (T,) erfiillt. Da andererseits mit (19) R ' auch die Be-
dingung (T,) erfiillt, konnen wir aus Theorem | und 2 schliefien, dafi /™'
verwandt zu 7 ist. Letzteres ergibt nun in Verbindung mit 5.3, dal 7/ und R
verwandt sind. Da nach Voraussetzung R und 7 verwandt sind, erhalten wir
damit

5.4. T/ und T sind verwandt.

Wir zeigen nun:

5.5. Fiir alle m=2 existiert ein n,, so daf fiir alle n n, eine Folge
R, S, ...,S,—, ganzer Zahlen existiert mit

{—n, —n—1,..., —n—m+41}={Xp, Xpimstly+-) x.+,,.sm_,+.._l‘,.
Beweis. Wir setzen
n .
(po = “\-1 l(’/(,'),
i=

D, k.;:l,( TV)=m(d,)

O, (T)i=1(dy); ~gi—=1,...,m
1 &
P=— iadm.
P ist nach Konstruktion 7”-invariant.
Wegen 5.4. mufl die Folge der Verteilungsgesetze (P‘r‘-,,“-~ omibp e N
konvergieren. Auf Grund von P‘;-,,—‘-~~-—"‘+'=-P'-" ----- —n=mtl und der End-

lichkeit der Menge aller Verteilungsgesetze = auf N”, fiir die ein n ¢ NV exi-
stiert mit

(20) P -n—mtl P oA, nemid s \ynzn.

Wir nehmen nun an, es existiert ein n, ~n, so dafl k,, k, ¢ N existieren mit
0<k,<<Ry= m -1 und [ l(~ ~ Ny —Ry) =Y —~n,— ky) mod m. Wegen der speziel-
len Konstruktion von P ist Letzteres gleichbedeutend wmit P(,®(—n,—k,)
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=@(—n,—ky)")=1. Unter Verwendung von (20) folgt daraus f~'(—n— &)
=f"Y—n—ky) mod m; xyn=n. Die Menge {f~(—n); n>n} muBl deshalb in
der Vereinigung von s Aquivalenzklassen modulo m enthalten sein, wobei s<<m
ist. Wegen {f '(x,); i ¢ N}={—n; ne¢ N} miissen dann unendlich viele n¢ N
mit x, >0 existieren. Das ergibt jedoch einen Widerspruch zu 5.2.

Wir haben damit gezeigt, dai fiir alle n=n und alle &,, k&, mit 0=k, <k,
~m—1 stets gelten muB f~Y(—n—~k&,)==f"(—n—~ky) mod m. Da aus 5.2. folgt,
daB ein n existiert mit {f (- -n); n=n}"{x,; n=0} konnen wir nun die Be-
hauptung von 5.5. ableiten.

Wir zeigen nun:

5.6. Es existiert ein k¢ N mit | x,—Xxny, =k; \yn € N.

Beweis. Es sei Q=((Q(x,¥)), y<{0, 1} eine stochastische Matrix iiber
der Menge {0, 1} mit Q(x, x)==3/4; \yx¢ {0, 1}. Das Mal & mit =(x)=1/2;
wvXx €10, 1}, ist das einzige Q-invariante Verteilungsgesetz und es gilt:

(21) A y)=lim Q" (x,y); wx ye{0, 1}
P sei die zu Q und = gehdrige 7-invariante z. Pf. und P die zu P T’-iqui-
valente 77-invariante z. Pf..

(Wegen 5.4. und 2.2. existiert P und ist eindeutig bestimmt). Wir nehmen
zundchst an, dafi gilt:

(22) SUp | Xp—Xppp, =005 yYm=1.
neN

Fiir alle m, n N ist

(23) p(/;j));,/(k+ Dseees S(k+m) ~p/(k—n) ..... S(k+ m—n); vk e I

Da P T/-fastinvariant sein mu und f(- n)—=x,; ‘wn ¢ V, ist, erhalten wir wegen
(22) fiir alle m ¢ N und k¢ I' die Konvergenz

i m I
|| PrE), ..o S(k+m)__ 7 ll 0
| * (@ yn ,->__<_0 ‘f] n—co

(Dabei bezeichnet > u, das ProduktmaB von Verteilungsgesetzen uy, ... u,).
=0

Wir haben damit P—m.- - mo X a wm=1, und deshalb auch T)r—n"" com

= ;n; wm=1. Wegen P—™ .- mt X a; \ym -1 kann deshalb nicht die

Konvergenz P n;:;Pstatt haben. Damit erhalten wir einen Widerspruch dazu,

daB 7 und 7V verwandt sind. Die Annahme unter (22) ist also falsch. Wir
nehmen nun an, es existiert ein m>1 mit

(24) SUP Xp,—Xnis|=o00; s mit 0<<s<m,
neEN
Xn—Xn+m =R; wn € N.

Fir alle »=0 und 0<s<<m ist dann sup,ewx| X, Xp+mr+s =o°. Man kann da-
raus wieder unter Verwendung von (23) ableiten, da8 fiir alle £ ¢ N und alle
Folgen s,,...,s, -, gilt:
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Kk XRpms, Tl Yhtm s, 1 +m—1

«

,.
[
)]

N
I
]
-

Es miifite nun die Konvergenz

(20) P“.'""_’""—Po""'_"‘“.‘n_,()

m n—oo

statt haben.

Andererseits konnen wir aus der 7-Aquivalenz von P und P, sowie (25) und
5.5 schlieBen, dal die Konvergenz

statt hat. Letzteres ist gleichbedeutend mit

I‘[50....,—”:1'-1 X a | —0.

T i=1 n—oo

m
Wegen P - mil- % 7 haben wir damit einen Widerspruch zu (26). Unsere

i=1
Annahme unter (24) ist also falsch. 5.6. ist damit bewiesen.

Die Folge (x;);cnv besitzt die Eigenschaft (19). Wir miissen zum Beweis
von Theorem 4 nur noch folgende Beziehung beweisen.

5.7. Es existiert ein n,¢ N, so daf gilt: x,. 1—=x,—1; yn—>n,.

Beweis. Wir nehmen an, die Behauptung von 5.7. wire falsch. Nach 5.2
existiert ein m, ¢ N mit [—n; n -m}C{x,; n ¢ N}. Auf Grund unserer Annahme
und 5.6. miissen dann ein m—-1 und Folgen natiirlicher Zahlen (n,);¢n und
(n,)ien existieren mit

(27) ('tn[ _x-nl.+ l) m ('t;l: +1 ":11;) ; V’ € "\,‘

Wir setzen
~ m+l
o X I(’,‘,
i=1

Dy X T(mum(',,‘,)’

Rer
&, TH(D,); yi=0,...,m,
m
P m:’l’ — (’ ’,l..

i=0

P ist nach Konstruktion 7-invariant.
Wir erhalten deshalb aus (27) fur alle i ¢ N
Tt f(=n;~1 f(=n;  S(=1), /(0)
(28) pmo_p"tt i p ¥ = Pope
i
und ebenso

(29) pom p/(/—)l_)./(o).

(7 n;
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Nach Konstruktion von P ist nun P™°(m, 0)=1/(m+1), P>™(m, 0)=0. Aus (28)
und (29) konnen wir deshalb schliefien, dal die Folge (P(1/y")n e v nicht schwach
konvergiert und 2 demzufolge nicht 77-fastinvariant ist. Das ist jedoch ein
Widerspruch dazu, dafl 7 und 77 verwandt sind.

5.7. ist damit bewiesen und auch gleichzeitig der Beweis von Theorem 4
abgeschlossen.

6. Eine Abschitzung. In diesem Abschnitt beweisen wir eine Abschidtzung,
die beim Beweis von Theorem 4 Verwendung findet.

Lemma. Es seien (a,)ien eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen mit
1 -a,=a,~a,=--- un )

a= Xa; 1l (1—a,)
i€EN k1

Ist ¢ eine reelle Zahl mit 0--¢<1/2, dann folgen aus der Ungleichung

(0) a>=1—e

die Ungleichungen

(A) a,=>1—e

(B) Ya; Inl/(1—¢)

i1

Wir bemerken zunichst, dafl jede der Ungleichungen (A) und (B) nicht
Verbesserungsfihig ist, im folgenden Sinne:

6.1. Es gibt eine Folge reeller Zahlen (a;)i¢n, die die Voraussetzung des
Lemmas erfiillt und es gilt: a1 —s, a,=1—¢.

6.2. Fiir jedes o mit 0—8<Inl/(1—¢) existiert eine Folge (a;)ien, die die
Voraussetzung des Lemmas erfiillt und es gilt: a=1—¢, ;i=1a;~90.

Beweis von 6.1.: Man wihle a,=1—¢ und a,=0 fir alle i=1. Dann
ist a=ay- 1—=

Beweis von 6.2.: Man wihle ay,=1, a,=1—(1—¢)l/n; wi=1,...,n,
a,=0; wi>n. Dann gilt a=1—e¢, X;m1a,=n(1—(1—¢)l/n).
Die Behauptung von 6.2. folgt dann aus

limn(l —(1—e&)l/n)=/n1/(1—e).

Offensichtlich gilt nun:

6.3. Es ist genau dann a 0, wenn X,¢nQp—occ oder ay=a,=1 ist.

Wir werden deshalb im folgenden stets annehmen, da X,¢na,<oo ist.
Fiir eine solche Folge setzen wir

Flay, a,...)=pe S a; 11 (1-a,), Ga,, a,,...)=pea Il (1—a,).
(€N ki i€EN

Es gilt offensichtlich

1) Fag, ...) aGay, ...)+(1 —a)Fa,,...).
Weiter folgt aus Xa;<co

2) lim G(a,,...)—1

n-—o0

fiir jede solcher Folgen (@)ien-
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SchlieBlich erhalten wir durch sukzessive Anwendung von 1)
1—Ulay, ...)=a,U(a,,...)+1—=0a,...)
agU(ay, ... )+ +a, Gau ... )+(1—=0Ua,...)).
Geht man zum Limes iiber, so erhdlt man wegen 2)
3) 1—Ulay, ...) aU(a,,...)+al@,...)+ = Zala,...).
Offensichtlich gilt folgende Gleichung e

4) Fag, ay,...)= X a G(ais, --.) lI(l—a,)+aOG(a,, cea)
Durch Vergleich von 3) und 4) bekommt man
5) F(ay, ay ...)+Glay a,,...)=1
fiir alle Folgen (a;)ie v mit Xa,<cc.
Nach (2) mufl deshalb
6) lim(Fla,, ...)+ U@y ...)) |

sein. Weiter hat man
1—Fa,,...)—GUlay,...)=1—-Fa,...)—Ula,...)

Aus 1) folgt nun

a) Ga,...) Fa,...)=Fa,...)

oder
) Fla,...)>Flay,...) Ul@a,...).

Wir haben damit:

6.4. Ist G(ay,...) F(a,...) dann muf gelten Fa,, ...) -Fa,...).
6.5. Ist G(a,,...) Fa,,...) dann mup gelten F(a,, ...) Fla,...).
Wir zeigen nun

6.6. Ist a, -12, so ist Fla,,...) -a,

Beweis. Angenommen es ist a,<F(a,, ...) dann gilt nach 1) und 5)

ap<apl(a,,...)+(1—ay)F(a, ...) ayl—Fla,...)+(1—a)Fa,...)

und damit 0<F(a,,...)(l —2a,). Wegen F(a, ...)=0 muB deshalb
a, ~1/2 sein. 6.6. ist damit bewiesen.

Wir zeigen nun

6.7. Ist G(a,,...)-Fa,, ...) dann ist a,>1)/2.

Beweis. Angenommen es wire qo=—1/2. Dann ist nach 1) und 5,

Ha,, ...)—a,G(a, ...)+(1—ay)F(a, ...)
3 Gay, ... )+ Fla,...)- 1/2.

Wegen (0) und 0 e<1/2 ist jedoch F(a, . .)>>1/2. Wir haben damit einen
Widerspruch, so dal 6.7. bewiesen ist.
6.8. Es gilt (a,,...)>Fa,...)
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Beweis. Wir nehmen an, es ist G(a,,...)=F(a,...). Aus 1) und 5)
erhalten wir wie beim Beweis von 6.7., daB diesmal a,<1/2 sein muf. Beriick-
sichtigen wir 6.7., so haben wir damit

a,>12—G(a,, ...)>Fay,...),
a,<1/2—U(ay,...)=Fla,...).

Aus 6.5. und unserer Annahme folgt nun Fa,,...)=F(a,...)>1/2 und
a,-a,<1/2. Wir haben also F(a,...)>1/2, a;<1/2. Das ergibt G(a,...)
- Fa,...), Fa,...)>1/2. Aus F(a,,...)>1/2, Ga,,...)<Fa,...) folgt
damit stets Fa,,...)>1/2, Gas,...)<=F(ay,...). Wenn unsere Annahme ri-
chtig ist, wiirde also stets Fl(@n, ...)>12; \yn¢ N, und damit wegen 5)
U(ap, . ..)<1/2; wn ¢ N, sein. Das ist jedoch ein Widerspruch zu 2). 6.8. ist
damit bewiesen.

Aus 6.7. und 6.8. folgt nun a,>1/2, G(a,,...)>Fa,, ...). Mit 6.6. und a)
ergibt das

8) a, - Flay, ay,-..)
und
9) G(ay,...)=Fa,, .-.)

8) ergibt, daB aus (0) stets (A) folgt.
Wegen G(a,, ...)<exp(— X, a;) erhalten wir aus 9) und (A) £ a,=In1/Fa,,...)
i—-1

“In1/(1 —¢). Es gilt also auch (B). Das Lemma ist damit bewiesen.
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