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SUR LES TRANSFORMATIONS PONCTUELLES ASSOCIEES
A UN ESPACE DE RIEMANN

LANDO DEGOLI

Tout en conservant leur métrique, on démontre la possibilité d’associer a un Espace de Riemann
plongé dans un Espace Euclidien des transformations ponctuelles en forme canonique.

1. Nous démontrerons qu'il est possible d’associer un Espace de Riemann plongé
dans un Espace Euclidien a une transformation ponctuelle et écrire les équations d’une
telle transformation en forme canonique dans lentour d’un point préfixé de TEspace
de Riemann, suivant les schemes de la théorie classique des transformations ponctuelles
(voir: [8] et [9]).

On sait qu'une courbe qui appartient a1’ S35 — I'Espace Euclidien — est complétement
déterminée par sa courbure et sa torsion en fonction de l'arc s (voir: [5]).

Vice versa, choisie arbitrairement une fonction positive et une fonction quelconque
d’une variable s, on peut toujours considérer la prémiére comme courbure et la seconde
comme torsion d’'une courbe de I'Espace Euclidien a trois dimensions.

En passant a une surface de I'Espace ordinaire, on démontre (voir: [5]) qu'elle est
rigidement determinée par sa métrique (prémiére forme fondamentale) et par sa seconde
forme fondamentale.

Mais on ne dit pas que, données deux formes quadratiques, la premiére définie
positive, elles peuvent étre considerées comme premicre et seconde formes fondamen-
tales d’une surface. Il faut que leurs coefficients satisfassent aux conditions de Codazzi.

Ricci a généralisé ces conditions a un Espace de Riemann immergé dans un Espace
Euclidien (voir: [2]).

Soit donc un Espace Euclidien S, de coordonnées cartesiennes orthogonales: x,,
Xy oouy Xpe

Considérons dans cet Espace une variété W, (n<r), lieu géometrique a n dimen-
sions, definie par r—n équations du type:

(1) folxy Xg.vy x,)=0 (B=n+1,n+2,...,1)
et par m (O<m<<n—1) inégalités:
(2) g.l(xl' x,....,x,)"‘o (S—_-l. 2,.-., m)-

Oir f et g sont continues et dérivables a plaisir.

Si une ou plus des fonctions g sont égalisées a zéro, on obtient des variétés
V, (k< n), que nous dirons: frontiéres de W,

Supposons qu'il soit possible d’exprimer un entour /7 de W, par les équations
paramétriques (voir: [3]):

©) Xo=folty ty ... t)) (g=1,2,....7).

Les t,(B=i<r) répresentent les coordonnées paramétriques de W, dans I’ entour
H, dont les points sont en correspondance biunivoque avec les points d'une hypers-
phére de I'Espace Euclidien a n+1 dimensions.

SERDICA Bulgaricae mathematicae publicationes. Vol, 14, 1988, p. 264—270.



Sur les transformations ponctuelles 265

Il s’ensuit que nous pourrons définir W, come I'ensemble d’un nombre fini ou
ou d’une infinité numeérable d’entours a n dimensions.

Il est connu quon peut plonger cette variété dans un Espace Euclidien S, avec
un nombre r suffisamment grand de dimensions, et qu'un théoréme de Whitney assure
que: r=2n (voir: [6] et [7]).

Pour cela la varié¢té W, est un Espace de Riemann, qui posséde comme métrique
induite celle de I'Espace Euclidien S,.

En effet soit:

(4) dS?=dx3+dx3+ - +dx?

la métrique de S,.
Par (3), elle dévient dans l'entour F1:

r n  of odf,
3 __ 9 ‘9

(5) ds —nflq Zl,., (Wa—l dt,dtj

Cette formule constitue la premiére forme fondamentale de I'Espace de Riemann.

Mais si I'Espace de Riemann W, est serré, la fonction f ne posséde pas ses ex-
trémes dans W, ’

Il s'ensuit que si 'on démontre qu'une fonction f ne posséde pas son maximum ou
son minimum dans cette variété, 'Espace de Riemann W, est ouvert.

2. 1l est facile de démontrer qu'on peut associer a un Espace de Riemann W, une
transformation ponctuelle de S,.

Considérons en effet dans l'entour A les formules (3) mettant en évidence les
variables: Z,;,, f,40.-..,%,. Il en résulte que par (1) on peut écrire:

(6) Xq'—"fq (t], t,... .y tu)+Qll(tlv t,,..- ,t,., t’l+l’ t,H,a,..., t,) (q=]y 2,--- )r))

olt Q, sont nulles pour: f,4,="Ftp9=-=£t=0.

On obtient ainsi une transformation ponctuelle en S,, qui dans I'entour H de W,
transforme les coordonnées curvilignes £, fy ..., tn tosys Eptas - - . £, €0 coordonnées
cartésiennes orthogonales x,, xg,..., X,.

Choisi un point P(t,, fy...,¢,) dans lentour H de W, considérons en P un
systéme de r—n vecteurs orthogonaux a W, dans S, et notons: Zs les composantes
de tels vecteurs, en observant qu’elles sont fonctions du point P, c’est-a-dire de ¢,
ty, ..., t, Etant unitaires et orthogonales, elles satisfont aux équations:

(7) %,Z};Z;:B; B, y=n+1, n+2,...,71).

Mais puisqu'elles sont aussi orthogonales a W, dans P, elles satisfont aux con-
ditions:

4 df

(8) ?, ¥4 m:—:O (k=1,2,...,n; B, Yy=n+1,n+2,...,7).
Par (6) on obtient:

9) Xe=fo(ty, tg . .. .t,)+n§l, HhZy (g=1,2...,17)

qui résulte une nouvelle expression de la transformation ponctuelle dans I'entour H*
Pour démontrer que cette transformation n'est pas dégénerée, considérons le détermi-
nant Jacobien de la transformation (9), quand il est:
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tg=0 B=n+1, n+2,...,7).

On obtient:

9%,
0ty

0%,
ot

Le carré de J résulte:

ol:

Il en résulte:

L
ot

oty

qui est le déterminant de la premiére

certainement positif et divers de zéro.
Donc les formules (9) expriment une transformation ponctuelle rélative @ un

entour H de W, contenu dans S,.
Nous avons vu que les variables de cette transformation ponctuelle sont en gé-

néral des coordonnées curvilignes.
Démontrons comme il soit possible construire avec ces variables la métrique de S,.
En effet en differentiant (9) on obtient:

dx,
e ANz z;
n
0£2 n+1 7n+2 r
dtn ZJ Z2 Z2
ox" Zn+lZn+'2 Zr
at—" n n e n
. 0%, Zntl znt2 . g1
—a[n* n+1%n+1 """ “na
ox’ Zn+1 Zn+2 Zr
0tn r r r
al, ---al, 0 0.0
ai, a2 0 0.-.0
a% ---a’ 0 0---0 i
0 0O 1 0-.0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
of, of,
7 “q
o, of, g=1,2,...,n)
aj, aj, aj,
ajy aj, a3,
an A v ag,

forme fondamentale de W, et pour cela il est

dxq=dfy+ TyxpZh + Ly Zhdx (q=1,2,...,7)
n+1 n+4l
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Les formules (4) et (5) associées a (8) et (9) donnent:

(10) dS?=ds?+2 T ty Wp+2 Zgy lpdt, Qpy + Zpylpty Yy + Zp dtg
n+1 n+i n+1 n+1
Il s’ensuit que les W sont des formes quadratiques en d#, qu'on peut écrire:
Yg= 2‘:,, dtedZf = ZI, Z8dy
c’est-a-dire:
Y= X,; hpijdt;dt;.
1

Elles sont les secondes formes fondamentales de W/,.
Les Qg, résultent formes linéaires en d#;, qu'on peut écrire

(11) Qpy=—Qp= I, dZ{]s dZ;,
1
c’est-a-dire
n
Qg = 211' hpyi dt,

avec hp,= —h,p. Elles répresentent les torsions. Enfin les g, résultent formes quad-
ratiques qu’on peut écrire

(12) Yoy= Z,4 dzg azy
1
c’est-a-dire:
n
¥or= L, Op dtdt;.

Donc: La métrique de U’Espace Euclidien S, dans Uentour H de I'Espace de
Riemann W, est complétement définie par la prémiére forme fondamentale, par les
secondes formes fondamentales et par les torsions.

3. Supposons maintenant que le point A soit I'origine du systéme de coordonnées
ty ty...,t, et qulil existe june transformation ponctuelle de S, qui transforme les
coordonnées curvilignes #, en coordonnées orthogonales x,. En choisissant un répére
opportun (voir: [8]), on aura:

x,=t;+[2] (i=1,2,...,n), x=0+[2] (B=n+1, n+2,...,7).

Notons Z, les vecteurs unitaires orthogonaux a W, en A et supposons qu’ils soient
donnés par les formules:

(13) Z8=84+ I, mi+2] B=n+1,n+2...,7)
! (g=1,2,..., 1),

ol m§, sont des constantes. Par (9) on obtient:

l n n
(14) Xi=t—5 Inpptitet Tym,tatst 3]
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(14 1 i
) xo=th——g Tuplybitet Sumd, bt+[3)

oit pi,. p¥, mj,, mj sont des constantes.
il §° i . B — —mh « pB — gk . . .
A cause de (10), il s.ensuxt que: my, =—my.; p) =my, et la transformation devient

12 ; n ; .
x,-=t,v-~2'— Xlikp}k ti tk+ %h/’p;‘j th t/'l"[sl (l= 1, 2’ DR ”)’

15 1 n n
( ) VB:tB—T Zl,kpﬁ%kt,-t,,ﬁ- %,,,mﬁ,t,,t,+[3] B=n+1, n+2,...,7).

Les formes fondamentales et les torsions deviennent dans le point A:
n n
Wp= ijp?kdt/dtk; Qg = Xj m;jdt,.
1 1

Mais les coeficients p‘k sont nuls dans A lorsqu’ils sont exprimés en coordonnées

orthogonales. Par conséquent quand on associe la transformation aux coordonnees or-
thogonales par rapport a la prémiére forme fondamentale on obtient:

Xi=t+ %h/'ph/t/th"“w] (i=1,2,...,m),

16 n n
(16) \’lea——; ?,kp?kt,t,+ ‘al',,,mgl,t/t,,+[3] B=n+1, n+2,...,n),

o pf, et mB. sont les coefficients des formes fondamentales et des torsions en A.

La tramformatlon ponctuelle (16) démontre que dans un point P(¢, 5, ..., ¢,) de
W, trés proche au point A il correspond le point Q de coordonnées:

xi=t; [3] (i=1, 2,...,n),

Xo=—— Eapllita+ (3] B=n+1, n+2....7).

Il en résulte que le point Q est défini seulement par les secondes formes fonda-
mentales de W, et il coincide avec P, si la direction AP est asymptotique.
Il s’ensuit que:
si dans un entour quelconque de A sur W, les transformations ponctuelles asso-
ciées jusqu’ au second ordre ont des points unis +A, UEspace de Riemann W, ne
peut pas étre serré,
Autrement dit la transformation ponctuelle aurait un extrémant, qui pour ¢3=0
serait un point isolé en A.
4. Voila maintenant quelques exemples.
a) Soit une courbe o de I' Sy — I'Espace Euclidien de coordonnées: x, y, z, de-
finie par les formules.

x=0(s), y=w(s), z=x(s)
oit s est l'arc de la courbe. 1l existe alors la transformation ponctuelle suivante asso-
ciée a la courbe:
X=¢(8)+ua +7vay,

Y=y ($)+uP,+vp,y,
z=x(8)tuy,+vy,
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ol r?(a,, Bw 71) et b(ay By 7o) sont les vecteurs unitaires de la normale principale et
de la binormale a la courbe o par un point P(s). En differentiant on obtient:

dx=ads+a, du+oydv+uda,+vday,
dy=Ppds+B,du+Bydv+udB, + vdp,,
dz=vds+7v,du+v,dv+udy,+vdy,,

ot £(a, B, v) est le vecteur unitaire tangente dans P a la courbe o. En appliquant les
formules de Frénet on a:

dx=a(1— ) ds+a, (du+ - ds)+0y (dv —- ds),

dy=B(1—¢ )ds+ By(du+ 7 ds)+ By (dv — - ds),

dz:y(l—% Yds+v,(du+ %ds)-{-y,(d'v - —;.-ds),

olt R est le rayon de courbure et 7 le rayon de torsion de o. Il s’ensuit que la mé-
trique dans S; est donnée par la formule:

dS*=(1— ) ds*+ (du+ - ds) +(dv— - ds)P.

Cette métrique est réguliere pour u<<R et ce fait arrive seulement dans un entour
de o, qui ne contient pas des centres de courbure.
La forme lincaire Q3 résulte:

Qyy=aday+ B dPy+vdyg=ds|T,

Cest-a-dire la formule de la torsion.

b) Un Espace de Riemann W, plong¢ dans un Espace Euclidien S, est toujours
sans torsion si les formes Qg, sont nulles.

On obtient un exemple d'immersion sans torsion, lorsque r>>n+1, dans le cas du
tore p,, défini par le produit direct de n cercles oy, 0,,...,0, ou de n angles &,,

D oc ey SO

Supposons p, plongé dans un S,, par I'immersion:
Xg1=C08&;; Xxo=sing; (i=1,2,...,n).
Une transformation ponctuelle associée est la suivante:
Xgi—1=C08&; (1 +1), xo=sin& (1+£) (i=1,2,...,n).
La métrique induite dans I'Espace Euclidien S,, par les coordonnées & et ¢
résulte :
dS?=dg (1 +4)* +d& (1 +£)+ -+ +d&; (1 +L, 2 +dE} +dB + -+ - +df},

ol les torsions sont toutes nulles.

¢) Considérons le cylindre classique de I'Espace Euclidien a trois dimensions:
X, ¥, 2. On a: r=3, n=2. 11 est le produit d'un cercle et d'une droite. Il admet I'immer-
sion :
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ol &,
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x=sin§(1+1),
y=—1+cos(1+¢),
z=9,

3, t sont les coordonnés curvilignes.

La transformation ponctuelle associée par rapport a l'origine: £2:9=£=0 est do-
nnée par:

N w -

B

> =

mmT Oom

x=E+8t+(3),
y=t=8Y2+[3],
z=9+|3).
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