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EXISTENCE DE STRUCTURES QUOTIENT

DEKO V. DEKOV

Soit A7, 1 catégorie des homomorphismes entre classes polaires et soit 4 une sous-catégorie
pleine de Ny Dans cet article sont données des conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence
d'une pw-slruclure quotient de C'(ayo par une relation d’équivalence et r2spectivement d’une (p%. ‘,"?l)-

structure quotient H'/G" de H (%0 par rapport @ unc pw-sous-struclure G’ de H'. Laterminologie et les

notations sont celles *du livre [8]. Certains résultats de ce travail ont él¢ résumés dans une Note a
I'’Academie Bulgarie des Sciences [6].

Soit . la catégorie des applications associée a un univers .#, Nous désignons
par 4, la catégorie des homomorphismes entre classes polaires associée a M [2—6] et
par F (resp. par Np, N, N, N F', F', FF) 11 sous-catégorie pleine de 47 for-
mée par les homomorphismes entre catégories (resp. entre précatégories, graphes mul-
tiplicaticatifs, quisi-graph2s maltiplicatifs, bases de catéJories, quasi-catégories, caté-
gories non-associatives, quasi-catégories non-associatives) [1—11].

Si C'=(C, k, B, ) est une catégorie, C; désigne la classe des unités de C-. Si
e, ¢ ¢[C], et f¢C, parfois nous désignons, comme dans [2—5I, f ¢ e'.C.e au lieu
de o f)=e et B(f)=¢". Siy=(C, y,C)¢Np la relation d'équivalence associée a y
est notée rv. Si C est une classe polaire et si 7 est une relation d’équivalence sur C, I'appli-
cation x —x mod r de C sur la classe quotient C/r est notée .

Si C est une classe polaire et si 7 cst une relation d’équivalence bicompatible sur
C, nous désignons par C/r la classe polaire quotient de C" par rapport ar

Soit C' une classe polaire et soit 7 une relation d'équivalence sur C. Il existe une
classe polaire quotient de C par r si, et seulement si, (Clr, r, C)ENg

Si ¢ est une p JVg-suriection, P A’g( ¢) est une surjection.

Soit y=(C, v, C)€ Ny Alors C est une classe polaire quotient de C' si, et
seulement si, y(C)=C et(y+Vy)(C «C)= CsC.

Dans ce travail nous désignons par % une sous-catégorie pleine de g et par
pg e foncteur canonique de % vers M.

1. Soient C' une classe polaire et 7 une relation d'équivalence sur C. Nous dirons
que r est une relation d’équivalence X-admissible sur C si r est bicompatible sur C'
et si C/re,

Soient C une classe polaire et r une relation d'équivalence sur C. La relation r
est 4 g-admissible sur C si, et seulement si, 7 est bicompatible sur C.

Soit C' un graphe multiplicatif et soit 7 la relation définie dans le théoréme 10,

7). Si 7 est 4 #-admissible sur C', alors C'/r est une (#'#, 4”)-projection de C.
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344 D. V. Dekov

Soit (N, v) un foncteur (#, A4 ,)-projection naturalisé et soit r la relatlon d’équi-
valence sur C associ¢e a lapplication p - (W(C) ot C € (AN ), Alors r est F-admis-

sible sur C' si, et seulement si, v(C') est un (#, A" )-projecteur strict au sens de [7].
Soit C € %, et soit r une relation qumvalence sur C.
Définition. On dira que C est une py-Structure quotient strict de C (resp.

de C par r) si C' est une py-structure quotient de C' (resp. de C' par r) et une classe

polaire quotient de C'.
Exemple: Une pz-structure quotient strict de C ¢ #, par r est une catégorie

quotient strict de C* par raport a r au sens de [8].
Soient C ¢ %, et r une relation d’équivalence sur C.
Théoreme 1. Il existe une pg-structure quotient strict de C par rapport @
r si, et seulement si, r est U-admissible sur C. s
Démonstration. Supposons qu’il existe une py-structure quotient strict C" de

C par r. Puisque C est une p_/y-g-structure quotient de C* par r, r est une relation
d’équivalence bicompatible sur C' et C'=C'/r. De plus, puisque C est une Py -struc-

ture quotient de C par r, C" ¢ %,. Ceci montre que r est admissible sur C.

Inversement, supposons que r est une relation d’équivalence %-admissible sur C'.
Alors C'/r est une pmg-structure quotient de C' par rapport a r et puisque % est
une sous-catégorie pleine de A7, C'/r est une pg-structure quotient de C par r. Ceci
montre que C'/r est une p,-structure quotient strict de C par r. '

2. Nous désignons par %, la sous-catégorie pleine de A", telle que %, est a %-pro-
jections et si ¥~ est une autre sous-catégorie pleine de 47, a #-projections, alors ¥~
est une sous-catégorie pleine de .

Montrons que #%yy=%,. En effet, Zy=%,y. Supposons C' ¢ (% yy)o- Soit j un
(%, Uyy)-projecteur de source C. Puisque B(J) € (#%,), il existe un (%, %y)-projec-
teur j/ de source B(j). Posons j=j'.j. Alors j est un (%, %yy)-projecteur de source
C' et par conséquent C € (%y),, d’olt Uyny=7Uy. Ceci montre que %y =Uy.

Remarque 1. Dans le cas général on a %+ A,

Exemple 1. Soit (N, v) un foncteur (#, 4 ,)-projection naturalis¢ [7]. Soit A"
la sous-catégorie pleine de A4, ayant pour unités les précategones C telles que v(C)
soit un (#, JV,,)-proyccteur stnct ([7]). Soit [G]= B, @) le graphe orient¢ ayant 4
sommets distincts e, i=4 et 3 fleches f,, i<3 telles que l'on ait:

a(f)=e, a(fa)=B(fi)=es a(fs)=B(fr)=¢€s5 B(f3)=e,

Soit L z, [G] la précatégorie libre des chemins de [G], ayant 8 unités distinctes e,
i<8 et 5 autres homomorphismes f;,, i<3 (fa, f,) et (fs, f5) tels que I'on ait:

a(fr)=e;, a( fo)=B(fi)=ey a(fs)=B(fa)=es B(f3)=¢,
a((fo f)=¢€5 B((fa L)) =¢€s a((fs fa))=6: B((fs fa))=-es-

Les composés autres que le composé d’un élément avec ses unités a droite et a gau-
che étant:

fr-fi=(Fa f) et fy.fa=(fsfa).
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Soit LJV,[G]' la précatégorie régulicre libre des chemins de [G] ([7]), proposition 3),
ayant 10 unités distinctes e,, i< 10 et 6 autres homomorphismes f,, i=3, (fo f1), (fa f2) et
(f» fa f1) tels que I'on ait:
af)=ey o(f)=B(f)=en o(f)=B(f)=er B(f)=en ol(fafi)=es
B((f?‘ fl))=eﬁu a((fS' fﬂ))‘:e‘;i B((fa-‘fz)):es. a((f3. fg. fl))zeg, B((ml .)2810'

Les composés autres que le composé d'un élément avec ses unités a droite et a gauche
étant:

fa. fr="fa /i) fa-fa=(fa fak fa-(fa-f1)=(f3-f2)-h:(fa'fmfl)-
Montrons que L - [G] € (4,),. En effet, L - [G] admet L4 [G] pour une (¥, 4,)-pro-
jection et pour une classe polare quotient [7].

Soit C' la prcéatégorie ayant 8 unités distinctes ¢, i<8 et 5 autres homomorphismes
fi i<5 tels que l'on ait:

a(f)=e, ol fo)=B(fi)=es a(f3)=B(f)=¢5 a( fi)=e5 B(fs)=es
B(f)=es a(fs)=en B(fs)=és

Les composés autres que le composé d’'un ¢lément avec ses unités a droite et a gauche

c¢tant :

fo-fi=fo fs-fa=fs ea.ex=fi. e€s.e,=fs e,.l,=fs
Montrons que C € (A4,), En effet, soit T = (C, A, C) la relation définie dans le
théoréme 7, [7]. On montre que A={(eq, €,), (3, €,), (€4, €,), (€5 €y), (€5 €3), (s, €5),
(es €4))}. Soit r .,,=(C, B, C) la relation d’équivalence bicompatible sur C’ engen-

drée par la relation r .,. On montre que B=CXC. Soit K la catégorie ayant une

seule unit¢ e. On montre que C/r ,,;'K' et par conséquent C' admet K pour une

(#, A ,)-projection (d'aprés le theoréme 7,[7]) et pour une classe polaire quotient. Ceci
montre_ que C € (A ) Supposons que v=(N (L./V (G, v, L.,V [G]) soit un (A g, A p)-

projecteur. La relation L [G] €(N 5o entrameN (L ) [GH=L w, [G]- Soit j=(L [G]
L L w, [G]") € ¥ golr1 est lmlectlon canonique de L [G] vers L [G]. Soit y= (C" v,
[G] ) € /¢ oit y estla bijection de L [G] vers C déhme par: \y(e,) e, i=8,w(f)=f:

z§3 v(fa FN=fo W(Fa f2)) =fs- Soit y’ une applicationde L N [G] versC telleque y'j=y.
On a v'(f)= f et y((f,, f2))=15 Montrons que vy’ n'est pas un homomorphisme. En
effet ((fo fah f) €Ly (Gl # Ly [G], mais on a (W((fafo)) W(f)¢ C+C. Ceci
montre qu'il n'existe pas un homomorphisme y’ de L N, [G] vers C tel que y'.j=y
On en déduit qu'il n’existe pas un homomorphisme y, "de N v, (L N [G]) vers C tel
que y,.v=y et par conséquent il n'existe pas une (A, A ,)-prolectlon de L X, [G].

Donc ", n'est pas une catégorie & . -projections et par suite A7, n'est pas une
catégone a A g-projections.
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Remarque 2. Si %, +.V,, alors 47, n'est pas une categorie a #-projections et
par suite 47, n'est pas une catégoric a #,-projections.

Si C+ ¢ (#y),, nous designons par v, (C) un (%, #y)-projecteur de source C et par
Ny(C) une (%, %, )projection de C. Nous désignons par ', (resp. par Uy, UY) 1a
sous-catégorie pleine de %, formée par les homomorphismes entre classes polaires C'
telles que v, (C) soit injectif (resp. surjectif, bijectif).

Exemple: Si # =%, on a F{, =A%,

Soit %, la sous-catégorie pleine de 4", ayant pour unités les classes polaires /7" telles
que H ~C'/r ot C €, et oit r est une relation d’équivalence bicompatible sur C.

Exemple: Si #=#, on a Fr-AN".

Désignons Jk"’,‘,‘ M:f,? Ny,
Proposition | #p=%, si U=Ng N, N5 ULy =W, Si U=F", FF# N,
WUy ) U ST U=F, F's N,

Soient C ¢ %, et r une relation d’cquivalence bicompatible sur C.
Théoreme 2. Si C/re,, il existe une p%-structure quotient C* de C' parr.

Dans ce cas, C=C'|r. Si Clre(), il existe une pw-structure quotient C' de C

par r. Dans ce cas, C est isonorphe a Ny(Cn. Si Clr¢ (%) il n'existe pas une
Pq-Structure quotient de C par r.

Démonstration. Si C/r¢ %, alors C/r est une py -structure quotient de C’
par r d’aprés le théoréme 1.

Supposons C'/r¢ (#}),. Montrons que N,(C/r) est une pg-structure quotient de
C. Soit r=(C/r,r, C)le p | -¢pimorphisme canonique. Soit V(C/r)=(Ng(C[n),v, C[n)
un (%, N ,)-projecteur. Posonsg(p: v(C/r). r. Si C/re(#5), on montre que ¢ est un
p,-¢pimorphisme. Si de plus C/r€(#}), et si C=C/r,1a bijection v~ definit un iso-

morphisme C =N, (C/r). Donc C est une p,,structure quotient de C par r. Le

reste de la démonstration est évident. =
Corollaire 1. Si #,=, il existe toujours une p%-structure quotient C' de C

par rapport de r. Dans ce cas, C = C'[r et toute v ”strurture quotient de C  par rap-

port de r est une p  -structure quotient strict de C par rapport de r.
P

Corollaire 2. Si %°

tr.ny=", il existe une p J”-struvtare quotient C de C' par

rapport de r si, et seulement si, C|r¢ U, Dans ce cas,C =Cr.

Corollaire 3. Si %— #, on obtient le théoreme 11, chap. Ill, [8]. Si U=N",
on obtient le théoréme 6, chap. lll, [8] (voir corollaire 1). Si U =N, on obtient le
théoréme 3 [3]. Si % =N", on obtient la proposition du n° I, [10] pour n=2 (voir
corollaire 1). Si U =N*, on obtient la condition d'existence dune p mg-structure

quotient de C ¢ A exposée dans [7] (voir corollaire 2). Siu=%' F", F#on
obtient le théoréme 3, [4] (voir corollaire 2), etc.
3. Soit y=(C, v, C)¢ % et soit y une surjection.
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Théoréme 3.C est P %-structure quotient de C' si, et seulement si, C' est iso-

morphe a Ng(C'/ry).
Ce théoréme est un corollaire du théoréme 2.
Remarque. Ce théoreme montre que si C est une p%-structure quotient de

C, il existe toujours une relation d’équivalence r telleque C est isomorphe a une
P g-structure quotient de C' par r.

4. Soit Jy, la sous-classe de # formée par les homomorphismes F=(C" F, C)
tels que A(C)= (A,‘b. On montre que Jy est un idéal de #.
Soient H'¢ %, et G une pw-sous-structure de H'. Soit r; la relation (H, A, h)

oit A est la classe des couples (g a(g)) ot g¢€@G. Désignons par ;;; la relation d’équi-
valence bicompatible sur /#° engendrée par la relation 7,
Soit %pg la sous-catégorie pleine de .47, ayant pour unités les classes polaires C

telles que C'= H'/?G olt H €%, et ot G est une pql-sous-structure de H.

Exemple: Si #=%#, on a Fpz N,

Désignons % n, =g\ Uy,

Proposntlon 2 Upg=U, SI U=Ng; Uipg ny=U, Si U=FF; Uy nyFU, i
U=F, N,

Soit H € %, et soit G une p%-sous-structure de H.

Théoréeme 4. Si H'/?G( U,, il existe une (pq )-stracture quotient H'|G de
H par G'. Dans ce cas, H|G = H/rG Si H/rG((J?I )o» il existe une (p»ﬂ J?l) -struc-
ture quotient H'|G de H par G. Dans ce cas, H' |G est isomorphe a N, 2 /rG ). Si
H |rg & (U3,)y il n'existe pas une (pql )-structure quotient de H par G'.

Démonstration. Soit H/rae~7lo et soit rg= (H/ra. o H)le P v, -épimorphis-

me canonique. Supposons y= (H; v, H)G.A’ et v(H)\_H La relation (g a(g)) €A
entraine y(g)=v(a(g)) doit rgr, et racr. Ainsi 7 est un p Wy -épimorphisme, et

puisque # est une sous-catégorie pleine de A7, 7, est un p ql-eplmorph:sme Ceci montre
que H'/r; est une (p ql,lql)-structure quotient de A" par G.

Soit v(H [rg)=(Ng(H |rg), v. H|rg) un (¥, ¥y)-projecteur. Posons <p=v(H‘/70).
- rg. Si H'|rg € (%3,)o, on montre que ¢ est un pq-épimorphisme. Side plus H = Hjrg
la bijection H_ap%(Nq(H/ra)) définit un isomorphisme de H vers qu(H'/r;).Ceci
montre que ' est une (pq, Jq)-structure quotient de /" par G. Le reste de la

démonstration est évident.
Corollaire 1. 8 Upo=%, il existe toujours une (pq. Jq)-stmcture quotient

H|G de H par rapport de G'. Dans ce cas, H'|G =H [rg
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Corollaire 2. Si Uy, =, il existe une (p,, J,,)-structure - quotient H |G

de H par rapport de G si, et seulement si, H'/;GG U, Dans ce cas, H'/G‘:H'/?G.

Corollarie 3. Si =%, on obtient le theoréme 15, chap. [ll, [8]. SiU=F#,
on obtient le théoreme 4, [4] (wvoir corollaire 2). Si U=, on obtient le thZoréme
5, 3], etc.

Remarque. L'existence d’une categorie quotient /7/Gde H par rapport a G' nentraine
pas lexistence d’'une catégorie quotient //° de H° par rapport a rg; comme
le montre I'exemple suivant: Soit C' la base de catégorie ayant 12 unités distinctes
e, i<12 et 22 autres homomorphismes f, i=7, f,, i=5, g, i=5, g, =5 tels
que l'on ait (Fig. 1):

. 4
, fi
91
gs
N 92 fs

f7

9. ,
1.

. A i N
g5

Js S 92 i
0:1

5 93
Fig. 1

fi€ e, C.e, fa€e;.C.eq,  fi€e5.C .05, fi€es.C e,

fo€en.C.ey fo€eg.Cluey, fr€e,.C e, fiees.C e

fr€e1.C.eyo fr6€.C.ey, fi€e;.C.e,  fi€e.C .8,

g €e;.C.e,, gy€e,.C.ey gce,.C.es, gce . .C.e,

g €es.C e g €eg.C ey, g, €6e,.C.e5, g €e,y.C.e

g.€65.C .65, g €e5.C .04
Les composés autres que le composs d'un ¢lénent avec ses unités a droite et a gau-
che ¢tant:

fa-f;=f6' fa-fi=fu fofl=f7’ f3f2=f5

Soit v(C)=(Ng (C), v, C) un (¥, N #)-projecteur. Soit r la relation (Ng(C), A
Ng(C)) ou A est la classe des couples (v(f;)-v(&) !(g;).v(_f,-)). i<5. Soit r la rela-
tion d’équivalence bicompatible sur N z(C') engendrée par la relation r. Soit ;=Nf
©yr n Ng(C)) lep ”‘-épimorphisme canonique. Nous désignons /7 =N g( C)Jr. Soit K
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la catégorie non-associative ayant 4 unités distinctes e, i=4 et 7 autres homomor-
phismes f,, i<7 tels que l'on ait:

fice, . K. e, frees.K.ey fste, K.ey fiees.K.e,
free K.e, fote, K.e, free K .e.

Les composés autres que le composé d’un ¢lément avec ses unités a droite et a gauche
etant :

fa-fi=fo fa-f2=fa' fs .f4=f5» fs-f1=f7-
Soit 0 la relation (K, A, K) ot A={(fs f;)}. On montre que 0 est une relation d’équi-
valence bicompatible sur K et que K'/0 est une (%, #'')-projection de K. Il en ré-
sulte que K ¢ (F3), et K ¢ (F4), Soit G la sous-catégorie de /1 définie par la sous-

classe {7\1(gl). 5 ey ;y(g5 ) ;\i(g; ) R ;\L(g;)}. On montre que H/rg= K (voir pro-
position 7 du n° 1, [9]) d’oit H'/';Ge(fx)(, Donc, il existe une (pf. Jf)-structure quo-

tient H/G de H' par G. De puls, H'fra¢(.¢fv)o et par conséquent il n’existe pas
une p y-structure quotient /' de H' par r;. Ceci montre que l'existence d’une caté-

gorie quotient A'/G" de H" par rapport a G' nentraine pas I'existence d’'une catégorie

quotient H de H' par rapport & r; Cet exemple montre aussi que I'existence d’une

précatégorie quotient H/G' de I ¢ (A",), par une p v -sous-structure G' de A’ n’entraine
P

pas l'existence d'une précatégorie quotient H. de /1 par rapport de 7o (voir aussi re-
marque du théoréme 5, [7]).
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