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APPROXIMATION PAR DES MORPHISMES DE CHAÎNES

ET POINTS FIXES DES APPLICATIONS MULTIVOQUES

Robert Cauty

Communicated by J. P. Revalski

Abstract. In this paper, we consider u.s.c. multivalued maps with compact
point images. We develop a notion of approximation of such maps by chain
mappings between the singular chain complexes of the spaces, and use this
notion to prove fixed point theorems.

1. Introduction. Une fonction multivoque à valeurs compactes f :
X ⊸ Y fait correspondre à tout point x ∈ X un sous-ensemble compact non
vide de Y . Une telle fonction est dite semi-continue supétieurement, ou s.c.s., si,
pour tout ouvert U de Y , l’ensemble des x ∈ X tels que f(x) ⊂ U est ouvert dans
X. La fonction f est dite compacte si elle est à valeurs compactes et s’il existe
un sous-ensemble compact C de Y tel que f(X) ⊂ C.

Nous avons récemment introduit l’utilisation des châınes singulières dans
l’étude des points fixes (voir [1] et [2]), une méthode qui a l’avantage de s’ap-
pliquer à tous les sous-ensembles convexes des espaces métriques linéaires. Nous
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utiliserons ici cette approche pour étudier les points fixes des applications multi-
voques compactes s.c.s. Nous introduirons une notion d’approximation des fonc-
tions s.c.s. à valeurs compactes par des morphismes de châınes, et l’utiliserons
pour associer à certaines fonctions s.c.s. compactes f : X ⊸ X un nombre de
Lefschetz Λ(f) permettant d’obtenir une généralisation du théorème de Lefschetz-
Hopf : si Λ(f) 6= 0, alors f a un point fixe.

Cette approche algébrique fonctionne dans la classe des rétractes abso-
lus de voisinage algébriques, que nous avons introduite dans [1]. Cette classe
d’espaces métrisables contient en particulier les rétractes absolus de voisinage,
les groupes métrisables localement contractiles, les sous-ensembles convexes des
espaces métriques linéaires, et tous les rétractes de voisinage de tels espaces.

A la section 4, nous étudierons les fonctions multivoques pondérées à
valeurs compactes f : X ⊸ Y , et nous montrerons que si Y est un rétracte
absolu de voisinage algébrique et si, pour tout x ∈ X, f(x) est réunion d’un
nombre fini de composantes qui sont acycliques pour la cohomologie de Čech,
alors f est approximable par des morphismes de châınes. La définition du nombre
de Lefschetz pour les applications compactes approximables par des morphismes
de châınes d’un rétracte de voisinage algébrique dans lui-même et le théorème de
Lefschetz-Hopf correspondant seront donnés dans la section 5.

2. Notations et rappels. Dans tout cet article, R désignera un corps

commutatif. Tous les complexes de châınes que nous utiliserons sont augmentés,
et tout morphisme de châınes entre deux tels complexes sera supposé conserver

l’augmentation

Pour tout espace topologique X, nous notons S(X,R) le complexe des
châınes singulières de X à coefficients R, et H(X,R) son groupe gradué d’ho-
mologie. Nous identifions chaque simplexe singulier σ de X à l’élément 1 · σ de
S(X,R). Si A est un sous-espace de X, nous identifions naturellement S(A,R)
à un sous-complexe de S(X,R). Le support d’une châıne c ∈ S(X,R) est noté
‖c‖ ; c’est le plus petit sous-ensemble C de X tel que c ∈ S(C,R). En particulier,
l’image du simplexe singulier σ est notée ‖σ‖. Si U est un recouvrement ouvert
de X, nous notons S(X,U , R) le sous-complexe de S(X,R) engendré par les sim-
plexes singuliers dont l’image est contenue dans un élément de U . Il est connu
(voir [8], §4.4) qu’il existe un morphisme de châınes Sd : S(X,R) → S(X,U , R)
tel que Sd(c) = c pour c ∈ S(X,U , R) et que ‖Sd(c)‖ ⊂ ‖c‖ pour toute châıne c.
En outre, notant ι l’inclusion de S(X,U , R) dans S(X,R), il existe une homotopie
h : S(X,R) → S(X,R) entre l’identité et ι◦Sd telle que ‖h(c)‖ ⊂ ‖c‖ pour toute
châıne c. Un tel morphisme Sd est appelé un opérateur de subdivision.

Soient X, Y deux espaces topologiques et U un recouvrement ouvert de
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X. Un morphisme de châınes ϕ : S(X,U , R) → S(Y,R) sera dit compact s’il
existe un sous-ensemble compact C de Y tel que ϕ(S(X,U , R)) ⊂ S(C,R). En
particulier, ϕ est compact si son image est de type fini (i.e. engendrée par un
nombre fini d’éléments).

Les deux notions suivantes ont été introduites dans [1].

Définition 1. Un sous-espace A d’un espace X est appelé un R-rétracte

de voisinage algébrique de X s’il existe un voisinage U de A dans X, un recou-

vrement ouvert U de U et un morphisme de châınes µ : S(U,U , R) → S(X,R)
vérifiant

(i) µ(c) = c pour c ∈ S(A,R) ∩ S(U,U , R),

(ii) pour tout x ∈ A et tout voisinage V de x dans A, il existe un voisinage W

de x dans X tel que µ(S(W,R) ∩ S(U,U , R)) ⊂ S(V,R).

Définition 2. Un espace métrisable X est un R-rétracte absolu de voi-

sinage algébrique si c’est un R-rétracte de voisinage algébrique de tout espace

métrisable le contenant comme fermé.

SiK est un complexe simplicial, nous notons |K| sa réalisation géométrique ;
en particulier, la réalisation géométrique d’un simplexe s de K est notée |s|. La
subdivision barycentrique de K est notée K ′. Nous notons C(K,G) le complexe
des châınes orientées de K à coefficients G, et identifions C(L,G) à un sous-
complexe de C(K,G) si L est un sous-complexe de K. Rappelons que C(K,Z)
est un groupe abélien libre ayant une base en correspondance biunivoque avec les
simplexes de K, le générateur correspondant à ce simplexe étant une orientation
de ce simplexe.

Si L est un CW-complexe, nous notons C(L,R) le complexe des châınes
cellulaires de L à coefficients R. C’est un R-module libre ayant une base en
correspondance biunivoque avec les cellules de L. Si L′ est un sous-CW-complexe
de L, nous identifions C(L′, R) à un sous-complexe de C(L,R). Si r : L1 → L2

est une application cellulaire entre CW-complexes, nous notons r# : C(L1, R) →
C(L2, R) le morphisme qu’elle induit.

Nous dirons qu’un CW-complexe est spécial si toutes ses cellules sont des
sous-complexes et s’il admet une subdivision simpliciale. Si K est une subdivi-
sion simpliciale du CW-complexe spécial L, alors toute cellule |τ | de L est la
réalisation géométrique d’un sous-complexe τK de K, et il existe un morphisme
de châınes ψ : C(L,R) → C(K,R) tel que ψ(C(|τ |, R)) ⊂ C(τK , R) pour toute
cellule |τ | de L. Ce morphisme s’obtient en tensorisant avec R un morphisme de
châınes ψ′ : C(L,Z) → C(K,Z) construit comme suit. Soient |τ | une n-cellule de
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L et |s1|, . . . , |sk| les n-simplexes de |K| contenus dans |τ |. Le générateur τ̂ de
C(L,Z) correspondant à |τ | détermine une orientation de la cellule |τ | ; l’orien-
tation induite sur chaque |si| détermine un générateur ŝi de C(K,Z), et ψ′ est
défini par ψ′(τ) = ŝ1 + · · · + ŝk. La vérification du fait que ψ′ commute avec les
différentielles est une conséquence facile du corollaire V.6.11 et de la proposition
VIII.4.5 de [5].

A la section 4, nous utiliserons la réalisation géométrique, au sens de Gie-
ver [6], du complexe singulier de l’espace X. C’est un CW-complexe spécial Σ(X)
dont les cellules sont en correspondance biunivoque avec les simplexes singuliers
de X. Pour tout simplexe singulier σ de X, nous noterons |σ| la cellule corres-
pondante de Σ(X) ; si σ est un p-simplexe, alors |σ| est de dimension p. Si les
cellules |σ| de Σ(X) sont naturellement orientées, alors S(X,R) est naturellement
isomorphe à C(Σ(X), R), l’image de σ par cet isomorphisme étant un élément du
sous-complexe C(|σ|, R) de C(Σ(X), R).

Une fonction multivoque à valeurs compactes f : X ⊸ Y est dite semi-
continue inférieurement si, pour tout ouvert U de Y , l’ensemble des x ∈ X tels
que f(x) ∩ U 6= ∅ est ouvert ; elle est dite continue si elle est simultanément
semi-continue inférieurement et supérieurement.

Si U est un recouvrement ouvert d’un espace X et A un sous-ensemble
de X, nous notons St(A,U) la réunion des éléments de U rencontrant A. Nous
notons St(U) le recouvrement {St(U,U) |U ∈ U} .

3. Approximation par des morphismes de châınes. La définition
suivante introduit l’outil principal utilisé dans cet article.

Définition 3. Soit f : X ⊸ Y une fonction multivoque s.c.s. à va-

leurs compactes. Nous dirons que f est approximable par des morphismes de

châınes si, pour tout recouvrement ouvert U de X et tout recouvrement ouvert

G de Y , il existe un recouvrement ouvert V de X et un morphisme de châınes

ϕ : S(X,V, R) → S(Y,R) tels que, pour tout V ∈ V, il existe U ∈ U contenant V

et vérifiant ϕ(S(V,R)) ⊂ S(St(f(U),G), R).

Si ce morphisme ϕ peut toujours être choisi compact, nous dirons que f

est approximable par des morphismes de châınes compacts.

Dans certains cas, une fonction multivoque compacte s.c.s. qui peut être
approximée par des morphismes de châınes est aussi automatiquement approxi-
mable par des morphismes de châınes compacts.

Théorème 1. Soit f : X ⊸ Y une fonction multivoque compacte qui

est approximable par des morphismes de châınes. Si Y est un R-rétracte absolu



Approximation par des morphismes de châınes 527

de voisinage algébrique, alors f est approximable par des morphismes de châınes

compacts.

D é m o n s t r a t i o n. Soit C un compact de Y contenant f(X). Fixons
un recouvrement ouvert U de X et un recouvrement ouvert G de Y . Soit G1 un
recouvrement ouvert de Y tel que St(G1) soit plus fin que G. Le théorème 2 de
[1] et la remarque qui le suit nous permettent de trouver un recouvrement ouvert
H de Y plus fin que G1, un complexe simplicial K, des morphismes de châınes
ψ : S(Y,H, R) → C(K ′, R) et ζ : C(K ′, R) → S(Y,R), ainsi qu’un voisinage
ouvert W de C dans Y vérifiant

(1) Pour tout simplexe singulier σ de S(Y,H, R), il existe G ∈ G1 contenant
‖σ‖ ∪ ‖ζ ◦ ψ(σ)‖.

(2) Il existe un sous-complexe fini L de K ′ tel que ψ(S(Y,H, R) ∩ S(W,R)) ⊂
C(L,R).

Soit W1 un voisinage ouvert de C tel que W 1 ⊂ W , et soit H1 le re-
couvrement de Y formé des ensembles H ∩ W et H \ W 1, où H parcourt H.
Puisque f est approximable par des morphismes de châınes, il existe un recou-
vrement ouvert V de X et un morphisme de châınes ϕ : S(X,V, R) → S(Y,R)
tels que, pour tout V ∈ V, il existe UV ∈ U contenant V et vérifiant ϕ(S(V,R)) ⊂
S(St(f(UV ),H1), R). Soit Sd : S(Y,R) → S(Y,H, R) un opérateur de subdivi-
sion, et soit ξ = ζ ◦ ψ ◦ Sd ◦ ϕ : S(X,V, R) → S(Y,R).

Soit V ∈ V. Puisque f(UV ) ⊂ f(X) ⊂ C, f(UV ) ne rencontre aucun des
ensembles H \W 1, donc St(f(UV ),H1) est contenu dans W . Puisque Sd n’aug-
mente pas les supports, Sd ◦ ϕ(S(V,R)) est contenu dans S(Y,H, R) ∩ S(W,R).
Alors (2) entrâıne que ψ ◦ Sd ◦ ϕ(S(V,R)) est contenu dans C(L,R). Par suite,
ξ(S(X,V, R)) est contenu dans ζ(C(L,R)). Puisque L est fini, C(L,R) est de type
fini, donc il en est de même de ζ(C(L,R)) ; il existe alors un compact M ⊂ Y tel
que ζ(C(L,R)) ⊂ S(M,R). A fortiori, ξ(S(X,V, R)) ⊂ S(M,R), donc ξ est un
morphisme de châınes compact.

Soit σ un simplexe singulier de S(V,R), V ∈ V. Si Sd◦ϕ(σ) 6= 0, il s’écrit
Sd◦ϕ(σ) =

∑k
i=1 λiσi, où les λi sont des scalaires et les σi des simplexes singuliers

tels que ‖σi‖ soit contenu dans St(f(UV ),H1) et dans un élément de H. Pour 1 ≤
i ≤ k, (1) entrâıne l’existence d’un Gi ∈ G1 contenant ‖σi‖∪ ‖ζ ◦ψ(σi)‖. Puisque
Gi contient ‖σi‖, il est contenu dans St(St(f(UV ),H1),G1), donc ce dernier en-
semble contient ‖ξ(σ)‖, et nous avons ξ(S(V,R)) ⊂ S(St(St(f(UV ),H1),G1), R).
Puisque H1 est plus fin que H et H plus fin que G1, St(St(f(UV ),H1),G1) est
contenu dans St(St(f(UV ),G1),G1), lequel est contenu dans St(f(UV ),G) puisque
St(G1) est plus fin que G. Nous avons donc ξ(S(V,R)) ⊂ S(St(f(UV ),G), R) pour
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tout V ∈ V, d’où le théorème. �

Si f : X ⊸ Y et g : Y ⊸ Z sont des fonctions multivoques s.c.s. à
valeurs compactes, alors leur composée g ◦ f : X ⊸ Z est aussi s.c.s. à valeurs
compactes. Dans certains cas, la composée de deux fonctions s.c.s. à valeurs com-
pactes approximables par des morphismes de châınes est aussi approximable par
des morphismes de châınes.

Théorème 2. Soient f : X ⊸ Y et g : Y ⊸ Z des fonctions s.c.s. à

valeurs compactes qui sont approximables par des morphismes de châınes. Si g

est continue et si Y et Z sont paracompacts, alors g ◦ f est approximable par des

morphismes de châınes.

D é m o n s t r a t i o n. Soient U un recouvrement ouvert deX et G un recou-
vrement ouvert de Z. Puisque Z est paracompact, nous pouvons trouver un recou-
vrement ouvert G1 de Z tel que St(G1) soit plus fin que G. La continuité de g nous
permet de trouver un recouvrement ouvert H de Y tel que g(y1) ⊂ St(g(y2),G1)
si y1 et y2 sont deux points d’un même élément de H. En effet, soit y ∈ Y . Re-
couvrons le compact g(y) par un nombre fini d’éléments G1, . . . , Gk de G1 tels
que Gi ∩ g(y) 6= ∅ pour 1 ≤ i ≤ k. La continuité de g nous permet de trouver
un voisinage ouvert Hy de y tel que, pour tout z ∈ Hy, g(z) ⊂ G1 ∪ · · · ∪ Gk et
g(z) ∩Gi 6= ∅ pour 1 ≤ i ≤ k. Si y1, y2 sont deux points de Hy, nous avons alors
g(y1) ⊂ G1∪· · ·∪Gk ⊂ St(g(y2),G1), donc H = {Hy | y ∈ Y } est le recouvrement
cherché. Notons que, pour tout H ∈ H,

(⋆) St(g(H),G1) ⊂ St(g(y),G) pour tout y ∈ H.

En effet, pour tout z ∈ H, nous avons g(z) ⊂ St(g(y),G1), donc
St(g(H),G1) =

⋃
z∈H St(g(z),G1) est contenu dans St(St(g(y),G1),G1) ⊂ St(g(y),

G) puisque St(G1) est plus fin que G.

Soit H1 un recouvrement ouvert de Y tel que St(H1) soit plus fin que H.
Puisque g est approximable par des morphismes de châınes, il existe un recou-
vrement ouvert W de Y et un morphisme de châınes ψ : S(Y,W, R) → S(Z,R)
tels que, pour tout W ∈ W, il existe H ∈ H1 vérifiant W ⊂ H et ψ(S(X,R)) ⊂
S(St(g(H),G1), R).

Puisque f est approximable par des morphismes de châınes, il existe un
recouvrement ouvert V de X et un morphisme de châınes ξ : S(X,V, R) →
S(Y,R) tels que, pout tout V ∈ V, il existe U ∈ U vérifiant V ⊂ U et ξ(S(V,R)) ⊂
S(St(f(U),H1), R).

Soit Sd : S(Y,R) → S(Y,W, R) un opérateur de subdivision, et soit
ϕ = ψ ◦ Sd ◦ ξ : S(X,V, R) → S(Z,R).
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Soient V ∈ V et U ∈ U tels que V ⊂ U et ξ(S(V,R)) ⊂ S(St(f(U),H1), R).
Pour prouver le théorème, il suffit de montrer que ϕ(S(V,R)) ⊂ S(St(g◦f(U),G),
R). Soit σ un simplexe singulier de S(V,R). Si Sd◦ξ(σ) 6= 0, c’est une combinaison
linéaire Sd◦ξ(σ) =

∑k
i=1 λiσi, où le support de σi est contenu dans St(f(U),H1)

et dans un élément Wi de W. Soit Hi un élément de H1 tel que Wi ⊂ Hi et
ψ(S(Wi, R)) ⊂ S(St(g(Hi),G1), R). Puisque ‖σi‖ est contenu dans St(f(U),H1),
il existe H ′

i ∈ H1 tel que ‖σi‖∩H
′
i 6= ∅ 6= H ′

i ∩f(U). Soit yi ∈ H ′
i ∩f(U). Puisque

St(H1) est plus fin que H, il existe Ĥi ∈ H tel que Hi ∪H
′
i ⊂ Ĥi. Nous avons

ψ(σi) ∈ ψ(S(Wi, R)) ⊂ S(St(g(Hi),G1), R) ⊂ S(St(g(Ĥi),G1), R),

et, d’après (⋆),

St(g(Ĥi),G1) ⊂ St(g(yi),G) ⊂ St(g ◦ f(U),G),

donc ϕ(σ) =
∑k

i=1 λiψ(σi) appartient bien à S(St(g ◦ f(U),G), R). �

4. Fonctions multivoques pondérées. Si f : X ⊸ Y est une fonc-
tion multivoque s.c.s., nous noterons C(x, f) l’ensemble des composantes connexes
de f(x), et C(f) la réunion disjointe de tous les C(x, f), x ∈ X. L’élément
générique de C(x, f) sera noté C(x). Si g : C(f) → R est une fonction, une no-
tation du type

∑
C(x)⊂A g(C(x)) désignera la somme sur tous les C(x) ∈ C(x, f)

qui sont contenus dans l’ensemble A.

Définition 4. Soient f : X ⊸ Y une fonction multivoque s.c.s. à valeurs

compactes et m : C(f) → R une fonction. Nous dirons que f est une fonction

multivoque R-pondérée, de fonction de pondération m, si les deux conditions sui-

vantes sont véifiées.

(1) C(x, f) est fini pour tout x ∈ X,

(2) Pour tout x0 ∈ X, si C1(x0), . . . , Cs(x0) sont les composantes de

f(x0) et si V1, . . . , Vs sont des voisinages disjoints de C1(x0), . . . , Cs(x0), il exite

un voisinage U de x0 tel que

(a) f(U) ⊂
⋃s

i=1 Vi,

(b) m(Ci(x0)) =
∑

C(x)⊂Vi
m(C(x)) pour tout x ∈ U et tout i = 1, . . . , s.

Pour x ∈ X, nous poserons alors m̂(x) =
∑

C(x)m(C(x)).

La notion de fonction multivoque pondérée a été introduite par G. Dar-
bo [4].

Pour tout espace X, nous notons H̃(X,R) le module gradué d’homologie
réduite de X à coefficients R et, pour X ⊂ Y , nous notons H̃(X|Y ) l’image
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de l’homomorphisme de H̃(X,R) dans H̃(Y,R) induit par l’inclusion. H̃k(X,R)
et Hk(X|Y ) désigneront les composantes de degré k de H̃(X,R) et H̃(X|Y )
respectivement. Un sous-ensemble X d’un espace Y est dit uv∞(R) dans Y si,
pour tout voisinage U de X dans Y , il existe un voisinage V de X dans Y qui
est contenu dans U et tel que H̃(V |U) = 0.

Théorème 3. Soient X, Y deux espaces paracompacts et f : X ⊸ Y

une fonction multivoque R-pondérée, de fonction de pondération m. Supposons

vérifiées les conditions suivantes.

(i) Y est localement connexe par arcs,

(ii) pour tout x ∈ X, chaque composante de f(x) est uv∞(R) dans Y ,

(iii) m̂(x) 6= 0 pour tout x ∈ X.

Alors f est approximable par des morphismes de châınes.

D é m o n s t r a t i o n. Pour tout r ∈ R, l’ensemble Xr des points x ∈ X

tels que m̂(x) = r est ouvert dans X, donc X est la somme topologique des
Xr avec r 6= 0. Si Vr est un recouvrement ouvert de Xr, alors V =

⋃
r Vr est

un recouvrement ouvert de X et S(X,V, R) =
⊕

r S(Xr,Vr, R). En utilisant
cela, il est facile de vérifier que si la restriction de f à Xr est approximable par
des morphismes de châınes pour tout 0 6= r ∈ R, alors f est approximable par
des morphismes de châınes. Nous pouvons donc supposer que la fonction m̂ est
constante sur X, et notons encore m̂ cette valeur constante.

Fixons un recouvrement ouvert U de X et un recouvrement ouvert G de
Y . Pour x ∈ X, soient C1(x), . . . , Cs(x)(x) les composantes de f(x).

Pour n ≥ 0, nous construirons un recouvrement ouvert localement fini
Vn = {Vα |α ∈ An} de X. Nous choisirons les ensembles d’indices An deux à
deux disjoints et, pour n ≥ 1, construirons une fonction πn : An → An−1 telle
que Vα ⊂ Vπn(α). Pour tout α ∈ A =

⋃∞
n=0An, nous construirons un entier s(α)

et, pour 1 ≤ r ≤ s(α), un ouvert connexe Or
α de Y ; nous poserons Oα =

⋃s(α)
r=1 O

r
α

et Pα =
⋃
{Oβ |β ∈ An et Vα∩Vβ 6= ∅}. Nous voulons que les conditions suivantes

soient vérifiées.

(1) Pour tout α ∈ A0, il existe Uα ∈ U tel que Vα ⊂ Uα et Pα ⊂ St(f(Uα),G).

(2) Pour tout α ∈ A, Or
α ∩Or′

α = ∅ pour r 6= r′ ∈ {1, . . . , s(α)}.

(3) Pour tout α ∈ A, f(Vα) ⊂ Oα et la fonction
∑

C(y)⊂Or
α
m(C(y)) est constante

sur Vα pour 1 ≤ r ≤ s(α).

(4) Pour tout n ≥ 1 et tout α ∈ An, Pα ⊂ Oπn(α) et H̃(Pα ∩ Or
πn(α)|O

r
πn(α)) = 0

pour 1 ≤ r ≤ s(α).
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Soit U ′ un recouvrement ouvert de X tel que St(U ′) soit plus fin que
U . Pour tout x ∈ X, St(f(x),G) est un voisinage de f(x) dans Y . Puisque Y
est localement connexe, nous pouvons, pour 1 ≤ r ≤ s(x), trouver un voisinage
ouvert connexe Or

x de Cr(x) vérifiant Or
x ⊂ St(f(x),G) et Or

x ∩ Or′

x = ∅ si r 6=

r′ ∈ {1, . . . , s(x)}. Soit Ox =
⋃s(x)

r=1 O
r
x. Puisque f est une fonction s.c.s. pondérée,

nous pouvons trouver un voisinage V0(x) de x dans X, qui est contenu dans un
élément U ′

x de U ′ et tel que f(V0(x)) ⊂ Ox et m(Cr(x)) =
∑

C(y)⊂Or
x
m(C(y))

pour tout y ∈ V0(x) et 1 ≤ r ≤ s(x). Soit V0 = {Vα |α ∈ A0} un recouvrement
ouvert localement fini plus fin que le recouvrement {V0(x) |x ∈ X}. Pour α ∈ A0,
prenons xα ∈ X tel que Vα ⊂ V0(xα), et posons s(α) = s(xα) et Or

α = Or
xα

pour
1 ≤ r ≤ s(α). Les conditions (2) et (3) sont vérifiées. Soit Uα ∈ U contenant
St(U ′

xα
,U ′). Si Vβ ∩ Vα 6= ∅, alors xβ appartient à Uα et Oβ ⊂ St(f(xβ),G) ⊂

St(f(Uα),G), donc St(f(Uα),G) contient Pα.
Soit n ≥ 1, et supposons Vn−1 construit. Pour obtenir Vn, nous construi-

rons d’abord un recouvrement ouvert localement fini V ′ = {V ′
γ | γ ∈ Γ} de X, une

fonction π : Γ → An−1 et, pour γ ∈ Γ, un ouvert O′
γ de Y de façon que, posant

P ′
γ =

⋃
{O′

δ |V
′
γ ∩ V ′

δ 6= ∅}, les conditions suivantes soient vérifiées.

(5) f(V ′
γ) ⊂ O′

γ .

(6) Pour tout γ ∈ Γ, P ′
γ ⊂ Oπ(γ) et H̃(P ′

γ∩Oπ(γ)|Oπ(γ)) = 0 pour 1 ≤ r ≤ s(π(γ)).

Pour x ∈ X, soient Ax = {α ∈ An−1 |x ∈ Vα} et Lx =
⋂

α∈Ax
Oα. Puisque

Vn−1 est localement fini, Ax est fini et, comme f(Vα) ⊂ Oα, Lx est un voisinage
ouvert de f(x) dans Y . Pour 1 ≤ u ≤ s(x), soit Lu

x la composante connexe
de Lx contenant Cu(x) ; c’est un voisinage ouvert de Cu(x) dans Y , donc nous
pouvons trouver un voisinage ouvert Qu(x) de Cu(x), contenu dans Lu

x et tel que
H̃(Qu(x)|Lu

x) = 0. Quitte à diminuer ces Qu(x), nous pouvons les supposer deux

à deux disjoints. Soit Q(x) =
⋃s(x)

u=1Qu(x). Notons que, pour tout α ∈ Ax, nous
avons

(7) H̃(Q(x) ∩Or
α|O

r
α) = 0 pour 1 ≤ r ≤ s(α).

En effet, comme Y est localement connexe par arcs, l’ouvert connexe Or
α

est connexe par arcs, donc H̃0(O
r
α, R) = 0. Pour k > 0, Hk(Q(x), R) est somme

directe des Hk(Qu(x), R), 1 ≤ u ≤ s(x), et Qu(x) ⊂ Lu
x est contenu dans l’un des

Or
α, donc H̃k(Q(x)∩Or

α|O
r
α) est somme des H̃k(Qu(x)|Or

α) tels que Qu(x) ⊂ Or
α.

Pour un tel u, nous avons Qu(x) ⊂ Lu
x ⊂ Or

α, et H̃k(Qu(x)|Or
α) est trivial, étant

un quotient du module trivial H̃k(Qu(x)|Lu
x).

Soit V ′
x un voisinage de x dans X, contenu dans

⋂
α∈Ax

Vα et tel que
f(V ′

x) ⊂ Q(x). Soit W = {Wx |x ∈ X} un recouvrement ouvert localement fini
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de X tel que Wx ⊂ V ′
x pour tout x. Prenons pour V ′ un recouvrement ouvert

localement fini tel que St(V ′) soit plus fin que W. Pour tout γ ∈ Γ, choisissons
un point xγ de X tel que St(V ′

γ ,V
′) ⊂Wxγ . Posons

Eγ = {δ ∈ Γ |V ′
γ ∩ V ′

δ 6= ∅}.

Si δ appartient à Eγ , alors Wxδ
contient V ′

γ ; comme W est localement
fini, Eγ est fini, donc O′

γ =
⋂

δ∈Eγ
Q(xδ) est ouvert dans Y , et nous avons

f(V ′
γ) ⊂

⋂

δ∈Eγ

f(Wxδ
) ⊂

⋂

δ∈Eγ

Q(xδ) = O′
γ .

Pour γ ∈ Γ, fixons π(γ) ∈ Axγ . Nous avons V ′
γ ⊂ Wxγ ⊂ V ′

xγ
⊂ Vπ(γ). En

outre, si δ ∈ Γ est tel que V ′
δ ∩V

′
γ 6= ∅, alors γ ∈ Eδ, donc O′

δ ⊂ Q(xγ). Il en résulte
que P ′

γ est contenu dans Q(xγ) ⊂ Lxγ ⊂ Oπ(γ), donc, pour 1 ≤ r ≤ s(π(γ)),

H̃(P ′
γ ∩ Or

π(γ)|O
r
π(γ)) est contenu dans H̃(Q(xγ) ∩ Or

π(γ)|O
r
π(γ)), et (6) résulte

de (7).
Pour x ∈ X, soient Γx = {γ ∈ Γ |x ∈ V ′

γ} et L′
x =

⋂
γ∈Γx

O′
γ . Puisque V ′

est localement fini, Γx est fini et, comme f(V ′
γ) ⊂ O′

γ , L′
γ est un voisinage ouvert

de f(x) dans Y . Nous pouvons trouver, pour 1 ≤ r ≤ s(x), un voisinage ouvert
connexe Or

x(n) de Cr(x) de façon queOr
x(n) ⊂ L′

x et Or
x(n)∩Or′

x (n) = ∅ si r 6= r′ ∈

{1, . . . , s(x)}. Soit Vn(x) un voisinage de x dansX tel que f(Vn(x)) ⊂
⋃s(x)

r=1 O
r
x(n)

et m(Cr(x)) =
∑

C(y)⊂Or
x(n)m(C(y)) pour tout y ∈ Vn(x) et 1 ≤ r ≤ s(x).

Prenons pour Vn un recouvrement localement fini plus fin que Vn−1 et que le
recouvrement {Vn(x) |x ∈ X}. Pour chaque α ∈ An, fixons un xα ∈ X tel que
Vα ⊂ Vn(xα). Posant s(α) = s(xα) et Or

α = Or
xα

(n) pour 1 ≤ r ≤ s(α), les
conditions (2) et (3) sont vérifiées. Fixons un élément π′(α) ∈ Γxα , et posons
πn(α) = π(π′(α)). Par construction, nous avons Oα ⊂ L′

xα
⊂ O′

π′(α). Si α et β

sont deux éléments de An tels que Vα ∩ Vβ 6= ∅, alors ∅ 6= Vn(xα) ∩ Vn(xβ) ⊂
V ′

π′(α) ∩ V
′
π′(β), ce qui entrâıne que Pα est contenu dans P ′

π′(α). La condition (4)

résulte alors de (6).
Soit Σ(X) la réalisation géométrique du complexe singulier de X. Pour

n ≥ 0, soit Σn le sous-complexe de Σ(X) réunion des cellules |σ| telles que
le simplexe singulier σ appartienne à S(X,Vn, R). Pour k ≥ 0, soit Σk

n le k-
squelette de Σn. Soit η : C(Σ0, R) → S(X,V0, R) l’isomorphisme naturel. Pour
tout simplexe singulier σ de S(X,V0, R), soit σ̂ = η−1(σ) ; c’est un élément de
C(|σ|, R). Soit T =

⋃∞
k=0 Σk

0 × [k,∞) ⊂ Σ0 × [0,∞) ; c’est un CW-complexe de
cellules |σn| = |σ| × {n} et |σ[n,n+1]| = |σ| × [n, n+ 1], où |σ| parcourt les cellules
de Σ0 et n ≥ dim |σ|. Pour A ⊂ Σ0, soit TA = (A × [0,∞)) ∩ T . Soit |K| une
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subdivision simpliciale de Σ0, et soit T̃ la subdivision cellulaire de T dont les
cellules sont de la forme |s| × {n} et |s| × [n, n+ 1], où s est un simplexe de T .

Pour toute cellule |σ| de Σ0, |σ| est la réalisation géométrique d’un sous-
complexe de K, que nous notons σK . Comme expliqué à la section 2, il existe un
morphisme de châınes ψ : C(Σ0, R) → C(K,R) tel que ψ(C(|σ|, R)) ⊂ C(σK , R)
pour toute cellule |σ| de Σ0.

Pour tout simplexe s de K, T|s| est contractile, et T|s| ⊂ T|s′| si s est face

de s′, donc il existe un morphisme de châınes ϑ : C(K,R) → C(T̃ , R) tel que
ϑ(s) ∈ C(T|s|, R) pour tout simplexe s de K. Soit r : T̃ → T une approximation
cellulaire de l’identité telle que r(T|σ|) ⊂ T|σ| pour toute cellule |σ| de Σ0. Nous
allons construire un morphisme de châınes µ : C(T,R) → S(Y,R) tel que, pour
tout α ∈ A0, µ(C(TΣ(Vα), R)) ⊂ S(Pα, R), et nous poserons ϕ = µ◦r#◦ϑ◦ψ◦η−1 .
Pour tout α ∈ A0 et tout simplexe singulier σ de Vα, r#◦ϑ◦ψ◦η−1(σ) appartient à
C(TΣ(Vα), R), donc ϕ(σ) appartient à S(Pα, R) ⊂ S(St(f(Uα),G), R) d’après (1),
d’où le théorème.

Définissons des générateurs σn et σ[n,n+1] de C(T,R) correspondant aux
cellules |σn| et |σ[n,n+1]| comme suit (dans cette définition, nous convenons, pour
γ =

∑
i λiσ

i ∈ C(Σ0, R) (λi ∈ R), de poser γ × n =
∑

i λiσ
i
n et γ × [n, n + 1] =∑

i λiσ
i
[n,n+1]). Prenons σn de façon que la projection l’envoie sur σ̂, et définissons

σ[n,n+1] inductivement de façon que ∂σ[n,n+1] = σn+1 − σn − ∂σ × [n, n+ 1].
Soit ιn l’inclusion de S(X,Vn, R) dans S(X,Vn−1, R). Pour n > 0, il y a un

opérateur de subdivision Sdn : S(X,Vn−1, R) → S(X,Vn, R) et une homotopie hn

de S(X,Vn−1, R) dans lui-même vérifiant ∂hn + hn∂ = ιn ◦Sdn − id, Sdn(σ) = σ

si σ appartient à S(X,Vn, R) et ‖Sdn(c)‖ ∪ ‖hn(c)‖ ⊂ ‖c‖ pour toute châıne

c ∈ S(X,Vn−1, R). Posons S̃dn = Sdn ◦ · · · ◦ Sd1 : S(X,V0, R) → S(X,Vn, R), et

notons S̃d0 l’identité de S(X,V0, R).
Pour n ≥ 0, soit Mn = Σn

n × [n, n + 1], et soit M =
⋃∞

n=0Mn, de sorte
que M ∩ (Σ0 × {n}) =

(
Σn−1

n−1 ∪ Σn
n

)
×{n} pour n > 0. Définissons un morphisme

de châınes χ : C(T,R) → C(M,R) en posant χ(σn) = S̃dn × {n} et

χ(σ[n,n+1]) = S̃dn+1(σ) × [n, n+ 1] + (hn+1 ◦ S̃dn(σ)) × {n}.

Nous allons construire un morphisme de châınes ν : C(M,R) → S(Y,R),
et poserons µ = ν ◦ χ. Pour tout n ≥ 0, définissons la restriction de ν à C(Σn

n ×
{n}, R) comme suit. Si σ est un 0-simplexe singulier d’image x, fixons un point
yx

r dans chaque composante Cr(x) de f(x) et posons

ν(σn) =

s(x)∑

r=1

m(Cr(x))

m̂
yx

r
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pour tout n. Cette définition respecte l’augmentation. Si σ est un 1-simplexe
singulier de S(X,Vn, R), il existe Vα ∈ Vn tel que ‖σ‖ ⊂ Vα. Soit ∂σ = x1 − x0.
D’après (3), nous avons, pour 1 ≤ t ≤ s(α),

∑

C(x1)⊂Ot
α

m(C(x1)) =
∑

C(x0)⊂Ot
α

m(C(x0)),

donc, si J t
i = {r ∈ {1, . . . , s(xi)} |Cr(xi) ⊂ Ot

α} (i = 0, 1), alors

at =
1

m̂


∑

r∈Jt
i

m(Cr(x1))y
x1

r −
∑

r∈Jt
0

m(Cr(x0))y
x0

r




représente un élément de H̃(Ot
α, R) = 0 (Ot

α est connexe par arcs), donc il existe

une 1-châıne bt ∈ S(Ot
α, R) telle que ∂bt = at. Posons ν(σ) =

∑s(α)
t=1 bt ; c’est un

élément de S(Oα, R) tel que ∂ν(σ) = ν∂(σ). Inductivement, supposons que, pour
un 1 ≤ k < n, ν(σn) ait été défini pour tout k-simplexe singulier σ de S(X,Vn, R)
de façon qu’il existe α ∈ An−k+1 tel que ‖σ‖ ⊂ Vα et ν(σ) ∈ S(Oα, R). Soit
σ un (k + 1)-simplexe singulier de S(X,Vn, R), et soient σi, 0 ≤ i ≤ k + 1
ses k-faces. Puisque Vn est plus fin que Vn−k+1, il existe α ∈ An−k+1 tel que
‖σ‖ ⊂ Vα. Pour 0 ≤ i ≤ k + 1, il existe αi ∈ An−k+1 tel que ‖σi‖ ⊂ Vαi

et
ν(σi) ∈ S(Oαi

, R). Comme ∅ 6= ‖σi‖ ⊂ ‖σ‖ ⊂ Vα, nous avons Vα ∩ Vαi
6= ∅,

donc les Oαi
sont contenus dans Pα ⊂ Oπn−k+1(α), où πn−k+1(α) ∈ An−k. Puisque

∂ν(∂σ) = ν(∂∂σ) = 0, ν(∂σ)représente un élément de Hk(Pα, R). Les ouverts
Ot

πn−k+1(α) avec 1 ≤ t ≤ s(πn−k+1(α)) étant disjoints, H̃k(Pα|On−k+1(α)) est

somme directe des H̃k(Pα ∩ Ot
πn−k+1(α)|O

t
πn−k+1(α)), donc est trivial d’après (4),

et il existe un élément ν(σ) ∈ S(Oπn−k+1(α), R) tel que ∂ν(σ) = ν(∂σ).

Puisque Sdn(σ) = σ si σ appartient à Σn−1
n−1 ∩ Σn

n, nous pouvons, pour
n > 0, prolonger ν à C(M ∩ (Σ0 × {n}), R) en posant ν(σn) = ν(Sdn(σ) × {n})
pour σn ∈ Σn−1

n−1 × {n}.
Reste à définir ν(σ[n,n+1]) pour un k-simplexe de S(Y,Vn, R) (0 ≤ k ≤ n).

Si k = 0, nous avons ν(σn) = ν(σn+1), et nous pouvons prendre ν(σ[n,n+1]) = 0.
Pour k > 0, nous construirons ν(σ[n,n+1]) inductivement de façon qu’il existe
α ∈ An−k tel que ‖σ‖ ⊂ Vα et ν(σ[n,n+1]) ∈ S(Oα, R). Par construction de ν(σn),
il existe β ∈ An−k+1 tel que ‖σ‖ ⊂ Vβ et ν(σn) ∈ S(Oβ , R). Soit Sdn+1(σ) =∑u

i=1 λiσ̂i, où λi ∈ R et σ̂i est un k-simplexe de S(X,Vn+1, R) tel que ‖σ̂i‖ ⊂ ‖σ‖.
Pour 1 ≤ i ≤ u, il existe αi ∈ An−k+2 tel que ‖σ̂i‖ ⊂ Vαi

et ν(σ̂i) ∈ S(Oαi
, R).

Soit βi = πn−k+2(αi) ∈ An−k+1. Puisque ∅ 6= ‖σ̂i‖ ⊂ Vαi
∩ Vβ, nous avons

Oαi
⊂ Oβi

⊂ Pβ , donc ν(σn+1) ∈ S(Pβ , R). Si k > 1, et si σ0, . . . , σk sont les
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(k − 1)-faces de σ, il existe, pour 0 ≤ j ≤ k, un élément β′j de An−k+1 tel que

‖σj‖ ⊂ Vβ′

j
et ν(σj

[n,n+1]) ∈ S(Oβ′

j
, R). Puisque ∅ 6= ‖σj‖ ⊂ Vβ′

j
∩ Vβ , nous avons

Oβ′

j
⊂ Pβ, donc ν(∂σ × [n, n+ 1]) ∈ S(Pβ, R). Il résulte de tout cela que le cycle

ν(∂σ[n,n+1]) est un élément de S(Pβ , R). Comme H̃(Pβ|Oπn−k+1(β)) = 0, il existe
un élément ν(∂σ[n,n+1]) ∈ S(Oπn−k+1(β), R) tel que ∂ν(σ[n,n+1]) = ν(∂σ[n,n+1]).

Soit Vα un élément de V0. Si τ est une cellule de TΣ(Vα), alors χ(τ) est
une combinaison linéaire χ(τ) =

∑p
j=1 λjτj, où τj correspond à une cellule de

M ∩ TΣ(Vα). Pour tout j, il existe Vαj
∈ V0 tel que ‖τj‖ ⊂ TVαj

et ν(τj) ∈

S(Oαj
, R). Puisque τj appartient à TΣ(Vα), nous avons Vα ∩ Vαj

6= ∅, et il en
résulte que µ(τ) =

∑
j λjν(τj) appartient à S(Pα, R). Nous avons donc bien

µ(C(TΣ(Vα), R)) ⊂ S(Pα, R) pour tout α ∈ A0. �

Si X est un R-rétracte absolu de voisinage algébrique, il est facile de
caractériser les sous-ensembles compacts de X ayant la propriété uv∞(R) dans
X. Pour tout compact C, nous notons Ȟ(C,R) le module gradué de cohomologie
de Čech réduite de C à coefficients R.

Lemme. Soit X un R-rétracte absolu de voisinage algébrique. Un sous-

ensemble compact C de X a la propriété uv∞(R) dans X si, et seulement si,

Ȟ(X,R) = 0.

D é m o n s t r a t i o n. La proposition 3 (i) de [1] affirme que, pour tout
x ∈ X et tout voisinage U de x dans X, il existe un voisinage V de x contenu
dans U et tel que H̃(V |U) = 0 (i.e. X est localement connexe au sens de l’homo-
logie singulière à coefficients R). Cela entrâıne que, pour tout ouvert U de X, la
(co)homologie singulière de U à coefficients R est naturellement isomorphe à la
(co)homologie de Čech à coefficients R (voir [7] ; ce résultat y est prouvé pour les
espaces homologiquement localement connexes sur Z et tout groupe abélien de
coefficients, mais la démonstration s’applique aussi aux espaces homologiquement
localement connexes pour l’homologie singulière à coefficient R).

Nous notons H∗(U,R) le module de cohomologie singulière réduite à co-
efficients R d’un ouvert U de X et, pour V ⊂ U , nous notons H̃∗(U |V ) l’image
de H∗(U,R) dans H∗(V,R) par l’homomorphisme induit par l’inclusion.

Supposons que C ait la propriété uv∞(R) dans X. Si U est un voisinage
ouvert de C dansX, il existe un voisinage ouvert V de C contenu dans U et tel que
H̃(V |U) = 0. Le théorème des coefficients universels implique que l’inclusion de V
dans U induit aussi l’application nulle sur la cohomologie (singulière, donc aussi
de Čech), et la continuité de la cohomologie de Čech entrâıne que Ȟ(C,R) = 0.

Supposons inversement que Ȟ(C,R) = 0. Soit U un voisinage ouvert de
C dans X. La proposition 3 (ii) de [1] entrâıne l’existence d’un voisinage ouvert
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V de C contenu dans U tel que H̃(V |U) soit de type fini. Le théorème des
coefficients universels implique que H̃∗(U |V ) est aussi de type fini. La continuité
de la cohomologie de Čech garantit alors l’existence d’un voisinage ouvert W ⊂ V

tel que l’homomorphisme induit par l’inclusion de W dans V envoie H̃∗(U |V )
sur 0, donc H̃∗(U |W ) = 0. Mais alors, toujours par le théorème des coefficients
universels, H̃(W |U) = 0, donc C a la propriété uv∞(R) dans X. �

5. Points fixes. Dans toute cette section, X est un R-rétracte absolu
de voisinage algébrique.

Pour tout recouvrement ouvert U de X, l’inclusion de S(X,U , R) dans
S(X,R) est une équivalence homotopique, donc induit un isomorphisme sur l’ho-
mologie ; nous identifions l’homologie de S(X,U , R) à H(X,R) par cet isomor-
phisme. Si ϕ : S(X,U , R) → S(X,R) est un morphisme de châınes compact, la
proposition 3 (ii) de [1] entrâıne que l’image de ϕ∗ est un sous-complexe de type
fini de H(X,R), ce qui permet de définir le nombre de Lefschetz Λ(ϕ∗) de ϕ∗

(voir [2], où nous avons construit un indice de point fixe pour les morphismes de
châınes compacts).

Si f : X → X est une application multivoque compacte s.c.s. qui est
approximable par des morphismes de châınes compacts, il est possible, comme
indiqué dans [3], de lui associer un « nombre de Lefschetz », qui est soit un élément
de R, soit l’anneau R. Rappelons cette définition.

Soient U et G deux recouvrements ouverts de X. Pour i = 1, 2, soient
Vi un recouvrement ouvert de X et ϕi : S(X,Vi, R) → S(X,R) un morphisme
de châınes compact tels que, pour tout Vi ∈ Vi, il existe Ui ∈ U contenant Vi

et vérifiant ϕi(S(Vi, R)) ⊂ S(St(f(Ui),G), R). Soit V le recouvrement ouvert de
X formé des ensembles V1 ∩ V2 où Vi appartient à Vi. Pour i = 1, 2, soit ϕ′

i la
restriction de ϕi à S(X,V, R) ; alors Λ(ϕ′

i∗) = Λ(ϕi∗). Pour tout r ∈ R, soit
ϕr = rϕ′

1 +(1−r)ϕ′
2 ; c’est un morphisme de châınes compact de S(X,V, R) dans

S(X,R) (qui conserve l’augmentation). Si V = V1 ∩ V2 appartient à V et si U1 et
U2 sont comme ci-dessus, alors

ϕr(S(V,R)) ⊂ S(St(f(U1),G), R) + S(St(f(U2),G), R)

⊂ S(f(St(St(U1),U),G), R),

donc ϕr et V vérifient les conditions de la définition 3 relativement à St(U) et G.
Si Λ(ϕ1∗) 6= Λ(ϕ2∗),alors

Λ(ϕr∗) = rΛ(ϕ1∗) + (1 − r)Λ(ϕ2∗)

est un élément arbitraire de R. Deux cas sont possibles :



Approximation par des morphismes de châınes 537

(1) Il existe des recouvrements ouverts U0 et G0 et un élément r0 ∈ R tels que,
si U et G sont des recouvrements ouverts plus fins que U0 et G0 respective-
ment, alors, pour tout recouvrement ouvert V et tout morphisme de châınes
compact ϕ : S(X,V, R) → S(X,R) vérifiant les conditions de la définition
3 relativement à U et V, on a Λ(ϕ∗) = r0. Nous posons alors Λ(f) = r0.

(2) Quels que soient les recouvrements ouverts U et G de X et l’élément r ∈
R, il existe un recouvrement ouvert V de X et un morphisme de châınes
compact ϕ : S(X,V, R) → S(X,R) vérifiant les conditons de la définition 3
relativement à U et G et tel que Λ(ϕ∗) = r. Nous posons alors Λ(f) = R.

Le théorème suivant est démontré dans [3] pour R = Q, mais l’argument
s’applique à tout corps R.

Théorème 4. Soient X un R-rétracte absolu de voisinage algébrique et

f : X ⊸ X une fonction multivoque compacte approximable par des morphismes

de châınes compacts. Si Λ(f) 6= 0, alors f a un point fixe.

Soit f : X → X une fonction multivoque compacte R-pondérée dont
la fonction de pondération ne s’annule pas. Les résultats des sections 3 et 4
entrâınent que si, pour tout x ∈ X, Ȟ(C,R) = 0 pour toute composante C de
f(x), alors f est approximable par des morphismes de châınes compacts, donc le
nombre de Lefschetz Λ(f) est défini. Le résultat suivant est alors une conséquence
immédiate du théorème 4.

Théorème 5. Soient X un R-rétracte absolu de voisinage algébrique et

f : X ⊸ X une fonction multivoque compacte pondérée dont la fonction de

pondération ne s’annule pas, et telle que Ȟ(C(x), R) = 0 pour toute composante

d’un des ensembles f(x), x ∈ X. Si H̃(X,R) = 0, alors f a un point fixe.

Le théorème 8 de [1] entrâıne que le résultat précédent s’applique en
particulier à tous les sous-ensembles convexes métrisables des espaces vectoriels
topologiques.
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