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¦¡� · ¥]�Jª¡¤¡�g ¡�X¸?Åt��ºX¬?¤X¥g©�¥g¤X�l� �
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ªS©wºXÄA«P¦A� ½ ¨X�j«U X¤¡�J¦¡�g ¡�j£�ª¡£¡�J³P©w¦¡�J§X¬! 
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«U�E£¡«P¬?§�¦¡��Èt�dªS� · £X¦Xªk¸Aß0¥]«P�Gº¡� · ©] �«P¬?¥g¤X�l� �U¦X¦A©�³q§S�dª¡£ Æ �j A�U©w¤X£X®] ¡�j¦¡��ºA©g§S© Â £¡ A�U§X¦X£¡ A�
¤X�l�J§X¦X£r¨X£¡«P§¡� ½ ºX¤X�dª¡§S© Â �U¦¡�t©]  Î ¥JªS© · « ½ �[¦A�UºX¬?§X¦A©g­A�U¦X¦¡�jºA©w¤¡�Jª¡£r§X£XºX«U�g ¡�t¦¡�
ºX¤X£X¦X­X£Xº
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¦A�UºX¤X� · ¬!«P¦¡�g A©]«U �¸PÈt�dªS� · £X¦Xª�À�©w¤¡�EÄg§X£X¤¡�G A©g¢c£�ºX¤X£X¦X­X£Xºr«N£X¢c£¡« · ¥]�J¦A�l A©[¥]«P® · ©t©g³q¤¡�J¦X£X¨X�U¦A©
�E¦A© Â �l«U X¥g©r©] *¤X�l�J§X¦X£	¨X£¡«P§¡�
ª?��£¡����«PÄSºX¤X�l�EÄA�2£	£X¦AÀ £¡�EÄA� ½  �¸ �g¸? A©q¨X¦¡�r³P©w¤X¦¡�
£� A©q¨X¦¡�
ªS©g§X¦¡��³q¤¡�J¦X£X­¡�X¸��o�U©w¤X£X®] ¡��¦¡� Î ¥JªS© · «
ÁJ£�ÁJ£X§¡��ºX¬?§X¦A©g­A�U¦X¦¡� ½ � · ©�ºX¤X£X¦X­X£XºX¬! 8¢P��¦A�UºX¤X�P¶
· ¬!«P¦¡�g A©]«U 
¢P��¤¡�J¢c³q§S� Â ª?�J¦¡�g ¡�o¥g�U§X£X¨X£X¦¡�G«P�NÀ�©w¤¡�EÄg§X£X¤¡� · �g A©t� · «P£X©J���X¸Uút�l«P¦A©j«P�NºA© · �J¢c¥]� ½
¨X��� · «P£X©J���g ¡�
¦¡� Î ¥JªS© · «���«P§S�dªA«U X¥g£X�t©] �� · «P£X©J���g ¡��¢P��¦A�UºX¤X� · ¬!«P¦¡�g A©]«U �¸ õ  �©]«P¦A©w¥g¦¡�g ¡�
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 A�U©w¤X�l��� ½U· ©g®] A© Æ �{ªS© · � Â �l��¥g¬?¥t¥g A©w¤¡�g ¡�N¨¡�g«U  ½PÆ �o«U ¡�J¦A�{®]«P¦A© · � · ¥g©t� © Â ��ª?�G«P�{ªS© · � Â �
«U�g� ©�«�ºA©J� © Æ  ¡�r¦¡��� · «P£X©J���g ¡�r¦¡� Î ¥JªS© · «
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£X¢cºA©g§X¢c¥]�J¦A��¦¡��� · «P£X©J���g ¡�r¢P��¦A�UºX¤X� · ¬!«c¶
¦¡�g A©]«U �¸ Ì � ·  X£X¨X�l« · £r���g A�l���g X£X­X£¡ A�o«U��«P��¢P�JÁg§XÄ Â ª?�J¥]�J§X£ ½ ¨X�t«[©] A¦A©wµ��U¦X£X®] ¡��¦¡� Î ¥JªS© · «
� ©g³w�g �ª?�
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£X¢P� �U¤X¥]�g �¥]«P® · � · ¥g£�¥g�U§X£X¨X£X¦X£*¥� A�U¨X�U¦X£X�
¦¡��ºA©w¥g�U¨X�j©] �¯JÕg±g±�³P©lª¡£X¦X£�ûAÈG�J§X£
 ¡�J¢c£�«P§X®gº¡�G¥g®g¤¡� ½q· ©g®] A©��[£X¢cºA©w¥g®Jª¡¥]�J§�£�¥g�U§X£ · £X®] �Å�÷G A©w¦���«N¦A� Æ ©jºA©J²ôªS©gÁJ¤¡��©] �«P§X®gº¡�g ¡�
¥g®g¤¡�t¦¡�j¹�£¡ ¡�J³P©w¤ ½ ¨X�[¥]«P� · £�ª¡¥g�o¥g�U§X£X¨X£X¦X£
«U�j«P¬?£X¢P� �U¤X£¡�E£?üG¿{ºX¤¡�J¥g�dª¡§X£X¥g©]«U ¡ ¡�[¦¡�J§¡�J³w��ª?�
ºX¤X£X¢c¦¡�J�l� ½ ¨X�t«P¬?¥]«P�l��Ág§X£X¢c©jªS©jºX¤X�U©lªS©g§X®g¥]�J¦A�l A©�¦¡�j©g³q¤¡�J¦X£X¨X�U¦A©]«U ¡ ¡��¦¡�
 A�U©w¤X£X®] ¡��¦¡� Î ¥J¶
ªS© · «�«U��ÁJ£X§X£��J¤¡�JÁg« · £¡ A�����g A�l���g X£X­X£r£�©]«P©gÁ]�U¦A©�¢c¦¡�g� �U¦X£¡ X£X®] rºA©g�l 
£����g A�l���g X£ · õ ���J¤
ý �q®]�þÐ^Ûl±JÑ × Ô!ÛgÛlÕXÛqÖc¸�Êþ«P¬?¨X£X¦A�U¦X£X�l A©�«P£¼ØgÏj©J� �U¦¡ ¡�J¤X£X£ · ¬!�% X¤XÄgª¡¦A©]«U X£¡ A�r¥�ÄS¥g©lª¡£¡ A�r¦¡�
· ¦X£X³w�g ¡�
¦¡� Î ¥ · §X£Aª{Ùt A©w¾�¦¡�J¤X£X¨¡�rªS�UÀ £X¦X£X­X£X®] ¡�
¢P�
ºX¤X©wºA©w¤X­X£X®�¥ · ¦X£X³w� V

¦¡��Ø Î §S�l� �U¦A¶
 X£�ÙEºX¤¡�J¥g£X§X¦¡� ½ ¦A©
¦A�[£�ØJ£¡«U X£X¦X« · ��ÙU¸ ý �q®]��£X¢cºA©g§X¢c¥]�G�J§X³P©w¤X£¡ X¬!���G¦¡� Î ¥ · §X£Aª
¢P�tªS�U§S�U¦X£X� ½
· ©w¾¡ A©GºX¤X£
¦A�l«P¬?£X¢P� �U¤X£¡�E£�¥g�U§X£X¨X£X¦X£
ºX¤X©lª¡¬?§ Â �J¥]�GÁ]�U¢ · ¤¡�J¾X¦A©j£
ºX¤X�dªA«U ¡�J¥g®G©] A¦A©wµ��U¦X£X®] ¡�
A

B

£ C

D
· �g A©�Á]�U¢ · ¤¡�J¾X¦X£�¥g�U¤X£ Â ¦X£�ª¡¤X©gÁJ£�Ý

A

B
= q0 +

1

q1 +
1

q2 + ¸ ¸ ¸

;
C

D
= q′0 +

1

q′1 +
1

q′2 + ¸ ¸ ¸

.

Èt�UÀ £X¦X£X­X£X®] ¡��¢P��¤¡�J¥g�U¦X«U X¥g©�¦¡��©] A¦A©wµ��U¦X£X®] ¡�
¦¡� õ ���J¤ ý �q®]�»³q§¡�g«P£�Ý
A

B
=

C

D
⇐⇒ qn = q′

n
, n = 0, 1, 2, . . .

¹�©J²´¦¡�g ¡�g X¬ ·  A©w¾G¥g¬?¥g� Â ª?�oºA©w¦X®] X£X�l A©o�JÁg«U X¤¡� ·  A¦¡��ªS�U§X£¡���[�dª¡£X¦X£X­¡�[£ · �g A©o¤¡�J¢c³q§S� Â ª?�
©] A¦A©wµ��U¦X£X�l A©r¦¡�

A · ¬!� B ½ ºX£Xµ��gÝKØwª?��£X¢cÁ]�U¤X�l�2�dª¡£X¦X£X­¡��£	ª?��¦¡�JºX¤¡�J¥g£¡�2©] A¦A©wµ��U¦X£X�l A©
ÿ£ · ¬!��¥g�U§X£X¨X£X¦¡�g ¡�

C ½�· � ·  A©�¦¡� A · ¬!� B
¸��2�r³q§S�dª?�g� �r¦¡��¥g�U§X£X¨X£X¦¡�g ¡�

C
¦A� · �g A©�¦¡�

§X£X¦X£X® ½ ºA©w¥g¬?¤]ÇA¦X£X¦¡� ½  X®g§S©j£X§X£�¥g¤X�l� � ½ � · �g A©j¦¡�
¥g�U§X£X¨X£X¦¡� ½ �JÁg«U X¤¡�wÇA£X¤¡�J¦¡�G©] r¤¡�J¢cÄA���j©] 
¥]«P£X¨ · ©
 A©w¥]��£*ºX¤X£X¦¡�Jª¡§S� Â � Æ � · ¬!��¨X£¡«P§¡�g ¡� ½ ¦A©
¦A� · ¬!�2�JÁg«P©g§X÷G A¦X£¡ A�t£X§X£*£¡«U X£X¦X« · £¡ A�
¨X£¡«P§¡� ½  X¬?¾ · �g A©
©] A¦A©wµ��U¦X£X�l A©
¦¡� A · ¬!� B

� © Â ��£�ª?��¦A�G�G¨X£¡«P§S©¡¸ôÙN¹�©lª�Øg�JÁg«P©g§X÷G A¦X£
£
£¡«U X£X¦X« · £�¨X£¡«P§¡��Ù ý �q®]�8¤¡�J¢cÁJ£X¤¡�
�l«U A�l«U X¥g�U¦X£¡ A�o¨X£¡«P§¡�X¸ õ  ¡ XÄ · £¡����«U�g� ©��dª¡¦¡� · ¤¡�q¨ · �
ªS©
¤¡�J¢cµr£X¤X�U¦X£X�l A©�¦¡��ºA©w¦X®] X£X�l A©�¨X£¡«P§S©�ªS©�¤X�l�J§X¦X£¡ A��¨X£¡«P§¡� ½ ¦A©� ¡�J¢c£ · ¤¡�q¨ · ���
¦¡�JºX¤¡�J¥g�U¦¡�
�dª¡¥]��ºX¤X�U¢

XIX
¥g� · ¸

¹�¤X�U¢�Û × ùgù�³S¸�£X¢c§X£X¢P���UºA©qÇX�J§X¦¡�g ¡� · ¦X£X³w��¦¡��È�¸ ý £X§XÁ]�U¤X 8Ø õ «P¦A©w¥g£	¦¡��³P�U©J� �l X¤X£X®] ¡��Ù
Ú ¯qÜ ½ ¥ · ©g®] A©t¦¡�
«P¬?¥g¤X�l� �U¦X¦¡�j©]«P¦A©w¥]�t«P�[£X¢c³q¤¡� Â ª?�j A�U©w¤X£X®] ¡�[¦¡�jºX¤X©wºA©w¤X­X£X£¡ A�N£
«U�E®] ¡�J¦A�l A©
«rºX¤X©wºA©w¤X­X£X£�¸ Ã!�*ºX¤X¬?¥�ºX¬! -«P�rºA© · �J¢c¥]��¥g¬?¢P� © Â ¦A©]«U ¡ ¡�r¢P�*¤¡�J¢c¥g£X¥]�J¦A��¦¡�*¦A�l�J¤]ÇA£¡� �dªS©w¥]�
³P�U©J� �l X¤X£X®¡¸

¹�¤X�U¢GÛlùg±XÛN³S¸g¦A�l�E« · £X®] ����g A�l���g X£ · õ  A© ý�� ©g§AªS�U¤*Ú ÕwÜ¡©q¨X�U¥g£Aª¡¦A©GºA©lª
¥g§X£X®g¦X£X�o¦¡�
«P¬?¨X£A¶
¦A�U¦X£X�l A©j¦¡� ý £X§XÁ]�U¤X rÄA«PºX®g¥]��ª?�
� · «P£X©J���g X£X¢c£X¤¡��£X¢P� �U¤X¥]�J¦A�l A©t¦¡�
�J¤]ÇA£¡� �dªS©w¥g£�¥g�U§X£X¨X£X¦X£�¸
Ã!��«P¬ Â �J§S�U¦X£X��¦A�{¦X£���ªS©]«U X¬?ºX¦¡�[©w¤X£X³q£X¦¡�J§X¦¡�g ¡�NºXÄSÁg§X£ · �J­X£X®�¦¡� ý�� ©g§AªS�U¤ ½ ¦A©[ªS©gÁJ¤¡�oºX¤X�dªX¶
«U ¡�J¥]��¢P��¦A�U®�� © Â ��ª?��«P�rºA©g§XÄS¨X£�©]  · ¦X£X³w�g ¡���EÄ�ØgÍ	�g A�l���g X£X¨X�l« · £X®] �� �l A©lª{Ù�Ú ÑJÜ{£�©] 
· ¦X£X³w�g ¡�G¦¡�
ÉN¸��N£X¤ · ³P©gÀ8Øg�o�U©w¤X£X®j¦¡�j¤X�Uµ��l  · £¡ A�¡ÙoÚ °qÜ´¸��o� Æ �g ¡�G¦¡�
ÉE�J¤X�l ��N£X¤ · ³P©gÀ	Ô�È Â ¸
�N£X¤ · ³P©gÀ4Ð^Û ×g× ÑwÔ!ÛlùJÑgÑSÖ «P¬ Æ ©�£¡����©] A¦A©wµ��U¦X£X� · ¬!�»¦¡�Jµ
�g ¡�
 A�l���X¸SÊ�¦¡�q¨¡�J§S©] A©j¦¡�

XX
¥g� ·

 A©w¾*ºX¤X�dª¡§¡�J³w��«P£¡«U A�l���r¢P�
ºX¤X�UºA©lª?�J¥]�J¦A�j¦¡�
³P�U©J� �l X¤X£X®] ¡��¥�«P¤X�dª¡¦X£¡ A�
ÄS¨X£X§X£ Æ � ½ ¥ · ©g®] A©
 A�l���g ¡�o¢P�t£X¢P� �U¤X¥]�J¦A�{¦¡��©] X«P�U¨ · £
ª?�G«P�N¢P�g� �U¦X£�«N� · «P£X©J��� ½ ¨X�N¦¡��¥]«P® · ��©] X«P�U¨ · �[©] X³P©w¥]�J¤X®
©wºX¤X�dªS�U§S�U¦A©�¤X�l�J§X¦A©*¨X£¡«P§S©�£8©gÁJ¤¡�g A¦A©¡¸?�o©w¥]���r£¡«U X£X¦X« · ©�Ág§¡�J³P©lªS�U®g¦X£X��¢P��¨X©w¥g�U¨X�l«U X¥g©] A© ½
 X¬?¾ · �g A©r ¡�J¢c£�«P£¡«U A�l�����
¥g¬?¢cºX¤X£X�l ¡��¥rºA©q¨¡ X£�¥]«P£X¨ · £*«U X¤¡�J¦X£�¦¡�r«P¥g�l ¡�X¸

Å��U¢P�J¥g£¡«P£¡� ©�©] * A©w¥]��©gÁ]�q¨X�j A�l���g ¡��¢P��£X¢P� �U¤X¥]�J¦A�j¦¡��¥g�U§X£X¨X£X¦X£*�
¥]� Â ¦¡��£�¥
¦¡�qÄS¨X�U¦ ½
×g×



£*¥r©gÁJ¤¡�J¢c©w¥]�g A�U§S�U¦
�g«PºA� ·  �¸
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��ºX¤X�PÄS¥g�U§X£X¨X�U¦X£X��ª?��«P� · � Â � ½ ¨X�r¢P��«U XÄgªS�U¦¡ X£¡ A�
ºA©*���g A�l���g X£ · �� A�l���g ¡�r¢P��£X¢P� �U¤X¥]�J¦A�
¦¡�r¥g�U§X£X¨X£X¦X£*��¦¡�J¾A²ó« · ÄS¨X¦¡�g ¡�X¸S�o¤¡�Jª¡£X­X£X©w¦X¦X£¡ A�j£X¢c§S© Â �U¦X£X®r«U�
 X¥g¬?¤AªS�j©gÁ]�l�E£¡«U X£�£��E¦A©J¶
³P©]«P§S©w¥g¦X£�ÐÒ¥ Â ¸K¦¡�JºX¤X£¡� �U¤�Ú ÓwÜÒÖG£8¤X®Jª · ©*ºX¤X�dª¡§¡�J³w�g �ºX¬?§X¦X£8ªS© · �J¢P�g A�U§A«U X¥]��¦¡�*©]«P¦A©w¥g¦X£¡ A�
 X¥g¬?¤AªS�U¦X£X®¡¸Xß�¢c§S© Â �U¦X£X®
«jºX¬?§X¦X£�ªS© · �J¢P�g A�U§A«U X¥]�j� ©g³w�g �ª?�
«P�
¦¡�g� �U¤X®] �¥	Ú ø Ü ½ Ú × Ük£»Ú ùwÜ´¸¡Ê
ºX¬?¤X¥g£¡ A�oª¡¥g�t«P¬?¨X£X¦A�U¦X£X®�«P��£X¢cºA©g§X¢c¥]�g �«P¬ Æ �l«U X¥g�U¦A©jºA©w¦X®] X£X®G©] r©gÁ Æ �g ¡�G A©wºA©g§S©g³q£X®¡Ýq¥�Ú ø Ü
Ô�À £X§¡ X¤X£
¦¡��Ïj©wµr£ ½ �
¥�Ú × ÜXÔr A�U©w¤X�l���g ¡�t¦¡���o£AÇ]©w¦A©w¥¡¸JÊ0Ú ùwÜ?£X¢c§S© Â �U¦X£X�l A©t¦A�t�[ªS©]«U ¡�g X¬?¨A¶
¦A©�©gÁ Æ ©¡¸¡�oÄ ·�Æ ��ºX¤X�dª¡§S© Â £¡��£X¢c§S© Â �U¦X£X�j¦¡�� A�l���g ¡��¢P�
£X¢P� �U¤X¥]�J¦A�
¦¡�
¥g�U§X£X¨X£X¦X£	Ág§X£X¢c©
ªS©
 A©w¥]��¦¡�rÅ�¸��NÄS¤XÁ]� · £�Ú ø Ü ½ £X¢cºA©g§X¢c¥]� Æ ©�«U�g� ©
«P¤X�dªA«U X¥]�g ¡�j¦¡� · §¡�g«P£X¨X�l« · £X®r�J¦¡�J§X£X¢w¸

Ã!��®]«P¦A©] ¡� Æ �j¢P�JºA©q¨X¦A�l�8©] �¢P�Jª?�q¨¡�g ¡�j¢P��£X¢P� �U¤X¥]�J¦A�G¦¡���U§S�l� �U¦¡ ¡�J¤X¦A©J²´³P�U©J� �l X¤X£X¨X¦X£¡ A�
¬?³q§X£�¸k¹�¤X£- A�U¢c£�¬?³q§X£-��ªS�UÀ £X¦X£X¤¡�J¦¡��ÁJ£X¦¡�J¤X¦¡�g ¡�
©wºA�U¤¡�J­X£X®*«P¬?ÁJ£X¤¡�J¦A�g¸!ÈG��©g¢c¦¡�q¨X£¡��«

E�E¦A© Â �l«U X¥g©] A©N¦¡�[¥]«P£X¨ · £��U§S�l� �U¦¡ ¡�J¤X¦A©J²´³P�U©J� �l X¤X£X¨X¦X£G¬?³q§X£�¸g¿{Ág©w¤X¬!  α+β
��ªS�UÀ £X¦X£X¤¡�J¦�¦A�

¢P��¥]«P£X¨ · £*�U§S�l� �U¦¡ X£�¦¡� E
¸ Ë · ©
« I

©g¢c¦¡�q¨X£¡�»ºA©lª?�E¦A© Â �l«U X¥g©] A©j¦¡�r©]«U X¤X£¡ A�G¬?³q§X£�¢P�J�dª¡¦A©
«�¦XÄg§S�U¥g£X®
¬?³q¬?§

ω
£	ºX¤¡�J¥g£X®�¬?³q¬?§

δ ½ «PÁg©w¤X¬!  α + β
��ªS�UÀ £X¦X£X¤¡�J¦�¢P�
¥]«P� · £ α, β ∈ E ½ ¦A©

¦A�
¥g£X¦¡�J³q£
α + β ∈ I

¸!¿{£X³qÄS¤X¦A©r�
©gÁ]�q¨X� ½ ¨X� α + β ∈ E
¸¡Ê��E¦A© Â �l«U X¥g©] A© E

£¡���r§X£X¦A�U¾X¦¡�
¦¡�J¤X�dªSÁ]�

< ½ «P¬?³q§¡�g«PÄS¥]�J¦¡��«�©wºA�U¤¡�J­X£X®] ¡�
«P¬?ÁJ£X¤¡�J¦A�g¸K�o©w¥]��©g¢c¦¡�q¨¡�J¥]� ½ ¨X�r� · © α < β
£

γ
�

¬?³q¬?§ ½ ¢P� · ©w¾¡ A©r«P¬ Æ �l«U X¥gÄS¥]�g �«PÁg©w¤X©w¥g�l A� α + γ
£

β + γ ½  A©���£X¢cºX¬?§X¦A�U¦A©
¦A�U¤¡�J¥g�U¦X«U X¥g©] A©
α+γ < β+γ

¸cút�l«P¦A©�«P�EªS© · �J¢c¥]� ½ ¨X��¬?³q§X£¡ A��£X¢cºX¬?§X¦X®g¥]�g j� · «P£X©J���g ¡�{¢P�N¦A�UºX¤X� · ¬!«P¦¡�g A©]«U t¦¡�
Èt�dªS� · £X¦Xª ½g· ©g®] A©j� © Â �Nª?��«P��À�©w¤¡�EÄg§¡�g ¡�G ¡� · �XÝJÊo«P® · �j¤¡�g«U X® Æ �G¤X�dª¡£X­¡� α2 < α2 < · · · <
αn < · · · ½?· ©g®] A©r��©g³q¤¡�J¦X£X¨X�U¦¡�
©] X³P©w¤X� ½ ºX¤X£¡ A� Â �J¥]�r A©q¨X¦¡��³P©w¤X¦¡�
³q¤¡�J¦X£X­¡� α = sup{αn}

¸
Þ{�J¢cÁJ£X¤¡�
«P� ½ ¥]«P® · �j¤X�dª¡£X­¡��©] 
¬?³q§X£��t©g³q¤¡�J¦X£X¨X�U¦¡�
©] X³P©w¤X� ½ ¦A©�ºX¤X£�ºX¤X©w£X¢c¥g©g§X¦X£
¥g�U§X£X¨X£X¦X£
©g³q¤¡�J¦X£X¨X�U¦A©]«U ¡ ¡�� X¤X®gÁJ¥]�
ª?�
«P�jºX¤X�dª¡ºA©g§S© Â £�£X¢c¤X£X¨X¦A©¡¸

¹�£¡ ¡��«P��ª?�J§X£� A�U¢c£	«P¥g©w¾¡«U X¥]�r¦¡���U§S�l� �U¦¡ ¡�J¤X¦A©J²´³P�U©J� �l X¤X£X¨X¦X£¡ A�j¬?³q§X£�«U�
ªS©]«U ¡�g X¬?¨X¦X£
ª?��«P�� X¥g¬?¤Aª¡£ ½ ¨X��¢P�	¥]«P� · £-ª?�JªS�U¦¼¬?³q¬?§

α
«P¬ Æ �l«U X¥gÄS¥]�	� ©w¦A©] A©w¦X¦A©*¤¡�g«U X® Æ ��À�ÄS¦ · ­X£X®

f : I → R≥0
½ ¢P� · ©g®] A© f(x + y) = f(x) + f(y) ½ f(ω) = 0

£
f(α) = 1

¸ Ë � © Â �
§X£�ª?��«P�
 X¥g¬?¤Aª¡£ ½ ¨X� f(I)

�[£X¦¡ A�U¤X¥]�J§?ü[¹�©g§S© Â £¡ A�U§S�U¦�©] X³P©w¥g©w¤�¦¡�
 A�U¢c£r¥g¬?ºX¤X©]«P£�ª?�J¥]�j«P§S�dª¡¥]� Æ �g ¡�
 A�U©w¤X�l���X¸

Å�� · � E
��§X£X¦A�U¾X¦A©�¦¡�J¤X�dªS�U¦A©��E¦A© Â �l«U X¥g©�«�¦¡�J¤X�dªSÁ]� <

£��E£X¦X£¡���J§S�U¦»�U§S�l� �U¦¡ 
ω ½ �

I
��¦A�U³P©w¥g©�ºA©lª?�E¦A© Â �l«U X¥g© ½ ¢P� · ©g�l A© ω ∈ I

¸ ¹�¤X�dª¡ºA©g§¡�J³w�g� � ½ ¨X��� · © x ∈ I
£

y ≤ x ½  A©
y ∈ I

¸ ¹�¤X�dª¡ºA©g§¡�J³w�g� � ½ ¨X��¥ I
�
ªS�UÀ £X¦X£X¤¡�J¦¡�*ÁJ£X¦¡�J¤X¦¡�*©wºA�U¤¡�J­X£X®

(x, y) → xy ½ · �g A© xyºX¤X£X¦¡�Jª¡§S� Â £*¦¡� E ½ ¦A©
¦A�
¥g£X¦¡�J³q£*¦¡� I
¸?¹�¤X�dª¡ºA©q¨X£¡ ¡�g� �j�EÄg§¡ X£XºX§X£ · �g X£X¥g¦A©] A©�©g¢c¦¡�q¨X�U¦X£X�

xy
ºX¤X�dª��Jª¡£¡ X£X¥g¦A©] A©

x + y ½  X¬?¾ · �g A©��JºX¤X£X©w¤X£¼¦A�*ºX¤X�dª¡ºA©g§¡�J³w�g� � · ©J�EÄA ¡�g X£X¥g¦A©]«U �¦¡�
ÁJ£X¦¡�J¤X¦¡�g ¡��©wºA�U¤¡�J­X£X®¡¸

B����oC @ C�� C�� ���Eá¡êPä
édâoã�åwä ãeì��gá]âoélïgågíwá8ígé��Sá��AáAçAá	êlé�ç¡ãeì!á��¡ã�ígê! �"¡å
â{ç¡å$#�élêPä
ígå
Eêjåwä
ïgé��XéPç¡årí�ç¡é&%wå('!ågïlâ{ç¡å$#�élêPä
ígå

I ) ê*�SáAç¡é&+Aç¡ã
ç¡ãeì�élï�,gã < ) â{áAçAá]âoã-�XéPç�é��XédâoéPçAä�á ω
á

,wáAç¡ãeì!ç¡ã
å�'!é´ì�ã�.Aá$ 
I × I → E ) ä0/ é-/EêPá¡êPä
édâoã (E, I ⊂ E, <, +) )�1 ã2"¡å& Xä
å
êlã�á 1 '!ð��Sç¡éPçAáê��XélïwçAáAä
é(�¡éPä�álì!á	ã�"¡êPá¡ålâ{á¡ò

3
1

ò¡â{áAçAá]âoã-�SçAá$ Xä é��XédâoéPçAä
ω
ç¡ã

E
étç¡é&4wä�ì�ã-�XéPç�é��XédâoéPçAä ç¡ã�å�'!é´ì�ã�.Aá$ Xä
ã

xy ) ä0/ é-/
ωx = xω = x 1 ã8ígê! �"¡å x ∈ I

/65*'!é´ì�ã�.Aá$ Xä
ã�é�ãgêlå�.Aá¡ãwä�á¡íwç¡ã�í8ê��XélïwçAá$ �êdâ{á¡êlð��XòGã�"¡å
x, y, z ∈ I ) xy ∈ I

á
yz ∈ I ) ä
å�é�á 1 '!ð��Sç¡éPç¡åtì�ãgígéPç¡êPä
ígåwä
å (xy)z = x(yz)

/
3

2

ò�7�ãeì�élï�,gãwä
ã
âoé8#�ï�4�é��XédâoéPçAä�áAä
é[ç¡ã
I
étêlð�%&�Xãgê&4gígãwç¡ã�êtå�'!é´ì�ã�.Aá$ Xä
ã

xy
í

I ) ä0/ é-/åwä
x < y

ê��Xélïgígã
xz < yz

á
zx < zy 1 ã�ígê! �"¡å z ∈ I

/
3

3

ò69�ç¡å$#�élêPä
ígåwä
å
I \ {ω}

é�ç¡é&'wì�ã 1 ç¡å�á�ç$ Sâoã-â{áAçAá]âoã-�XéPç;é��XédâoéPçAä0/2:�ã�ígêlé&"Aá
x, y ∈ I )�1 ã0"¡åwáAä
å x < y

êlð ñ�élêPä
í�4gígã
z > ω )�1 ã0"¡ågéPä
å xz ≤ y

/
× ù



3
4

ò;:�ã�ígêlé&"Aá
x, y ∈ I )<1 ã="¡åwáAä
å x < y

á
x > ω

êlð ñ�élêPä
í�4gígã>.$ ��Xå='!å-�Xå$#�áAä
é��Sç¡å
�Aá¡ê��Xå

n )�1 ã0"¡ågéPä
å xn
é�ïgé&?�áAçAálì�ãwç¡å
á

xn > y
/

Ë
4

£X¢c¤¡�J¢c®g¥]��� · «P£X©J���g ¡��¦¡� Ë ¤]ÇA£¡� �dª»Ð Î ¥JªS© · «lÖ�¥��EÄg§¡ X£XºX§X£ · �g X£X¥g¦X£�©g¢c¦¡�q¨X�U¦X£X®¡¸
ÈG��«P��ØJ£X¢P� �U¤X®] �Ù[�U§S�l� �U¦¡ X£¡ A�
¦¡�
ª?�JªS�U¦¡���J¤]ÇA£¡� �dªS©w¥]�r«P£¡«U A�l����«
ª?�JªS�U¦¡��� �U¤X¦¡���dª¡£A¶

¦X£X­¡�
a < ω

©g¢c¦¡�q¨¡�J¥]��ª?��«P��¦¡�g� �U¤X£�£X¢c©J� ©w¤XÀ £X¢c¬!�
f : I → I ′ ⊂ R≥0

©] 
I · ¬!�2ºA©lª?�E¦A©J¶

Â �l«U X¥g©j¦¡�
¦A�U©] X¤X£X­¡�g A�U§X¦X£¡ A�N¤X�l�J§X¦X£
¨X£¡«P§¡�
R≥0

½ ºX¤X£ · ©w£¡ A©j¦¡�
¦¡�J¤X�dªSÁ]�g ¡�t¥ I
©] X³P©w¥]�J¤X®

�l«U A�l«U X¥g�U¦¡�g ¡�j¦¡�J¤X�dªSÁ]��¥
R
½ ��¦¡��©wºA�U¤¡�J­X£X®] ¡� xy

Ô�«P¬?ÁJ£X¤¡�J¦A�l A©�¥
R
¸

@ �SFS�E�SDj>
�w>
CE�wDG�]�E=?>A@ �
@E>�>A���KCEDG��
KFA=¡C�=?�J��CE�kC @ C ��:�ã
ígê! �"¡ã
�SáAç¡é&+Aç¡åGç¡ãeì�élïgéPç¡ã
êPá¡êPä
édâoã

(E, I ⊂ E, <, ·, ω)
åwä ãeì��gá]âoélïgågíwá2ígé��Sá��AáAçAá¼ê
â{áAçAá]âoã-�XéPç¼é��XédâoéPçAä

ω
á 1 ãígê! �"¡å

a ∈ I ) a > ω
êlð ñ�élêPä
í�4gígã�êPä�ì�å�%wå�ì�ãgêPäA Xñ�å-á 1 å�,eì�ã$#�éPçAá¡é f : I → R≥0 )�1 ã"¡ågéPä
å

(1) f(xy) = f(x) + f(y)
á
(2) f(a) = 1.

5B,eì�ã 1 ð ä f(I)
é{ç¡ãgígê! �"¡ð�ïgé*%wð�êPä ígð�íjígêlé&"Aá 1 ãwä
ígåeì�éPç�áAçAä
é´ì�ígã-��åwäàíwá¡ïgã

[0, f(b)] ⊂
R 1 ã�ígê! �"¡å b ∈ I

/
¹�¤X�dª¡£�ª?��ºX¤X£¡«U X¬?ºX£¡� · ¬!��ªS© · �J¢c¥]�J¦A�E¦¡�t A�U©w¤X�l���g ¡�Nª?��ÄA A©q¨X¦X£¡� · � · ¥g© Æ �N¤¡�J¢cÁJ£X¤¡�g� �

ºA©lª	«U A�UºA�U¦
xn

¢P�
x ∈ I

£
n ≥ 0

¸?�o©w¥]�
«P��¦¡�J§¡�J³w� ½  X¬?¾ · �g A©r¦A��ºX¤X�dª¡ºA©g§¡�J³w�g� ���JºX¤X£X©w¤X£
· ©J�EÄA ¡�g X£X¥g¦A©]«U 
¦¡��©wºA�U¤¡�J­X£X®] ¡� xy

¥
I
¸!ß�¢cºA©g§X¢c¥]�g� �j£X¦Xª¡Ä ·  X£X¥g¦¡�g ¡��ªS�UÀ £X¦X£X­X£X® x0 = ω£

xn+1 = (xn)x ½ ∀n ∈ N0

¸
út�l«P¦A©
«P�jªS© · �J¢c¥]�g 
 X¬ Â ªS�l«U X¥]�g ¡�

(3) xm+n = xm.xn
£

(xm)n = xmn

ºX¤X£*ÄA«P§S©w¥g£X� ½ ¨X��«P¬ Æ �l«U X¥gÄS¥]���dª¡£X¦X£X®] �©] �£X¢c¤¡�J¢c£¡ A�t¥�«P¬?©] X¥g�l A¦A©] A©
¤¡�J¥g�U¦X«U X¥g©¡¸
B����oC @ C�� C�� ��:�ãC'wì�åwá 1 ígå-�SçAá x, y ∈ I ) "¡ð�ïgéPä
å y > ω ) ê (x : y)

êlé�å 1 ç¡ã��¡ãgígãç¡ã�+�DE%wå-�� Sâoåwä
å�á 1 âoé8#�ï�4F.¡é��SáAä
é(�Aá¡ê��Xã n ≥ 0 )�1 ã0"¡åwáAä
å yn ≤ x ) ä0/ é-/
(4) (x : y) = max{n : n ∈ N0, yn ≤ x}.

Ë · © I = R≥0
½ �*©wºA�U¤¡�J­X£X®] ¡� xy

�
©gÁJ£ · ¦A©w¥g�U¦A©] A©
ÄA�E¦A© Â �U¦X£X� ½  A© (x : y)
¦A�
�r¦X£ Æ ©

ª¡¤XÄS³P© ½ ©]«P¥g�U¦8­X®g§¡�g ¡��¨¡�g«U 8¦¡�*¨¡�g«U A¦A©] A© x

y
½  �¸ �g¸ (x : y) =

[

x

y

] ¸ Ï
�g A©*£¡���g� ��ºX¤X�dª¡¥g£Aª
 ¡�J¢c£��J¦¡�J§S©g³q£X®r«jºA©w¦X®] X£X�l A©�­X®g§¡��¨¡�g«U  ½ §S�l«P¦A©
«P�GªS© · �J¢c¥]�g 
¦A�U¤¡�J¥g�U¦X«U X¥]�g ¡�XÝ
(5) (x : z) + (y : z) ≤ (xy : z) ≤ (x : z) + (y : z) + 1
¢P��¥]«P� · £ x, y, z ∈ I ½ ¢P� · ©w£¡ A© xy ∈ I

£*¢P��¥]«P® · © z > ω G
(6) (x : y)(y : z) ≤ (x : z),
£
(7) ((x : y) + 1)((y : z) + 1) ≥ (x : z) + 1
¢P��¥]«P� · £ x, y, z ∈ I ½ ¢P� · ©w£¡ A© y > ω

£
z > ω

¸
B�FSI�>X�w>X�k�J� Hg� =?F�@E>2�k�SFS�E�SDj>X� > ��ß�¦¡ XÄS£¡ X£X¥g¦A©��
®]«P¦A© ½ ¨X�
­X®g§S©] A©�¨X£¡«P§S© (x : a)

�
³q¤XÄSÁ]�	Øg�E®g¤ · ��Ù
¦¡��¥g�U§X£X¨X£X¦¡�g ¡� x

«�� �U¤X¦¡�g ¡�*�dª¡£X¦X£X­¡�
a
¸ Ë · ©�£X¢cÁ]�U¤X�l�;�dª¡¦¡��ºA©J²ó���J§ · �

ùg±



� �U¤X¦¡�r�dª¡£X¦X£X­¡�
z ½ £�ØJ£X¢P� �U¤X£¡�jÙ x

£
a
«

z ½ ©] A¦A©wµ��U¦X£X�l A©
(x : z)

(a : z)ÁJ£» X¤X®gÁJ¥]�J§S©�ª?����© Æ �
ºA©J²´Ág§X£X¢c©*ªS©�ØJ£¡«U X£X¦X« · �g ¡���E®g¤ · ��Ù
¦¡� x
«�� �U¤X¦¡�g ¡�*�dª¡£X¦X£X­¡�

a
¸

Í�© Â �l�%ª?�8©q¨¡� · ¥]�g� � ½ ¨X�	� · ©8£X¢cÁ]�U¤X�l� ¤X�dª¡£X­¡�8©] 2«U A©w¾X¦A©]«U X£
zn

½{· ©g®] A©�Ø · §S©w¦X£�Ù · ¬!�
�E£X¦X£¡���J§X¦X£X®
�U§S�l� �U¦¡ 

ω ½ ¤X�dª¡£X­¡�g ¡��©] �¤¡�J­X£X©w¦¡�J§X¦X£�¨X£¡«P§¡� (x : zn)/(a : zn)
ÁJ£* X¤X®gÁJ¥]�J§S©

ª?�8�	«cÇ]©lª¡® Æ �X¸ õ «U ¡�J¥]��ª?�8©g¢c¦¡�q¨X£¡� ³q¤¡�J¦X£X­¡�g ¡� ÿ£�«
f(x)

£�ª?��ªS© · � Â �l�%¤¡�J¥g�U¦X«U X¥g©] A©
Ð^ÛqÖc¸oÞ{�J¥g�U¦X«U X¥g©] A©�Ðô¯gÖ Æ ��Ág¬¡ªS�	©q¨X�U¥g£Aª¡¦A©-¥g®g¤X¦A©�ÐÒ¢P� Æ ©SüqÖc¸ õ «U ¡�J¥]��ª?�»£X¢cºX¬?§X¦X£¡�  ¡�J¢c£
£X¦¡ XÄS£¡ X£X¥g¦A©�®]«P¦¡��ºX¤X©g³q¤¡�g���X¸

H �SDj> ��:�ã8ígê! �"¡å
x ∈ I ) x > ω

á 1 ã8ígê! �"¡å n ∈ N
êlð ñ�élêPä
í�4gígã

z ∈ I ) z > ω )I1 ã"¡ågéPä
å
z2

n

≤ x
/

B�FSI�>X�w>X�k�J� Hg� =?F � �o¬?¾ · �g A©�«PºA©w¤X�dª�� · «P£X©J��� Ë
3

�E¦A© Â �l«U X¥g©] A© I \ {ω}
¦X®]�����E£X¦X£A¶

���J§S�U¦»�U§S�l� �U¦¡  ½ «P¬ Æ �l«U X¥gÄS¥]� y ½ ¢P� · ©g�l A© y < x
¸�¹t� · ©] »«P¬ Æ �g ¡�	� · «P£X©J���	«P§S�dª¡¥]� ½ ¨X�

«P¬ Æ �l«U X¥gÄS¥]� u > ω ½ ¢P� · ©g�l A© uy ≤ x
¸ Ë · ©»«

v
©g¢c¦¡�q¨X£¡� ºA©J²ó���J§ · ©] A©�©]  u

£
y ½  �¸ �g¸

v = min(u, y) ½  A©¼©] 4¦A�U¤¡�J¥g�U¦X«U X¥]�g ¡�
v ≤ u

£
v ≤ y

£�©] �� · «P£X©J��� Ë
2

«P§S�dª¡¥]� ½ ¨X�
v2 ≤ uy ≤ x ½  �¸ �g¸ v2 ≤ x

¸K¹�©*«P¬ Æ £X®�¦¡�q¨X£X¦ ½ ¢P� v
� © Â �
ª?��«P��¦¡�g� �U¤X£ w > ω ½ ¢P� · ©g�l A©

w2 ≤ v
¸¡Ï
�g A©�£X¢c¥g¬?¤Xµr£¡�� A©w¥]�

n
ºX¬! X£ ½AÆ �jºA©g§XÄS¨X£¡� z > ω ½ ¢P� · ©g�l A© z2

n

≤ x
¸

Å��U¤¡�J¥g�U¦X«U X¥g©] A©
z2

n

≤ x
�j¤¡�J¥g¦A©]«P£X§X¦A©�¦¡��¦A�U¤¡�J¥g�U¦X«U X¥g©] A©

(7) (x : z) ≥ 2n.

	 � ��
KHg� =¡CE� ��:�ã
ígê! �"¡å
ε > 0

á 1 ã�ígê! �"¡å x ∈ I ) x > ω
âoå$#�é�ïgã�êlé
ç¡ãlâoé´ì!á

z > ω )J1 ã
"¡ågéPä
å

(x : z) >
1

ε

/

Åt�J£¡«U X£X¦¡� ½ � · ©�£X¢cÁ]�U¤X�l� n >
1

ε
½ ©] �Ð ø ÖNºA©g§XÄS¨¡�J¥]�g� � (x : z) ≥ 2n > n >

1

ε

¸
B�FSI�>X�w>X�k�J� Hg� =?F-@E>��k�SFS�E�SDj>X� > ��Å�� · � ε > 0

�jºX¤X©w£X¢c¥g©g§X¦A©�£X¢cÁJ¤¡�J¦A©�ºA©g§S© Â £¡ A�U§X¦A©
¨X£¡«P§S© ½ � x ∈ I ½ x > ω

�tºX¤X©w£X¢c¥g©g§S�U¦��U§S�l� �U¦¡ 
¦¡�
I \{ω}

¸]¿{ºA©w¤X�dª�³P©w¤X¦¡�g ¡�t§S�l��� ½ � © Â �oª?�
«P�t¦¡�g� �U¤X£� ¡� · ©w¥]� t ∈ I ½ t > ω ½ ¨X�tª?��«U��£X¢cºX¬?§X¦A�U¦X£��dª¡¦A©w¥g¤X�l� �U¦X¦A©�£�ª¡¥g�l A��¦A�U¤¡�J¥g�U¦X«U X¥]�

(x : t) ≥
1

ε

£
(a : t) ≥

1

ε

¸XÏ
� ·  A©�£�ª?��£X¢cÁ]�U¤X�l� z ∈ I ½ z > ω ½ ©] �¦A�U¤¡�J¥g�U¦X«U X¥]�g ¡�
Ð�Ó]Ö{£-Ð ø Ö
«P§S�dª¡¥]��¥g�U¤X£X³w�g ¡��¦A�U¤¡�J¥g�U¦X«U X¥]�

(x : t)

[(a : t) + 1]
·

(t : z)

[(t : z) + 1]
≤

(x : z)

a : z)
≤

(x : t) + 1

a : t)
·
(t : z) + 1

(t : z)

Ë · ©�£X¢cÁ]�U¤X�l� z
 ¡� · � ½ ¨X� (t : z) ≥

1

ε
½ ©] �ºA©]«P§S�dª¡¦X£¡ A��¦A�U¤¡�J¥g�U¦X«U X¥]�jºA©�©q¨X�U¥g£AªS�U¦�¦¡�q¨X£X¦

«P§S�dª¡¥]�g �¦A�U¤¡�J¥g�U¦X«U X¥]�g ¡�
1

(1 + ε)2
·
(x : t)

(a : t)
≤

(x : z)

(a : z)
≤ (1 + ε)2

(x : t)

(a : t)
.

¹�©J²´¦¡�g ¡�g X¬ · £X¢cÁJ£X¤¡�g� ��¤X�dª¡£X­¡� z0, z1, . . . , zn, . . .
ºA©*«P§S�dª¡¦X£X®�¦¡�q¨X£X¦�¸KÅ�� · � εn =

1

22n

½

n = 1, 2, . . .
¸A¹�¤X£

ε = ε0 =
1

2

ºX¤X£X�l���g� � ½ ¨X� z0 = t ½ ��«P¬?©] X¥g�l A¦A©] A© z
Ôr¢P�

z1
½  �¸ �g¸ z = z1

¸
Ë · © ε = εn

½ ©g¢c¦¡�q¨¡�J¥]�g� � t = zn

£
z = zn+1

¸X�o©g³w�J¥]��¢P��¤X�dª¡£X­¡�g ¡�

fn(x) =
(x : zn)

(a : zn) ùXÛ



�
£X¢cºX¬?§X¦A�U¦¡��¥g�U¤X£X³w�g ¡��¦A�U¤¡�J¥g�U¦X«U X¥]�

(8)
1

(1 + εn)2
fn(x) ≤ fn+1(x) ≤ (1 + εn)2fn(x).

Ã!�Nª?�NªS© · � Â �l��«P¬ Æ �l«U X¥gÄS¥]�J¦A�l A©�¦¡�[³q¤¡�J¦X£X­¡�g ¡� lim
n→∞

fn(x) ½ �EªS©]«U ¡�g X¬?¨X¦A©{ª?�NªS© · � Â �l�«cÇ]©lª¡£¡� ©]«U ¡ ¡�
¦¡��¤X�dª?�
∞
∑

n=0

[fn+1(x) − fn(x)],

 X¬?¾ · �g A©�¦A�U³P©w¥]�g ¡� n
²ó ¡��¨¡�g«U X£X¨X¦¡��«PÄA�����
¤¡�J¥g¦¡��¦¡�

fn(x) − f0(x)
¸

õ  �Ð × ÖNºA©g§XÄS¨¡�J¥]�g� �

(9) −

[

1 −
1

(1 + εn)2

]

fn(x) ≤ fn+1(x) − fn(x) ≤
[

(1 + εn)2 − 1
]

fn(x).

¿{§S�dªS©w¥]�g A�U§X¦A©

|fn+1 − fn(x)| ≤ max

[

(1 + εn)2 − 1, 1 −
1

(1 + εn)2

]

fn(x).

Î §S�l� �U¦¡ ¡�J¤X¦¡��¢P�Jª?�q¨¡���Gª?��¦¡�g� �U¤X£¡� · ©g�G©] 
ª¡¥g�l A�G¨X£¡«P§¡� (1 + εn)2 − 1
£

1−
1

(1 + εn)2
�

ºA©J²´³P©g§X®]� ©] A©¡¸AÃ!��­A�U§¡ ¡��ºX¤X�dª¡§¡�J³w�g� �j¦¡�r¨X£¡ ¡�g A�U§X®�«U�g�-ª?��ªS© · � Â �t¦A�U¤¡�J¥g�U¦X«U X¥g©] A©

1 −
1

(1 + ε)2
≤ (1 + ε)2 − 1

ºX¤X£
ε > 0.

¿{§S�dªS©w¥]�g A�U§X¦A©
|fn+1(x) − fn(x)| ≤ (2εn + ε2

n
)fn(x).

õ «U ¡�J¥]�	ª?�8ºA© · � Â �l� ½ ¨X�	¤X�dª¡£X­¡�g ¡� {fn(x)}
��©g³q¤¡�J¦X£X¨X�U¦¡�X¸{Åt�J£¡«U X£X¦¡��©] �¦A�U¤¡�J¥g�U¦A¶

«U X¥]�g ¡�4Ð ø Ö�«P§S�dª¡¥]�
(x : zn) < [(x : a) + 1][(a : zn) + 1] ½ ©]  · ¬¡ªS�l A© fn(x) < [(x :

a) + 1]

(

1 +
1

(a : zn)

)

≤ 2[(x : a) + 1]
£�«P§S�dªS©w¥]�g A�U§X¦A©�¤X�dª¡£X­¡�g ¡�

(fn(x))
��©g³q¤¡�J¦X£X¨X�U¦¡�

©] �¨X£¡«P§S©] A©
A(x)

def
= 2[(x : a) + 1]

¸
Þ��dª¡¬!  ∞

∑

n=0

[fn+1−fn(x)]
�o«P£X³qÄS¤X¦A©j«cÇ]©lª¡® Æ�½  X¬?¾ · �g A©�©gÁ Æ £X®] ��EÄ�¨X§S�U¦�¦A�N¦¡�Jª?�E£X¦¡�J¥]�

©gÁ Æ £X®�¨X§S�U¦*¦¡�r«cÇ]©lª¡® Æ £X®�¤X�dª ∞
∑

n=0

(2εn + ε2
n
)A(x)

¸
ÈG��©g¢c¦¡�q¨X£¡�

f(x) = lim
n→∞

fn(x)
¸?Å��U¤¡�J¥g�U¦X«U X¥g©] A©�Ðô°gÖN«

z = zn

ª?�J¥]�

(x : zn) + (y : zn) ≤ (xy : zn) ≤ (x : zn) + (y : zn) + 1.
Ï
�g A©�³P©r¤¡�J¢dªS�U§X£¡�¼«

(a : zn) ½ ºA©g§XÄS¨¡�J¥]�g� �

fn(x) + fn(y) ≤ fn(xy) ≤ fn(x) + fn(y) +
1

(a : zn)
.

õ  ¡ XÄ · ºX¤X£ n → ∞
ºA©g§XÄS¨¡�J¥]�g� �

f(x)+f(y) ≤ f(xy) ≤ f(x)+f(y) ½  X¬?¾ · �g A© lim
n→∞

1

(a : zn)
=

0
ÐÒ¢P� Æ ©SüqÖc¸?¿{§S�dªS©w¥]�g A�U§X¦A©

f(xy) = f(x) + f(y),ù]¯



 �¸ �g¸A£X¢cºX¬?§X¦A�U¦A©r�
¤¡�J¥g�U¦X«U X¥g©] A©�Ð^ÛqÖc¸
Ì � ·  X£X¨X�l« · £ ½ ¦X£X�jªS© · �J¢P�wÇX� �G«P¬ Æ �l«U X¥gÄS¥]�J¦A�l A©�¦¡�r³q¤¡�J¦X£X­¡�g ¡� lim

n→∞

(x : zn)

(a : zn)

ºX¤X£�ºX¤X©J¶

£X¢c¥g©g§X¦X£
x
£

a
©] 

I ½U· ©w£¡ A©o«U� > ω
¸q¿{§S�dªS©w¥]�g A�U§X¦A© ½ «P¬ Æ �l«U X¥gÄS¥]�{£j³q¤¡�J¦X£X­¡�g ¡� lim

n→∞

(a : zn)

(x : zn)

¸
�o©w¥]���j¥g¬?¢P� © Â ¦A©r«U�g� © · ©g³w�g A© f(x) > 0

¢P��¥]«P® · © x > ω
¸

õ  ¡ XÄ · «P§S�dª¡¥]� ½ ¨X��£X¢c©gÁJ¤¡� Â �U¦X£X�l A© f : I → R≥0

�	«U X¤X©g³P©8� ©w¦A©] A©w¦X¦A©¡¸EÅt�J£¡«U X£X¦¡� ½
¦A� · � x < y

¸K�o©g³w�J¥]� ½ ©] �� · «P£X©J��� Ë
3

«P§S�dª¡¥]��«P¬ Æ �l«U X¥gÄS¥]�J¦A�l A©r¦¡���U§S�l� �U¦¡  u ½ u > ω ½ ¢P�· ©w¾¡ A© xu ≤ y
¸]�o¬?¾ · �g A©j©q¨X�U¥g£Aª¡¦A© f

��¦A�l«U X¤X©g³P©
� ©w¦A©] A©w¦X¦A© ½  A© f(xu) ≤ f(y) ½ ©]  · ¬¡ªS�l A©
f(x) + f(u) ≤ f(y)

¸¡Å�©
f(u) > 0

£�«P§S�dªS©w¥]�g A�U§X¦A©
f(x) < f(y)

¸
	 � ��
KHg� =¡CE� ��5*'!é´ì�ã�.Aá$ Xä
ã

xy
í

I
é("¡ålâ<4wä
ãwä�á¡íwç¡ã�/

Åt�J£¡«U X£X¦¡� ½ ©]  f(x) = f(x) + f(y)
£

f(yx) = f(y) + f(x)
«P§S�dª¡¥]�

f(xy) = f(yx)
¸

Å�©�£X¢c©gÁJ¤¡� Â �U¦X£X�l A© f
�t«U X¤X©g³P©j¤¡�g«U X® Æ ©j£�«P§S�dªS©w¥]�g A�U§X¦A© xy = yx

¸]�o©g¢c£
À�� ·  r©] XÁ]�U§X®g¢c¥]�
© Æ �N�J¥g A©w¤X¬! j¦¡�tºX¬?¤X¥]�g ¡�t� · «P£X©J���g X£ · �o¦¡�G�J¤]ÇA£¡� �dªS©w¥g£¡ A�E¥g�U§X£X¨X£X¦X£ õ ¸ ý�� ©g§AªS�U¤�Ú ÑJÜ ½ «U X¤�¸
øw× ¸

É ¬!«U A©] ¡�g ¡��¦¡�j©gÁJ¤¡�J¢P�
f(I)

¥g¬?¥
¥]«P� · £�£X¦¡ A�U¤X¥]�J§ [0, f(b)]
«P�oªS© · �J¢c¥]���U§S�l� �U¦¡ ¡�J¤X¦A©j¥ Â ¸

Ú ø Ü ½ «U X¤�¸¡¯wÑ]ùX¸
út�l«P¦A©G�Nª?�G«P�NºA© · � Â �N«{ºX¤X£¡� �U¤ ½ ¨X�[� · «P£X©J�E£¡ A� Ë

1

Ô Ë
4

¦A�[� ©g³w�g 
ª?�t©]«P£X³qÄS¤X®] �©gÁJ¤¡�J¢c¬! 
f(I)

ª?�
��£X¦¡ A�U¤X¥]�J§�©] 
R≥0

¸?�o©w¥]�r� © Â �Gª?��«U ¡�J¦A�
«
§S� · �
� ©lª¡£XÀ £ · �J­X£X®
¦¡�
� · «P£X©J��� Ë
3£�¢P�g�E®g¦¡�j¦¡� Ë

4

«[ºX¤X£X¦X­X£Xº¡��¢P�
¦A�UºX¤X� · ¬!«P¦¡�g A©]«U �¦¡�
Èt�dªS� · £X¦Xªk¸]Ê Ë
3

�[ªS©]«U ¡�g X¬?¨X¦A©
«U�g� ©
ª?��£X¢c£¡« · �g� �j¢P� x < y

ª?�
«P¬ Æ �l«U X¥gÄS¥]� z > ω ½ ¢P� · ©g�l A© xz = y
¸

K���L � C�� F�M��]@ C��8@E>8�k�SFS�E�SDj>X� >��w>�CE�wDG�]�E=?>A@ �*@E>�>A���KCEDG��
KFA=¡C�=?�J��CE�kC @ C �
N � <��wDG�]�E=?>A@ �8@E> �PO ��C ��Ï
�g A©�«P�
£X¢cºA©g§X¢c¥]�� A�U©w¤X�l���g ¡��¥g¬?¥�¥]�J¤X£¡�J¦¡ ¡� ÿ£-«rºX¤X£X¦A¶

­X£Xº¡��¢P��¦A�UºX¤X� · ¬!«P¦¡�g A©]«U r¥]� �l«U A©�� · «P£X©J���g ¡�j¦¡� Ë ¤]ÇA£¡� �dª Ë
4
½ ¦A�G�j¦XÄ Â ¦A©�ª?��«P�tªS© · �J¢c¥]�

«P¬ Æ �l«U X¥gÄS¥]�J¦A�l A©[¦¡�G�E®g¤ · �t¦¡�t¥]«P� · £��U§S�l� �U¦¡ ¡�J¤X¦A©J²´³P�U©J� �l X¤X£X¨X�U¦j¬?³q¬?§rºX¤X£�ª?�JªS�U¦¡�G� �U¤X¦¡�
�dª¡£X¦X£X­¡�X¸

Q �P	���R �SHg� =�S�=?>A@ ��C2Hg=?F�TEHg� =?>	@E>*� F O >A� CE� DGCE�k@E>X� >U��SK@ I�� C�� �KÞ{�J¢c³q§S� Â ª?�g� �
�E¦A© Â �l«U X¥g©] A©

R≥1

¦¡�¼¤X�l�J§X¦X£¡ A��¨X£¡«P§¡� ½o· ©w£¡ A©»«U�
≥ 1

¸ Ë · ©¼¥g¢c�l� �l�
E = I = R≥1

½
ω = 1 ½ �l«U A�l«U X¥g�U¦¡�g ¡�j¦¡�J¤X�dªSÁ]��¥ R≥1

£*©wºA�U¤¡�J­X£X®] ¡��ÄA�E¦A© Â �U¦X£X� ½ ¥g£ Â ª?�r«P� ½ ¨X��¥]«P£X¨ · £¡ A�
� · «P£X©J�E£
¢P�t�J¤]ÇA£¡� �dªS©w¥g£G¥g�U§X£X¨X£X¦X£�¥tÄA A©q¨X¦A�U¦X£X®[¥]�J¤X£¡�J¦¡ 
«�ºX¤X£X¦X­X£Xº¡�t¢P��¦A�UºX¤X� · ¬!«P¦¡�g A©]«U 
«U�	£X¢cºX¬?§X¦A�U¦X£�¸{¿{§S�dªS©w¥]�g A�U§X¦A©*«P¬ Æ �l«U X¥gÄS¥]�*�dª¡£X¦X«U X¥g�U¦A©	£X¢c©gÁJ¤¡� Â �U¦X£X� f : R≥1 → R≥0

½
· ©g�l A©�ºX¤X£�ª?�JªS�U¦A© a > 1

£¡���r«P¥g©w¾¡«U X¥]�g ¡�
f(a) = 1

£
f(xy) = f(x) + f(y)

¸X�o©w¥]��£¡� �U¦X¦A©
f(x) = log

a
x
¸w¹�©J²´¦¡�g ¡�g X¬ · À�ÄS¦ · ­X£X®] ¡� log

a
x
«P�{ªS�UÀ £X¦X£X¤¡�t£�¢P�

0 < x < 1
«{¤¡�J¥g�U¦X«U X¥g©] A©

log
a
x = − log

a

(

1

x

) ¸oÅ�®]���¼ºX¤X©gÁg§S�l�ëª?�¼«P�	ªS�UÀ £X¦X£X¤¡�
log

a
x
ºX¤X£

0 < a < 1 ½N· �g A©

log
a
x = − log 1

a

x
¸

V � @ FS� FA� F O CE�k@E>0��>A�E>AI��k�]� CE�w>�� C���@E>�>�
 CE�kCE=¡@E>X� > O ��SK�E>
@E>
�E�S>]��@ CE�k�r�kCEH�W
��>�C%@E>���
 @ FADG�]� @ C��2�kFS� �{¿;ºA©J� © Æ  ¡�
¦¡�* A�U©w¤X�l���g ¡�
¢P��£X¢P� �U¤X¥]�J¦A��¦¡���J¤]ÇA£¡� �dªS©w¥g£
¥g�U§X£X¨X£X¦X£ ½ «P��ªS© · �J¢c¥]� ½ ¨X��«P¥g¬?¤X¢P�J¦X£¡ A�� A©wºA©g§S©g³q£X¨X¦X£�³q¤XÄSºX£ ½ ¥ · ©w£¡ A©�«P¬ Æ �l«U X¥gÄS¥]�r© · ©g§A¶
¦A©]«U -¦¡��¦A�PÄA X¤¡�J§X¦X£X®��U§S�l� �U¦¡ ¼«U��Ç]©J� �U©J� ©w¤XÀE¦X£-¦¡�	©] X¥g©w¤X�U¦X£-£X¦¡ A�U¤X¥]�J§X£-¦¡�	¤X�l�J§X¦¡�g ¡�
ºX¤¡�J¥]�X¸

Ê�¢P� · §X÷t¨X�U¦X£X�G¢P�g«P§XÄ Â �J¥]�jª?��ºA©lª¡¨X�U¤X ¡�J�l� ½ ¨X�
« · ÄS¨X¦¡�g ¡�
¦¡��ºX¤X¬?¥rºA©g³q§S�dª* A�l����¢P��£X¢d¶
� �U¤X¥]�J¦A�l A©�¦¡��¥g�U§X£X¨X£X¦X£¼£¡����ªS©]«U ¡�g X¬?¨X¦A©*Ág©g³w�g A©����g A�l���g X£X¨X�l« · ©�«P¬¡ª¡¬?¤ Â �J¦X£X�g¸EÏ
�g A©
¥ · �Jº · �	¥g©lª?� ½ ¥�¦A�U®8«P��©] X¤¡�J¢c®g¥]�*­X®g§S©] A©�¯g°J±g±w²´³P©lª¡£Xµr¦A©�¤¡�J¢c¥g£¡ X£X��¦¡�����g A�l���g X£ · �g ¡�X¸
X Á]�dªS�U¦X£*«U� � ½ ¨X�
 X®�¢P�g«P§XÄ Â �J¥]�
ºA©J²ôªS©]«U A©w¾X¦A©��E®]«U A©�¥r©gÁJÄS¨X�U¦X£X�l A©�ºA©
���g A�l���g X£ · �X¸SÅ��j�

ùgÕ



Á]�U¢[¢c¦¡�q¨X�U¦X£X�t£�À�� ·  X¬!  ½ ¨X�j X®�� · §X÷t¨ · ¬!�¼�E¦A©g³P©�©] 
ºX¤X£X§S© Â �U¦X£X®] ¡�j¦¡�����g A�l���g X£ · �g ¡�X¸
Åt�J£¡«U X£X¦¡� ½ ¤¡�J¢c§X£X¨X£X®] ¡��� � Â ª¡Ä»£X¢P� �U¤X¥]�J¦X£X®] ¡�	¦¡��¥g�U§X£X¨X£X¦X£2¥g¬?¥8À £X¢c£ · �g ¡��£�¥»���g A�P¶
���g X£ · �g ¡��«U�	ºX¤X£X¦X­X£XºX¦X£�¸�¹�¤X£X¦A©]« · ¬!�%£X¢c®]«P¦X®g¥]�J¦A�l A©*¦¡�� A�U¢c£-¤¡�J¢c§X£X¨X£X®�� · ¤X£¡«U ¡�J§X¦A©
®]«P¦A©] A©j¤¡�J¢cÁJ£X¤¡�J¦A��¢P�����g A�l���g X£X¨X�l« · £X®
«U�E£¡«P¬?§�¦¡��£X¢P� �U¤X¥]�J¦A�l A©j¦¡���J¤]ÇA£¡� �dªS©w¥g£�¥g�U§X£X¨X£A¶
¦X£ ½?· ©g�l A©
ºX¤X�dª¡§¡�J³w�
¤¡�J¢c³q§S�dª?�J¦¡�g ¡�r A�U©w¤X�l���X¸SÈG�J§X£� X® Æ ��¦¡�g� �U¤X£	£X§X£	¦X®]���rª?��¦¡�g� �U¤X£
ºX¤X£X§S© Â �U¦X£X®G¥g¬?¥
À £X¢c£ · �g ¡��¢P�J¥g£¡«P£�©] ����g A�l���g X£X¨X�l« · £X®j� ©lªS�U§�¦¡�
«P¬?©] X¥g�l A¦A©] A©[®g¥g§S�U¦X£X� ½
· ©w¾¡ A©*«P�
£X¢cºA©g§X¢c¥]��¥g¬?¥�À £X¢c£ · �g ¡�X¸?Èt© · �g A©�À £X¢c£X¨X�l« · £X®] 8«U�E£¡«P¬?§-¦¡�����g A�l���g X£X¨X�l« · ©] A©
ØJ£X¢P� �U¤X¥]�J¦A�¡ÙE¦¡�j¥g�U§X£X¨X£X¦X£
�[ª¡£¡« · ÄA«P£X©w¦A�U¦ ½ ©gÁJ¤¡�J¢c©w¥]�g A�U§X¦X£X®] 
«U�E£¡«P¬?§���Á]�U¢P«PºA©w¤X�U¦�¸ õ «P¬?¢d¶
¦¡�J¥]�J¦A�l A©�¦¡�
���g A�l���g X£X¨X�l« · £X®r«U�E£¡«P¬?§�¦¡�r£X¢P� �U¤X¥]�J¦A�l A©�¦¡��³P�U©J� �l X¤X£X¨X¦X£�£*ª¡¤XÄS³q£�¥g�U§X£A¶
¨X£X¦X£�¦A�l«P¬!�E¦A�U¦A©� X¤X®gÁJ¥]�tª?�
�t¨¡�g«U r©] 
©gÁ Æ �g ¡�j���g A�l���g X£X¨X�l« · � · Äg§¡ XÄS¤¡�j¦¡�
ÄS¨X£¡ A�U§X®¡¸]Å��
ÁJ£X¥]�
ª?��«P�r¢P�JÁJ¤¡�J¥g®] �ª¡ÄA�E£¡ A��¦¡� Ë ¤X£¡«U A©] A�U§�¢P��©w¦A�U¢c£ ½!· ©w£¡ A©�¦A��¢c¦¡�q®]  ½ ¨X��ª¡£¡�J³P©w¦¡�J§X¬! 
¦¡� · ¥]�Jª¡¤¡�g ¡���
¦A�l«P¬?£X¢P� �U¤X£¡��«P¬!«
«U X¤¡�J¦¡�g ¡���EÄ!¸
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MEASURMENT OF ARCHIMEDIAN QUANTITIES

I. H. Dimovski

Tha talk is intended for teachers in mathematics. A survey of the historical devel-
opment of the item of measurement from amthematical point of view is made. It
culminates in the axiomatic characterization of the notion of quantity by O. Hölder
in 1901. More general axiomatics is proposed in N. Bourbaki’s “General Topology”.
Heree a simple proof of the basik theorem for the measurement of Archimedian quan-
tities is proposed. It did not use any general topological considerations, but only
elementary facts from the calculs.
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