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�X�w� BE�NVXSXH~D VX�QHIBEDG@CVE�{Bj>�DN?�RN�l� RNHIR �:�y�v W¡ T ��¢N£W¤o¥C�t¦v§A¨Q¤�¤E§0©Aª�«A©P§A©0¤E§0¤o«W¬
­ �]®J�v¯J�v£P¡u°J±A�o²j£P¡³¤Q²Q¯P¡Q¦v§~´J« ­ �]®P£P¡jª�£P¡l±A�v£A©�ªs¡³£AµQ W¡j J¨Q¤³¢N£W¤o¥C�t¦v§A¨Q¤�¤E§�°J±A�v£A©A¶A© U ·P¸ ¦s�v J©©Aª�«A©P§�¦s�C¦s¹!¦v§W¤o©
¤E§º�]®P£P¡
©A¯A©�£AµQ Q¤Q¯A Q¤�ªs¡j®X¡l±A©~´Q Q¤o©P§W¤
¤E§ ­ ¡jª�µQ¨E¡Q§�ª�£P¡j£A©AµE§P¡
£P¡�°J±A�v£A©A¶A©W¬§W��¨�°J±A�o²j£P¡Q§P¡º¤Q²Q¯P¡Q¦v§ ·X» ª�²Q¤ ­ ¹!§	£P¡�©Aª�«A©P§�¤E§ T ¦s�u©Aª�¨Q¹ ­A¼ ¨E¡�¦s¹X½l¯P¡Q¦s£W¤�¨Q� ­ ¤QµE§W£W¤E¦v§W£W¤
­ ¡jª�« ­ �]®J�v¯J�v£A©A� g

¨ T ·!¾ ¡jª�« ­ �]®J�v¯J�v£A©A�t§W¤ g
�u¦s¨Q¹ ­ ªs¡j£W¤�¦�©Aª�²Q¤ ­ ¡
£P¡ºªs¡j®X¡l±A©P§W�º¿À£P¡j« ­ · «W¤§ ­ °Q®P£W¤E¦v§º©!Ál©A¯A©�«W¤³«W¤t®J¤Q²Q¯P¡Q¦v§XÂN©�ªs¡j�]®P£W¤³¦ T ¤o« ­ �]®J�v¯Aµu°J±A�o²j£P¡Q§P¡�¤Q²Q¯P¡Q¦v§�£P¡u©Aª�«A©P§P¡ ·

¸ ¦s�v J©+°J±A�v£A©A 
u ∈ U ¦s��ÃA¡ ­ ¡j W§W� ­ ©Aª�© ­ ¡Ä¦'¿À¯P¡Q§W�v£P§W�v£XÂu«P¡ ­ ¡Q¢ �t§A¹ ­ θu ∈ Θ ⊂ R

´
¦s¹X¤E§A¨Q�t§W�v£U£P¡0£W�v½s¤o¨Q©P§W��ª�£P¡j£A©Aµ�¿À°W¢ �v£A©AµJÂu¤E§�¤Q²Q¯P¡Q¦v§P§P¡�£P¡0©Aªs¢ � ­ ¨E¡j£A©P§W��«W¤E¦v§A©A¥C�v£A©Aµ ·Å �v¯P§P¡�£P¡�©Aª�«A©P§P¡��³®X¡�¦s�
«W¤Q¯A°J±P¡Q§�¤Q¶W�v£A J©0ªs¡�£W�v©Aª�¨Q�t¦v§W£A©P§W��«P¡ ­ ¡Q¢ �t§ ­ © θu

£P¡�¨E¦s©A±A J©
©Aª�«A©P§A¨E¡j£A©Ä°J±A�v£A©A¶A©'©'�v¨Q�v£P§A°J¡j¯A£W¤�°J±A�v£A©A¶A©P§W�º®X¡�¦s��£P¡ ­ �]®PµE§U¦s«W¤ ­ �]®'¦v§W¤oÆA£W¤E¦v§A©P§W�u£P¡
«P¡ ­ ¡Q¢ �t§ ­ ©P§W� ·Ç ¤o W¡jªs¡j£A©AµE§ ­ �vª�°Q¯P§P¡Q§0¿À°W¦s«W�]ÃW¹!§XÂ[£P¡
�]®P©A£	°J±A�v£A©A �¤E§��]®P©A£	 Q¤o£A  ­ �t§W�v£�©Aª�«A©P§�ªs¡j¨Q©P¦s© W¡j W§W¤f¤E§�£W�v½s¤o¨Q©P§W��ª�£P¡j£A©AµP´t§P¡j W¡f©�¤E§
©Aª�² ­ ¡j£A©Aµy©Aª�«A©P§�©�¤E§�£AµQ Q¤o©}® ­ °J½l©�È�¡j W§W¤ ­ ©~´v Q¤o©P§W¤
É �³¦s±A©P§P¡Q¢ �uªs¡�¦s¯A°J±P¡jÆA£A© ·!Ê ¦s«W�]ÃW¹!§�« ­ ©A�t¢�¡�¦v§W¤oÆA£W¤E¦v§A©�¨�£AµQ W¡j J¨E¡º¦s W¡j¯P¡³Ë�« ­ ¤E¦v§ ­ ¡j£A¦�¬§A¨Q¤E§W¤�¤E§Ä¨E¦s©A±A J©Ä¨Q¹Xªs¢ ¤o¥
£A© ­ �vª�°Q¯P§P¡Q§A© X ⊂ R · ¾ ¡jª�½l¯J��¥}®X¡Q¢ �
°W¦s«W�]ÃA¡� W¡Q§W¤	¦s¯A°J±P¡jÆA£P¡¨Q�v¯A©A±A©A£P¡

X
¨ X ¦�¨Q� ­ ¤QµE§W£W¤E¦v§W£W¤ ­ ¡jª�« ­ �]®J�v¯J�v£A©A�Q´Xªs¡j¨Q©P¦s� É ¤º¤E§�©Aª�² ­ ¡j£A©Aµ�©Aª�«A©P§ t ∈ T©� Q¤o£A  ­ �t§W£A©Aµ�°J±A�v£A©A  u ∈ U Ì

Pr(X = x|u, t) = pu(x|t).Í ¡Q§W�t¢�¡Q§A©A±A�t¦s Q¤E§W¤
¤l±P¡j J¨E¡j£W�w£P¡
pu(x|t) «W¤³¨E¦s�v¨Q¹Xªs¢ ¤o¥
£A©P§W�w©Aª�«A©P§A©�¤E§ T �

∑

t

pu(x|t)g(t) = pu(x).

Î ¤o¨E¡�¤l±P¡j J¨E¡j£W��£W��ªs¡j¨Q©P¦s©�¤E§'©Aª�«A©P§P¡
t
©

pu(x)
� ­ ¡jª�« ­ �]®J�v¯J�v£A©A�t§W¤�£P¡�°W¦s«W�]ÃA¡ Xu

£P¡
°J±A�v£A©A W¡

u
¨³¤Q²Q¯P¡Q¦v§P§P¡
£P¡³©Aªs¢ � ­ ¨E¡j£A©P§W�C«W¤E¦v§A©A¥C�v£A©AµP´E¤o« ­ �]®J�v¯J�v£P¡�¤E§ T ©

g · ÏEÐ



Ñ�BJÒ�R D R Ó RNS �X�sÔ³ÕsÖP×sØ
ÙoÚWØ
Õ]ÛAÕsÜ�ÝQ×sÞ!Õrß
τu

ÜPàuÝoáPÕsÜWÚWâPà
u ∈ U ã Õ}ÜPàrä!ÚWáPàtå�ÕCå�àoØ
Õ]å�àoæØuÚWáPÕt×sâPçoØ
çºçoáPàoâPÙQàoÜPÕ�ÜPà³ÝQ×sÞ!ÕrßJàuå�Ý

Xu

Þ!çCä~àtèoÞoä~ÕtéQÕ]ÛAÕsÜWÚPÕsØ
ç
pu(x) ê

τu = Epu(x)Xu.

ë �vÆP¦v§A¨Q©P§W�v¯A£A©AµE§�°W¦s«W�]Ã	¨E¦s¹ É £W¤E¦v§��
¦ ­ �]®P£A©AµE§�°W¦s«W�]Ã	£P¡�°J±A�v£A©A W¡ u
¤E§�¨E¦s©A±A J©�¨Q¹Xª]¬

¢ ¤o¥
£A©	©Aª�«A©P§A©�¤E§ T ©	�t¦v§W�t¦v§A¨Q�v£W¤³« ­ �]®P«W¤Q¯P¡j½o¡Q¢ �Q´P±A���³¦s¨Q¹ ­ ªs¡j£	¦�«P¡ ­ ¡Q¢ �t§A¹ ­ ¡ θu

«W¤E¦�¬
­ �]®W¦v§A¨Q¤j¢�£AµQ W¡j J¨E¡
¢ ¤o£W¤E§W¤o£A£P¡³È�°J£A J¶A©Aµ · ë �vÆP¦v§A¨Q©P§W�v¯A£A©AµE§�°W¦s«W�]Ã{´X W¡j W§W¤º© θu

´!�u£W�v£P¡j²j¬
¯Aìy®X¡j�t¢�´{§A¹XÆ� W¡Q§W¤
£W�u�u¨Q¹Xªs¢ ¤o¥
£W¤º£P¡º°J±A�v£A©A W¡
®X¡�¦s��®X¡j®X¡Q§	¨E¦s©A±A J©	¨Q¹Xªs¢ ¤o¥
£A©	©Aª�«A©P§A©
¤E§ T ·W¸ ¢ �t¦v§W¤�£W�v½s¤�ªs¡
¤Q¶W�v£A W¡�£P¡ θu

¦s�w©Aª�«W¤Q¯Aª�¨E¡Q§ ­ �vª�°Q¯P§P¡Q§A©P§W� X
¤E§
�]®P©A£�©A¯A©�£AµQ Q¤Q¯A Q¤

©Aª�«A©P§P¡ ·í ¡
¨E¦s�v J©�°J±A�v£A©A 
u ∈ U ­ ¡jª�¯A©A W¡Q§P¡³¢ ��¥}®P°�£P¡j²Q¯Aìy®X¡j¨E¡j£A©Aµ³°W¦s«W�]Ã Xu

¤E§��]®P©A£	©Aª�«A©P§
©�®J�vÆP¦v§A¨Q©P§W�v¯A£A©Aµu¢N°º°W¦s«W�]Ã

τu

« ­ �]®W¦v§P¡j¨Q¯AµQ¨E¡}½ ­ � ¼  W¡³¤E§�©Aª�«A©P§P¡ Ì
(1) εu = Xu − τu.Î ¤o¨E¡ ­ ¡j¨Q�v£A¦v§A¨Q¤�ªs¡j®X¡j¨E¡� J¯P¡Q¦s©A±A�t¦s J©Aµ
¢ ¤t®J�v¯�£P¡³©Aª�«A©P§�¿î§W�t¦v§XÂCï ðoñ ·ò §�§P¡jª�©
®J�vÈ ©A£A©A¶A©Aµ
¦s¯J�]®P¨E¡A´J±A�}½ ­ � ¼  W¡Q§P¡��
¦s¯A°J±P¡jÆA£P¡�¨Q�v¯A©A±A©A£P¡u©�£W�vÆA£W¤E§W¤�°W¦s¯J¤o¨Q£W¤¢�¡Q§W�t¢�¡Q§A©A±A�t¦s Q¤�¤l±P¡j J¨E¡j£W�Q´J Q¤Q½o¡Q§W¤
®J�vÆP¦v§A¨Q©P§W�v¯A£A©AµE§
°W¦s«W�]Ã�£P¡u°J±A�v£A©A W¡³�

τu

´A�}£A°Q¯P¡ Ì
(2) E(εu|τu) = E(Xu − τu|τu) = E(Xu|τu) − E(τu|τu) = τu − τu = 0.¿ Î °J '¢�¡Q§W�t¢�¡Q§A©A±A�t¦s Q¤E§W¤�¤l±P¡j J¨E¡j£W�º��«W¤ ­ ¡jª�« ­ �]®J�v¯J�v£A©A�t§W¤ pu(x)

¨ X · Â Î ¤o¨E¡	¤Qª�£P¡l±P¡j¨E¡A´±A�
« ­ ©�¢N£W¤Q½s¤o  ­ ¡Q§W£A©º£W�vªs¡j¨Q©P¦s©P¢N©�©Aª�«A©P§A¨E¡j£A©Aµ�£P¡³°J±A�v£A©A W¡u½ ­ � ¼  W¡Q§P¡�£W��¦s�}£P¡Q§ ­ °J«A¨E¡�©¦ ­ �]®P£A©AµE§�°W¦s«W�]Ã�¤E§�§AµjÃº�
£W�v©Aªs¢ �t¦v§W�v£P¡�¤Q¶W�v£A W¡�£P¡u®J�vÆP¦v§A¨Q©P§W�v¯A£A©Aµ�¢N°�°W¦s«W�]Ã ·ó{�wô ?A�{Bjõ�� D VX�QHöDN?+RN�l� RNH � ¸ «A¹ ­ ¨Q©Aµ ­ ¡jª]®J�v¯ ­ ¡jª�½l¯J��¥}®X¡j£A©AµE§P¡�¦s�º¤E§W£P¡Q¦sµjÃA¡�®J¤�]®P©A£�°J±A�v£A©A  · �y�v W¡Ä¦s�v½o¡0®X¡Ä« ­ �]®P«W¤Q¯J¤o¥
©P¢�´�±A� ­ ¡jª�«W¤Q¯P¡j½o¡Q¢ ��¦Ä÷`ä!ÝoÞ!à.çoØøÝoáPÕsÜWÚWùWÚ�¤E§
¢N£W¤o¥C�t¦v§A¨Q¤E§W¤ U ´J©Aª�² ­ ¡j£A©º¦s¹X½l¯P¡Q¦s£W¤�£AµQ W¡j J¨Q¤ ­ ¡jª�« ­ �]®J�v¯J�v£A©A� f · Î ¤Q½o¡j¨E¡
¦s¹X¤E§A¨Q�t§W£A©P§W�f©P¢°W¦s«W�]Ã	¤E§�©Aª�«A©P§

X = Xu

´{®J�vÆP¦v§A¨Q©P§W�v¯J�v£�°W¦s«W�]Ã
τ = τu

©0½ ­ � ¼  W¡�¤E§�©Aª�«A©P§P¡ ε = εu

¦v¡
¦s¯A°J±P¡jÆA£A©�¨Q�v¯A©A±A©A£A©~´J®J�vÈ ©A£A© ­ ¡j£A©�¨ U ·�w¡j®J��¥}®P£W¤E¦v§P§P¡
£P¡�©Aª�«A©P§P¡�¦s¨Q¹ ­ ª�¨E¡Q¢ �
¦ ­ ¡jª�¯A©A J©P§W�³¨�°W¦s«W�]ÃA¡�£P¡ ­ ¡jª�¯A©A±A£A©0°J±A�v£A©A¶A©¤E§³�]®P©A£
©º¦s¹ É ©º©Aª�«A©P§ ·Q» ¢�¡
®P¨Q�f¤E¦s£W¤o¨Q£A©³« ­ ©A±A©A£A©ºªs¡ ­ ¡jª�¯A©A±A£A©P§W� ­ �vª�°Q¯P§P¡Q§A© · Ç ¹ ­ ¨E¡Q§P¡�Q´X±A��°J±A�v£A©A¶A©P§W� ­ �t¡j¯A£W¤º©P¢�¡Q§ ­ ¡jª�¯A©A±A�v£�®J�vÆP¦v§A¨Q©P§W�v¯J�v£�°W¦s«W�]Ã τ

©�¦s¹X¤E§A¨Q�t§W£W¤ ­ ¡jª�¯A©A±A£A©£A©A¨E¡�£P¡uª�£P¡j£A©AµE§P¡
θ
´W Q¤o©P§W¤u¦s�}« ­ �]®P¨Q©A¥}®X¡�®X¡u¦s�}¤Q¶W�v£AµE§�± ­ �vªy©Aª�«A©P§P¡ ·Wú  Q¤
§W¤o¨E¡
�
§P¡j W¡A´©Aª�«A©P§A¹!§.¤E§A±A©P§P¡Ä§P¡jª�©.©P¦v§A©A£A¦s W¡ ­ ¡jª�¯A©A W¡0©+¨Q¤t®P©.®J¤U« ­ ¡j¨Q©A¯A£W¤U£P¡ ­ ��¥}®X¡j£W� ·�¸ §W¤ ­ ¡Q§P¡« ­ ©A±A©A£P¡³ªs¡ ­ ¡jª�¯A©A±A©A�t§W¤���¦s¯A°J±P¡jÆA£P¡Q§P¡�½ ­ � ¼  W¡ ·ò §�¢ ¤t®J�v¯P¡0¿`ûlÂC¦s¯J�]®P¨E¡A´!±A�º¢�¡Q§W�t¢�¡Q§A©A±A�t¦s Q¤E§W¤
¤l±P¡j J¨E¡j£W��£P¡�®J�vÆP¦v§A¨Q©P§W�v¯A£A©Aµ�°W¦s«W�]Ã�ªs¡

½ ­ °J«P¡Q§P¡C°J±A�v£A©A¶A©³� ­ ¡j¨Q£W¤}£P¡
¢�¡Q§W�t¢�¡Q§A©A±A�t¦s Q¤E§W¤y¤l±P¡j J¨E¡j£W��£P¡}£P¡j²Q¯Aìy®X¡j¨E¡j£A©AµC°W¦s«W�]Ã{´Q§ · � · Ì
(3) Ef (τ) = Ef (X) − Ef (ε) = Ef (X).Ç ¤jüý£P¡Q§P¡Q§A¹X  É ��©Aª�«A°W¦s W¡Q¢ ��©A£A®J�v E¦v¡ f

´�£W¤ É �	©P¢�¡Q¢ �	« ­ �]®P¨Q©W®I´�±A�	¨E¦s©A±A J©.©Aª�¨Q¤t®P©.¦s�
¤E§W£P¡Q¦sµE§
ªs¡u½ ­ °J«P¡³¤E§�°J±A�v£A©A¶A©~´A©Aª�² ­ ¡j£A©�¦s¹X½l¯P¡Q¦s£W¤
§W¤o¨E¡ ­ ¡jª�« ­ �]®J�v¯J�v£A©A� ·ò §�¢ ¤t®J�v¯P¡�¿`ûlÂf¦s¯J�]®P¨E¡
¦s¹ É ¤P´P±A�
®J�vÆP¦v§A¨Q©P§W�v¯A£A©AµE§�°W¦s«W�]Ã�©	½ ­ � ¼  W¡Q§P¡³¦v¡
£W�vªs¡j¨Q©P¦s©P¢N©©� Q¤ ­ �v¯P¡j¶A©AµE§P¡�¢ ��¥}®P°�§AµjÃº�
£A°Q¯P¡ Ì corr(ε, τ) = 0.ò §
£W�vªs¡j¨Q©P¦s©P¢ ¤E¦v§P§P¡C£P¡

τ
©

ε
©�¤E§ ­ ¡j¨Q�v£A¦v§A¨E¡Q§P¡u¿ÿþQÂ�©�¿îðEÂ�¦s¯J�]®P¨E¡A´Q±A�w®P©P¦s«W� ­ ¦s©AµE§P¡}£P¡°W¦s«W�]ÃA¡}£P¡}¨E¦sµQ W¡C½ ­ °J«P¡
©Aª�«A©P§A¨E¡j£A©³°J±A�v£A©A¶A©º¦s� ­ ¡jª�¯P¡j½o¡C£P¡}®P¨Q�f Q¤j¢N«W¤o£W�v£P§A©�Ë�®P©P¦s«W� ­ ¦s©Aµ£P¡�®J�vÆP¦v§A¨Q©P§W�v¯A£A©Aµ�°W¦s«W�]Ã

σ2
τ

©�®P©P¦s«W� ­ ¦s©Aµ
£P¡u½ ­ � ¼  W¡Q§P¡ σ2
ε Ì

(4) var(X) ≡ σ2
X = σ2

τ + σ2
ε .�w¡j²Q¯Aìy®X¡j¨E¡j£A©AµE§º°W¦s«W�]Ã�¤E§�©Aª�«A©P§P¡³¢ ¤o¥C�w®X¡
¦s�
©Aª�«W¤Q¯Aª�¨E¡�¨E¢ �t¦v§W¤u£W�v©Aª�¨Q�t¦v§W£A©Aµ�®J�vÆP¦v§W¬Ï��



¨Q©P§W�v¯J�v£�°W¦s«W�]Ã�£P¡u°J±A�v£A©A W¡A´A¡j Q¤³¢ ��¥}®P°�§AµjÃ�¦s¹ É �t¦v§A¨Q°J¨E¡�ªs¡j¨Q©P¦s©P¢ ¤E¦v§ ·Ñ�BJÒ�R D R Ó RNS ó{���³çQÕ���ÚWùWÚPÕsÜWØ�� ØøÜPàUâPçrä~Õ]ÛAàoùWÚPçoÜWÜPç.çoØuÜPç	�uÕsÜWÚPÕ�å�Õ�
�éoÝ�éQÕsÖP×sØ
ÙoÚWæ
Ø
Õ]ÛJÜWÚ
�	Ú�ÜPà��tÛ��yéQàQÙQàoÜWÚ
��ÝQ×sÞ!Õrß�ÜPàrä!ÚWáPàtå�Õ�ÜPàQéQÕ�
�éoÜPçQ×sØ ÜPà
ÚEèoÞPÚWØ ê
(5) 1 − var(X |τ)

var(X)
.

� �º«W¤o W¡j¥C�t¢�´!±A�º£P¡j®J��¥}®P£W¤E¦v§P§P¡º¦s¹X¨Q«P¡j®X¡�¦³ J¨E¡j® ­ ¡Q§P¡�£P¡� Q¤ ­ �v¯P¡j¶A©AµE§P¡�¢ ��¥}®P°�£P¡j²j¬¯Aìy®X¡j¨E¡j£A©Aµ�©º®J�vÆP¦v§A¨Q©P§W�v¯A£A©Aµ�°W¦s«W�]Ã · ò §º£W�vªs¡j¨Q©P¦s©P¢ ¤E¦v§P§P¡C£P¡ τ
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£P¡Q¢N© ­ ¡Q¢ � Ì cov(X, τ) = cov(τ + ε, τ) =

σ2
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(6) ρ2(X, τ) ≡ cov2(X, τ)
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=
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τ
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ε
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τ©

(7) ρ(X, X ′) =
cov(X, X ′)
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∑
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à
α
ÜPà�fä~çoÜ)�Qàvß ê

ρ2(X, τ) = 1 − σε

σ2
X

≥ α =
k

k − 1









1 −

k
∑

1
σ2

i

σ2
X









.

Ñ�V��~?A�o?AHIBj> �QH KXV � Ê ¦s«W�]ÃW¹!§
¤E§
©Aª�«A©P§P¡
�}¦s°W¢�¡�£P¡�°W¦s«W�]ÃA¡
¤E§
¤E§W®J�v¯A£A©P§W�fªs¡j®X¡l±A© Ì X =
k
∑

1
Yi

´l¦s¹X¤E§A¨Q�t§W£W¤�®J�vÆP¦v§A¨Q©P§W�v¯A£A©AµE§y°W¦s«W�]Ã
τ
��¦s°W¢�¡f£P¡�®J�vÆP¦v§A¨Q©P§W�v¯A£A©Aµ[°W¦s«W�]Ã}¤E§}¤E§W®J�v¯A£A©P§W�

ªs¡j®X¡l±A© Ì τ =
k
∑

1
τi · ò §�«W¤E¦s¯J�]®P£W¤E§W¤�¦s¯J�]®P¨E¡A´E±A�
¢�¡Q§W�t¢�¡Q§A©A±A�t¦s Q¤E§W¤}¤l±P¡j J¨E¡j£W�y£P¡ τ E(τ) =

k
∑

1
E(τi).

» ª�«W¤Q¯Aª�¨E¡Q¢ �C£W� ­ ¡j¨Q�v£A¦v§A¨Q¤�¿î¦s¯J�]®W¦v§A¨Q©A�w¤E§�£W� ­ ¡j¨Q�v£A¦v§A¨Q¤E§W¤
£P¡�9y�v£A¦s�v£0ï þlñÀÂ
(9) E(

∑

ξi)
2 ≤ k

∑

(E(ξi))
2, J¹P®J�t§W¤

ξ1, . . . , ξk

¦v¡�« ­ ¤o©Aª�¨Q¤Q¯A£A©�¦s¯A°J±P¡jÆA£A©�¨Q�v¯A©A±A©A£A© ·A¾ ¡j¨Q�v£A¦v§A¨Q¤E§W¤}¦s�w®J¤E¦v§A©A½o¡A´E Q¤Q½o¡Q§W¤¨E¦s©A±A J©�¦s¯A°J±P¡jÆA£A©�¨Q�v¯A©A±A©A£A©.¦v¡��]®P£P¡j J¨Q¤ ­ ¡jª�« ­ �]®J�v¯J�v£A© · Î ¤Q½o¡j¨E¡	 Q¤o¨E¡ ­ ©P¡j¶A©AµE§P¡�¢ ��¥}®P°¨E¦s�v J©�®P¨Q�}¤E§�§AµjÃ É �}�
«W¤E¦v§W¤QµQ£A£P¡ ·Ç ­ ©A¯P¡j½o¡Q¢ �º¿ Ï Â�ªs¡³¦s¯A°J±P¡jÆA£A©P§W�}¨Q�v¯A©A±A©A£A© ξi = τi − E(τi)
©�«W¤Q¯A°J±P¡j¨E¡Q¢ �

E(τ − E(τ))2 ≤ k
∑

E(τi − E(τi))
2, Q¤Q�t§W¤��
�v J¨Q©A¨E¡j¯J�v£P§W£W¤�£P¡

σ2
τ = var(τ) ≤ k

∑

var(τi).Î ¹XÆ� W¡Q§W¤º½ ­ � ¼  J©P§W��¤E§	ªs¡j®X¡l±A©P§W��¦v¡º£W�vªs¡j¨Q©P¦s©P¢N©~´!ªs¡
®P©P¦s«W� ­ ¦s©AµE§P¡
£P¡�°W¦s«W�]ÃA¡º«W¤Q¯A°E¬±P¡j¨E¡Q¢ �
(10) var(X) −

∑

var(Yi) = σ2
τ −

∑

var(τi) ≤
k − 1

k
σ2

τò §�® ­ °J½o¡.¦v§ ­ ¡j£P¡A´[£W�v W¡U¨Qª��t¢ �t¢ ­ �vª�°Q¯P§P¡Q§A©P§W��¤E§+¤ É ���]®P©A£��v J¨Q©A¨E¡j¯J�v£P§W�v£�©Aª�«A©P§ ·
Ê ¦s«W�]ÃW¹!§ X ′

¤E§U¨Q§W¤ ­ ©Aµ�©Aª�«A©P§'°Q®J¤o¨Q¯J�t§A¨Q¤ ­ µQ¨E¡�¢ ¤t®J�v¯P¡ X ′ = τ + ε′ ·:� ¯J�]®J¤o¨E¡Q§W�v¯A£W¤�ªs¡ Q¤o¨E¡ ­ ©P¡j¶A©AµE§P¡�¢ ��¥}®P° X
©

X ′
�}©Aª�«A¹X¯A£W�v£W¤

(11) cov(X, X ′) = var(τ). ÏQÏ



ò §�¿`û'3EÂ[©Ä¿`ûQûlÂ�ªs¡u£P¡j®J��¥}®P£W¤E¦v§P§P¡
ρ(X, X ′)

«W¤Q¯A°J±P¡j¨E¡Q¢ �

ρ(X, X ′) =
cov(X, X ′)

var(X)
≥ k

k − 1









1 −

k
∑

1
σ2

i

σ2
X









.

ë ¡�¤E§A²E�v¯J��¥
©P¢�´j±A�w Q¤Q�vÈ ©A¶A©A�v£P§A¹!§
α
®J¤E¦v§A©A½o¡
¢�¡j E¦s©P¢�¡j¯A£P¡�¦v§W¤oÆA£W¤E¦v§~´l Q¤Q½o¡Q§W¤
 Q¤ ­ �v¯P¡o¬¶A©AµE§P¡u¢ ��¥}®P°º¨E¦s©A±A J©�ªs¡j®X¡l±A©��}�]®P£P¡u©�¦s¹ É ¡ · Î ¤Q½o¡j¨E¡�£P¡j®J��¥}®P£W¤E¦v§P§P¡}� ­ ¡j¨Q£P¡�£P¡ α ·� �î�X��ô ?A�{Bjõ�� D VX�QH+DN?;�XVW@C� VX�lR Ó RNVJD DN?0�
�~?E>�? � í ¡j®X¡l±A©P§W�}¤E§��]®P£P¡º¦s W¡j¯P¡u©Aªs¢ � ­ ¬¨E¡Q§��]®P©A£�©	¦s¹ É ©�¨Q©W®	«W¤E¦v§A©A¥C�v£A©Aµ · ë ¤E¦v§P¡u±A�t¦v§W¤³£AµQ Q¤Q¯A Q¤
¦s W¡j¯A©�¦s��¤Q²E�]®P©A£AµQ¨E¡Q§º¨º�]®P£P¡ Q¤j¢N«W¤Qª�©A¶A©A¤o£A£P¡�¦s W¡j¯P¡�©U¦s¹X¨E¢ �t¦v§W£W¤�©Aªs¢ � ­ ¨E¡Q§0¦s¹X¨Q E°J«A£W¤E¦v§�¤E§�«W¤E¦v§A©A¥C�v£A©Aµ0¿À£P¡j« ­ ©P¢ � ­¡j¯A½s�o² ­ ¡�©�½s�v¤j¢ �t§ ­ ©Aµ�¨u�]®P©A£�©Aª�«A©P§XÂ ·JÊ ¦s«W�]ÃW¹!§�¤E§º©Aª�«A©P§P¡�¤Q²j©A J£W¤o¨Q�v£W¤��}¦s°W¢�¡�£P¡�°W¦s«W�]ÃA¡¤E§�¤E§W®J�v¯A£A©P§W�C¦s W¡j¯A© ·Ç ¤t®J¤Q²j£W¤w£P¡C« ­ ©A£W¤E¦v¡w£P¡Cªs¡j®X¡l±A©P§W��¨}�]®P£P¡}¦s W¡j¯P¡A´o¦s W¡j¯A©P§W�[²j©³§ ­ µQ²j¨E¡j¯J¤�®X¡}¦v¡C¨
§P¡j W¡j¨E¡¨ ­ ¹Xª� W¡A´t±A�[£P¡Q§ ­ °J«A¨E¡j£W��£P¡w°W¦s«W�]Ã
¤E§
�]®P£P¡w¦s W¡j¯P¡f®X¡w¦s¹X¤E§A¨Q�t§A¦v§A¨E¡�£P¡w£P¡Q§ ­ °J«A¨E¡j£W��£P¡w°W¦s«W�]Ã¤E§�® ­ °J½o¡C¦s W¡j¯P¡A´o§ · � ·  Q¤ ­ �v¯P¡j¶A©AµE§P¡y¢ ��¥}®P°
°W¦s«W�]ÃA¡w¤E§�¨E¦s�v J©�®P¨Q��¦s W¡j¯A©�®X¡w��«W¤Q¯J¤o¥
©P§W�v¯A£P¡ ·Ç ¤ ­ ¡j®P© ­ ¡jª�¯A©A±A£W¤E§W¤}¤E§W£W¤ ¼ �v£A©A��£P¡}ªs¡j®X¡l±A©P§W��¤E§ ­ ¡jª�¯A©A±A£A©P§W�y¦s W¡j¯A©
 J¹!¢0 Q¤j¢N«W¤Qª�©A¶A©W¬¤o£A£P¡Q§P¡
¦s W¡j¯P¡
¨Q¹!§ ­ � ¼ £P¡Q§P¡
¦s¹X½l¯P¡Q¦s°J¨E¡j£W¤E¦v§�£P¡º¨E¦s©A±A J©	ªs¡j®X¡l±A©~´P¤Q¶W�v£W�v£P¡º¦� Q¤Q�vÈ ©A¶A©A�v£P§P¡

α
´[¢ ¤o¥C��®X¡��	«W¤jüý£A©P¦s W¡�¤E§�£P¡j®J��¥}®P£W¤E¦v§W£A©P§W��£P¡0¤E§W®J�v¯A£A©P§W��¦s W¡j¯A© · í ¡0¤Q¶W�v£A W¡�£P¡0£P¡o¬®J��¥}®P£W¤E¦v§P§P¡u£P¡� Q¤j¢N«W¤Qª�©A¶A©A¤o£A£P¡Q§P¡³¦s W¡j¯P¡º«W¤jüý�t¦v§W�t¦v§A¨Q�v£W¤³��®X¡�¦s��©Aª�«W¤Q¯Aª�¨E¡
¨Q¹!§ ­ � ¼ £P¡Q§P¡¦s¹X½l¯P¡Q¦s°J¨E¡j£W¤E¦v§�£P¡	ªs¡j®X¡l±A©P§W�
¨	¤E§W®J�v¯A£A©P§W�º¦s W¡j¯A©~´I W¡Q§W¤	¦s��¤E§A±A�t§P¡Q§� Q¤ ­ �v¯P¡j¶A©A©P§W�º¢ ��¥}¬®P°�¦s W¡j¯A©P§W� · Î ¡j W¡j¨E¡�¤Q¶W�v£A W¡�ªs¡�£P¡j®J��¥}®P£W¤E¦v§P§P¡}£P¡u Q¤j¢N«W¤Qª�©A¶A©A¤o£A£P¡Q§P¡
¦s W¡j¯P¡u¦s�}«W¤Q¯A°J±P¡j¨E¡± ­ �vªwÈ�¤ ­ ¢N°Q¯P¡Q§P¡�ªs¡� Q¤j¢N«W¤Qª�©A¶A©A¤o£A£P¡
£P¡j®J��¥}®P£W¤E¦v§ ·�< ¤ ­ ¢N°Q¯P¡Q§P¡
¤o« ­ �]®J�v¯Aµ�®J¤Q¯A£P¡�½ ­ ¡j£A©A¶P¡ªs¡u£P¡j®J��¥}®P£W¤E¦v§P§P¡}£P¡³©Aª�«A©P§~´W¦s¹!¦v§P¡j¨Q�v£�¤E§�£AµQ Q¤Q¯A Q¤u¦s W¡j¯A© ·5 BJVJ�NBJ@}? ó{��6�ÕsâPàCÝQ×sÞ!Õrß�� Ø

X
Õw×sÝtå�à}ÜPà�ä~Õ]èoÝtÛJØ
àoØuÚWØ
Õ

X1, X2, . . . , Xn

çoØ
n
×sâPàtÛJÚ)(7 ço÷oàQÙQà�ÜPàQéQÕ�
�éoÜPçQ×sØuØ
à�ÜPà³âPçtå�Þ!çtèoÚWùWÚPçoÜWÜPàoØ
àº×sâPàtÛAà�ÙoÚWÜPào÷tÚ�Õ
Þ!ç	8 ÷oçtÛ	�Jå�à�çoØ

α∗ =

n
∑

i=1

σ2
Xi

αXi
+ 2

∑

i<j

ρ(Xi, Xj)σXi
σXj

n
∑

i=1

σ2
Xi

+ 2
∑

i<j

ρ(Xi, Xj)σXi
σXj

,

â)��éQÕsØ
ç
k
Õ;�rä~ç��AØ ÜPà�×sâPàtÛJÚWØ
Õ=�

σ2
Xi

ÕÄéoÚP×sÞ!Õýä~×sÚ
�AØ
àUÜPàUÝQ×sÞ!ÕrßJà�çoØ
i
8 Ø
àoØ
à'×sâPàtÛAà��

αi

ÕuâPçQÕ���ÚWùWÚPÕsÜWØ�� Ø ÜPà4�fä~çoÜ)�Qàvß�ÜPà
i
8 Ø
àoØ
à�×sâPàtÛAà��

ρ(Xi, Xj)
ÕuâPçrä~Õ]ÛAàoùWÚ
�AØ
à
å�Õ�
�éoÝ

ÝQ×sÞ!ÕrßJà�çoØ
i
8 Ø
àoØ
à
Ú�ÝQ×sÞ!ÕrßJà�çoØ

j
8 Ø
àoØ
à�×sâPàtÛAà�(

Ñ�V��~?A�o?AHIBj> �QH KXV � � �u«W¤o W¡j¥C�t¢� W¡j �¦s��©Aª�¨Q��¥}®X¡
È�¤ ­ ¢N°Q¯P¡Q§P¡
ªs¡
 Q¤j¢N«W¤Qª�©A¶A©A¤o£A£P¡
£P¡o¬®J��¥}®P£W¤E¦v§ºªs¡³¦s¯A°J±P¡lµu£P¡u®P¨Q�
¦s W¡j¯A© ·�y�v W¡�¤Q² É ©AµE§U°W¦s«W�]Ã'¤E§'©Aª�«A©P§P¡��	¦s°W¢�¡�¤E§'±P¡Q¦v§A©A±A£A©P§W� ­ �vª�°Q¯P§P¡Q§A© X
©

Y
¤E§U®P¨Q�

¦s W¡j¯A© · �y�v W¡�¦s¹ É ¤	§P¡j W¡ X ′
©

Y ′
¦v¡�¦s¹X¤E§A¨Q�t§W£W¤�±P¡Q¦v§A©A±A£A©P§W� ­ �vª�°Q¯P§P¡Q§A©	¤E§	® ­ °J½l©�®P¨Q�Q´�v J¨Q©A¨E¡j¯J�v£P§W£A©�£P¡º«A¹ ­ ¨Q©P§W�Q´{¦s W¡j¯A© · Î ¤Q½o¡j¨E¡
£P¡j®J��¥}®P£W¤E¦v§P§P¡u£P¡�©Aª�«A©P§P¡A´X« ­ �t¦v¢ �t§W£P¡Q§P¡³«W¤®P¨E¡u�v J¨Q©A¨E¡j¯J�v£P§W£A©º©Aª�«A©P§P¡A´J�

ρ(X + Y, X ′ + Y ′) =
cov(X + Y, X ′ + Y ′)

var(X + Y )

=
cov(X, X ′) + cov(X, Y ′) + cov(Y, X ′) + cov(Y, Y ′)

var(X + Y )û'3�3



=
var(X) cov(X,X′)

var(X) + 2cov(X, Y ) + var(Y ) cov(Y,Y ′)
var(Y )

var(X + Y )

≥ σ2
XαX + σ2

Y αY + 2ρ(X, Y )σXi
σXj

σ2
X + σ2

Y + 2ρ(X, Y )σXi
σXj

.

Ç ¤�«W¤t®J¤Q²E�v£�£P¡l±A©A£Ä¢ ¤o¥C��®X¡�¦s�
«W¤Q¯A°J±A©�®J¤Q¯A£P¡�½ ­ ¡j£A©A¶P¡�ªs¡�£P¡j®J��¥}®P£W¤E¦v§P§P¡
©0 Q¤Q½o¡Q§W¤¦s W¡j¯A©P§W�C£W��¦v¡ ­ ¡j¨Q£W¤E¦v§W¤oÆA£A©~´E¡³©P¢�¡Q§�¤o« ­ �]®J�v¯J�v£W¤³§W�v½l¯J¤u¨³¤Q² É ©Aµ³°W¦s«W�]Ã ·� � ó{� T�H ?WDN�N?W� H~DN?:OW�NB�/;�~?GDN?:RN�o@CBE�NKX?WD B � � §P¡j£A®X¡ ­ §W£W¤E§W¤	¤E§A J¯J¤o£W�v£A©A� σε

£P¡
½ ­ � ¼  W¡Q§P¡	¨0¢ ¤t®J�v¯P¡'¿ÿþQÂu¦s��£P¡ ­ ©A±P¡�¦v§P¡j£A®X¡ ­ §W£P¡�½ ­ � ¼  W¡�£P¡�©Aªs¢ � ­ ¨E¡j£W� ·?> ­ � ¼  W¡Q§P¡	£P¡©Aªs¢ � ­ ¨E¡j£W�y¦s�y©Aª�«W¤Q¯Aª�¨E¡Cªs¡}« ­ �]®P¨Q©A¥}®X¡j£W��£P¡
©A£P§W� ­ ¨E¡j¯P¡C¤E§³¦v§W¤oÆA£W¤E¦v§A©�£P¡
°W¦s«W�]ÃA¡C£P¡
�]®P©A£°J±A�v£A©A !´� Q¤o©P§W¤0¢ ¤Q½o¡Q§'®X¡Ä¦s��«W¤Q¯A°J±P¡Q§�« ­ ©�¢N£W¤Q½s¤o  ­ ¡Q§W£A©'©Aª�«A©P§A¨E¡j£A©Aµ0¦��v J¨Q©A¨E¡j¯J�v£P§W£A©
©Aª�«A©P§A© · Î ¡j W¡'¦v§P¡j£A®X¡ ­ §W£P¡Q§P¡�½ ­ � ¼  W¡'£P¡U©Aªs¢ � ­ ¨E¡j£W���0¦v§P¡j£A®X¡ ­ §W£W¤E§W¤0¤E§A J¯J¤o£W�v£A©A��£P¡°W¦s«W�]ÃA¡³£P¡
°J±A�v£A©A¶A©P§W��¤o Q¤Q¯J¤u®J�vÆP¦v§A¨Q©P§W�v¯A£A©Aµ³©P¢.°W¦s«W�]Ã · ò §�§W¤o¨E¡³¦s¯J�]®P¨E¡A´A±A��°W¦s«W�]ÃW¹!§�²j©§ ­ µQ²j¨E¡j¯J¤º®X¡	¦s�º¦v¢NµE§P¡�«W¤jü ¦s Q¤ ­ ¤� W¡Q§W¤�«W¤o«P¡j®X¡ É ¨�©A£P§W� ­ ¨E¡j¯0¤E§0¦v§W¤oÆA£W¤E¦v§A©~´!¤E§A Q¤Q¯A Q¤E§W¤ W¡Q§W¤³¢N£W¤o¥C�t¦v§A¨Q¤�¤E§�¦v§W¤oÆA£W¤E¦v§A© ·�� ¤Q¯A Q¤E§W¤�«W¤jü §W�t¦s�v£���§W¤Qª�©�©A£P§W� ­ ¨E¡j¯~´W§W¤Q¯A Q¤o¨E¡
«W¤jü §W¤l±A£W¤É �
�}« ­ �]®P¨Q©A¥}®X¡j£W�t§W¤ ·

� §P¡j£A®X¡ ­ §W£P¡Q§P¡f½ ­ � ¼  W¡
£P¡}©Aªs¢ � ­ ¨E¡j£W�f¢ ¤o¥C��®X¡
¦s�f¤o« ­ �]®J�v¯A©³¤E§u£P¡j®J��¥}®P£W¤E¦v§P§P¡f©³®P©P¦�¬«W� ­ ¦s©AµE§P¡�£P¡u£P¡j²Q¯Aìy®X¡j¨E¡j£A©Aµu°W¦s«W�]Ã�«W¤
¦s¯J�]®P£A©Aµ³£P¡l±A©A£ ·ò § ­ ¡jª�¯P¡j½o¡j£W�t§W¤�£P¡u®P©P¦s«W� ­ ¦s©AµE§P¡u£P¡³½ ­ � ¼  W¡Q§P¡ σ2
ε = σ2

X − σ2
τ

¤E§0¿��JÂ�©�¤E§�« ­ �]®W¦v§P¡o¬¨QµQ£W�t§W¤�£P¡u£P¡j®J��¥}®P£W¤E¦v§P§P¡
σ2

τ = σ2
Xρ2(X, τ)

¤E§�¿ � Â�¦s¯J�]®P¨E¡
σ2

ε = σ2
X − σ2

Xρ2(X, τ) = σ2
X(1 − ρ2(X, τ)).

� ¯J�]®J¤o¨E¡Q§W�v¯A£W¤�ªs¡u¦v§P¡j£A®X¡ ­ §W£P¡Q§P¡
½ ­ � ¼  W¡u£P¡u©Aªs¢ � ­ ¨E¡j£W�}«W¤Q¯A°J±P¡j¨E¡Q¢ �
(12) σε = σX

√

1 − ρ2(X, τ).

¸ ¹X¨�È�¤ ­ ¢N°Q¯P¡Q§P¡Äªs¡'¦v§P¡j£A®X¡ ­ §W£P¡Q§P¡�½ ­ � ¼  W¡'£P¡'©Aªs¢ � ­ ¨E¡j£W�	°J±P¡Q¦v§A¨E¡Ä£P¡j®J��¥}®P£W¤E¦v§P§P¡
ρ2(X, τ)

´j Q¤QµE§W¤P´v W¡j W§W¤wª�£P¡j�t¢�´l��£W�v©Aª�¨Q�t¦v§W£P¡ ·lú  Q¤C¨E¢ �t¦v§W¤w£W�vµ}©Aª�«W¤Q¯Aª�¨E¡Q¢ ��£W�vÆA£P¡Q§P¡f®J¤Q¯A£P¡½ ­ ¡j£A©A¶P¡�Ë� Q¤Q�vÈ ©A¶A©A�v£P§P¡ α
´ É �º«W¤Q¯A°J±A©P¢%½s¤ ­ £P¡�½ ­ ¡j£A©A¶P¡�ªs¡�¦v§P¡j£A®X¡ ­ §W£P¡Q§P¡º½ ­ � ¼  W¡�£P¡©Aªs¢ � ­ ¨E¡j£W� Ì

(13) σε ≤ σX

√
1 − α.Ç ­ ©	£W¤ ­ ¢�¡j¯A£W¤ ­ ¡jª�« ­ �]®J�v¯J�v£A©A�
£P¡º°W¦s«W�]ÃA¡ X
¦v§P¡j£A®X¡ ­ §W£P¡Q§P¡�½ ­ � ¼  W¡�¦s¯A°J¥
©�ªs¡
¤o« ­ �s¬®J�v¯AµQ£W�}£P¡�®J¤o¨Q� ­ ©P§W�v¯A£A©º©A£P§W� ­ ¨E¡j¯A©�ªs¡�®J�vÆP¦v§A¨Q©P§W�v¯A£A©Aµ�°W¦s«W�]Ã ·

� ¤Q½o¡Q§W¤w£P¡j®J��¥}®P£W¤E¦v§P§P¡f£P¡}©Aª�«A©P§P¡w�f¨Q©P¦s¤o W¡u¿À²Q¯A©Aª�¤C®J¤
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RELIABILITY AND CORRECT ESTIMATING OF EXAMS AND TESTS

Plamen Mateev, Evgenia Stoimenova

The correct estimating of students’ ability depends on reliability of underlying exams.
The proposed model includes probability distributions on three basic sets – the set
of students, the set of exams, and the set of scores. Reliability of an exam is defined
through the correlation ratio between observed scores and ”true” scores. High reli-
ability leads to short confidence intervals for the ability parameters. The effect of
items parameters on reliability is also discussed.
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