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ªT«�¬X­¨­m®�¬�¯R°X±¢²l­�³_´jµV¶�®X´�·¦¸¦´r«�¶¦¹gº�¶¦»X¯�®X´e³X¼e®¦ºm¯�¹l¯�½_¾¦¶�®X´e³¦¶�®X´�·X­�µT¯�®X´jµT¯�®¦¶¦»X¯�´©«\¯¨­m®X¿
»_¸¦¶¦Àm®	»�­�¶	¹l¯R«\¯�¾¦¶	¼e¯�¶¦¬�®X´e¸¦´j¼l¬¦¶	¹l¯�®X´rÁX¬¦¶�®X´�½_¾¦´e¬¦¶¦Â¦¶�Ã`Ä�¬X­�²l­�·X­R±¢³_´j¼l¬X­�®X´�ÅR¶XÁ¦¯�µ ­�²�³¦¶
«\¯�»X¯RÆ�¯�®�»X¯R»_º�­�´�Åm´e¹g¶¦¬�®X´e¸¦´j¼l¬�¯�¹l¯R«\¯�¾�¯�Ç�®�¯R»X¯Rºm¯¦È�»�­�Àm®X­�¬X´�¶¦¹g¶�¼l»_ºm¯�»�­Rµ ÅR¶¦¬�¯�®¦¶¦º�¬X­m¼e®
¶�¶¦¹g­�ÅR¸¦´j®�¯�®X´e³¦¬X­m¼e®�·¦¸¦¶�¸¦´eÉ
¯Rºm¯R¬X´j®X­�È�¯�¶�µT¯�¬¦½_Æ�«\¯�­m®
«_­�ÅR¸�¯�®X´rÁX¬¦¶¦»X¯
¬�¯�·¦¸¦´j¼eµVÀm®�¯R¬X´p¶
¸¦½X®¦¶¦¬�¯¦È¦®�Ã ´�Ã_¹l¯R«\¯�¾�¯¦È_·¦¸¦¶¨¸¦´eÉ
¯Rºm¯R¬X´j®X­�¬�¯©»�­�Àm®X­�¬X´�¼l´�¬¦½_Æ�«\¯R´jµ3­m®¨ÊR·¦¸¦­�¹g¸¦´e¬¦¶¦´�ËeÃ

Ìp¾¦¶�®X´e³¦Àm®�·X­nµT¯�®X´jµT¯�®¦¶¦»X¯}´t³¦¶¦É©´e¬©­m®
º�Í\¹lµ ­�Æ
¬X­m¼e®�®�¯�«\¯p½X¼e®¦¸¦­�°¦ºm¯�ÊR·¦¸¦´r«X¼e®�¯Rº�³_´e¬¦¶¦ÀPË
º�¾�¯�¼l­�º�´j®X´n¼l¶�ÈX»X¯R»X®X­©®X­�ºm¯�·¦¸�¯Rº�Àm®�½_¾¦¶�®X´e³¦¶�®X´p·X­©ÁX¶�µV¶¦À
¶�Î ¶¦¹g¶¦»X¯¦Ã¦Ï�­�ºm¯�´j¼e®X´j¼e®¦º�´e¬X­�¬X´
­�¹g¬�¯�¾�¯Rºm¯¦Èg¾¦´t®X­�°
¬X´�µ ­�Æn´T«\¯�·¦¸¦¶¦»�­�º�´Tº�¬¦¶�µT¯R¬¦¶¦´j®X­�¼�¬X´lÐ�­p»_¸�¯�¼l¶¦º�­}¶�º�·X´e¾�¯�®¦³¦À�ºm¯�Ð�­�´e³_´l¿
²�¯R¬�®X¬X­�ÃmÏ�­�ºm¯
¼e¯�ÊR¸¦´e»_³�¯�µV¬¦¶�®X´�Ë�¹l¯R«\¯�¾¦¶
¬�¯�ºm¼l´e»_¶�½_¾¦¶�®X´e³©Ç
¼lÍ\ÅR¶¦¸�¯R¬¦¶
«�Í\³¦²l­©¶�·X­j«_ÅR¸�¯R¬¦¶
µV¬X­�²l­�º�¬¦¶�µT¯�®X´e³¦¬X­�ÃXÏ�´
¼e¯©¬X´e²l­�º�­m®X­�Ê�¼lÍ\»_¸¦­�º�¶XÐ�´�ËeÃ

Ñ ®�²l­j«�¶¦¬¦¶�¶�¯R¹n¼l´�­�·¦¶�®¦ºm¯�µ)«\¯©¬�¯�®¦¸¦½_·�¯�µ3®�¯R»�­�ºm¯�Ê�¼lÍ\»_¸¦­�º�¶XÐ�´�ËeÃ�Ò!¯RÅm´e³¦À�¹l¯�Á`Èm¾¦´�½_¾¦´l¿
¬¦¶¦Â¦¶�®X´�¬�¯R°X±ÓµV¬X­�²l­
Á¦¯R¸¦´j¼lºm¯�®©­�¬X´e¹g¶
¹l¯R«\¯�¾¦¶�ÈR¾¦¶¦´j®X­�¸¦´eÉ©´e¬¦¶¦´p´}«_­m¼e®¦Í\·¦¬X­�È�·X­�º�Í\¹lµ ­�Æ
¬X­m¼e®
»_¸�¯�®¦»�­
¶�¬�¯R°X±¢ºm¯RÆ
¬X­m®X­�Ç�¬X´e­�¾�¯R»_ºm¯R¬X­�Ã¦ÔÕ´j¼e®X´j¼e®¦º�´e¬X­
®X´e¹g¶�¹l¯R«\¯�¾¦¶	·X­j«¦ÁX¸�¯R¬¦ºm¯�®¨º�Í\­�ÅR¸�¯�¿
Æn´e¬¦¶¦´j®X­�È�¸�¯R¹g¾¦½_·¦ºm¯�®©®¦¸�¯R«�¶¦Â¦¶¦¶�®X´�¶
·X­j«�²l­m®¦º�Àm®�®X´e¹g¶�µV³�¯R«�¶�Ám­�¸�¯n¹l¯n¶�¼e®¦¶¦¬¦¼l»_¶�®X´�·¦¸¦´r«�¶¦¹r¿
º�¶¦»X¯�®X´e³X¼e®¦ºm¯�º
Æ
¶¦º�­m®�¯¦È_«\¯Rºm¯�®�¶�µ?»m½_¸�¯RÆ�¯©¶	¼e¯�µ ­�¾¦½_ºm¼e®¦º�¶¦´j®X­�È�¾¦´�µ ­�²�¯�®�«\¯
¼l´�¼l·¦¸�¯Rº�Àm®
·X­�¾�®¦¶�¼}ºm¼l¶¦¾¦»�­�ÃRªT«�ºm¯�³¦¶
Å�Í�«_´lÐ
¶¦Àm®�¯R¸mÁX¶�®X´e»X®�È�¯R¸mÁm´e­�³_­�²�¶¦³¦¶�«_­�¸¦¶�·X­�³¦¶�®X­�³_­�²}ÅR¶�µ ­�²�Í\³
«\¯�¼l´�¼l·¦¸�¯Rº�¶�½X¼l·X´eÉ�¬X­¨¼�·¦¸¦´r«�¶¦¹gº�¶¦»X¯�®X´e³X¼e®¦ºm¯�®�¯�¬�¯�¶¦¹gÅR¸�¯R¬�¯�®�¯�­m®	¬X´e²l­�¬�¯�½_»X¯¦È!¯R»�­�¬X´©´
½X¼lº�­�¶¦³
³_­�²�¶¦»X¯�®�¯n¬�¯�µT¯�®X´jµT¯�®¦¶¦»X¯�®�¯¦È�¯R»�­
¬X´n¼l´n¼l´�¬�¯�½_¾¦¶¦³
«\¯
¶¦¹g·X­�³¦¹gºm¯
¯R¬�¯R³_­�²�¶¦Àm®�¯n»X¯�®X­
¼l¸¦´r«X¼e®¦º�­�Èm»�­�´j®X­�ÅR¶¨µV½�·X­Rµ ­�²�¬�¯R³_­©º
®¦¸¦½�«�¬¦¶¨¼l¶�®¦½_¯RÂ¦¶¦¶�Ã

Ö�¯RÅ�­m®�¯�®�¯
¼lÍ!¼
¼l¶¦³¦¬X­�µ ­m®¦¶¦º�¶¦¸�¯R¬¦¶�µV³�¯R«�¶¨Ám­�¸�¯�º�¶¦¬�¯R²�¶¨´�ÅR¶¦³�¯©·¦¸¦¶¦Àm®X¬X­�·¦¸¦´r«�¶¦¹gº�¶¦»X¯�¿
®X´e³X¼e®¦º�­�Ã_×�­�º�­�È_­�Ð�´�·X­R±¢²l­�³¦Àmµ ­©·¦¸¦´r«�¶¦¹gº�¶¦»X¯�®X´e³X¼e®¦º�­
Åm´eÉ©´
­�Åm¯�¾¦´n·X­�»X¯R¬�¯�®�¯�¹l¯©½_¾�¯�¼e®¦¶¦´nº
µ ´gÆ�«�½_¬�¯R¸¦­j«�¬¦¶¦À�³_´j®X´e¬�¼l´jµV¶¦¬�¯R¸�Ø¦Ê�Ù�¸�¯�¼l¶¦ºm¯�µT¯�®X´jµT¯�®¦¶¦»X¯�¹l¯©¼l³¦Í\¬¦¾¦´eº�¶�«_´eÂ�¯�ËeÈ_­�¸¦²�¯R¬¦¶¦¹g¶X¿
¸�¯R¬�­m®�ÚjÛ}«_­�ÜRÝn¯Rº�²�½X¼e®�ÜRÞ�Þ�Þ}²_Ã�º�Í\º�ß�¯R¸¦¬�¯¦Ã�Ô}«�ºm¯�Á¦¯�¬�¯R°X±à«_­�ÅR¸¦¶�®X´�½_¾¦¶�®X´e³¦¶�­m®�áTâpãäÈ�»X¯�®X­
å�æ�æ



®X´�­�¾�¯R»_ºm¯�Á¦¯�«\¯�¼l´�¼l¸¦´lÐ
¬�¯�®:¼�¶¦¬�®X´e¸¦´j¼l¬¦¶)¬�¯�¾¦¶¦¬¦¶)¬�¯¨·¦¸¦´e·X­j«\¯Rºm¯R¬X´�È`¼
¶¦¬�®X´e¸¦´j¼l¬¦¶�Ám­�¸�¯¦Ã
Ï�­�ºm¯
Åm´eÉ©´n¾¦½�«_´j¼l´e¬�¬�¯�¾¦¶¦¬
«\¯©¼l´�¼l¸�¯Rº�¬¦¶�®X­�ºm¯¦ÈR»�­�´j®X­
´n¶¦¬�®X´e¸¦´j¼l¬X­�¹l¯�¬�¯�¼}Ç�Å�Í\³¦²�¯R¸�¼l»_¶�®X´
½_¾¦¶�®X´e³¦¶¨¼�®X­�ºm¯¦Èm»�­�´j®X­�´
¶¦¬�®X´e¸¦´j¼l¬X­©¹l¯�¯�µ ´e¸¦¶¦»X¯R¬¦¼l»_¶�®X´n¬¦¶�»�­�³_´e²�¶�Ã

Ò!¯�®X­�ºm¯n¬X­�º�­
·¦¸¦´r«�¶¦¹gº�¶¦»X¯�®X´e³X¼e®¦º�­n¸¦´eÉ�¶XÁ�«\¯
·¦¸¦´r«X¼e®�¯Rº�À�¬¦À�»�­�³¦»�­
¹l¯R«\¯�¾¦¶�È�·¦¸¦­�º�­�»_¶¦¸�¯�¿
³¦¶:½_¾¦´e¬¦¶¦Â¦¶�®X´�µV¶3¼
ÊR­m¼l­�Åm´e¬¦¶¦À�¼l¶)·X­�²�³_´r«�ËÓÇ	·¦¸¦¶:¸¦´eÉ
¯Rºm¯R¬X´j®X­�¬�¯�ÊR¾¦¶�¼e®X­PË�¯R³¦²l´�ÅR¸¦¶¦¾¦¬¦¶
¹l¯R«\¯�¾¦¶�Å�ÀRÁ¦µ ´n·X­�º�¶¦»X¯R³¦¶�¬�¯©·X­Rµ ­�Ðçº�Í\­�ÅR¸�¯RÆn´e¬¦¶¦´j®X­�¼l¶¨¶�Ã Ã Ã¦²l´e­Rµ ´j®¦¸¦¶¦Àm®�¯�è Úlé¢Ã

ê�U¦ëVUmì U?í\î`ï ¸¦´j¼eµ ´j®X¬X´j®X´
S = ab + 2bc + 3ac

·¦¸¦¶
a > 0; b > 0; c > 0

ð Ú�ñ
a2 + ab +

b2

3
= 25

ð Ü�ñ b2

3
+ c2 = 16

ð å ñ
c2 + ac + a2 = 9ªT«�¬X­�º�Í\¹lµ ­�Æ
¬X­©¸¦´eÉ©´e¬¦¶¦´�¬�¯�¹l¯R«\¯�¾�¯�®�¯
´�Ø

Ñ ® ð Ü�ñ
¼l³_´r«�ºm¯ (

b√
3

)2

+ c2 = 4,
¶:¼l³_´r«_­�ºm¯�®X´e³¦¬X­�µ ­�Æn´jµ�«\¯¨¸�¯R¹g²�³_´gÆ�«\¯�µ ´ b√

3

¶
c

»X¯�®X­�»X¯�®X´j®¦¶�º
·¦¸�¯Rº�­�Í\²�Í\³_´e¬	®¦¸¦¶¦Í\²�Í\³¦¬¦¶¦»¨¼�ÁX¶¦·X­m®X´e¬¦½_¹l¯�ò ð Î ¶¦²_Ã Ú�ñgÃ Ñ ¼l¬X­�ºm¯R¬¦¶¦´�¹l¯
®X­�ºm¯
¬¦¶¨«\¯Rºm¯RÉ©´
½X¼l³_­�º�¶¦´j®X­�È_¾¦´

b > 0
¶

c > 0.
Ñ ® ð Ú�ñ�·X­�³¦½_¾�¯Rºm¯�µ ´

52 = a2 − 2(−
√

3

2
)a

b√
3

+

(

b√
3

)2

= a2 +

(

b√
3

)2

− 2a
b√
3

cos 1500
¶�¼l³_´r«_­�ºm¯�®X´e³¦¬X­�µ ­�Æn´jµ�«\¯�¸�¯R¹g²�³_´gÆ�«\¯�µ ´nóXÈ

a
¶

b√
3

»X¯�®X­�¼e®¦¸�¯R¬¦¶�º©®¦Í\·X­�Í\²�Í\³_´e¬�®¦¸¦¶¦Í\²�Í\³¦¬¦¶¦»
(a > 0

¶
b > 0

Ç
·X­�½X¼l³_­�º�¶¦´nñ�¼n®¦Í\·�Í\²�Í\³�È
¸�¯Rº�´e¬�¬�¯

1500
ð Î ¶¦²_Ã\Ü�ñgÃ

Ñ ® ð å ñ
9 = c2 + ac + a2 = a2 + c2 − 2ac cos 1200

¯R¬�¯R³_­�²�¶¦¾¦¬X­�¸�¯R¹g²�³_´gÆ�«\¯�µ ´
3, a

¶
c»X¯�®X­©¼e®¦¸�¯R¬¦¶�º
®¦Í\·X­�Í\²�Í\³_´e¬�®¦¸¦¶¦Í\²�Í\³¦¬¦¶¦»�¼
®¦Í\·�Í\²�Í\³�È�¸�¯Rº�´e¬�¬�¯

1200
ð Î ¶¦²_Ã å ñ

ôt¶XÁ¦µ ´�µ ­�²�³¦¶�«\¯�­�Åm´r«�¶¦¬¦¶�µ4®¦¸¦¶�®X´nÎ ¶¦²�½_¸¦¶¨º�´r«�¬�¯ ð Î ¶¦²_Ã�ò_ñgØ
Ï�­�²�¯Rºm¯3®�Ã

D
´�º�Í\º4º�Í!®¦¸¦´eÉ�¬X­m¼e®�®�¯�¬�¯�®¦¸¦¶¦Í\²�Í\³¦¬¦¶¦»X¯

ABC
¼lÍ!¼�¼e®¦¸�¯R¬¦¶ å Ètò�¶0óXÈ

»�­�°�®X­	·X­ ï ¶�®�¯R²l­�¸¦­�ºm¯�®�¯�®X´e­�¸¦´jµT¯�¼l´�­�»X¯R¹gºm¯�·¦¸�¯Rº�­�Í\²�Í\³_´e¬4¶?¼l³_´r«_­�ºm¯�®X´e³¦¬X­¨³¦¶¦ÂX´j®X­�µV½
SABC = 0, 5.AB.BC = 6.

×�­	³¦¶¦ÂX´j®X­�µ ­�Æn´�«\¯�¼l´�·¦¸¦´r«X¼e®�¯Rº�¶�¶:»X¯�®X­¨¼l½XµT¯�­m®�³¦¶¦Â�¯�®�¯
¬�¯�®¦¸¦¶�®X´�®¦¸¦¶¦Í\²�Í\³¦¬¦¶¦»X¯¦Ø

SABC = SABD + SBCD + SADC = 0, 5ac sin 1200 + 0, 5
b√
3
c +

0, 5
b√
3
a sin 1500 =

√
3

4
ac +

1

2.
√

3
bc +

1

4.
√

3
ab =

1

4.
√

3
(3ac + 2bc + ab).

Ï�­�ºm¯¦È�»�­�´j®X­
å�æ_õ



®¦¸¦À�ÅRºm¯RÉ©´
«\¯�·¦¸¦´j¼eµ ´j®X¬X´jµ�·X­¨½X¼l³_­�º�¶¦´�´
S = ab + 2bc + 3ac

È�®�Ã ´�Ã
SABC =

S

4.
√

3
= 6

¶
¼l³_´r«_­�ºm¯�®X´e³¦¬X­

S = ab + 2bc + 3ac = 24
√

3.á�Ám­j«�¬�¯�·X­�¶X«_´eÀ�Åm´eÉ©´�¶
ê�U¦ëVUmì U4ö`î ÔpµT¯�³¦¶¨¸¦´eÉ©´e¬¦¶¦´�¼l¶�¼e®X´jµT¯�®�¯¦Ø

ð ò_ñ
x2 + xy + y2 = 4ð ó�ñ
x2 + xz + z2 = 9ð æ ñ
y2 + yz + z2 = 36

·¦¸¦¶
x > 0, y > 0

¶
z > 0ï ¸¦´r«�³_­�Æn´e¬X­m®X­�¸¦´eÉ©´e¬¦¶¦´
´�Ø

×�´e»X¯
(x0, y0, z0)

´¨¸¦´eÉ©´e¬¦¶¦´�¬�¯	«\¯R«_´e¬�¯�®�¯�¼l¶�¼e®X´jµT¯¦È »X¯�®X­
x0 > 0, y0 > 0

¶
z0 > 0ð ¼l³_´r«�ºm¯�­m®�½X¼l³_­�º�¶¦´j®X­_ñgÃmÏ�­�²�¯Rºm¯�­m®�Ø

­m® ð ò_ñt¶�µT¯�µ ´
x2

0
+ x0y0 + y2

0
= 4,

®�Ã ´�Ã
4 = x2

0
+ y2

0
− 2x0y0. cos 1200

­m® ð ó�ñt¶�µT¯�µ ´
x2

0
+ x0z0 + z2

0
= 9,

®�Ã ´�Ã
9 = x2

0
+ z2

0
− 2x0z0. cos 1200

­m® ð æ ñt¶�µT¯�µ ´
y2

0
+ y0z0 + z2

0
= 36,

®�Ã ´�Ã
36 = y2

0
+ z2

0
− 2y0z0. cos 1200

ª�®X­�¹l¯�Ð�­�ÅR¶XÁ¦µ ´Tµ ­�²�³¦¶�«\¯�¸�¯R¹g²�³_´r«\¯�µ ´
x0, y0, z0,

»X¯�®X­�¼e®¦¸�¯R¬¦¶�º�®¦¸¦¶¦Í\²�Í\³¦¬¦¶¦Â¦¶ ð Î ¶¦²_Ã�óXÈ
Î ¶¦²_Ã æ ÈXÎ ¶¦²_Ã õ ñ

Ô�³¦¶�¼l³_´r«¨»X¯�®X­©²�¶�ÊR¹l¯R³_´e·¦¶�µ�Ët·X­�³¦½_¾�¯Rºm¯�µ ´�®¦¸¦¶¦Í\²�Í\³¦¬¦¶¦»X¯�¬�¯©Î ¶¦²�½_¸�¯�Û¦Ø
å�æ Û



Ï�­�²�¯Rºm¯�¹l¯p®¦¸¦¶¦Í\²�Í\³¦¬¦¶¦»
ABC

®¦¸¦À�ÅRºm¯t«\¯p´t¶¦¹g·¦Í\³¦¬X´e¬X­ |AC−BC| < AB < |AC+BC|,®�Ã ´�Ã
1 < 6 < 5,

»�­�´j®X­©´�­�¾¦´eº�¶X«�¬X­©¬X´eº�À�¸¦¬X­�Ã
á�³_´r«_­�ºm¯�®X´e³¦¬X­©·¦¸¦´r«�·X­�³_­�Æn´e¬¦¶¦´j®X­�ÈX¾¦´�¼l¶�¼e®X´jµT¯�®�¯�¶�µT¯�¸¦´eÉ©´e¬¦¶¦´©´�·X­�²�¸¦´eÉ�¬X­�È!®�Ã ´�Ã\­m®X¿

²l­�º�­�¸¦Í!®�¬�¯©·X­m¼e®�¯Rº�´e¬¦¶¦À�º�Í\·¦¸¦­m¼n´�ÊR¬X´�ËeÃ
ï ¸¦¶¨®�¯R»X¯�·¦¸¦´r«�³_­�Æn´e¬¦¶�®X´�¸¦´eÉ©´e¬¦¶¦À�¬�¯�·X­m¼e®�¯Rº�´e¬¦¶�®X´}¹l¯R«\¯�¾¦¶�µV¬X­�²l­©Àm¼l¬X­©¼l´�¹l¯RÅm´e³¦À�¹gºm¯

¬X´e­�¾�¯R»_ºm¯R¬¦¶¦Àm®	µ ­Rµ ´e¬�®	Ç�µ ­Rµ ´e¬�®¦Í!®�¬�¯�Ê�¼l»�­�»VËn­m®)¯R³¦²l´�ÅR¸¦¶¦¾¦¬¦¶¦À¨·¦¸¦­�Å�³_´jµ�»_Í!µ0ÊR¾¦¶�¼e®X­PË
²l´e­Rµ ´j®¦¸¦¶¦¾¦¬�¯�®�¯pµV½�¶¦¬�®X´e¸¦·¦¸¦´j®�¯RÂ¦¶¦À�Ã�Ï�­�ºm¯n»�­�´j®X­�¼l´�Á¦¯R¸¦´j¼lºm¯p¬�¯�½_¾¦´e¬¦¶¦Â¦¶�®X´�´�·¦¸¦­m¼e®X­m®�¯�®�¯
¬�¯�¬X­�ºm¯�®�¯�¹l¯R«\¯�¾�¯¦ÈX®X­�ºm¯�¾¦´
¬X´e°¦¬X­m®X­©¸¦´eÉ©´e¬¦¶¦´
´
·X­�¾�®¦¶�­�¾¦´eº�¶X«�¬X­�Ã¦ª�¼e®X´j¼e®¦º�´e¬X­�Èm®¦½_»�·¦¸¦¶X¿
¼lÍ!¼e®¦ºm¯¨¶:´r«�¬X­¨«_­m¼e®�¯�­m¼l¬X­�ºm¯�®X´e³¦¬X­�·¦¸¦¶�®X´j¼l¬X´e¬¦¶¦´©Ç)ÊR»_¸�¯�¼l­m®�¯�®�¯�Ë�¬�¯	®�¯R»_Í\º	®¦¶¦·)¹l¯R«\¯�¾¦¶
µ ­�Æn´t«\¯�¼l´}­�ÂX´e¬¦¶�¼e¯�µ ­
­m®�Ám­�¸�¯¦È�²l­m®X­�º�¶�«\¯�¬�¯R·¦¸�¯Rº�Àm®�®X­�¹g¶�Ê�¼l»�­�»VËeÃ�Ò!¯�­m¼e®�¯R¬�¯R³¦¶�®X´�È�®�¯R¹g¶
»_¸�¯�¼l­m®�¯
Ð�´�¼l¶)­m¼e®�¯R¬X´�¬X´e¸�¯R¹g»_¸¦¶�®�¯¦Ã`á�³_´r«_­�ºm¯�®X´e³¦¬X­
½_¾¦¶�®X´e³¦Àm®	ÅR¶�µ ­�²�Í\³�«\¯¨¼l¶�·X­�¹gº�­�³¦¶
®�¯R»_Í\º�®¦¶¦·	¸¦´eÉ©´e¬¦¶¦À¨¼e¯�µ ­�È!¯R»�­�·¦¸¦´r«�ºm¯R¸¦¶�®X´e³¦¬X­�µV¬X­�²l­�»_¸�¯�®X¬X­�´©·¦¸¦­�º�­�»_¶¦¸�¯R³�½_¾¦´e¬¦¶¦Â¦¶�®X´
¼l¶�¼�¬�¯R°X±¢¸�¯R¹g³¦¶¦¾¦¬¦¶	¬X´j¼e®�¯R¬¦«\¯R¸¦®X¬¦¶�¶X«_´e¶�¶�¸¦´eÉ©´e¬¦¶¦À�È`¯R»�­�®X­�°�¹g¬�¯R´�È\¾¦´©«_­�¬X´e²l­�¼e¯�Ám­�¸�¯¦È
»�­�¶�®X­p¬X´}¼l³_´r«�ºm¯�®�·�¯�¼l¶¦º�¬X­�µV¶�¼lÍ\³�®�¯�µV½!È�¯n¬�¯�µ ­Rµ ´e¬�®¦¶�«_­�¸¦¶©À�¶¦¹g·¦¸¦´eºm¯R¸¦ºm¯�®�Ã�ß:·¦¸¦­m®¦¶¦º�´e¬
¼l³¦½_¾�¯R°3®�¯R»_Í\º	®¦¶¦·)¹l¯R«\¯�¾¦¶)ÅR¶:¶�µT¯R³:­�ÅR¸�¯�®X´e¬�´eÎ�´e»X®�Ç�ÅR¶:·¦¸¦´eº�Í\¸¦¬�¯R³3µT¯�®X´jµT¯�®¦¶¦»X¯�®�¯�º
´e³¦¶�®�¯R¸¦¬�¯�¬�¯�½_»X¯¦Ã

ªT«�¶¦¬�·X­R±àÐ�¯R«�ÀRÐ÷½_¾¦´e¬¦¶¦Â¦¶�®X´n¬�¯�¾¦¶¦¬�·¦¸¦¶�¸¦´eÉ
¯Rºm¯R¬X´j®X­
¬�¯©·X­j«_­�ÅR¬¦¶
¹l¯R«\¯�¾¦¶�Åm´eÉ©´n·¦¸¦´r«¦¿
³_­�Æn´e¬�­m®�·¦¸¦­�Î}Ã�øpÆn´e°�µV¼�ù?½�³¦Â�ÃmÒ!¯R«\¯�¾�¯�®�¯}ÅR¶�µ ­�²�³�¯p«\¯nÅ�Í�«_´�ÊR¸�¯R¹r«�¸¦­�Åm´e¬�¯�ËP¬�¯n·X­R±ÓµT¯R³¦»�­
ÊR·¦¸¦´r«�¶¦¹gº�¶¦»X¯�®X´e³¦¬¦¶�Ë�¹l¯R«\¯�¾¦¶�È_»�­�¶�®X­©¼l´
¬¦½_Æ�«\¯�Àm®�­m®�·X­R±ÓµT¯R³¦»_¶¨Ê�¼l»�­�»�­�º�´�ËeØ

ê�U¦ëVUmì U?í\î ¯mñ�Ö�´eÉ©´j®X´�¼l¶�¼e®X´jµT¯�®�¯¦Ø
ð Ú�ñ

a2 + ab +
b2

3
= 25

ð Ü�ñ b2

3
+ c2 = 16

ð å ñ
c2 + ac + a2 = 9

¶¨¬�¯�µ ´e¸¦´j®X´
S = ab + 2bc + 3ac

·¦¸¦¶
a > 0, b > 0, c > 0;Å_ñnÄ�­�Æn´j®X´�³¦¶�È`¶¦¹g·X­�³¦¹gºm¯R°¦»_¶�¼e¯�µ ­¨¾¦´e¸¦®X´gÆ�¯�¬�¯�ú
¶¦²�½_¸�¯�ò�«\¯�¬�¯�µ ´e¸¦¶�®X´�¼e®X­�°¦¬X­m¼e®�®�¯

¬�¯�«\¯R«_´e¬¦¶¦À�¶¦¹g¸�¯R¹eû
ï ­�¯R¬�¯R³_­�²�¶¦¾¦´e¬�¬�¯�¾¦¶¦¬¨ÅR¶¨µ ­�²�³�¯�«\¯�¼l´
Î�­�¸�µV½�³¦¶¦¸�¯©¶
ê�U¦ëVUmì U4ö`î ¯mñ�Ö�´eÉ©´j®X´�¼l¶�¼e®X´jµT¯�®�¯¦Ø

å�æ Ý



ð ò_ñ
x2 + xy + y2 = 4ð ó�ñ
x2 + xz + z2 = 9ð æ ñ
y2 + yz + z2 = 36

·¦¸¦¶
x > 0, y > 0

¶
z > 0Å_ñ�Ä�­�Æn´j®X´�³¦¶�È!¶¦¹g·X­�³¦¹gºm¯R°¦»_¶�¼e¯�µ ­�¾¦´e¸¦®X´gÆ�¯�¬�¯�ú
¶¦²�½_¸�¯�Û
«\¯�½X¼e®�¯R¬X­�º�¶�®X´p«\¯R³¦¶�®�¯R¹g¶

¼l¶�¼e®X´jµT¯�¶�µT¯�¸¦´eÉ©´e¬¦¶¦´�û
Ï�­�¹g¶	¬�¯�¾¦¶¦¬	¬�¯�¸¦´eÉ
¯Rºm¯R¬X´�¬�¯�¹l¯R«\¯�¾�¯�®�¯¦ÈX¾¦¸¦´e¹
¶¦¹g·X­�³¦¹gºm¯R¬X´�¬�¯�®�¯R»X¯�¬�¯R¸¦´e¾¦´e¬�¯�®�¯�Î�­�¸X¿

¼l¶¦¸�¯R¬�¯�¯R¬�¯R³_­�²�¶¦À
´�·X­R±¢³_´j¼l´e¬�¶	«_­m¼e®¦Í\·X´e¬�È�´j®X­�¹l¯�Ð�­�´�­m¼l­�Åm´e¬X­
·X­j«¦Ám­j«�ÀRÐH·¦¸¦¶	¸�¯RÅ�­m®�¯
¼
½_¾¦´e¬¦¶¦Â¦¶�È_»�­�¶�®X­
¬¦ÀmµT¯�®�µV¬X­�²l­�­�·¦¶�®�ÃmÔ�¹g·X­�³¦¹gºm¯R¬X´j®X­�¬�¯©¯R¬�¯R³_­�²�¶¦Àm®�¯n»X¯�®X­�µ ´j®X­j«PÈ�»X¯R»X®X­
¶
¶X«_´e¶�®X´�¬�¯�»�­�²�¬¦¶�®¦¶¦º�¬�¯�®�¯�¬�¯�½_»X¯¦È�·¦¸¦¶�¸¦´eÉ
¯Rºm¯R¬X´j®X­�¬�¯�¸�¯R¹g³¦¶¦¾¦¬¦¶�µT¯�®X´jµT¯�®¦¶¦¾¦´j¼l»_¶�¹l¯R«\¯�¾¦¶
¼e¯©º�´e¾¦´n«_­m¼e®�¯�·¦¸¦´e·X­�¸¦Í\¾¦ºm¯R¬X­�¼l¸¦´r«X¼e®¦º�­�·¦¸¦¶¨­�ÅR½_¾¦´e¬¦¶¦´j®X­�·X­
µT¯�®X´jµT¯�®¦¶¦»X¯�è ÜXÈ å é¢Ã

Ï�­�ºm¯©»�­�´j®X­
µ ­�Æn´n«\¯�¼l´�¸�¯R¹g²�¸�¯R¬¦¶¦¾¦¶¨·¦¸¦¶�®�¯R»X¯©·¦¸¦´r«�³_­�Æn´e¬¦¶�®X´p«�ºm¯�·X­j«¦Ám­j«\¯©¬�¯�¹l¯R«\¯�¿
ºm¯R¬X´�¬�¯©¹l¯R«\¯�¾¦¶�´�Ø

üVýTþ ]�S ü [më ÿ\[më ]�NP[ þ S ü [më ÿ\[më
¯RÅ�¼e®¦¸�¯R»X®X´e¬ ·¦¸�¯R²�µT¯�®¦¶¦¾¦´e¬
´e³¦¶�®�¯R¸¦´e¬ «_­m¼e®¦Í\·X´e¬
¬X´e­�¾�¯R»_ºm¯R¬ ¼�µT¯R³¦Í\»�´e³_´jµ ´e¬�®�¬�¯©¶¦¹g¬X´e¬�¯R«\¯
¹l¯R·X­RµV¬¦ÀRÐç¼l´ ¸¦½X®¦¶¦¬X´e¬

�p½_Åm¯Rº�­m®X­4·¦¸¦¶ ®X­�¹g¶0º�®X­�¸¦¶�¬�¯�¾¦¶¦¬ä´3¸�¯R¹g½XµV¬X­m®X­�ÊR¸�¯R¹r«�¸¦­�Å�À�ºm¯R¬X´�Ë�¬�¯?¹l¯R«\¯�¾�¯�®�¯3¬�¯
·X­R±ÓµT¯R³¦»_¶�¶�·X­R±¢³_´j¼l¬¦¶�Ã`Ï}¯R»X¯�½_¾¦´e¬¦¶¦Â¦¶�®X´©ÅR¶XÁ¦¯�µ ­�²�³¦¶�«\¯�·¦¸¦­m¼l³_´r«�Àm®	·¦Í!®¦À�¬�¯�¸�¯R¹l¼lÍ\Æ�«_´l¿
¬¦¶¦´j®X­�È�¬�¯
¹l¯R¸�¯RÆ�«\¯R¬X´j®X­p¬�¯�¶X«_´eÀm®�¯¦Ã�Ï�­�¾¦¬X­�®�¯R»_Í\º�·X­j«¦Ám­j«©·¦¸¦¶
¹l¯R«\¯Rºm¯R¬X´j®X­p¶
¸¦´eÉ
¯Rºm¯R¬X´j®X­
¬�¯�¹l¯R«\¯�¾¦¶4Åm´¨·¦¸¦´r«�³_­�Æn´e¬3­m®4¯�µ ´e¸¦¶¦»X¯R¬¦¼l»_¶�®X´�¬¦¶�»�­�³_´e²�¶�ÃTÔ�¹gº�­j«�Í!®�È »�­�°�®X­�µ ­�Æn´�«\¯�¼l´
¬�¯R³_­�Æ
¶©­m®©ºm¼l¶¦¾¦»�­
®X­�ºm¯�´�È�¾¦´�®X´}¼l´p¼e®¦¸¦´jµVÀRÁ¦¯�«\¯�¬�¯R·¦¸�¯Rº�Àm®©µT¯�®X´jµT¯�®¦¶¦»X¯�®�¯}¹l¯�½_¾¦´e¬¦¶¦Â¦¶�®X´
¼l¶)µT¯R»m¼l¶�µT¯R³¦¬X­�«_­m¼e®¦Í\·¦¬�¯�¶)¯�®¦¸�¯R»X®¦¶¦º�¬�¯¦ÈX«\¯�²�¶�¬�¯R»X¯R¸�¯�®�«\¯�·¦¸¦´e­j«_­�³_´eÀm®	¼e®¦¸�¯�Á¦¯�¼l¶�­m®
®�¯R¹g¶�¼l¾¦¶�®�¯R¬�¯�­m®�µV¬X­�¹g¶¦¬�¯©¹l¯�ÊR´e³¦¶�®�¯R¸¦¬�¯�Ë�¬�¯�½_»X¯¦Ã

ï ¸¦¶	®X­�¹g¶�Ê�Ð�¯R«�ÀRÐ:Ë�¬�¯�¾¦¶¦¬¨¬�¯�¼lº�´gÆ�«\¯R¬X´�¬�¯©¹l¯R«\¯�¾�¯�®�¯
«_­
Î�­�¸�¼l¶¦¸�¯R¬�¯©·X­j«X¼l»X¯R¹g»X¯�­�Åm¯�¿
¾¦´�ÈP¼l´
²�½_ÅR¶)ÂX´e³¦¶¦Àm®�¾�¯R¸)¬�¯�ÊR­m®¦»_¸¦¶�®¦¶¦´j®X­PË�¶:¼l´
­m¼e®�¯Rº�À�¬�¯¨½_¾¦´e¬¦¶¦Â¦¶�®X´�¼e¯�µ ­�«\¯¨­�ÂX´e¬¦Àm®
Ê�µVÍ�«�¸¦­m¼e®�®�¯�Ë�¬�¯�½_¾¦¶�®X´e³¦À�ÈV»�­�°�®X­	¶�µ ´�«\¯R³�Åm¯R¹l¯�®�¯�¹l¯�¯R¬�¯R³_­�²�¶¦À�ÃVßtÍ\·¦¸¦­m¼lÍ!®�´¨»X¯R»)«\¯
¬�¯�½_¾¦¶�µ�½_¾¦´e¬¦¶¦Â¦¶�®X´�¼e¯�µV¶©«\¯
¼e®¦¶¦²�¯�®�«_­
·X­j«_­�ÅR¬¦¶©¯R¬�¯R³_­�²�¶¦¶©¶�«\¯
¼lÍ�ÁX¸�¯R¬¦¶�µ�¾¦½_ºm¼e®¦º�­m®X­p¶�µ
¬�¯©¶¦¹l¼l³_´r«_­�ºm¯�®X´e³¦¶�Ãmª�®X­�«�ºm¯�º�Í\¹lµ ­�Æ
¬¦¶�¬�¯�¾¦¶¦¬�¯©¹l¯�·X­j«�²l­m®X­�º�»X¯�¹l¯©¸¦´eÉ
¯Rºm¯R¬X´n¬�¯�·¦Í\¸¦ºm¯�®�¯
­m®�®X´e¹g¶
«�º�´n¹l¯R«\¯�¾¦¶�È_·¦¸¦¶�»�­�¶�®X­�·X­m¼e®X´e·X´e¬¦¬X­�¼l´n·¦¸¦¶¦Å�³¦¶¦Æ�¯Rºm¯�µ ´p»_Í!µ4ÂX´e³�®�¯¦ÈmÅm´e¹�­�Åm¯�¾¦´}«\¯
¼lÍ\­�Å�Ð�¯Rºm¯�µ ´�¬�¯n½_¾¦´e¬¦¶¦Â¦¶�®X´�¹l¯n®X­�ºm¯}¶�²�¶©­m¼e®�¯Rº�Àmµ ´T«\¯pÅ�Í�«\¯�®�¶¦¹g¬X´e¬�¯R«\¯R¬¦¶�­m®�¼l­�Å�¼e®¦º�´e¬X­m®X­
¼l¶¨­m®¦»_¸¦¶�®¦¶¦´�Ã

� ýTþ ]�SäWVUmìPS Wtî Ï}¯R¹g¶�¹l¯R«\¯�¾�¯�¼l´�·¦¸¦´r«�³�¯R²�¯�¬�¯�½_¾¦´e¬¦¶¦Â¦¶�®X´�º¨¾�¯�¼l­�º�´j®X´�·X­�Ò!Ô ï º)Ú�Ú
»_³�¯�¼RÃVÏ�­�ºm¯�ÅR¶4¬¦¶3«\¯R³_­�º�Í\¹lµ ­�Æ
¬X­m¼e®�«\¯	¬X´�À�»_³�¯�¼l¶¦Î ¶¦Â¦¶¦¸�¯�µ ´�»X¯�®X­	²l´e­Rµ ´j®¦¸¦¶¦¾¦¬�¯�¶¦³¦¶
¯R³¦²l´�ÅR¸¦¶¦¾¦¬�¯p­m®©¼e¯�µ ­m®X­p¬�¯�¾�¯R³_­�Ã�Ä�­�Æn´jµ¨«\¯n·X­j«�²l­m®¦º�¶�µ¨½_¾¦´e¬¦¶¦Â¦¶�®X´t¹l¯n¸¦´eÉ
¯Rºm¯R¬X´j®X­��¶©»X¯�®X­
¶�µ3«\¯R«_´jµ4·¦Í\¸¦º�­�¹l¯R«\¯�¾�¯©â�Ø

ï ­m¼e®¦¸¦­�°�®X´�®¦¸¦¶¦Í\²�Í\³¦¬¦¶¦»�¼lÍ!¼�¼e®¦¸�¯R¬¦¶
a, b

¶
x,
¯R»�­

a
¶

b
¼e¯�«\¯R«_´e¬¦¶�­m®¦¼l´e¾¦»_¶�È\¯

x2 =
a2 − ab + b2.×�À�»�­�¶�­m®�½_¾¦´e¬¦¶¦Â¦¶�®X´�ÅR¶XÁ¦¯�¸�¯R¹r«_´e³¦¶¦³¦¶¨®�¯R¹g¶�¹l¯R«\¯�¾�¯�¬�¯�«�º�´�·X­j«�¹l¯R«\¯�¾¦¶�Ø

¯mñt·X­m¼e®¦¸¦­�°�®X´p­m®¦¼l´e¾¦»X¯
x2 = a2 + b2 −

(√
ab

)2 È�®�Ã ´�Ã
x
µ ­�Æn´p«\¯�Å�Í�«_´�·X­m¼e®¦¸¦­�´e¬�¯�»X¯�®X­

»X¯�®X´j®
º©·¦¸�¯Rº�­�Í\²�Í\³_´e¬¨®¦¸¦¶¦Í\²�Í\³¦¬¦¶¦»�¼pÁX¶¦·X­m®X´e¬¦½_¹l¯
¸�¯Rº�¬�¯�¬�¯
a2 + b2

¶�»X¯�®X´j® √
ab
È¦¯�¬X´e²l­

µ ­�Æn´jµ�«\¯�·X­m¼e®¦¸¦­�¶�µ�»X¯�®X­�º�¶�¼l­�¾¦¶¦¬�¯
»_Í!µ�ÁX¶¦·X­m®X´e¬¦½_¹l¯�®�¯©º�·¦¸�¯Rº�­�Í\²�Í\³_´e¬�®¦¸¦¶¦Í\²�Í\³¦¬¦¶¦»	¼
ÁX¶¦·X­m®X´e¬¦½_¹l¯

a + b.å_õ Þ



Å_ñt·X­m¼e®¦¸¦­�°�®X´p®¦¸¦¶¦Í\²�Í\³¦¬¦¶¦»�·X­�«\¯R«_´e¬¦¶
a, b

¶
x.×�À�»�­�¶�­m®©½_¾¦´e¬¦¶¦Â¦¶�®X´�ÈR­�Åm¯�¾¦´�ÈRÅR¶XÁ¦¯�¼l´�­�·¦¶�®�¯R³¦¶�«\¯�¯�®�¯R»m½_ºm¯�®�·¦¸¦­�Å�³_´jµT¯p«�¶¦¸¦´e»X®X¬X­�È�®�Ã ´�Ã

«\¯©·¦¸¦´e­�ÅR¸�¯R¹g½_ºm¯�®
½_¸�¯Rº�¬X´e¬¦¶¦´j®X­�·X­
¼l³_´r«�¬¦¶¦À�¬�¯�¾¦¶¦¬�Ø

x2 = a2 − ab + b2 = a2 − 2
1

2
ab + b2 = a2 + b2 − 2ab cos 600

Ï}¯R»X¯�®X´�Ð�´�¼lº�´r«\¯�®�¹l¯R«\¯�¾�¯�®�¯�«_­�·X­m¼e®¦¸¦­�À�ºm¯R¬X´j®X­�¬�¯
®¦¸¦¶¦Í\²�Í\³¦¬¦¶¦»�¬X´
·X­�®¦¸¦¶�¼e®¦¸�¯R¬¦¶�È
¯©·X­©«�º�´�¼e®¦¸�¯R¬¦¶�¶¨Í\²�Í\³	µ ´gÆ�«�½�®¦ÀRÁ`Ã

á�³_´r«�®�¯R¹g¶�¹l¯R«\¯�¾�¯�¸¦´eÉ
¯Rºm¯R¬X´j®X­�¬�¯n¼l¶�¼e®X´jµT¯�®�¯}­m®�¹l¯R«\¯�¾�¯�Út¾¦¸¦´e¹�²l´e­Rµ ´j®¦¸¦¶¦À�¬X´�ÅR¶�ÅR¶¦³�¯
º�´e¾¦´�¬X´e·X­m¼e®¦¶¦Æ
¶�µT¯�ÂX´e³�Ã

� NP[ þ S�WVUmìPS Wtî�ï ­j«�²l­m®¦º�Àmµ ´�½_¾¦´e¬¦¶¦Â¦¶�®X´�¾¦¸¦´e¹n¹l¯R«\¯�¾�¯©ônØ
øn¯R«_´e¬�´
®¦¸¦¶¦Í\²�Í\³¦¬¦¶¦»

ABC
¶¨®X­�¾¦»X¯

D
º�Í!®¦¸¦´eÉ�¬�¯©¹l¯�¬X´e²l­�ÈX»X¯�®X­�·¦¸¦¶�®X­�ºm¯

<) BDC =

900, <) ADC = 1500, AD = a, BD = c, CD =
b√
3

Ã¦×p¯�µ ´e¸¦´j®X´
AB, BC

¶
AC.

Ö�´eÉ©´e¬¦¶¦´�Ø�ã?´t¶¦¹g·X­�³¦¹gºm¯�µ ´TÎ ¶¦²�½_¸�¯�ò�ÃRá�³_´r«�¶¦¹g²l­m®¦º�À�¬X´j®X­�¬�¯�¾¦´e¸¦®X´gÆ�¯�½_¾¦´e¬¦¶¦Â¦¶�®X´�³_´j¼l¬X­
¼lÍ\­�ÅR¸�¯R¹gÀ�ºm¯�®�È�¾¦´�Ø

AC2 = a2 +

(

b√
3

)2

− 2a
b√
3

cos 1500 = a2 + 2

(

b√
3

)

+

(

b√
3

)2

= a2 + ab +
b2

3

AB2 = a2 + c2 − 2ac cos 1200 = c2 + ac + a2

BC2 =

(

b√
3

)2

+ c2 =
b2

3
+ c2

Ô�³¦¶�Ø
ð õ ñ

AC2 = a2 + ab +
b2

3ð Ûmñ
AB2 = c2 + ac + a2

ð Ýmñ
BC2 =

b2

3
+ c2

Ï�­�²�¯Rºm¯�¼l¶�¼e®X´jµT¯�®�¯ ð Ú�ñ�Ç ð å ñn­m®�¹l¯R«\¯�¾�¯�Ú
¶¦¹gÂ¦À�³_­�·¦¸¦¶¦³¦¶¦¾�¯�¬�¯�¼l¶�¼e®X´jµT¯�®�¯ ð õ ñ�Ç ð ÝmñgÈ
»X¯�®X­�¼e¯�µ ­�­m¼e®�¯Rºm¯
«\¯
¼lÍ\­�ÅR¸�¯R¹g¶�µ�ÈX¾¦´

AC2 = 25, AB2 = 16, BC2 = 9.
á�³_´r«	®�¯R¹g¶�¹l¯�µVÀ�¬�¯

²l´e­Rµ ´j®¦¸¦¶¦¾¦¬X­m®X­�¸¦´eÉ
¯Rºm¯R¬X´n¬�¯
¼l¶�¼e®X´jµT¯�®�¯
Ð�´
¼l³_´r«�ºm¯�´j¼e®X´j¼e®¦º�´e¬X­�¶�³_­�²�¶¦¾¦¬X­�Ã
ã?­Rµ4¼eµ ´n·X­j«�²l­m®¦º�¶¦³¦¶
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PRESENTING THE BEAUTY AND CHALLENGE OF MATHEMATICAL

PROBLEMS IN A WIDELY ACCESSIBLE FORM – A TOOL FOR

MOTIVATING THE STUDENTS

Stelliana Mitkova Kokinova

This paper discusses the controversy between challenge and accessibility in mathe-
matical education as well as the differences between the approaches to mathematical
teaching in USA and Bulgaria which became clear during the international sympo-
sium ”Beautiful Mathematics for Sunny Children” held in August in Varna, Bulgaria.
An attempt is made to find a reasonable balance between the elitist and the acces-
sible, between the abstract and the pragmatic, a ballance that will further motivate
the students.
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