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~S�j�������A~��W�Y���

Frank Morley ���[�f�f�A�i�[�f�W�j� �R���W~����R����~��Y� �[�f�f� �i�S�S�
���o�j�
�S�
�G�Y�A~��[�O��R���Y�W�[� �Y�S�S�j~��S�f�S���`�Y�j� �[��~������S�
���f�W���G�W�A�R�f�S� ~S�j�f�����S� � �G�R¡`�`�¢���G�Y�`�A�f�R�G���S� �f£¤�¥ <W: ¥W¦ Ec§A¨z©Jª[«[ª`¬G­G®G¯
ªg¯
°A¬G±G®²­S³'´A©!®Rµ�ªY¶�³A·�®G¯
ª	±S¸J¹º«`¯t©J³A­G®G¯
ª�­S³»´A©J°A®R¼f½f°[µ�ª`­¯t©!®S¸ ¾A¸JµW­G®G±g¯t©!®S«[ª`±G¯t©!®S«`®W¿z«[³�½f¸�©�ÀW°f½fª�­S³�©J³f½A­S°f«`¯t©J³A­Sª`­	¯t©!®S¸ ¾A¸JµW­G®G±SÁ
ÂqÃ ���[¡Y���fÄW�R�f� ���o�W��ÅÇÆ��S�G�Y���G�Ç�=�G�f�`�t�W�A�G�j�`�f�G�Y�G¡Y���R���S���S�j�o���G�Y�A~��[�O��È �`É £AÊt�f�o�S�f���
���¡Y�¢���S�f��~S�jËf�R��� � �¢�f�A�S�G�¢�S�j�o���G�Y�A~��[�O�¢¡`���fËj~ Ã �¢��£!Ì;���fËR�]Æ���¡`��ËR�j�o��~S�f�g�	�S�¢Í��j�G��� ��f�A�S�G���G��¡Y�r�fËR�Y�G�¢�S��ÄWÆ������G�
�S�f�S�r�O�f�G�[�O�f�����G��È Î ÉÏ� È �AÉ £Ì;ÄW�¢�������?�j�R�f� �Ç�i�S�G���W�A�G�j�`�f�G�Y�G¡Y���f� � �f�f�[�G��� ����Ðr�Y�G�r�R���G�f�o�¢�G�i�W�R¡Y�S�f� Ã �!£jÑ���~S�j�iÒ�]�W�i�?�f� � ��~��A���o�f�f�W�Y����~�� Ã � Ã �������

ABC
�g���G�Y�`�r�?�r�f�o�S�]Æ��S�

<) A = α, <) B = β, <) C = γ; AB = c, BC = a, CA = b.Ót�Y�G�
ki, mi, ni

¡Y�rÆ��S¡`�S��� �oÔ �SÄ
0
�

1
�`�

i = 1, 2, 3
���S�j�W���R� � Æ��

(0)

3
∑

i=1

ki = 1,

3
∑

i=1

mi = 1,

3
∑

i=1

ni = 1.

Ñ��r~S�j�i�W�Y���S�
<) CAB = α

�S����~���~S�j�f����ÆS�f¡Y��� � ~S�j�f���g¡ Ã �R���f�[�G�G���S� k1α, k2α, k3α
���?��G�R¡Y� Ã ���S�C�G�
¡ Ã �
���
�S�]Æ�����¡ Ã �]���S�G�

<) ABC
�

<) BCA Õ
<) ABC = β

�?�r~S�j�i�W�Y���S�C�S�
m1β, m2β, m3β �

<) BCA = γ
�?�r~S�j�i�W�Y���S�C�S�

n1γ, n2γ, n3γ
£J�ÖÆ��Y~��J£ �]�oÕÊt~����W�oÔ��A�
�S�G��� Ã �²¡Y��~S�j���S�G�Ç�S�
��~�� Ã � Ã �������G�r� Ã Æ�� � ¡ �f�A�S�G���S�j��~S�j�f�G×�� �
�G�A�R�
�W�`Ò�W�Y�������S� Ã �]���S�G� � �A��~��i�W�Y���R�'��~�� Ã � Ã ������� ĀB̄C̄

� Ã �	� Ã ��~��YÐ��G�R¡Y�S�S���S����~�� Ã � Ã �������G�
ABC

£ Øq�j�o�]�W�oÔ �?�f� �r��~�� Ã � Ã ������Ù��S�G�
ABC̄, BCĀ, CAB̄

�'�R�'¡`����ÄG¡`�A�R�f�S���G�Y�A~��[�O���G�jÒ��ÄWÆS�j�R�f� ��~S�j�f�Y��¡Y���R�f�S� Õ

(1)

AC̄ =
c sin(m3β)

sin(k1α + m3β)
, BC̄ =

c sin(k1α)

sin(k1α + m3β)
,

AB̄ =
b sin(n1γ)

sin(n1γ + k3α)
, CB̄ =

b sin k3α)

sin(n1γ + k3α)
,

BĀ =
a sin(n3γ)

sin(n3γ + m1β)
, CĀ =

a sin(m1β)

sin(n3γ + m1β)
.
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øt�Y~��J£ �
ù �»�G�Y�o�'~S�j�f�Y��¡Y���R���C�f�R¡`����ÄG¡`�A�R�f�S���G�Y�A~��[�O�g¡`�¢�f��Ô �?� � Æ���¡Y��~S�j���S�G� ĀB̄, B̄C̄, C̄Ā¡Y��ÍOÄW���WÙ����g�S�
¡Y��~S�j���S�G��� Ã �]���S�G�
�S�
��~�� Ã � Ã �������G�

ABC
���S��Æ��S¡`�S�f�S�

ki, mi, ni

£ ù �¡`����ÄG¡`�A�R�f�S���G�Y�A~��[�O���`����~�� Ã � Ã ������Ù��S�G�
CĀB̄, AB̄C̄

�
BC̄Ā

�S�f�=��~S�f� � Õ
(2) ĀB̄ = CĀ

sin (n2γ)

sin µ
, B̄C̄ = AB̄

sin (k2α)

sin ρ
, C̄Ā = BĀ

sin (m2β)

sin λ
.

ù ��¡`����ÄG¡`�A�R�f�S� �G�Y�A~��[�O�
�`����~�� Ã � Ã ������Ù��S�G�
CĀB̄, AB̄C̄

�
BC̄Ā

�G�f��ÄWÆS�j�R�f� �t~S�j�f�Y�GÒ¡Y���R�f�S� Õ

(3)

cotg µ =
CB̄ − CĀ cos (n2γ)

CĀ sin (n2γ)
, cotg ρ =

AC̄ − AB̄ cos (k2α)

AB̄ sin (k2α)
,

cotg λ =
BC̄ − BĀ cos (m2β)

BĀ sin (m2β)
, cotg ρ̄ =

AB̄ − AC̄ cos (k2α)

AC̄ sin (k2α)
.

Â �G�j� �]�¢�S���S�r�f�R¡`����ÄG¡`�A�R�f�S���G�Y�A~��[�O���`��¡ Ã �
�S�G�
��~�� Ã � Ã ������Ù��	¡`�W�i�S�R�f� Õ

(4)

ĀB̄2 = CB̄2 + CĀ2
− 2CB̄CĀ cos (n2γ) ,

B̄C̄2 = AC̄2 + AB̄2
− 2AC̄AB̄ cos (k2α) ,

C̄Ā2 = BĀ2 + BC̄2
− 2BĀBC̄ cos (m2β) .ú²� �W�A�G�jÔ��[�»¡`�W�i�S�S�f�S�

¤�¥ <W: ¥W¦ Ec§GûJ³�½f«[ª`±G®rüf³füfª`­r¯t©!®S¸ ¾A¸JµW­G®G±
ABC

´!°[µWýA¬Sª`­G®jþ�¯ÿ´!° °A´S®S«[³A­G®jþ�­S³A¬G®G­
¯t©!®��
¸ ¾A¸JµW­G®G±

ĀB̄C̄
ª;©J³f½A­S°f«`¯t©J³A­Sª`­	¯
°A¾A³f½f³�®	«[³[¹;°¢¯
°A¾A³f½f³]¿z±S°A¾A³A¯
°

ki = mi = ni =
1

3

¼f³
i = 1, 2, 3,

¿z¯
Á ª[Áq±S°A¾A³A¯
°	üfªiµAþ�·�®G¯
ªrµ�¸ ¬G®'«[³g¯t©!®S«[ª`±G¯t©!®S«`®G¯
ª�­S³�¸ ¾`µW®G¯
ª�­S³�üf³füfª`­G®jþ¯t©!®S¸ ¾A¸JµW­G®G±SÁ
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I
£tØq�j�o�]�W�oÔ �?�f� ��Í��f�=�������R�S�%�R�+��~�� Ã � Ã ������Ù��

ABC � �`���f�A�S�G�
	 �f�



b = c = const
� Ã � Ã �

α → 0
£SÌ;�f�A�j�R���`� Ã �]���S�G�

β
�

γ
�g�`����~��A���o�f�[�S���S�G�Ç�S�%�S�O�f� � Õ

β = γ =
π

2
−

α

2
, β′ = γ′ = −

1

2
.

Â ��~S�j�S�f�S�
a
� ÍOÄW���WÙ������S� Ã � Ã �

α
�g�R��¡`����ÄG¡`�A�R�f�S���G�Y�A~��[�O���`�r��~�� Ã � Ã �������G�

ABC�G�f��ÄWÆS�j�R�f� �
a = 2b sin

(α

2

)

, a′ = b cos
(α

2

)

,��¡`�W�i�W�A�R�f�G�Y���G�
��~��
α → 0 � a′

→ b
£

ù ��ÄG¡`�W�A�f���[�G�r��~�� Ã � Ã ������� Ã �
ĀB̄C̄

�?�r�
~S�j�f�G�R¡Y��~S�j�G�Y� Õ
(5) ĀB̄ (α) = B̄C̄ (α) = C̄Ā (α) , α ∈ (0, π) .Â �W�i�S�R�f�¢�g~S�j�f�Y��¡Y���R�f�S�

(

ĀB̄
)

′

(α) =
(

B̄C̄
)

′

(α) =
(

C̄Ā
)

′

(α) ,�g��ÆS�f¡Y�G�G�R¡Y�
(6)

(

ĀB̄
)

′

(0) =
(

B̄C̄
)

′

(0) =
(

C̄Ā
)

c (0) .


 Ã �o�G�f���o�R�j���W��¡`���R�g~S�j�f�Y��¡Y���R�f�S��� �]� �W����	 � ���R�g���o~S�j�o�S�G�
�`�
�G�i×G���S�G� ��~��A���o�f�[�S�����~��
α → 0 � �G�R¡`�W�i�S���S�G��~S�j�f�Y��¡Y���R�
��~����[�O�f���f�G�?� Õ

(7)
k2

sin ρ (0)
=

sin
(

m1

π

2

)

sin
(

n2

π

2

)

sin
(

n3

π

2
+ m1

π

2

)

sin µ (0)
=

sin
(

n3

π

2

)

sin
(

m2

π

2

)

sin
(

n3

π

2
+ m1

π

2

)

sinλ (0)
.

Êt~��g�S�j��~S�j�f�Y���S�G����~��i�S�G�f�W�AÔ��Y�������R���îÎ � �G�f��ÄWÆS�j�R�f� �

(8)

cotg ρ (0) =
k3 cotg

(

n1

π

2

)

− k1 cotg
(

m3

π

2

)

k2

cotg ρ̄ (0) =
−k3 cotg

(

n1

π

2

)

+ k1 cotg
(

m3

π

2

)

k2

cotg µ (0) =
k3 sin

(

n3

π

2
+ m1

π

2

)

− sin
(

m1

π

2

)

sin
(

n1

π

2

)

cos
(

n2

π

2

)

sin
(

m1

π

2

)

sin
(

n1

π

2

)

sin
(

n2

π

2

)

cotg λ (0) =
k1 sin

(

n3

π

2
+ m1

π

2

)

− sin
(

m3

π

2

)

sin
(

n3

π

2

)

cos
(

n2

π

2

)

sin
(

m3

π

2

)

sin
(

n3

π

2

)

sin
(

n2

π

2

) .

Ót���
~S�j�o�]�W�oÔ �?�f� � Í��f�=�������
�R����~�� Ã � Ã ������Ù��
ABC � �`�r�f�A�S�G��¡Y��~S�j���S�G� b, c

¡Y�rÍ ���RÒ¡`��~S�j������~S�j�f��� � �+� Ã � �G�f�G�
AC̄ (0) = c = b = AB̄ (0) � �G�%��~�� Ã � Ã ������� Ã �

AB̄C̄ �~S�j�o�]�W�oÔ �?�j�g�G�f�G�
ÍOÄW���WÙ����¢�S�
α � ��~S�j�f�G�fËR�i�S~��Y�g��~�� α → 0

£!Ì;�f�A�j�R�
ρ (0) = ρ̄ (0) =

π

2��¡`�W�i�W�A�R�f�G�Y���G�
cotg ρ (0) = 0

£ ù ���G�R¡`�W�i�S�G�R�G��~S�j�f�Y��¡Y���f���g~S�j�f�Y��¡Y���f��� �R� �G�f��ÄWÆS�j�R�f� �
(9) k1 cotg

(

m3

π

2

)

= k3 cotg
(

n1

π

2

)

.
	 ���



ù �¢�S~�ÄW�A�
¡Y��~S�j�S� � Ã � Ã � Ã � λ
� �AÔ����?��¡`� ���o~S�j�o���G�
¡`�W�i�S�������S�]Æ����

λ = 2π −

(π

3

)

− ρ (α)− <) BC̄A = 2
π

3
− ρ (α) + k1α + m3β�g��~��

α → 0
�G�f��ÄWÆS�j�R�f� �

λ (0) =
π

6
+ m3

π

2
.

� �S�j�W�f�]��Æ��G���S�O�f� � Õ
µ (0) =

π

6
+ n1

π

2
.

II.
Â �Y�A�;~S�j�o�]�W�oÔ �?�f� �OÍ��f�=�������R�S�z�R�
��~�� Ã � Ã ������Ù��

ABC � �`�;�f�A�S�G�z�R�G�G�A�f�;¡Y��~S�j���S�G�
b = c

¡Y�rÍ ���R¡`��~S�j��� � �G�
�G�f�o��� Ã � α → π
£

Ì;�f�A�j�R���`� Ã �]���S�G�
β
�

γ
��~��

α → π
�S�O�f� �

β = γ =
π

2
−

α

2
→

π

2
−

π

2
= 0, βc = γc = −

1

2
.


 ��¡Y��~S�j�S�f�S���r��~��
α → π

�S�O�f� �
a → 2b � ac → 0

£
Â �Y�A�r�R��~S�j�f�Y��¡Y���f����� � ��~�� α → π

�G�f��ÄWÆS�j�R�f� �
(10) ĀB̄ (π) = B̄C̄ (π) = C̄Ā (π) .Øq�j�o���S¡`�R�f� �z�G�Y�o��~S�j�f�Y��¡Y���R� � ���o�G�f���o�R�f� �q�R�G�G�A�f��� �]� �W�
��	 �o� �r���o� Ã ~�Ð��R�f� �;�]~S�j����Æ��Y���~��i×R�[����~��

α → π
£SÌ �j�G���G�f��ÄWÆS�j�R�f� ��~S�j�f�Y��¡Y���R�f�S� Õ

(11)
(

ĀB̄
)2

(π) = b2
(n3 − m1)

2

(n3 + m1)
2
,

(

ĀC̄
)2

(π) = b2
(m1 − n3)

2

(n3 + m1)
2
,

(

B̄C̄
)2

(π) = 0.

Ì;�f�A�j�R�r�R�g~S�j�f�Y��¡Y���f�R�G��� �[�R� ¡`�W�i�S�R� � Æ�� n3 = m1

��Æ�~��Y��Ù����W����Æ��S�¢�`�f�=�f�S�r�G�f��ÄWÆS�AÒ�R�f� � Õ
(12) k3 = n1, m3 = k1, n3 = m1.Â �Y�A�r�R�'� �R� �S�O�f� �
(13) k1 cotg

(

k1

π

2

)

= n1 cotg
(

n1

π

2

)

= m1 cotg
(

m1

π

2

)

.Øq�j�o�]�W�oÔ �?�f� �ÇÍOÄW���WÙ����R�S�
F (x) = x cotg

(

x
π

2

)

, x ∈ (0, 1) .

Ì;����¡Y��~��f�`���S�f�O�j���f�R�A�¢���
F (0) =

2

π
� F (1) = 0

£
ù ��� �[�R� ¡`�W�i�S�R�f� m1 = m3 = n1 = n3 = k1 = k3.Â �Y�A�r�R�'� �j� ¡`�W�i�S�R�r~S�j�f�Y��¡Y���f�R�G�

(14)
sin

(

k2

π

2

)

k2

=
1

2
+ sin

(π

6
+ m1π

)

,�R���f�f�[�G����� �W�A�G�jÔ��[� � Æ�� m1 = k2.

 Ã �f�oÔ �?�f� ��ÍOÄW���WÙ����S�G�

G (x) =
sin

(

x
π

2

)

x
, x ∈ (0, 1)

H (x) =
1

2
+ sin

(π

6
+ x.π

)

, x ∈ (0, 1)
� ~S�jÍ ���W�S�G���S�
�G�Y�o��ÍOÄW���WÙ�����¡Y�r�G�A�G�j�`�j�����S�rÆ��Y~��J£ � £
	 � Î



øt�Y~��J£SÎ øt�Y~��J£ �

Â �W�i�S�R� � Æ��z�G�z¡`�q��~��[¡`��ÆS�f�
��~�� x =
1

3
� �R��� Ã �W�[�G� ¡`�W�i�S�R� m1 = k2 � ����~�� x0 ∈

(

1

3
, 1

)

��`���f�A�S�G���S�]ÆS�j�����S�G�tÄG¡`�W�A�f����� �R� ¡Y���S�j~�ÄWÐr�Y���J£�
²� Ã ~��f����¡`��ÄWÆS�j��¡`�W�i�S�R�f��~S�j�f�Y��¡Y���R�f�S�
ki = mi = ni =

1

3

�`�
i = 1, 2, 3, � ¡ �f�f�[�G�r�G�Y�A~��[�O�f�S�
� �W�A�G�j�`�j�S��£

ú²���R��ËR�Y�W�oÔ
�S� � Æ������o�G�f���oÄW�R�j�G�[�G���S���f�j�=��Å���~���� �AÔ����?�
Ë Ã �W�
���oËR�Y�]�S�f�G� � �G���G�A�R�Ëj���S�j��~S�j�f���W���W�A�G�j�`�f�G�Y�G¡Y���f�R�W���G� � �O�j���f���W�R¡Y� Ã ���G�r�`�rÄWÆ��Y�����G��£
���ÇÌq�qØ � Ì���Ø �
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A CONVERSE THEOREM OF MORLEY’S TRISECTOR THEOREM

Grozio Stanilov, Maya Stoyanova

In the paper we give an elementary proof of the converse theorem of Morley’s trisector
theorem in the Euclidean geometry. Among other things as sinus-and cosine law,
elementary analysis, we use also computer graphic, which can be omitted.
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