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ПРОБЛЕМИ НА ГОЛДБАХ – МИНАЛО, НАСТОЯЩЕ,

БЪДЕЩЕ*

Д. И. Толев

В настоящата статия са формулирани класическите проблеми на Голдбах. Даде-
на е информация за някои нови резултати, свързани с тях.

1. Постановка на проблемите на Голдбах. През 1742 г. в кореспонденция
между Голдбах и Ойлер възникват две хипотези, известни като проблеми на Голд-
бах. В съвременна терминология те се изказват по следния начин:

Бинарен проблем на Голдбах: Всяко четно число N > 2 може да бъде представено
във вида

(1) p1 + p2 = N ,

където p1, p2 са прости числа.

Тернарен проблем на Голдбах: Всяко нечетно число N > 5 може да бъде предс-
тавено във вида

(2) p1 + p2 + p3 = N ,

където p1, p2, p3 са прости числа.

Бинарната хипотеза е много по–силно твърдение и от нея следва тернарната
хипотеза. Наистина, ако N > 5 е нечетно число, то N − 3 е четно и N − 3 > 2. Ако е
вярна бинарната хипотеза, то за някакви прости числа p1, p2 ще имаме N−3 = p1+p2,
откъдето следва N = p1 + p2 + 3, т.е. даденото число е сума на три прости числа.

Твърде близък до бинарния проблем на Голдбах е следният

Проблем за простите числа близнаци: Съчествуват безбройно много прости чис-
ла p, такива че числото p + 2 също е просто.

Тернарната хипотеза на Голдбах е доказана (за достатъчно големи числа N), но
бинарната хипотеза, както и сродната ѝ хипотеза за простите числа близнаци, все
още не са доказани. Целта на настоящата статия е да запознае читателя с някои
резултати, които, в известен смисъл, са приближения към тези трудни задачи.

2. Методи на Харди–Литлууд и Виноградов. През двадесетте години на
миналия век Харди и Литлууд откриват кръговия метод, който е известен още
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като метод на Харди–Литлууд. В поредица от статии тези математици прилагат
кръговия метод за решаване на адитивни задачи от теорията на числата. В част-
ност, Харди и Литлууд [22, 23] намират ново решение на проблема на Уоринг относно
представимостта на естествените числа като сума от степени. Тази задача е решена
през 1909 г. от Хилберт, но решението чрез кръговия метод е несравнимо по-просто,
а освен това позволява броят на събираемите да бъде намален драстично.

В статията [24] Харди и Литлууд прилагат кръговия метод и към проблемите на
Голдбах. Чрез евристични съображения тези математици намират предполагаеми
асимптотични формули за броя на решенията на съответните уравнения. По–точно,
нека J2(N) означава броя на решенията на уравнението (1) и, съответно, нека J3(N)
е броят на решенията на (2) с прости неизвестни. Прилагайки формално кръговия
метод, Харди и Литлууд предполагат, че при N → ∞ са в сила асимптотичните
формули

(3) J2(N) ∼ S2(N)
N

log2 N
и съответно

(4) J3(N) ∼ S3(N)
N2

2 log3 N
.

Величините S2 и S3 са така наречените сингулярни редове отговарящи на урав-
ненията (1) и (2). Техните стойности се изразяват чрез безкрайни произведения по
прости числа и не е трудно да се установи, че ако N е четно, то S2(N) > c, а ако N е
нечетно, то S3(N) > c, където c > 0 е константа. Поради това от формулите (3) и (4)
следват разрешимостта на бинарната, съответно тернарната задачи, за достатъчно
големи стойности на N .

Харди и Литлууд [24] доказват, че ако е вярна Обобщената Хипотеза на Риман

(ОХР)1 , то е налице формулата (4) и по този начин намират условно доказателство
на тернарния проблем на Голдбах за достатъчно големи нечетни N .

Харди и Литлууд доказват също, че при допускането на ОХР почти всички четни
числа се представят във вида (1). По–точно, нека X е достатъчно голямо число и
нека E(X) е броят на четните числа, ненадминаващи X и които са суми на две
прости числа. Тогава, ако е вярна ОХР, е в сила оценката

(5) E(X) = O(X1/2+ε) ,

където ε е произволно малко положително число.

През 1937 г. И. М. Виноградов [2] открива метод за оценяване на експоненциални
суми от вида

(6) S(α) =
∑

p≤N

e2πiαp ,

където сумирането е по прости числа. Очевидно, изпълнено е тривиалното неравен-
ство |S(α)| ≤ π(N) 2 . Използувайки остроумни комбинаторни разсъждения, Виног-
радов установява, че ако реалното число α не е „твърде близко“ до рационална дроб

1Нулите на всички L-функции на Дирихле имат реални части ненадминаващи 1

2
. Тази хипотеза

не е доказана (или опровергана) и се счита, че е един от най–важните проблеми в математиката.
2Както обикновено, π(N) означава броя на простите числа ненадминаващи N .
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с „малък“ знаменател, то дробните части на числата αp са „равномерно разпределе-
ни“ в интервала [0, 1). Поради това събираемите в сумата от дясната част на (6) се
„унищожават взаимно“ и |S(α)| може да се оцени много по-точно. Благодарение на
тези съображения Виноградов успява да избегне използуването на ОХР и намира
безусловно доказателство на асимптотичната формула (4).

Методът на Виноградов позвлява да бъде ефективно изчислено такова N0, че
всяко нечетно число N > N0 да се представя като сума на три прости числа. Из-
вестно е, че може да се вземе N0 = 101346 (Лиу и Ванг [38]), а ако се предполага
верността на ОХР (Дезуйе и съавтори, [16]) то N0 = 5.

След откритието на Виноградов много математици прилагат неговия метод за
решаването на разнообразни адитивни задачи с прости числа. В частност, Чуда-
ков [8], Естерман [17] и Ван дер Корпут [51] независимо един от друг доказват, че
за величината E(X), определена по-горе, е изпълнено

(7) E(X) = O
( X

logA X

)

,

където A е произволно голяма константа. Тази оценка е много по-слаба от (5), но
пък за сметка на това е доказана без използването на ОХР или други недоказани
твърдения.

Оценката (7) е интересна сама по себе си, но има също и важни приложения.
Например, от нея се получава друго решение на тернарния проблем на Голдбах.
Наистина, нека N е нечетно число. Да разгледаме редицата N−p, където p пробягва
простите числа за които 2 < p < N . Членовете на тази редица са четни числа, а от

известната теорема на Чебишев следва, че броят им е не по–малък от
cN

log N
, където

c > 0 е константа. Прилагайки (7) при A = 2 виждаме, че ако N е достатъчно
голямо, то непременно ще съществува просто p, за което N −p е сума на две прости
числа и, следователно, N ще бъде сума на три прости числа.

Съществен напредък при оценяването на E(X) е получен от Монтгомери и Вон [39],
които установяват, че съществува (ефективно изчислима) константа δ > 0, такава
че

(8) E(X) = O(X1−δ) .

Най–добрата известна оценка от този тип е получена от Ли [37], който установява
(8) при δ = 0.086.

За по–подробна информация относно кръговия метод и приложението му в ади-
тивната теория на числата препоръчваме на читателя монографиите на Виногра-
дов [3, 4], Карацуба [5] и Вон [52].

3. Методи на решетото. Един от най–старите методи в математиката е реше-

тото на Ератостен, с чиято помощ се определят простите числа ненадминаващи
дадена константа и се изчисляват стойностите на функцията π(x) при зададени не
много големи x. През миналия век бяха разработени много по-усъвършенствувани
методи, чрез които от дадена редица от числа се „отсяват“ елементи със зададени
свойства и, в частност, числа с ограничен брой прости множители (така наречените
почти прости числа).
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Нека r е естествено число. Казваме, че естественото число n е почти просто от
ред r и записваме n = Pr, ако каноничното разлагане на n се състои от най–много r

на брой прости множителя (всеки от тях се брои толкова пъти, колкото е степента
му с която влиза в това каноничното разлагане). Например, числата 4, 5, 10 и 15 са
почти прости от ред 2, докато 12 = 2 · 2 · 3 не е такова, но е почти просто от ред 3.

Интересно приближение към бинарната хипотеза на Голдбах е получено през
1919 г. от В. Брун [12]. Използувайки своя метод на решетото, който днес носи
неговото име, Брун доказва, че всяко достатъчно голямо четно число N се представя
във вида

P9 + P ′
9 = N .

Брун прилага същия метод и към проблема за простите числа близнаци и доказ-
ва, че съществуват безбройно много двойки почти–прости числа P9, P ′

9, такива че
P9+2=P ′

9.

През 1930 г. Шнирелман [9] чрез оригинални вероятностни съображения и из-
ползувайки решетото на Брун доказва, че съществува такова естествено число g, че
всяко естествено число може да се представи като сума на не повече от g прости
числа3 . Константата g е известна като константа на Шнирелман и може да бъде
ефективно изчислена. Методът на Шнирелман впоследствие е усъвършенстван и с
негова помощ горният резултат е установен при g = 6 (Рамаре [44]). Ясно е, обаче,
че методите на Харди–Литлууд и Виноградов дават по–точен резултат.

През четиридесетте години на миналия век Селберг [45, 46] разработва мощен и
удобен метод, известен днес като решето на Селберг. По–късно методите на реше-
тото са усъвършенствувани и приложени в широк кръг от задачи от много матема-
тици. Едно от най–важните открития в тази област принадлежи на Чен [15], който
през 1973 г. доказва, че всяко достатъчно голямо четно N се представя във вида

p + P2 = N ,

където p е просто число, а P2 е почти просто от ред 2. Чен прилага своя метод и
към хипотезата за простите числа близнаци и установява, че съществуват безбройно
много прости числа p, такива че p + 2 = P2.

За систематично изучаване на методите на решетото и приложението им за раз-
лични задачи от теорията на числата препоръчваме на читателя монографиите на
Халберстам и Рихерт [21], Хооли [30] и Грийвс [19].

4. Задачи, подобни на проблемите на Голдбах. С помощта на метода на
Виноградов е възможно да се изследва представимостта на големите числа N във
вида

p1 + p2 + γ = N,

където p1, p2 са прости числа, а числата γ пробягват редица от стойности, която
може да е твърде рядка. Например, не е трудно да се изследва случая когато γ е
n–та степен на естествено число при фиксирано цяло n ≥ 2 (Карацуба [5], глава 12).

Много интересен резултат от този тип е известната теорема на Линник [6], според
която съществува такава константа t, че всяко достатъчно голямо N да се представя

3Шнирелман доказва този резултат преди публикуването на знаменитата теорема на Виногра-
дов.
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във вида

(9) p1 + p2 + 2ν1 + · · · + 2νk = N ,

където p1, p2 са прости числа, νi са неотрицателни цели числа, а k ≤ t. Тук γ

пробягва редица, за която броят на елементите, ненадминаващи X , е само O(logt X).
Неотдавна Хийт-Браун и Пухта [28] установиха, че за представимостта на N във
вида (9) е достатъчно да се вземе k = 13, а ако се допусне верността на ОХР, то е
достатъчно k = 7. Независимо от тях Пинц и Ружа [43] установиха разрешимостта
на (9) при k = 8 и, съответно, k = 7, ако се допуска верността на ОХР.

Нека споменем още една популярна хипотеза относно простите числа: за всяко
цяло число r ≥ 3 съществуват безбройно много аритметични прогресии съставени
от r на брой различни прости числа. При r = 3 това означава, че съществуват
безбройно много тройки различни прости числа, удовлетворяващи уравнението

p1 − 2p2 + p3 = 0.

Това твърдение, явно, е подобно на тернарния проблем на Голдбах и се доказва с
помощта на метода на Виноградов. Ако е изпълнено, обаче, r ≥ 4, то ще трябва да
изследваме система от r − 2 уравнения с r неизвестни прости числа и тази задача
е извън обхвата на съвременните методи. Интересен резултат в това направление е
получен от Хийт-Браун [25], който установява съществуването на безбройно много
аритметични прогресии, съставени от четири различни члена, три от които са прости
числа, а четвъртото е почти просто от тип P2.

Друго естествено обобщение на проблемите на Голдбах е така нареченият проб-
лем на Уоринг-Голдбах, отнасящ се за представимостта на числата N във вида

(10) pn
1 + · · · + pn

k = N,

където n ≥ 2 и k са зададени цели числа, като k ≥ k0(n), а pi са прости числа.
Например, през 1938 г. Хуа [31] доказва разрешимостта на (10) в прости числа pi в
случая n = 2 и k = 5 и за достатъчно големи N ≡ 5 (mod 24). Уравнението (10), а
също и системи уравнения от този тип, са систематично изследвани монографиите
на Виноградов [3, 4] и Хуа [32].

Предполага се, че големите числа N , удовлетворяващи някои естествени арит-
метични условия, могат да се представят като сума на четири или даже на три
квадрата на прости числа. Съвремените методи не позволяват тези хипотези да
бъдат доказани. Установени са, обаче, някои по–слаби резултати от подобен тип.
Грийвс [18] и Плаксин [7] изследват уравнението

(11) x2
1 + . . . x2

4 = N ,

където две от неизвестните са прости числа, но върху другите две няма наложени
ограничения. Брудерн и Фуври [13] доказват, че ако N е достатъчно голямо и N ≡ 4
(mod 24), то (11) има решение в почти прости неизвестни, всяко от които е от тип
P34.

Голям брой математици са работили и продължават да работят върху задачи от
подобен вид и има публикувани огромен брой книги и статии по тази тематика. Тук
ще споменем само някои от постиженията на български математици.

Хийт-Браун и авторът [29] доказват разрешимостта на (11) за достатъчно големи
N ≡ 4 (mod 24), като едното от неизвестните е просто число, а останалите три са
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почти прости от от тип P101. В [29] е уточнен също резултатът на Брудерн и Фуври
от [13]. Впоследствие авторът [50], доказа разрешимостта на (11) с едно просто и три
почти прости неизвестни от тип P80, а така също с четири почти прости неизвестни
от тип P21.

В няколко статии [40, 42, 47–49] Пенева и авторът, мотивирани от работата на
Хийт–Браун [25], разглеждат уравнения с прости неизвестни p, такива че p + 2 да е
почти просто число. Например, в [48] е доказано, че всяко достатъчно голямо N ≡ 4
(mod 6) може да се представи във вида (2), като p1 +2 = P2, p2 +2 = P5, p3 +2 = P7.

Интересни резултати за уравнения от вида (10) и други сродни задачи са по-
лучени от Кумчев [14] (съвместно с Брудерн), [33–36]. Той намира нови оценки за
експоненциални суми с прости числа и като следствие от тях в случаите, когато k

е „малко“ по отношение на n, получава нови и значително по–точни оценки за броя
на числата N , ненадминаващи X и непредставими във вида (10).

Трябва да споменем и статията на Пенева [41], посветена на оценяването на броя
на четните числа в „къси“ интервали, които не се представат във вида (1). За този
свой резултати Пенева беше удостоена с престижната награда на Ramanujan Society.

Да се надяваме, че в бъдеще и други наши математици ще се включат в изслед-
ването и ще допринесат за развитието на тази важна и трудна теория.

5. Заключение. В последното десетилетие бяхме свидетели на фундаментални
открития в теорията на числата, най-впечатляващото от които, несъмнено, е дока-
зателството на Е. Уайлс на хипотезата на Ферма.

Важни открития бяха извършени и в аналитичната теория на числата, в част-
ност, в теорията на простите числа. Оказа се, че методите на решетото могат да
се прилагат успешно за откриване на прости (а не само почти прости) числа в ня-
кои „редки“ полиномиални редици от естествени числа. През 1998 г. Фридлендер
и Иваниец [20] установиха, че има безбройно много прости числа от вида x2 + y4

(броят на числата от този вид, ненадминаващи X , е от порядък X3/4). Още по–
рядка полиномиална редица, съдържаща безбройно много прости числа, бе открита
от Хийт-Браун [26]. През 2001 г. този учен установи, че има безбройно много прос-
ти числа от вида x3 + 2y3 (броят на числата от този вид, ненадминаващи X , е от
порядък X2/3). По-късно Хийт-Браун и Мороз [27] доказаха съществуването на без-
бройно много прости числа, представими чрез зададена кубична бинарна форма,
удовлетворяваща някои естествени аритметични условия.

Ще отбележим също и изключително важните резултати на на Бомбиери, Фрид-
лендер и Иваниец [11], които са продължение на класическата теорема на Бомбиери-
А. Виноградов от теорията за разпределението на простите числа в аритметични
прогресии с „големи“ модули (виж [1, 10]).

Тези открития ни дават надеждата, че ще бъде установено наличието на прости
числа и в други аритметични редици и, може би, и в редицата N − p, където N е
голямо четно число, а p < N пробягва прости числа. С това бинарната хипотеза на
Голдбах ще бъде доказана. Може би това ще се случи в не толкова далечно бъдеще!
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