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Äåôèíèöèè

Íåêà D å îáëàñò â Cn, z ,w ∈ D, è X ∈ Cn.

Ïëþðèêîìïëåêñíàòà ôóíêöèÿ íà Ãðèéí è íåéíàòà èíôèíèòåçè-
ìàëíà ôîðìà, ìåòðèêàòà íà Àçóêàâà, ñå äåôèíèðàò êàòî:

gD(z ,w) = sup{u(w) : u ∈ PSH(D), u < 0, u(ζ) < log ||ζ−z ||+C},

AD(z ;X ) = lim sup
λ→0

exp(gD(z , z + λX ))

|λ|
.

Íåêà L2h(D) å Õèëáåðòîâîòî ïðîñòðàíñòâî íà õîëîìîðôíèòå
ôóíêöèè ñ èíòåãðóåì êâàäðàò âúðõó D. Äà îçíà÷èì ñ KD

ðåñòðèêöèÿòà íà ÿäðîòî íà Áåðãìàí âúðõó äèàãîíàëà. Äà
ïðèïîìíèì, ÷å

KD(z) = sup{|f (z)|2 : f ∈ L2h(D), ||f ||L2(D) ≤ 1}.



Õèïîòåçà íà Ñóèòà ïðè n = 1 (1972)

(AD)
2 ≤ πKD

Äà îòáåëåæèì, ÷å AD(z) å ëîãàðèòìè÷íèÿ êàïàöèòåò íà C \ D
îòíîñíî z ∈ D. Îñâåí òîâà, îùå Ñóèòà çàáåëÿçâà, ÷å

πKD =
∂2

∂z∂z
logAD .

Ñëåäîâàòåëíî õèïîòåçàòà íà Ñóèòà å åêâèâàëåíòíà íà ôàêòà, ÷å
êðèâèíàòà íà ìåòðèêàòà AD |dz | å îãðàíè÷åíà îòãîðå îò −4.

(AD)
2 ≤ CπKD

ñ C = 750 � Îçàâà-Òàêåãîøè (1987); C = 2 � Áëîöêè (2007);
C = 1 � Áëîöêè (2013).



Äîêàçàòåëñòâî

Äîñòàòú÷íî å äà ñå íàìåðè ôóíêöèÿ f ∈ O(D), çà êîÿòî
f (z) = 1 è

||f ||L2(D) ≤
√
π/AD(z).

Òîâà ñëåäâà äèðåêòíî îò îïòèìàëíàòà âåðñèÿ íà òåîðåìàòà íà
Îçàâà-Òàêåãîøè, êîÿòî ïúê ñå îêàçâà äèðåêòíî ñëåäñòâèå îò
êëàñè÷åñêàòà îöåíêà íà Õüîðìàíäåð çà ∂-çàäà÷àòa (1965).

Òåîðåìà. Íåêà G å ïñåâäîèçïúêíàëà îáëàñò â Cn,
H = G ∩ {zn = 0} è 0 ∈ D = G ∩ {z ′ = 0}. Òîãàâà çà
âñåêè f ∈ O(H), è φ ∈ PSH(G ) ñúùåñòâóâà õîëîìîðôíî
ïðîäúëæåíèå F íà f âúðõó G òàêîâà, ÷å∫

G
|F |2e−φdλ ≤ π

(AD(0))2

∫
H
|f |2e−φdλ′.



Êîãà ñå äîñòèãà ðàâåíñòâî? Îáðàòíî íåðàâåíñòâî

Àêî â íåðàâåíñòâîòî íà Ñóèòà ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà â åäíà
òî÷êà, òî ñå äîñòèãà íàâñÿêúäå. Òîâà ñe ñëó÷âà òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî D = G \ P, êúäåòî G å åäíîñâúðçàíà îáëàñò, à
P ⊂ G e çàòâîðåíî ïîëÿðíî ìíîæåñòâî (Äîíã-Âîíã 2018).

Äîêàçàòåëñòâîòî ñå îñíîâàâà íà èçñëåäâàíå íà ïúëíîòàòà íà
ìåòðèêàòà íà Áåðãìàí è íà äðóãè ñâîéñòâà íà õèïåðèçïúêíà-
ëèòå îáëàñòè.

Îò äðóãà ñòðàíà, ñëàáî îáðàòíî íåðàâåíñòâî íà Ñóèòà å â ñèëà
çà âñÿêà êðàéíî ñâúðçàíà îáëàñò D (Í. 2015), ò.å. ñúùåñòâóâà
êîíñòàíòà cD > 0 òàêà, ÷å

(AD)
2 ≥ cD .KD

Ïðèìåðúò ñ âåíåöà Er = {z ∈ C : r < |z | < 1} ïîêàçâà, ÷å
êîíñòàíòàòà íå å óíèâåðñàëíà.



Õèïîòåçà íà Ñóèòà ïðè n > 1
Èçñëåäâàéêè ïîäíèâàòà íà gD è è ïðèëàãàéêè ìåòîäè, ïîäîáíè
íà òåçè ïðè êëàñè÷åñêàòà âåðñèÿ íà õèïîòåçàòà íà Ñóèòà,
Áëîöêè-Çâîíåê (2015) äîêàçâàò ñëåäíèÿ ìíîãîìåðåí âàðèàíò
íà òàçè õèïîòåçà:

KD ≥ 1/VAD ,

êúäåòî D å ïñåâäîèçïúêíàëà îáëàñò â Cn, à VAD(z) å îáåìúò
íà èíäèêàòðèñàòà

IAD(z) = {X ∈ Cn : AD(z ;X ) ≤ 1}

Óñëîâèåòî çà ïñåâäîèçïúêíàëîñò å ñúùåñòâåíî. Íàèñòèíà (Í.
2015), çà âñÿêà îãðàíè÷åíà íåïñåâäîèçïúêíàëà îáëàñò D â Cn ñ
Äèíè ãëàäêà ãðàíèöà ñúùåñòâóâà ðåäèöà (zj) ⊂ D òàêà, ÷å

sup
j

KD(zj) < ∞ = sup
j
1/VAD(zj).



Ãðàíè÷åí âàðèàíò

Àêî γ å èçîëèðàíà íååäíîòî÷êîâà êîìïîíåíòà íà ãðàíèöàòà íà
îáëàñò D â C, òî

lim
z→γ

(AD(z))
2/KD(z) = π.

Îò äðóãà ñòðàíà, γ å èçîëèðàíà åäíîòî÷êîâà êîìïîíåíòà, òî

KD = KD∪γ , AD = AD∪γ .

Àêî D å ñòðîãî ïñåâäîèçïúêíàëà îáëàñò â Cn, òî

lim
z→∂D

KD(z).VAD(z) = 1.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà ðàâíèííèÿ âàðèàíò ñå îñíîâàâà íà
ëîêàëèçàöèÿ è íà òåîðåìàòà íà Ðèìàí, à íà ìíîãîìåðíèÿ � íà
ãðàíè÷íîòî ïîâåäåíèå íà íà ò. íàð. squeezing function.



Îáåì íà Êàðàòåîäîðè-Àéçåíìàí
Çà îáëàñò D â Cn òàçè áèõîëîìîðôíà èíâàðèàíòà ñå äåôèíèðà
êàòî

CED(z) = sup{| detF ′(z)|2 : F ∈ O(D,∆n)},
êúäåòî ∆ = {z ∈ C : |z | < 1}.

Ðåäèöà ðåçóëòàòè âîäÿò êúì õèïîòåçàòà, ÷å

KD ≥ cD .CED ,

êúäåòî cD å êîíñòàíòà.

Òîâà íåðàâåíñòî ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà è êàòî àíàëîã íà
èçâåñòíîòî íåðàâåíñòâî

BD ≥ CD ,

êúäåòî BD/CD å ìåòðèêàòà íà Áåðãìàí/Êàðàòåîäîðè.

Äà ïðèïîìíèì îùå, ÷å AD ≥ CD è

CD(z ;X ) = sup{|f ′(z)X | : f ∈ O(D,∆)}.



Toãàâà IAD ⊂ ICD ; â ÷àñòíîñò, VAD ≤ VCD . Ñëåäîâàòåëíî çà
ïñåâäîèçïúêíàëè îáëàñòè õèïîòåçàòà â íà÷àëîòî áè ñëåäâàëà
îò õèïîòåçàòà íà Ñóèòà è íåðàâåíñòâî îò âèäà

1/VCD ≥ cD .CED .

Îêàçâà ñå (Òîìà-Í. 2018), ÷å çà âñÿêî n ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè
Cn > cn > 0 òàêà, ÷å

Cn ≥ VCD .CED ≥ cn

çà ïðîèçâîëíà îáëàñò D â Cn.

Äîêàçàòåëñòâîòî ñå áàçèðà íà ðàâåíñòâîòî CD = CICD
, íà

ñâîéñòâàòà íà ò. íàð. ìèíèìàëåí áàçèñ íà èçïúêíàëàòà
áàëàíñèðàíà îáëàñò ICD è íà ïîäõîäÿùà èíòåðïðåòàöèÿ íà CED

â òåðìèíèòå íà CD .


