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Ãëàäêè ñòðóêòóðè

Äåôèíèöèÿ

Ãëàäêà ñòðóêòóðà âúðõó òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî å ìàêñèìàëåí
C∞-àòëàñ.

Îñíîâåí âúïðîñ

Êîëêî ãëàäêè ñòðóêòóðè äîïóñêà åäíî òîïîëîãè÷íî ìíîãîîáðàçèå?

Ïðèìåðè

Âñÿêî òîïîëîãè÷íî ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò ≤ 3 äîïóñêà
åäèíñòâåíà ãëàäêà ñòðóêòóðà.

Â 1956 ã. J. Milnor ïîñòðîÿâà ïúðâèÿ ïðèìåð íà åêçîòè÷íà ãëàäêà
ñòðóêòóðà âúðõó S7.
Â ðàçìåðíîñòè ≥ 4 èìà ïðåïÿòñòâèÿ çà ñúùåñòâóâàíå íà ãëàäêè
ñòðóêòóðè
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Ãëàäêè ñòðóêòóðè âúðõó Rn è Sn

Ãëàäêè ñòðóêòóðè âúðõó Rn

Rn èìà åäèíñòâåíà ãëàäêà ñòðóêòóðà ïðè n 6= 4.
(J. Stallings, 1962).

Ïúðâè ïðèìåðè íà åêçîòè÷íè ãëàäêè ñòðóêòóðè âúðõó R4.
(M. Freedman, 1982)

Íåèçáðîèìî ìíîãî ðàçëè÷íè ãëàäêè ñòðóêòóðè âúðõó R4.
(C. Taubes,1987).

Ãëàäêè ñòðóêòóðè âúðõó Sn

Íåêà s(n) å áðîÿ íà ãëàäêèòå ñòðóêòóðè âúðõó ñôåðàòà Sn. Òîãàâà
s(n) = 1; n = 1; 2; 3; 5; 6; s(4) =???; s(7) = 28; s(8) = 2; s(9) = 8; s(10) =
6; s(11) = 992; s(12) = 1; s(13) = 3; s(14) = 2; s(15) = 16256.
(Milnor-Kervaire, 1963)
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Êîìïëåêñíè ñòðóêòóðè

Äåôèíèöèÿ

Êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà âúðõó òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî å ìàêñèìàëåí
õîëîìîðôåí àòëàñ.

Ïðèìåðè íà êîìïàêòíè êîìïëåêñíè ìíîãîîáðàçèÿ

Äâóìåðíàòà ñôåðà S2 è ïî-îáùî âñÿêà îðèåíòèðàíà 2-ìåðíà
ïîâúðõíèíà â R3.

Êîìïëåêñíèòå òîðîâå Tn = Cn/Λ, êúäåòî Λ å ðåøåòêà â Cn,
ðàçãëåæäàíî êàòî ðåàëíî âåêòîðíî ïðîñòðàíñòâî.

Êîìïëåêñíèòå ïðîåêòèâíè ïðîñòðàíñòâà CPn = {êîìïëåêñíèòå
ïðàâè ïðåç íà÷àëîòî íà Cn}= U(n + 1)/U(n)× U(1).
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Ïî÷òè êîìïëåêñíè ñòðóêòóðè

Îñíîâåí âúïðîñ

Êîãà åäíî ãëàäêî ìíîãîîáðàçèå äîïóñêà êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà?

Äåôèíèöèÿ ( C. Åhresmann, 1947)

M - ãëàäêî ìíîãîîáðàçèå, TM - äîïèðàòåëíîòî ðàçñëîåíèå íà M.

J : TM −→ TM, J2 = −Id .

Ïðèìåðè

Óìíîæåíèåòî ñ i =
√
−1 â õîëîìîðôíèòå äîïèðàòåëíè

ïðîñòðàíñòâà íà êîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå.

Ñôåðàòà S6 (C. Åhresmann, A. Kirchho�, 1947) è ïî-îáùî âñÿêà
îðèåíòèðàíà õèïåðïîâúðõíèíà â R7 (E. Calabi, 1958).
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Èíòåãðóåìè ïî÷òè êîìïëåêñíè ìíîãîîáðàçèÿ

Äåôèíèöèÿ

Åäíà ïî÷òè êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà ñå íàðè÷à èíòåãðóåìà àêî ñå
äåôèíèðà îò êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà.

Òåíçîð íà Nijenhuis

NJ(X ,Y ) = [X ,Y ] + J[JX ,Y ] + J[X , JY ]− [JX , JY ].

Òåîðåìà(Newlander-Nirenberg, 1954)

Åäíà ïî÷òè êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà J å èíòåãðóåìà òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî NJ = 0.

Oëåã Ìóøêàðîâ Çàãàäêàòà S6 OÑ 2021 6 / 17



Ïî÷òè êîìïëåêñíè ñôåðè

Êëàñè÷åñêè ðåçóëòàòè

Í. Hopf, 1947 : Ñôåðèòå S4 è S8 íå äîïóñêàò ïî÷òè êîìïëåêñíè

ñòðóêòóðè.

A. Kirchho�, 1947 : Êîíñòðóêöèÿ íà ïî÷òè êîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà

âúðõó S6 ñ ïîìîùòà íà îêòîíèîíèòe.

A. Kirchho�, 1947 : Àêî Sn èìà ï.ê. ñòðóêòóðà, òî Sn+1 å

ïàðàëåëèçóåìà.

Eckmann-Frohlicher, Ehresmann-Liberman, 1951 : Ïî÷òè
êîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà âúðõó S6 äåôèíèðàíà ñ îêòîíèîíèòå å

íåèíòåãðóåìà.

Borel-Serre, 1953 : Åäèíñòâåíèòå ñôåðè äîïóñêàùè ïî÷òè

êîìïëåêñíè ñòðóêòóðè ñà S2 è S6.
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Ñúùåñòâóâà ëè êîìïëåêñíà S6?

Âúïðîñ ( H. Hopf, 1946, C. Ehresmann, 1947, F. Hirzebruch, 1954,
P. Libermann, 1955)

Ñúùåñòâóâà ëè êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà âúðõó S6?

Ãðåøíè è íåïîòâúðäåíè äîêàçàòåëñòâà

Alfred Adler , The second fundamental forms of S6 and CPn, Amer.
Journ. Math. 91, 657-670 (1969)

Chuan-Chih Hsiung, Nonexistence of a complex structure on the

six-sphere, Bull. Inst. Math. Acad. Sinica, Taiwain 14 (1986), 231-247,
Selected papers of Chuan-Chih Hsiung, World Scienti�c 2001.

Gabor Etesi 2005-2008 - íå ñúùåñòâóâà, 2008-2016 - ñúùåñòâóâà,
Journ. Math. Phys. 56, 043508-1-043508-22 (2015), Erratum: Journ.
Math. Phys. 56, 099901- 1 (2015).

Michael F. Atiyah, The Non-Existent Complex 6-Sphere, 2016,
arxiv.org/abs/1610. 09366
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Îðòîãîíàëíè êîìïëåêñíè ñòðóêòóðè

Òåîðåìà (A. Blanchard, 1953, C. Le Brun, 1987)

Íå ñúùåñòâóâàò êîìïëåêñíè ñòðóêòóðè âúðõó S6, êîèòî ñà îðòîãîíàëíè
îòíîñíî ñòàíäàðòíàòà ìåòðèêà.

Îáîáùåíèå (Davidov-Grantcharov-Mushkarov, 1994,
Bor-Hernandez-Lamoneda, 1998, Kruglikov, 2017)

Íå ñúùåñòâóâàò êîìïëåêñíè ñòðóêòóðè âúðõó S6, êîèòî ñà îðòîãîíàëíè
îòíîñíî ìåòðèêè áëèçêè äî ñòàíäàðòíàòà.

Äîñòàòú÷íî óñëîâèå (Bor-Hernandez-Lamoneda, Kruglikov )

Íåêà g å Ðèìàíîâà ìåòðèêà âúðõó S6 è íåêà {λmin ≤ · · · ≤ λmax} å
ñïåêòúðúò íà íåéíèÿ êðèâèíåí îïåðàòîð. Àêî
0 < λmin < λmax < 7/5λmin , òî âúðõó S6 íå ñúùåñòâóâà êîìïëåêñíà
ñòðóêòóðà, êîÿòî å îðòîãîíàëíà îòíîñíî g .
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Òóèñòîðíè ìåòîäè

Òóèñòîðíî ðàçñëîåíèå

(M, g) - oðèåíòèðàíî Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò 2n.

π : Z −→ M - òóèñòîðíîòî ðàçñëîåíèå ñúñ ñëîé SO(2n)/U(n).

Z ïðèòåæàâà Ðèìàíîâà ìåòðèêà h, çà êîÿòî π å Ðèìàíîâà
ñóáìåðñèÿ ñ òîòàëíî ãåîäåçè÷íè ñëîåâå è ïî÷òè êîìïëåêñíà
ñòðóêòóðà Jahs , êîÿòî e îðòîãîíàëíà îòíîñíî h. Â ðàçìåðíîñò 4 òÿ
å âúâåäåíà îò Atiyah-Hitchin-Singer, 1978.

Ñòðóêòóðàòà Jahs å èíòåãðóåìà ò.ñ.ò., êîãàòî dimM = 4 è ìåòðèêàòà
g å àâòîäóàëíà èëè dimM > 4 è ìåòðèêàòà g å ëîêàëíî
êîíôîðìíî ïëîñêà.
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Òóèñòîðíè ìåòîäè

Òåîðåìà (Eells-Salamon-O'Brian-Rawnsley, 1985)

Åäíà îðòîãîíàëíà ïî÷òè êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà J âúðõó Ðèìàíîâî
ìíîãîîáðàçèå (M, g) å èíòåãðóåìà ò.ñ.ò, êîãàòî ñå÷åíèåòî
J : (M, J) −→ (Z , Jahs) íà òóèñòîðíîòî ðàçñëîåíèå e õîëîìîðôíî
èçîáðàæåíèå. Â òîçè ñëó÷àé îáðàçúò J(M) ëåæè â íóëåâîòî ìíîæåñòâî
íà NJahs .

Òåîðåìà (F.Burstall-J. Rawnsley, 1990)

Íåêà M å êîìïàêòíî Ðèìàíîâî ñèìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Òîãàâà âñÿêà
ñâúðçàíà êîìïîíåíòà íà íóëåâîòî ìíîæåñòâî íà NJahs å ôëàãîâî
ìíîãîîáðàçèå õîëîìîðôíî âëîæåíî â (Z , Jahs).
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Ðèìàíîâè ñèìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà

Òåîðåìà (Burstall-Mushkarov-Grantcharov-Rawnsley, 1993)

Âñÿêî êîìïàêòíî âúòðåøíî Ðèìàíîâî ñèìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî ñ
îðòîãîíàëíà êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà å Åðìèòîâî ñèìåòðè÷íî è
êîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà å èíâàðèàíòíà.

Ïðèìåðè (C. Le Brun, D. Burns, F. Burstall)

S2n = SO(2n + 1)/SO(2n) , CPn = U(n + 1)/U(n)× U(1)

Gk(Cn+k) = U(n + k)/U(n)× U(k) , Sp(n)/U(n).
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Ïðèíîñúò íà S.-S. Chern

Äåôèíèöèÿ

Êåëåðîâàòà ôîðìà íà åäíî ïî÷òè Åðìèòîâî ìíîãîîáðàçèå (M, g , J) å
2-ôîðìàòà Ω äåôèíèðàíà ñ ðàâåíñòâîòî Ω(X ,Y ) = g(JX ,Y ).

Òåîðåìà (S.-S. Chern, 2004, R. Brayant,2014 )

Íå ñúùåñòâóâà êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà âúðõó S6, êîÿòà å ñúâìåñòèìà ñ
Êåëåðîâàòà ôîðìà íà íåéíàòà ñòàíäàðòíà ïî÷òè Åðìèòîâà ñòðóêòóðà.

Âúïðîñ

Âÿðíà ëè å òåîðåìàòà íà S.-S. Chern çà 2-ôîðìè â îêîëíîñò íà
ñòàíäàðòíàòà Êåëåðîâà ôîðìà âúðõó S6?
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Õèïîòåçàòà íà S.-T. Yau

Íåðåøåíè âúïðîñè â ãåîìåòðèÿòà-ñïèñúêúò íà S.-T. Yau

Shing-Tung Yau, Open problems in geometry. In Di�erential geometry:

partial di�erential equations on manifolds (Los Angeles, CA, 1990), volume

54 of Proc. Sympos. Pure Math., pages 1-28. Amer. Math. Soc.,

Providence, RI, 1993.

Õèïîòåçà (S.-T. Yau,1993)

Âñÿêî ïî÷òè êîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò ≥ 6 ïðèòåæàâà
êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà.

Çàáåëåæêà

Õèïîòåçàòà íà S.-T. Yau íå å âÿðíà â ðàçìåðíîñò 4. Ïúðâèòå ïðèìåðè
íà ïî÷òè êîìïëåêñíè ìíîãîîáðàçèÿ, êîèòî íå äîïóñêàò êîìïëåêñíè
ñòðóêòóðè ñà ïîñòðîåíè îò A. Van de Ven ïðåç 1966 ã.
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