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Îáÿñíåíèå íà çàãëàâèåòî:

Àêî ìàòåìàòèêàòà íå å èíòåðåñíà, äà ñòàíå èíòåðåñíà.

Àêî å âå÷å å èíòåðåñíà, äà ñòàíå ïî-èíòåðåñíà.

Öåëòà íà äîêëàäà å
äà ïîêàæå ñ êîíêðåòíè ïðèìåðè, ÷å ðåäèöà âàæíè

ìàòåìàòè÷åñêè ôàêòè ìîãàò äà ñå ôîðìóëèðàò ïî íà÷èí, êîéòî

ãè ïðàâè ïî-èíòåðåñíè è ïî-ðàçáèðàåìè êàêòî çà øèðîêàòà

(âêëþ÷èòåëíî íåìàòåìàòè÷åñêà) àóäèòîðèÿ, òàêà è çà

ïðîôåñèîíàëíèòå ïðåïîäàâàòåëè è èçñëåäîâàòåëè-ìàòåìàòèöè.

Ïðåäñòàâåíèòå ðåçóëòàòè âêëþ÷âàò ìàòåìàòè÷åñêè ôîëêëîð è

ñåðèîçíè ñúâðåìåííè èçñëåäâàíèÿ. ×åñòî òàêàâà ïî-äîñòúïíà

ôîðìóëèðîâêà ïðàâè ðåçóëòàòèòå íå ñàìî ïî-íàãëåäíè, íî è

ïîçâîëÿâà íàìèðàíå íà íåî÷àêâàíè âðúçêè ìåæäó èçãëåæäàùè

äàëå÷å åäíà îò äðóãà îáëàñòè íà ìàòåìàòèêàòà.



Èäåÿ íà äîêëàäà:

Âìåñòî äà ðåøàâàìå çàäà÷è çà áàñåéíè è òðúáè,



äà ðåøàâàìå:

Ñòàäî ñëîíîâå ïèå âîäà îò åçåðî.

Ïî ñúùèÿ íà÷èí äà ïîäõîäèì êúì äðóãè, âêëþ÷èòåëíî äúëáîêè

ìàòåìàòè÷åñêè ðåçóëòàòè è ïðîáëåìè.



Ïðåç âåêîâåòå îòíîøåíèåòî êúì ìàòåìàòèêàòà å áèëî
òâúðäå ðàçëè÷íî.

Ñðåä èíòåëåêòóàëíèÿ åëèò íà äðåâíà Ãúðöèÿ ìàòåìàòèêàòà
å áèëà ïîñòàâåíà â êóëò.

Ïðèåòî å äà ñå ñ÷èòà, ÷å àñòðîíîìèÿòà å åäèíñòâåíàòà òî÷íà

íàóêà, êîÿòî èìà ñâîÿ ìóçà � Óðàíèÿ, ìóçàòà íà àñòðîíîìèÿòà

è àñòðîëîãèÿòà.



Óðàíèÿ



Óðàíèÿ å èçîáðàçÿâàíà ñ ãëîáóñ è ïåðãåë â ðúöåòå. Ñìÿòà ñå,

÷å òÿ å ïîêðîâèòåëêà è íà ãåîìåòðèÿòà, à îñâåí òîâà ñå å

ãðèæèëà è çà ìóçèêàòà, òî÷íèòå íàóêè, èçìåðâàíèÿòà, ÷èñëàòà

è íóìåðîëîãèÿòà.

Èìà îùå åäíà ìóçà, ñâúðçàíà ñ ìàòåìàòèêàòà.

Ïîëèõèìíèÿ å ìóçàòà íà ðåëèãèîçíèòå õèìíè è êðàñíîðå÷èåòî.

Â íà÷àëîòî å áèëà ìóçà íà òàíöà, ïîñëå íà ïàíòîìèìàòà,

õèìíèòå è ñåðèîçíàòà ïîåçèÿ. Ïîëèõèìíèÿ ïîìàãàëà äà ñå

çàïîìíè íàó÷åíîòî. Èçîáðàçÿâàíà å êàòî ïîêðèòà ñ ïëàù

äåâîéêà â çàìèñëåíà ïîçà, ñúñ çàìå÷òàíî ëèöå è ñâèòúê â ðúêà.

Òÿ íîñè èçâåñòíîñò íà ïèñàòåëèòå, ÷èèòî òâîðáè ñà ñè

ñïå÷åëèëè áåçñìúðòíà ñëàâà. Ïîëèõèìíèÿ å ïîçíàòà è êàòî

ìóçà íà ãåîìåòðèÿòà, ñúçåðöàíèåòî è çåìåäåëèåòî.



Ïîëèõèìíèÿ



Â ïåðèîäà 529 � 534 ãîäèíà îò íîâàòà åðà ïî çàïîâåä íà

èìïåðàòîð Þñòèíèàí I ñå ñúçäàâà Corpus Iuris Civilis (Ñâîä íà

ãðàæäàíñêîòî ïðàâî) � îñíîâîïîëàãàùà êîëåêöèÿ îò òðóäîâå â

îáëàñòòà íà þðèñïðóäåíöèÿòà. Ãëàâà 18, �2 íà Êíèãà 9 å

îçàãëàâåíà �De male�cis et mathematicis et ceteris similibus� (Çà

çëîñòîðíèöèòå è ìàòåìàòèöèòå è äðóãè ïîäîáíè íà òÿõ). Â

ïúðâèÿ àáçàö ñå êàçâà, ÷å å ïî-ëîøî äà óìúðòâèø ÷îâåê ñ

îòðîâà, îòêîëêîòî äà ãî óáèåø ñ ìå÷. Òîâà å ìàëêî øîêèðàù

íàìåê çà ãåîìåòðèÿòà, çàùîòî âòîðèÿò àáçàö ãëàñè

�Artem geometriae discere atque exerceri publice intersit. Ars

autem mathematica damnabilis interdicta est.�

Ïúðâîòî èçðå÷åíèå îçíà÷àâà: �Èçó÷àâàíåòî è ïðàêòèêóâàíåòî

íà èçêóñòâîòî íà ãåîìåòðèÿòà ïðåäñòàâëÿâà ïóáëè÷åí èíòåðåñ.�

Ïðåâîäúò íà âòîðîòî èçðå÷åíèå å �Íî ïðîêúëíàòîòî èçêóñòâî

ìàòåìàòèêà å çàáðàíåíî.� Åäèíñòâåíîòî óñïîêîåíèå å, ÷å ïî

òîâà âðåìå �èçêóñòâîòî ìàòåìàòèêà� îçíà÷àâà

�àñòðîëîãèÿ� .



Îò 1902 ã. òåêñòúò Artem geometriae discere atque exerceri publice

interest ñòîè íà ïå÷àòà íà Íåìñêèÿ ìàòåìàòè÷åñêè ñúþç

(îñíîâàí ïðåç 1890 ã.).



Çà ñðàâíåíèå, îò 1923 ã. ïå÷àòúò íà Àìåðèêàíñêîòî

ìàòåìàòè÷åñêî äðóæåñòâî (îñíîâàíî ïðåç 1888 ã.) ïîêàçâà

ãðúöêè õðàì çàåäíî ñ ïðî÷óòèÿ íàäïèñ íà Àêàäåìèÿòà íà

Ïëàòîí �Íèêîé, êîéòî íå çíàå ãåîìåòðèÿ, íå òðÿáâà äà âëèçà

òóê.�



Ùå ïðîäúëæèì ñ òðè öèòàòà:

Êðàñîòà ñïàñåò ìèð.

Ô.Ì. Äîñòîåâñêèé

Òîâà å â çíàê íà áëàãîäàðíîñò çà ïîêàíàòà äà èçíåñà òîçè

äîêëàä êúì ðúêîâîäèòåëÿ íà Êîëîêâèóìà, êîéòî å òúíúê

ïîçíàâà÷ íà Äîñòîåâñêè.

Äðóãèòå äâà öèòàòà èìàò ïðÿêî îòíîøåíèå êúì òåìàòà è

îòðàçÿâàò ìîåòî âèæäàíå êúì ìàòåìàòèêàòà.

There is no permanent place in the world
for ugly mathematics.

G.H. Hardy

You do not really understand something
unless you can explain it to your grandmother.

Albert Einstein



Ñëåäâà öèòàò, êîéòî ñå îòíàñÿ êúì àëãåáðàòà (íî Åñåíèí ãî å

êàçàë ïî äðóã ïîâîä):

Òàì, ãäå âå÷íî äðåìëåò òàéíà,
Åñòü íåçäåøíèå ïîëÿ.

Ñåðãåé Åñåíèí

è çà äà íÿìà íåäîðàçóìåíèå êîè ñà íåòóêàøíèòå ïîëåòà

Ðàñêèíóëîñü ïîëå ïî ìîäóëþ ïÿòü,
Âäàëè ïîëèíîìû ñòîÿëè.

îò åäíà ïîçàáðàâåíà ïåñíè÷êà îò Ìåõìàòà íà ÌÃÓ



Ãàùèòå íà Ïèòàãîð

Íàâÿðíî íàé-ñòàðàòà òåîðåìà, êîÿòî ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà ïî

çàáàâåí è çàïîìíÿù ñå íà÷èí å Ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà ñ

íåéíîòî êëàñè÷åñêî äîêàçàòåëñòâî, êîåòî ñå àñîöèðà ñ �ãàùèòå

íà Ïèòàãîð� :

Ñóìàòà îò ëèöàòà íà êâàäðàòèòå, ïîñòðîåíè âúðõó êàòåòèòå íà

ïðàâîúãúëåí òðèúãúëíèê, å ðàâíà íà ëèöåòî íà êâàäðàòà,

ïîñòðîåí âúðõó õèïîòåíóçàòà.





Åòî òåêñòîâå îò ðàçëè÷íè åïîõè è íà ðàçëè÷íè åçèöè.

Ñòàðîãðúöêè



Àðàáñêè



Ëàòèíñêè



Àíãëèéñêè � 1847 ã.



Ñ Ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà å ñâúðçàí ëþáîïèòåí åïèçîä âúâ ÔÌÈ

(òîãàâà ÔÌÌ) íà ÑÓ. Â êðàÿ íà 60-òå èëè íà÷àëîòî íà 70-òå

ãîäèíè íà ìèíàëèÿ âåê, ïðåäè ëåêöèÿ ïî àëãåáðà íà äîö. Êèðèë

Äî÷åâ â àóäèòîðèÿòà èìà ñòóäåíòè ïî ïðàâî. Êîãàòî äîö. Äî÷åâ

âëèçà, âèæäà íà äúñêàòà íàäïèñ Ìàòåìàòèêàòà å ïëåáåéñêè

òðóä. Òîãàâà òîé êàçâà:

Êîãàòî Ïèòàãîð äîêàçâà ñâîÿòà òåîðåìà, òîé ïðèíàñÿ â äàð íà

áîãîâåòå òðèñòà áèêà. Îòòîãàâà ãîâåäàòà íå îáè÷àò ìàòåìàòèêà.

Èìà åôåêòíî äîêàçàòåëñòâî íà Ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà ñ

ëèíåéíà àëãåáðà, íî çà öåëòà òðÿáâà äà ñå íàó÷èì äà

óìíîæàâàìå ìàòðèöè.



Òðè ñåìåéñòâà èñêàò äà îòèäàò â çàâåäåíèå çà áúðçî õðàíåíå è

äà ñè ïîðú÷àò ÿäåíå ñúãëàñíî òàáëèöàòà.



Êîëêî ùå ïëàòè âñÿêî ñåìåéñòâî, àêî îòèäàò â McDonald's èëè

â Kentucky Fried Chicken, àêî öåíèòå ñà êàòî â òàáëèöàòà.



2× 3.29 + 3× 2.29 + 1× 4.99 + 2× 2.39 + 3× 1.29 = 27.09



Äîêàçàòåëñòâî íà Ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà ñ ëèíåéíà àëãåáðà

Íåêà a, b è c ñà äúëæèíèòå íà êàòåòèòå è õèïîòåíóçàòà â

ïðàâîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê ∆ABC . Â äâóìåðíîòî åâêëèäîâî

ïðîñòðàíñòâî ðàçãëåæäàìå ëèíåéíè îïåðàòîðè F è G ñ ìàòðèöè

F =

(
a b
−b a

)
, G =

(
c 0
0 c

)
,

à R å ðîòàöèÿòà íà úãúë β = ∠B ñ ìàòðèöà

R =

(
cosβ − sinβ
sinβ cosβ

)
.



Î÷åâèäíî å, ÷å àêî íàé-íàïðåä ïðèëîæèì îïåðàòîðà F , à ñëåä
òîâà ðîòàöèÿòà R, ùå ïîëó÷èì îïåðàòîðà G, ò.å.

G = R ◦ F .



Íà ìàòðè÷åí åçèê òîâà îçíà÷àâà G = RF . Òúé êàòî

äåòåðìèíàíòàòà íà ïðîèçâåäåíèåòî íà äâå êâàäðàòíè ìàòðèöè å

ðàâíî íà ïðîèçâåäåíèåòî îò äåòåðìèíàíòèòå íà ìàòðèöèòå,

ïîëó÷àâàìå

det(G ) = det(R) det(F ),

∣∣∣∣c 0
0 c

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣cosβ − sinβ
sinβ cosβ

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ a b
−b a

∣∣∣∣ ,
c2 = (cos2 β + sin2 β)(a2 + b2) = a2 + b2.



Íå å ÿñíî äîêîëêî �÷åñòíî� å òîâà äîêàçàòåëñòâî íà

Ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà, çàùîòî ðàâåíñòâîòî cos2 β + sin2 β = 1 å

åêâèâàëåíòíî íà íåÿ.



Åäèí íà÷èí �äà ñå èçìúêíåì� å äà èçïîëçâàìå ðàçâèòèåòî â ðåä

íà òðèãîíîìåòðè÷íèòå è åêñïîíåíöèàëíàòà ôóíêöèè:

cos z =
∑
n≥0

(−1)n
z2n

(2n)!
, sin z =

∑
n≥0

(−1)n
z2n+1

(2n + 1)!
,

cos z+i sin z =
∑
n≥0

(iz)n

n!
= e iz , cos z−i sin z =

∑
n≥0

(−iz)n

n!
= e−iz ,

cos2 z + sin2 z = (cos z + i sin z)(cos z− i sin z) = e ize−iz = e0 = 1.

Ïàê íå å ÿñíî äîêîëêî �÷åñòíà� å òàçè äîáàâêà êúì

äîêàçàòåëñòâîòî, íî ïîíå ñå óïðàæíÿâàõìå ïî ëèíåéíà àëãåáðà

è àíàëèç.



Íà÷àëî íà òåîðèÿ íà ãðàôèòå

Çà íà÷àëî íà òåîðèÿòà íà ãðàôèòå ñå ïðèåìà èçâåñòíàòà ñòàòèÿ

íà Îéëåð çà Êüîíèãñáåðãñêèòå ìîñòîâå (êîÿòî ñå ñ÷èòà è çà

ïúðâàòà ñòàòèÿ ïî òîïîëîãèÿ) �Solutio problematis ad geometriam

situs pertinentis� (�Ðåøåíèå íà ïðîáëåì, ñâúðçàí ñ ãåîìåòðèÿòà

íà ìåñòîïîëîæåíèåòî�), ïðåäñòàâåíà ïðåä Ñò. Ïåòåðáóðãñêàòà

àêàäåìèÿ íà íàóêèòå íà 26 àâãóñò 1735 ã. è ïóáëèêóâàíà â

�Êîìåíòàðèèòå� íà Àêàäåìèÿòà ïðåç 1741 ã. Â íåÿ Îéëåð

ðåøàâà èçâåñòíàòà çàäà÷à çà Êüîíèãñáåðãñêèòå ìîñòîâå.

Òâúðäè ñå, ÷å â íà÷àëîòî íà XVIII âåê æèòåëèòå íà Êüîíèãñáåðã

(äíåñ Êàëèíèíãðàä) îáè÷àëè äà ïðàâÿò íåäåëíè ðàçõîäêè ïî

ãðàäà. Ïðåç ãðàäà ìèíàâà ðåêàòà Ïðåãåë (äíåñ Ïðåãîëÿ), êîÿòî

ãî ðàçäåëÿ íà ÷åòèðè ÷àñòè, ñúåäèíåíè ñúñ ñåäåì ìîñòà, êàêòî

å ïîêàçàíî â îðèãèíàëíàòà ñòàòèÿ íà Îéëåð.



Çàäà÷àòà, êîÿòî æèòåëèòå íà ãðàäà ñà ôîðìóëèðàëè ñàìè, å äà

ñå íàïðàâè ðàçõîäêà, êîÿòî ìèíàâà ïðåç âñè÷êèòå ñåäåì ìîñòà

òî÷íî ïî âåäíúæ, àêî å âúçìîæíî, âðúùàéêè ñå â íà÷àëíàòà

òî÷êà íà ðàçõîäêàòà.



Â ñúâðåìåííà ôîðìóëèðîâêà ðåøåíèåòî íà Îéëåð èçãëåæäà

òàêà.

Ïîñòðîÿâàìå ãðàô, ÷èéòî âúðõîâå ñà ÷àñòèòå íà ñóøàòà, íà

êîèòî å ðàçïîëîæåí Êüîíèãñáåðã. Íà âñåêè ìîñò ñúïîñòàâÿìå

ðåáðî, êîåòî ñâúðçâà ñúîòâåòíèòå âúðõîâå.

(Â äåéñòâèòåëíîñò, Îéëåð íå ãîâîðè çà ãðàôè. Â òîçè ñè âèä

ãðàôèòå ñå ïîÿâÿâàò åäâà ïðåç âòîðàòà ïîëîâèíà íà XIX âåê.)



Òåîðåìà íà Îéëåð

Çà äàäåí ãðàô ñúùåñòâóâà ïúò, êîéòî ìèíàâà ïðåç âñè÷êè

ðåáðà òî÷íî ïî âåäíúæ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ãðàôúò å

ñâúðçàí è áðîÿò íà ðåáðàòà, êîèòî èçëèçàò îò âñåêè âðúõ (ñ

èçêëþ÷åíèå íà íàé-ìíîãî íà äâà âúðõà) å ÷åòíî ÷èñëî.

Ïúò ñ òîâà ñâîéñòâî ñå íàðè÷à Îéëåðîâ ïúò.

Â ñâîÿòà ñòàòèÿ Îéëåð äîêàçâà ñàìî íåîáõîäèìîñòòà, à

çàäîâîëèòåëíî äîêàçàòåëñòâî íà äîñòàòú÷íîñòòà ñå ïîÿâÿâà

åäâà ïðåç 1873 ã. â ïóáëèêóâàíà ïîñìúðòíî ñòàòèÿ íà Êàðë

Õèðõîëöåð (Carl Hierholzer).



Òúé êàòî îò âñåêè âðúõ íà ãðàôà ñ Êüîíèãñáåðãñêèòå ìîñòîâå

èçëèçàò íå÷åòåí áðîé ðåáðà,

îò òåîðåìàòà ñëåäâà, ÷å â ãðàôà íå ñúùåñòâóâà Îéëåðîâ ïúò,

ò.å. íå å âúçìîæíî äà ìèíåì ïðåç âñè÷êè ìîñòîâå òî÷íî ïî

âåäíúæ.



Àëãåáðè ñ ïîëèíîìíè òúæäåñòâà

Àëãåáðèòå ñ ïîëèíîìíè òúæäåñòâà (èëè PI-àëãåáðèòå) ñà âàæåí

êëàñ îò àëãåáðè, êîéòî å äîñòàòú÷íî ãîëÿì è ñúäúðæà âñè÷êè

êîìóòàòèâíè è âñè÷êè êðàéíîìåðíè àëãåáðè. Îò äðóãà ñòðàíà,

êëàñúò å �äîñòàòú÷íî ìàëúê�, çà äà èìà ðåäèöà âàæíè

ñâîéñòâà, áëèçêè äî òåçè íà êîìóòàòèâíèòå è êðàéíîìåðíèòå

àëãåáðè. PI-àëãåáðèòå ñå ïîÿâÿâàò â íà÷àëîòî íà XX âåê âúâ

âðúçêà ñ èçñëåäâàíèÿòà ïî ïðîåêòèâíà ãåîìåòðèÿ, à â äíåøíî

âðåìå íàìèðàò ìíîãîáðîéíè ïðèëîæåíèÿ â òåîðèÿòà íà

ïðúñòåíèòå, òåîðèÿ íà àëãåáðèòå ñ äåëåíèå, êîìóòàòèâíàòà è

íåêîìóòàòèâíàòà òåîðèÿ íà èíâàðèàíòèòå è äð.



Êîìáèíàòîðíà òåîðèÿ íà PI-àëãåáðèòå

Â çàâèñèìîñò îò ìåòîäèòå íà èçñëåäâàíå è ïîëó÷åíèòå

ðåçóëòàòè òåîðèÿòà íà PI-àëãåáðèòå èìà äâà îñíîâíè äÿëà �

ñòðóêòóðíà òåîðèÿ è êîìáèíàòîðíà òåîðèÿ, êîèòî ÷åñòî ñå

ïðåïëèòàò.

Êàêòî äðåâíèòå ñà ñìÿòàëè, ÷å Çåìÿòà ïëóâà â Ñâåòîâíèÿ

îêåàí, íîñåíà îò òðè êèòà, òàêà è êîìáèíàòîðíàòà òåîðèÿ íà

PI-àëãåáðèòå ñå êðåïè íà ÷åòèðè îñíîâíè ðåçóëòàòà, êîèòî ñà â

îñíîâàòà íà ìíîãî äðóãè ñòàíàëè âå÷å êëàñè÷åñêè òåîðåìè:

I Òåîðåìàòà íà Àìèöóð-Ëåâèöêè (1950);

I Ñúùåñòâóâàíåòî íà öåíòðàëíè ïîëèíîìè çà ìàòðè÷íèòå

àëãåáðè � Ôîðìàíåê (1972), Ðàçìèñëîâ (1973);

I Òåîðåìà íà Øèðøîâ çà âèñî÷èíàòà (1957);

I Òåîðåìà íà Ðåãåâ çà åêïîíåíöèàëèÿ ðúñò íà ðåäèöàòà îò

êîðàçìåðíîñòè (1972).

Âñè÷êè òåçè ðåçóëòàòè èìàò åôåêòíè êîìáèíàòîðíè

äîêàçàòåëñòâà.





Òåîðåìà íà Àìèöóð-Ëåâèöêè

Ìàòðè÷íàòà àëãåáðà Mn(R) îò n-òè ðåä ñ åëåìåíòè îò

ïðîèçâîëåí êîìóòàòèâåí ïðúñòåí R óäîâëåòâîðÿâà

ñòàíäàðòíîòî òúæäåñòâî îò ñòåïåí 2n: Àêî x1, . . . , x2n ñà 2n
ìàòðèöè îò Mn(R), òî

s2n(x1, . . . , x2n) =
∑
σ∈S2n

(−1)σxσ(1) · · · xσ(2n) = 0.

(Ñóìèðàíåòî ñå âîäè ïî ñèìåòðè÷íàòà ãðóïà S2n îò ñòåïåí 2n.)



Äîêàçàòåëñòâî íà Ñóîí (R. Swan, 1963)

Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì òåîðåìàòà, êîãàòî x1, . . . , x2n ñà

ìàòðè÷íè åäèíèöè è R = Z. Neka xi = epiqi , i = 1, . . . , 2n.
Ðàçãëåæäàìå îðèåíòèðàí ãðàô ñ n âúðõà {1, 2, . . . , n} è ñ 2n
ðåáðà (p1, q1), (p2, q2), . . . , (p2n, q2n).

x1 = e12, x2 = e22, x3 = e24, x4 = e44,

x5 = e43, x6 = e31, x7 = e14, x8 = e11



Ïðîèçâåäåíèåòî

(−1)σxσ(1) · · · xσ(2n) = (−1)σepσ(1)qσ(1)
· · · epσ(2n)qσ(2n)

å ðàâíî íà (−1)σepσ(1)qσ(2n)
àêî q1 = p2, q2 = p3, . . . , q2n−1 = p2n

è å 0 âúâ âñè÷êè îñòàíàëè ñëó÷àè. Ñ äðóãè äóìè åäèíñòâåíèòå

íåíóëåâè ñòîéíîñòè ±epσ(1)qσ(2n)
ñå ïîëó÷àâàò, êîãàòî

(pσ(1), qσ(1)), (pσ(2), qσ(2)), . . . , pσ(2n), qσ(2n))

å Îéëåðîâ ïúò â ãðàôà, à çíàêúò ± ñå îïðåäåëÿ îò ÷åòíîñòòà íà

ñóáñòèòóöèÿòà σ.



Ñëåäîâàòåëíî

s2n(x1, . . . , x2n) =
n∑

p,q=1

apqepq,

êúäåòî apq å ðàâíî íà ðàçëèêàòà íà áðîÿ íà ÷åòíèòå è

íå÷åòíèòå Îéëåðîâè ïúòèùà ñ íà÷àëî p è êðàé q.

Ñóîí äîêàçâà, ÷å àêî åäèí îðèåíòèðàí ãðàô ñ n âúðõà èìà ≥ 2n
ðåáðà, òî áðîÿò íà ÷åòíèòå è íå÷åòíèòå Îéëåðîâè ïúòèùà ñ

ôèêñèðàíè íà÷àëî è êðàé å åäèí è ñúùè. Â íàøèÿ ñëó÷àé òîâà

äàâà apq = 0, îòêúäåòî s2n(x1, . . . , x2n) = 0.



Îéëåðîâè ïúòèùà

+ : x7x4x5x6x8x1x2x3, x7x5x6x8x1x2x3x4,

+ : x8x1x2x3x5x6x7x4, x8x7x4x5x6x1x2x3,

− : x1x2x3x4x5x6x8x7, x1x2x3x5x6x8x7x4,

− : x8x1x2x3x4x5x6x7, x8x7x5x6x1x2x3x4.



Ïðîáëåì íà Áúðíñàéä

Ïðåç 1902 ã. Áúðíñàéä ïîñòàâÿ ñâîÿ ïðî÷óò ïðîáëåì, êîéòî,

çàåäíî ñ ïðîáëåìà çà êëàñèôèêàöèÿòà íà êðàéíèòå ïðîñòè

ãðóïè, å åäíà îò ãëàâíèòå äâèæåùè ñèëè â òåîðèÿòà íà ãðóïèòå

íà XX âåê. Èìà òðè âàðèàíòà íà ïðîáëåìà íà Áúðíñàéä:

Íåêà G å êðàéíî ïîðîäåíà ãðóïà òàêàâà, ÷å âñåêè åëåìåíò íà G
å îò êðàåí ðåä.

I Êðàéíà ëè å ãðóïàòà G? (Â òàçè ôîðìà íà ïðîáëåìà íå ñå

èñêà ðåäîâåòå íà åëåìåíòèòå íà G äà áúäàò îãðàíè÷åíè

îòãîðå.)

I Êðàéíà ëè å ãðóïàòà G , àêî ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî k
òàêîâà, ÷å âñåêè åëåìåíò g â G óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî

gk = 1?

I (Îãðàíè÷åí ïðîáëåì íà Áúðíñàéä) Àêî êðàéíàòà ãðóïà G å

ïîðîäåíà îò m åëåìåíòà è óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî gk = 1
çà âñè÷êè g ∈ G , òî ñúùåñòâóâà ëè ãîðíà ãðàíèöà çà ðåäà

íà G , êîÿòî çàâèñè ñàìî îò m è k?



Îòðèöàòåëíîòî ðåøåíèå íà îáùèÿ ïðîáëåì íà Áúðíñàéä å

ïîëó÷åíî îò Ãîëîä ïðåç 1964 ã., èçïîëçâàéêè êîñòðóêöèÿ íà

Ãîëîä è Øàôàðåâè÷ îò òåîðèÿ íà ïðúñòåíèòå (âêëþ÷âàùà è

àíàëèòè÷íè ìåòîäè ñ îöåíêè íà ðúñòà íà êîåôèöèåíòèòå íà

ñòåïåííè ðåäîâå). Âïîñëåäñòâèå ñå ïîÿâÿâàò ìíîãî äðóãè

êîíòðàïðèìåðè, áàçèðàùè ñå íà ðàçëè÷íè ïîäõîäè. Ïî-äîëó ùå

ñêèöèðàìå ïðèìåðà íà Ãðèãîð÷óê îò 1980 ã., êîéòî ñå

ôîðìóëèðà íà åçèêà íà òåîðèÿ íà ãðàôèòå.



Ïúðâèòå êîíòðàïðèìåðè êúì âòîðèÿ âàðèàíò íà ïðîáëåìà íà

Áúðíñàéä ñà äàäåíè îò Íîâèêîâ è Àäÿí ïðåç 1968 ã. Òå

äîêàçâàò, ÷å çà âñÿêî äîñòàòú÷íî ãîëÿìî íå÷åòíî ÷èñëî k ≥ 665
èìà êðàéíî ïîðîäåíà ãðóïà G , êîÿòî å îò áåçêðàåí ðåä è çà

êîÿòî gk = 1, g ∈ G . Âïîñëåäñòâèå Îëøàíñêè äîðàçâèâà

ãåîìåòðè÷íàòà òåîðèÿ íà ãðóïèòå, çàäàäåíè ñ ïîðàæäàùè è

îïðåäåëÿùè ñúîòíîøåíèÿ (îòíîâî òåîðèÿ íà ãðàôèòå!) è äàâà

íîâè êîíòðàïðèìåðè. Â ÷àñòíîñò, çà ïðîñòè p > 1010 òîé
êîñòðóèðà ò.í. Ìîíñòúð íà Òàðñêè-Îëøàíñêè. Òîâà å áåçêðàéíà

ãðóïà, â êîÿòî âñè÷êè íåòðèâèàëíè ñîáñòâåíè ïîäãðóïè ñà

öèêëè÷íè îò ðåä p.
Çà ìíîãî îò ìàëêèòå ñòîéíîñòè íà k îòãîâîðúò íà âòîðàòà

âåðñèÿ íà ïðîáëåìà íà Áúðíñàéä å íåèçâåñòåí. Íàïðèìåð, âñå

îùå å íå ñå çíàå äàëè âñÿêà ãðóïà ñ äâå ïîðàæäàùè, êîÿòî

óäîâëåòâîðÿâà òúæäåñòâîòî x5 = 1, å êðàéíà.



Èçïîëçâàéêè ìåòîäè îò òåîðèÿòà íà àëãåáðèòå íà Ëè,

óäîâëåòâîðÿâàùè òúæäåñòâîòî íà Åíãåë, Êîñòðèêèí äîêàçâà, ÷å

çà ïðîñòî p ðåäúò íà êðàéíèòå m-ïîðîäåíè ãðóïè ñ åêñïîíåíòà

p å îãðàíè÷åí. Âïîñëåäñòâèå Çåëìàíîâ ðåøàâà îêîí÷àòåëíî â

ïîëîæèòåëíà ïîñîêà îãðàíè÷åíèÿ ïðîáëåì íà Áúðíñàéä. Îñâåí

àëãåáðè íà Ëè, òîé èçïîëçâà è êëàñèôèêàöèÿòà íà êðàéíèòå

ïðîñòè ãðóïè. Çà ñâîåòî ïîñòèæåíèå Çåëìàíîâ å íàãðàäåí ñ

Ôèëäñîâ ìåäàë ïðåç 1994 ã.



Êîíòðàïðèìåð íà Ãðèãîð÷óê

Ðàçãëåæäàìå ïúëíîòî áåçêðàéíî áèíàðíî äúðâî ñ ôèêñèðàí

êîðåí â ðàâíèíàòà. Áåçêðàéíèòå ïúòèùà, êîèòî çàïî÷âàò îò

êîðåíà, ìîãàò äà ñå èäåíòèôèöèðàò ñ áåçêðàéíèòå ðåäèöè îò 0

è 1. Àêî ñå äâèæèì íàëÿâî, îçíà÷àâàìå ðåáðîòî ñ 0, à íàäÿñíî

� ñ 1.

Àâòîìîðôèçìèòå íà äúðâîòî ñà âçàèìíî-åäíîçíà÷íè

èçîáðàæåíèÿ íà âúðõîâåòå íà äúðâîòî, êîèòî çàïàçâàò êîðåíà è

ñâîéñòâîòî �ñúñåäñòâî� íà âúðõîâåòå.



Àêî îçíà÷èì äúðâîòî ñ T , íåãîâèòå ëåâè è äåñíè êëîíè ùå

áúäàò ñúîòâåòíî TL = 0T è TR = 1T .

Ãðèãîð÷óê äåôèíèðà ÷åòèðè àâòîìîðôèçìà a, b, c , d íà

äúðâîòî. Ïîä äåéñòâèåòî íà ïúðâèÿ îò òÿõ ñå ðàçìåíÿò ëÿâàòà

è äÿñíàòà ïîëîâèíà íà äúðâîòî, ò.å. ðåäèöàòà

α = (α1, α2, α3, . . .) ïðåìèíàâà â a(α) = (α1, α2, α3, . . .), êúäåòî
α1 = 1, àêî α1 = 0 è α1 = 0, àêî α1 = 1. Ôîðìàëíî:

a(0β) = 1β, a(1β) = 0β, β = (β1, β2, . . .).



Îñòàíàëèòå àâòîìîðôèçìè b, c , d ñå îïðåäëÿò ïî ïðàâèëàòà

b(0β) = c(0β) = 0a(β), d(0β) = 0β,

b(1β) = 1c(β), c(1β) = 1d(β), d(1β) = 1b(β).



Òåîðåìà

Ãðóïàòà G îò àâòîìîðôèçìè íà ïúëíîòî áåçêðàéíî áèíàðíî

äúðâî T ñ ôèêñèðàí êîðåí, ïîðîäåíà îò a, b, c , d å áåçêðàéíà, à

âñåêè íåèí åëåìåíò å îò ðåä ñòåïåí íà äâîéêàòà.

Âïîñëåäñòâèå òàçè êîíñòðóêöèÿ å îáîáùåíà îò Íàðàèí Ãóïòà è

Ñàèä Ñèäêè çà êðàéíî ïîðîäåíè áåçêðàéíè ãðóïè, ÷èèòî

åëåìåíòè ñà îò ðåä ñòåïåí íà ïðîèçâîëíî ïðîñòî p. Îñâåí òîâà

ñå îêàçâà, ÷å ãðóïèòå íà Ãðèãîð÷óê è Ãóïòà-Ñèäêè ìîãàò äà ñå

ðåàëèçèðàò êàòî ãðóïè íà Àëüîøèí, êîéòî ïðåç 1972 ã. äàâà

êîíòðàïðèìåð êúì ïðîáëåìà íà Áúðíñàéä íà åçèêà íà òåîðèÿ

íà êðàéíèòå àâòîìàòè.



Äðóãè âàæíè ñâîéñòâà íà ãðóïàòà íà Ãðèãîð÷óê

Ìåæäèíåí ðúñò è ïðîáëåì íà Ìèëíîð

Ôóíêöèÿòà íà ðúñòà íà åäíà ãðóïà, ïîðîäåíà îò h1, . . . , hm ñå

îïðåäåëÿ ïî ïðàâèëîòî

g(n) = áðîé íà åëåìåíòèòå îò âèäà h±1i1
· · · h±1ik

, k ≤ n.

Ïîâå÷åòî �õóáàâè� ãðóïè èìàò ïîëèíîìåí èëè åêñïîíåíöèàëåí

ðúñò. Ïðåç 1968 ã. Ìèëíîð ïîñòàâÿ ïðîáëåìà çà ñúùåñòâóâàíå

íà ãðóïè ñ ìåæäèíåí (ìåæäó ïîëèíîìåí è åêñïîíåíöèàëåí)

ðúñò. Ïðåç 1984 ã. Ãðèãîð÷óê ïîêàçâà, ÷å ñúùåñòâóâà

êîíòèíóàëíî ìíîæåñòâî îò ãðóïè ñ ìåæäèíåí ðúñò è åäíà îò

òåçè ãðóïè å ãðóïàòà, ïîñòðîåíà ïî-ãîðå.



Ôðàêòàëíîñò

Ïîäãðóïàòà íà ãðóïàòà íà Ãðèãîð÷óê, êîÿòî èçîáðàçÿâà äâàòà

êëîíà íà ïúëíîòî áèíàðíî äúðâî âúðõó ñåáå ñè, å èçîìîðôíà

íà ñàìàòà ãðóïà.

Íîðìàëíè äåëèòåëè

Âñè÷êè ñîáñòâåíè íîðìàëíè ïîäãðóïè íà ãðóïàòà íà Ãðèãîð÷óê

ñà îò êðàåí èíäåêñ.



Ìíîæåñòâî íà ìîêðèòå òî÷êè è ìíîæåñòâî íà Êàíòîð

Åäèíè÷íàòà îòñå÷êà å ðàçäåëåíà íà òðè ðàâíè ÷àñòè è íà

ñðåäíàòà ÷àñò å ïîñòðîåíà ïàëàòêà, êîÿòî ïîêðèâà îòâîðåíèÿ

èíòåðâàë (1/3, 2/3). Ëåâèÿò è äåñíèÿò èíòåðâàëè [0, 1/3] è
[2/3, 1] ñúùî ñà ðàçäåëåíè íà òðè ÷àñòè è âúðõó ñðåäíèòå ñà

ïîñòðîåíè ïàëàòêè, êîèòî ïîêðèâàò ñúîòâåòíèòå îòâîðåíè

èíòåðâàëè. Òîçè ïðîöåñ ïðîäúëæàâà äî áåçêðàéíîñò. Çàïî÷âà

äà âàëè äúæä. Îêàçâà ñå, ÷å �ìîêðèòå� òî÷êè îò èíòåðâàëà

[0, 1] îáðàçóâàò òåðíàðíîòî ìíîæåñòâî íà Êàíòîð, êîåòî èìà

ðåäèöà çàáåëåæèòåëíè ñâîéñòâà.



Âàðèàíòè íà òîâà ìíîæåñòâî ñå ïîÿâÿâàò íåêîëêîêðàòíî â

ëèòåðàòóðàòà, âêëþ÷èòåëíî ïðåäè Êàíòîð.

I Henry John Stephen Smith ãî îòêðèâà ïðåç 1874 ã. â ñâîÿ

ñòàòèÿ, ïîñâåòåíà íà èíòåãðèðàíåòî íà ïðåêúñíàòè

ôóíêöèè.

I Paul du Bois-Reymond ãî ñïîìåíàâà â çàáåëåæêà ïîä ëèíèÿ

â ñâîÿòà ñòàòèÿ îò 1880 ã. âúðõó äîêàçàòåëñòâîòî íà

îñíîâíàòà òåîðåìà íà èíòåãðàëíîòî ñìÿòàíå.

I Ìíîæåñòâîòî íà Êàíòîð å îòêðèòî è îò Vito Volterra ïðåç

1881 ã. â ñòàòèÿòà ìó çà ïîòî÷êîâî ïðåêúñíàòè ôóíêöèè.

I Êàíòîð ïðåç 1883 ã. ñàìî ãî ñïîìåíàâà, êàòî ïðèìåð íà

ïî-îáùàòà èäåÿ çà ìíîæåñòâà, êîèòî ñà ñúâúðøåíè, íî íå

ñà íèêúäå ïëúòíè.



Èçó÷àâàéêè òîâà ìíîæåñòâî, Êàíòîð è äðóãèòå ñïîìàãàò çà

ïîëàãàíåòî íà îñíîâèòå íà ñúâðåìåííàòà

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåíà òîïîëîãèÿ.

Ùå ñå ñïðåì íà íÿêîè îò ñâîéñòâàòà íà ìíîæåñòâîòî íà

Êàíòîð.

I Ìíîæåñòâîòî íà Êàíòîð å ñ ìÿðêà 0. Íàèñòèíà, íåãîâîòî
äîïúëíåíèå äî åäèíè÷íèÿ èíòåðâàë å ñ ìÿðêà

2 · 1

3
+ 22 · 1

32
+ 23 · 1

33
+ · · · =

2

3
· 1

1− 1
3

= 1.

I Ìíîæåñòâîòî íà Êàíòîð ñå ñúñòîè îò âñè÷êè ÷èñëà â

èíòåðâàëà [0, 1], êîèòî â òðîè÷íà áðîéíà ñèñòåìà ñå

çàïèñâàò êàòî (áåçêðàéíè) äðîáè ñàìî ñ 0 è ñ 2. Íàïðèìåð,

1

3
= 0.1(3) = 0.0222 . . .(3) .



I Ìíîæåñòâîòî íà Êàíòîð å ñ ìîùíîñòòà íà êîíòèíóóìà.

Äîêàçàòåëñòâî: Ùå èçîáðàçèì ìíîæåñòâîòî íà Êàíòîð

âúðõó èíòåðâàëà [0, 1], îòêúäåòî ùå ñëåäâà, ÷å íåãîâàòà
ìîùíîñò íå å ïî-ìàëêà îò òàçè íà [0, 1], ò.å. å ïîíå
êîíòèíóàëíà. Íî òÿ íå ìîæå äà áúäå ïî-ãîëÿìà, çàùîòî òî

å ïîäìíîæåñòâî íà òîçè èíòåðâàë. Âñÿêî ÷èñëî α ∈ [0, 1] ñå
ïðåäñòàâÿ êàòî áåçêðàéíà äâîè÷íà äðîá α = 0.α1α2 . . .(2).
(Òîâà ïðåäñòàâÿíå íå å åäíîçíà÷íî, íàïðèìåð

0.1000 . . .(2) = 0.0111 . . .(2).) Íà åëåìåíòà íà Êàíòîðîâîòî
ìíîæåòñòâî β = 0.β1β2 . . .(3) ñúïîñòàâÿìå
α = 0.α1α2 . . .(2) ∈ [0, 1] ïî ïðàâèëîòî αi = 0, àêî βi = 0 è

αi = 1, àêî βi = 2. Î÷åâèäíî, ÷å òîâà èçîáðàæåíèå å âúðõó
[0, 1].



I Èìà åñòåñòâåíî âçàèìíî-åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó

ìíîæåñòâîòî íà Êàíòîð è áåçêðàéíèòå ïúòèùà, çàïî÷âàùè

îò êîðåíà, â ïúëíîòî áåçêðàéíî áèíàðíî äúðâî. Çà öåëòà

íà åëåìåíòà íà Êàíòîðîâîòî ìíîæåòñòâî β = 0.β1β2 . . .(3)
ñúïîñòàâÿìå áåçêðàéíèÿ ïúò, êîéòî çàïî÷âà îò êîðåíà è íà

âñÿêà ñòúïêà âúðâè íàëÿâî, àêî βi = 0 è íàäÿñíî, àêî

βi = 2.



Ìíîæåñòâîòî íà Êàíòîð èìà è ìíîãîìåðíè âàðèàíòè.



Îáðàòíî êúì ãðóïàòà íà Ãðèãîð÷óê

Ùå îòáåëåæèì, ÷å îðèãèíàëíàòà êîíñòðóêöèÿ íà ãðóïàòà íà

Ãðèãîð÷óê G ñ ïîðàæäàùè a, b, c , d å íà åçèê, áëèçúê äî òîçè

çà ìíîæåñòâîòî íà Êàíòîð. Òîâà å ãðóïà îò ïðåîáðàçóâàíèÿ íà

åäèíè÷íèÿ èíòåðâàë, êîÿòî çàïàçâà ìÿðêàòà íà Ëåáåã è âñè÷êè

ïðåîáðàçóâàíèÿ ñå äåôèíèðàò ñ òî÷íîñò äî ìíîæåñòâî ñ ìÿðêà

0. (Äåéñòâèåòî íà G íå å äåôèíèðàíî âúðõó êðàéíèòå äâîè÷íè

äðîáè.)

Ïî-äîëó áóêâàòà Ò íàä èíòåðâàëà ∆ = [α, β] îçíà÷àâà
òúæäåñòâåíîòî ïðåîáðàçóâàíèå, à áóêâàòà Ï îçíà÷àâà, ÷å

ñìåíÿìå ìåñòàòà íà äâåòå ïîëîâèíêè íà èíòåðâàëà:

Ï: x → x + (β − α)/2, àêî α < x < (α + β)/2, Ï:
x → x − (β − α)/2, àêî (α + β)/2 < x < β.



Ïðåîáðàçóâàíèÿòà a, b, c , d ñà îïðåäåëåíè íà ôèãóðàòà ïî-äîëó.

Ïîä b, c è d ñà óêàçàíè áåçêðàéíèòå ïåðèîäè÷íè ðåäèöè ñ

ïåðèîä 3 îò ïðåîáðàçóâàíèÿòà íà ñúîòâåòíèòå ïîäèíòåðâàëè.



Ïðèíöèï íà ÷åêìåäæåòàòà èëè ïðèíöèï íà Äèðèõëå

Íåêà m òîïêè ñà ïîñòàâåíè â n ÷åêìåäæåòà è m > n. Òîãàâà
ïîíå â åäíî ÷åêìåäæå ùå èìà ïîíå äâå òîïêè.



Ïúðâàòà ôîðìàëèçàöèÿ íà òîçè ïðèíöèï å íàïðàâåíà îò

íåìñêèÿ ìàòåìàòèê Ïåòåð Ãóñòàâ Ëüîæîí Äèðèõëå (Peter

Gustav Lejeune Dirichlet) ïðåç 1834 ã., êîéòî ãî èçïîëçâà çà

ïîëó÷àâàíå íà äúëáîêè ðåçóëòàòè â òåîðèÿòà íà ÷èñëàòà.

Äèðèõëå èçïîëçâà íåìñêèÿ òåðìèí Schubfachprinzip � ïðèíöèï

íà ÷åêìåäæåòàòà. Òîâà èìå ñå çàïàçâà è íà ðåäèöà äðóãè

åçèöè, âêëþ÷èòåëíî íà àíãëèéñêè: Pigeonhole Principle. (Åäíî

îò çíà÷åíèÿòà íà äóìàòà pigeonhole å êàðòîòåêà èëè ïðåãðàäà

çà ïèñìà â ïèñàëèùå.)



Pigeonhole



Çàäà÷à

Âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà ñà èçêîïàíè êàíàâêè ñ äúëæèíà d è íà

ðàñòîÿíèå
√

2 åäíà îò äðóãà. Åäèí ÷îâåê ñå äâèæè ïî ïðàâàòà ñ

êðà÷êà ñ äúëæèíà 1. Äà ñå äîêàæå, ÷å ÷îâåêúò íåïðåìåííî ùå

ñòúïè â êàíàâêà.



Ðåøåíèå.

�Íàâèâàìå� ðåàëíàòà ïðàâà âúðõó îêðúæíîñò ñ äúëæèíà
√

2,
ïðè êîåòî âñè÷êè êàíàâêè ùå ïîïàäíàò åäíà âúðõó äðóãà.



Òúé êàòî
√

2 å èðàöèîíàëíî ÷èñëî, òî íèêîè äâå ñòúïêè íà

÷îâåêà íÿìà äà ñúâïàäíàò. Ðàçäåëÿìå îêðúæíîñòòà íà n ðàâíè

äúãè, êúäåòî n å òîëêîâà ãîëÿìî, ÷å äúëæèíàòà
√

2/n íà

äúãè÷êàòà å ïî-ìàëêà îò äúëæèíàòà íà êàíàâêàòà. Òúé êàòî

äúãè÷êèòå ñà êðàåí áðîé, à ñòúïêèòå íà ÷îâåêà ñà áåçáðîéíî

ìíîãî, òî íåïðåìåííî ùå èìà äâå ñòúïêè, êîèòî ñà â åäíà è

ñúùà äúãè÷êà. (Íà ÷åðòåæà òå ñà îçíà÷åíè ñ k è l .) Íåêà k > l .
Çàïî÷âàéêè îò ñòúïêàòà ñ íîìåð l , íèå ùå ñëåäèì êúäå ñòúïâà

÷îâåêúò â ìîìåíòà l , l + (k − l), l + 2(k − l), . . .. Íàøàòà çàäà÷à
ñå ñâåæäà äî ñëåäíàòà: Âúðõó îêðúæíîñòòà ñå äâèæè ÷îâåê ñúñ

ñòúïêà ñ äúëæèíà, ïî-ìàëêà îò
√

2/n, à ñëåäîâàòåëíî è îò d .
Äà ñå äîêàæå, ÷å òîé íåïðåìåííî ùå ïàäíå â êàíàâêàòà. Íî

òàêà ôîðìóëèðàíî, òâúðäåíèåòî ñòàâà î÷åâèäíî.



Âñúùíîñò íèå äîêàçàõìå:

Òåîðåìà íà Êðîíåêåð (Kronecker)

Çà ïðîèçâîëíî èðàöèîíàëíî ÷èñëî α ìíîæåñòâîòî îò ÷èñëàòà

mα + n, êúäåòî m å ïðîèçâîëíî öÿëî, à n ïðîèçâîëíî

åñòåñòâåíî ÷èñëî, å íàâñÿêúäå ãúñòî.



Çàäà÷à.

Â òî÷êèòå ñ öåëè êîîðäèíàòè â ðàâíèíàòà, ðàçëè÷íè îò

íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà, ñà ïîñàäåíè äðúâ÷åòà ñ

åäèí è ñúùè äèàìåòúð. Ñòðåëåö ñå íàìèðà â íà÷àëîòî íà

êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà è ñòðåëÿ â ïðîèçâîëíà ïîñîêà. Äà ñå

äîêàæå, ÷å òîé íåïðåìåííî ùå óëó÷è äðúâ÷å.



Òåîðåìà çà áåçáðîéíî ìíîãîòî ìàéìóíè

Àêî áåçáðîéíî ìíîãî ìàéìóíè ïèøàò íà ïèøóùè ìàøèíè, òî

íÿêîÿ îò òÿõ ùå íàïå÷àòà ñúáðàíèòå ñú÷èíåíèÿ íà Øåêñïèð.

Ðàííè âåðñèè íà òàçè òåîðåìà ñå ïðèïèñâàò íà Àðèñòîòåë.



Ïðåç 2003 ã. ïðåïîäàâàòåëèòå è ñòóäåíòèòå îò Óíèâåðñèòåòà â

Ïëèìóò ñà ðåøèëè íà íàïðàâÿò åêñïåðèìåíò â Çîîëîãè÷åñêàòà

ãðàäèíà íà êóðîðòíèÿ êðàéáðåæåí ãðàä Ïåéíòúí â Þãîçàïàäíà

Àíãëèÿ. Òå ñà ïîñòàâèëè êëàâèàòóðà â êëåòêàòà íà øåñò ìàêàêà

è ñà ÿ ñâúðçàëè ñ êîìïþòúð. Â òå÷åíèå íà ìåñåö ìàéìóíèòå ñà

îòïå÷àòàëè ïåò ñòðàíèöè ñ íåñâúðçàí òåêñò, â êîéòî íå å èìàëî

íèùî, ïðèëè÷àùî íà ñìèñëåíà äóìà, ñëåä êîåòî ñà ñ÷óïèëè

êëàâèàòóðàòà. Â íà÷àëîòî íà åêñïåðèìåíòà â òåêñòà

ïðåîáëàäàâàëà áóêâàòà S, íî ñëåä òîâà çàïî÷íàëè äà ñå

ïîÿâÿâàò è A, J, L è M.

Îò Çîîëîãè÷åñêàòà ãðàäèíà ðåøèëè, ÷å åêïåðèìåíòúò å

íåóñïåøåí, íî ó÷àñòíèöèòå ñà áèëè íà ìíåíèå, ÷å òîé å äàë è

ïîëîæèòåëíè ðåçóëòàòè. Åêñïåðèìåíòúò å áèë íàáëþäàâàí íà

æèâî íà ñïåöèàëíà ñòðàíèöà â Èíòåðíåò, à íàêðàÿ å áèëà

èçäàäåíà è êíèæêà �Notes Towards The Complete Works of

Shakespeare�.



Ïðåç 2011 ã. àìåðèêàíñêèÿò ïðîãðàìèñò Jesse Anderson ðåøèë

äà ïðîâåðè íà ïðàêòèêà òåîðåìàòà çà áåçáðîéíî ìíîãîòî

ìàéìóíè. Òîé îòäåëèë 39 ïîåìè íà Øåêñïèð è çàäåéñòâàë

�âèðòóàëíà ìàéìóíà� � ïðîãðàìà, êîÿòî äàâà ñëó÷àéíè ðåäèöè

îò äåâåò áóêâè íà àíãëèéñêàòà àçáóêà. Àêî òàêàâà ðåäèöà îò

áóêâè ñå ñðåùà â ïðîèçâåäåíèÿòà íà Øåêñïèð, èãíîðèðàéêè

ïðåïèíàòåëíèòå çíàöè è èíòåðâàëèòå, òÿ ñå çàïàçâà. Àêî íå ñå

ñðåùà, òÿ ñå îòõâúðëÿ. Çà ñâîèòå ïðåñìÿòàíèÿ ïðîãðàìèñòúò

èçïîëçâàë îáëà÷íàòà ïëàòôîðìà Amazon EC2. Òîé èçïîëçâàë

ñèñòåìà çà ðàçïðåäåëÿíå íà ïðåñìÿòàíèÿòà Hadoop è äîìàøåí

êîìïþòúð óïðàâëÿâàí îò Ubuntu. Çà ìàëêî ïîâå÷å îò ìåñåö, îò

21 àâãóñò äî 23 ñåïòåìâðè, âèðòóàëíèòå ìàéìóíè óñïåëè äà

íàïå÷àòàò ïîåìàòà A Lover's Complaint (ïîâå÷å îò 700 ðåäà, íàä

2500 äóìè, îêîëî 11700 çíàêà). Îñòàíàëèòå 38 ïðîèçâåäåíèÿ

áèëè çàâúðøåíè íà íàä 99 ïðîöåíòà.



Çàäà÷à

Åäíà ìàéìóíà ïèøå íà ïèøóùà ìàøèíà ñúñ ñêîðîñò åäèí óäàð

âúðõó êëàâèø â ñåêóíäà. Êîëêî âðåìå òðÿáâà äà ðàáîòè, çà äà

îòïå÷àòà èçâåñòíàòà ôðàçà �To be, or not to be� ñ âåðîÿòíîñò

≥ 1/2?

Ñúùåñòâóâàò ðàçëè÷íè ðàííè âåðñèè íà ìîíîëîãà íà Õàìëåò,

íî âúâ âñè÷êè òÿõ ôðàçàòà å åäíà è ñúùà.





Çà äà �ìàòåìàòèçèðàìå� çàäà÷àòà, ùå ñ÷èòàìå, ÷å ñìå ìàõíàëè

êëàâèøèòå çà ãëàâíè áóêâè è îáðàòåí õîä, à ìàéìóíàòà ïèøå

íà áåçêðàéíà ëåíòà, âìåñòî íà ëèñò õàðòèÿ, çà äà íå ïðåâúðòà

âàëÿêà íà ìàøèíàòà çà çàïî÷âàíå íà íîâ ðåä. Îñåí òîâà òÿ

óäðÿ ñ åäíàêâà âåðîÿòíîñò âñåêè îò 45-òå êëàâèøà

(âêëþ÷èòåëíî �äúëãèÿ� êëàâèø çà èíòåðâàëà). Ñúùàòà çàäà÷à

ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå çà ïèøóùà ìàøèíà ñ 26 êëàâèøà,

èãíîðèðàéêè ïðåïèíàòåëíèòå çíàöè è èíòåðâàëèòå.


