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Óâîä

i.1 Ñìèñúë è öåëè íà êëàñèôèêàöèîííèòå çàäà÷è

Ïðåäìåò íà íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñà çàäà÷è çà êîíñòðóèðàíå, èçáðîÿâàíå è

êëàñèôèêàöèÿ (ñïîðåä äàäåíè ñâîéñòâà) íà äèçàéíè è ñðîäíè íà òÿõ îáåêòè, â òîâà

÷èñëî - ðåçîëþöèè íà äèçàéíè, Àäàìàðîâè ìàòðèöè, ñïðåäîâå è ïàðàëåëèçìè íà

êðàéíè ïðîåêòèâíè ïðîñòðàíñòâà, ñàìîäóàëíè êîäîâå, öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè

êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå, àíòèêîíôëèêòíè è ñèëíè àíòèêîíôëèêòíè êîäîâå.

Êàêòî èçáðîÿâàíåòî, òàêà è êëàñèôèêàöèÿòà, êàñàÿò îáåêòè, êîèòî ñå ðàçáèâàò

íà êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò ñïðÿìî äàäåíà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò. Ïðè èç-

áðîÿâàíåòî îïðåäåëÿìå ñàìî áðîÿ íà êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò, äîêàòî ïðè

êëàñèôèêàöèÿòà îïèñâàìå è íÿêîè ñâîéñòâà íà îáåêòèòå îò ðàçëè÷íèòå êëàñîâå.

Ïîíÿêîãà èçáðîÿâàíå èëè êëàñèôèêàöèÿ ñà âúçìîæíè è áåç ïîñòðîÿâàíå íà ñàìè-

òå îáåêòè. Äâà òàêèâà ïðèìåðà ñà äàäåíè â ãëàâà 3. Âúâ âñè÷êè îñòàíàëè ñëó÷àè,

îïèñàíè â äèñåðòàöèÿòà, ïúðâî íàìèðàìå ïî åäèí ïðåäñòàâèòåë îò âñåêè êëàñ íà

åêâèâàëåíòíîñò, à ñëåä òîâà îïèñâàìå õàðàêòåðíèòå ñâîéñòâà. Òàêàâà êëàñèôèêà-

öèÿ ñå íàðè÷à êîíñòðóêòèâíà.

Ïîëó÷åíèòå êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè ñà çà çàäàäåíè ñðàâíèòåëíî ìàëêè

ïàðàìåòðè è ïðåäñòàâëÿâàò èíòåðåñ, êàêòî ñ îãëåä íà âúçìîæíè äèðåêòíè ïðè-

ëîæåíèÿ (â øóìîçàùèòíîòî êîäèðàíå, â êðèïòîãðàôèÿòà, çà ñòàòèñòè÷åñêè åêñ-

ïåðèìåíòè, â êîìóíèêàöèîííè ñèñòåìè ñ ìíîæåñòâåí äîñòúï è äð.), òàêà è êàòî

íåîáõîäèìà èíôîðìàöèÿ çà ðåøàâàíåòî íà ïî-îáùè çàäà÷è èëè êàòî åâåíòóàëíà

ñúñòàâíà ÷àñò â êîíñòðóêöèè çà ïî-ãîëåìè ïàðàìåòðè. Çà òåçè öåëè ìîæå äà ñå

íàëîæè ïîäáîð íà ñòðóêòóðè ñ êîíêðåòíè ñâîéñòâà è òîâà å îñîáåíî ëåñíî, àêî

âñè÷êè âúçìîæíè ðåøåíèÿ ñà êëàñèôèöèðàíè è äîñòúïíè.

Àêî áðîÿò íà ðåøåíèÿòà å òâúðäå ãîëÿì, òî äîðè äà å âúçìîæíî ïîëó÷àâàíåòî

èì çà ðàçóìíî âðåìå, ñúõðàíÿâàíåòî å ïðîáëåì, à è òúðñåíåòî ñðåä òÿõ ñúùî. Â

òàêèâà ñëó÷àè îáèêíîâåíî ñå ïðèáÿãâà äî êëàñèôèêàöèÿòà ñàìî íà òåçè îáåêòè,

êîèòî ïðèòåæàâàò íÿêàêâè äîïúëíèòåëíè ñâîéñòâà, êîèòî ñ÷èòàìå çà èíòåðåñíè

è ïîëåçíè. Òàêèâà ñà, íàïðèìåð, èíâàðèàíòíîñòòà ñïðÿìî äàäåíè ãðóïè îò àâòî-

ìîðôèçìè è ãåîìåòðè÷íè ñâîéñòâà êàòî ðåãóëÿðíîñò è êíèæíîñò (íà ñïðåäîâå è

ïàðàëåëèçìè).
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i.2 Ìåòîäîëîãèÿ è àëãîðèòìè

Â äèñåðòàöèÿòà ñà ðàçãëåäàíè ïðèìåðè çà ðåøàâàíåòî íà èíòåðåñíè îòâîðå-

íè çàäà÷è çà êîíñòðóêòèâíà êëàñèôèêàöèÿ ñ ïîìîùòà íà êîìïþòúð. Ðåøåíèÿòà

âêëþ÷âàò êîíñòðóèðàíå íà âñè÷êè èëè ÷àñò îò ñòðóêòóðèòå ñ äàäåíè ïàðàìåòðè,

ðàçáèâàíåòî èì íà êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò è íàìèðàíå íà íÿêîè õàðàêòåðèñòè-

êè íà ïðåäñòàâèòåëè îò âñåêè îò òåçè êëàñîâå (íàïðèìåð, ðåäà íà ïúëíàòà ãðóïà

îò àâòîìîðôèçìè). Ðåçóëòàòèòå ñà ïîëó÷åíè ÷ðåç ïðèëàãàíå, êàêòî íà ïîäõîäÿùè

êîìïþòúðíè àëãîðèòìè, òàêà è íà ðåäèöà òåîðåòè÷íè ñúîáðàæåíèÿ.

Àêî ñå ïðåäïîëàãà, ÷å ñúùåñòâóâà êîìáèíàòîðíà ñòðóêòóðà ñ îïðåäåëåíè ïà-

ðàìåòðè è, åâåíòóàëíî, ñúñ çàäàäåíè äîïúëíèòåëíè ñâîéñòâà, ìîæå äà ñå íàïèøå

ïðîãðàìà, êîÿòî äà àíàëèçèðà ïðîñòðàíñòâîòî îò âúçìîæíè ðåøåíèÿ äîêàòî ñå

íàìåðè òàêîâà, êîåòî óäîâëåòâîðÿâà ñúîòâåòíèòå êðèòåðèè. Àêî ñúùåñòâóâàò ìíî-

ãî ðåøåíèÿ, òî ïðîãðàìàòà òðÿáâà äà îòäåëè åêâèâàëåíòíèòå è äà êëàñèôèöèðà

ïîëó÷åíèòå ñòðóêòóðè ñïîðåä ñâîéñòâàòà èì. Â ãîëÿìàòà ÷àñò îò ñëó÷àèòå íå å

òðèâèàëíî äà ñå íàìåðÿò åôåêòèâíè àëãîðèòìè, êàêòî çà êîíñòðóèðàíå, òàêà è çà

àíàëèç íà ïîëó÷åíèòå ðåøåíèÿ. Çàòîâà êîìïþòúðíèòå ìåòîäè, èçïîëçâàíè â êîíñ-

òðóêòèâíàòà êîìáèíàòîðèêà, ïðåäñòàâëÿâàò ñúùî òîëêîâà ãîëÿì èíòåðåñ, êîëêîòî

è ïîëó÷åíèòå îò ïðèëàãàíåòî èì ðåçóëòàòè.

Àëãîðèòìèòå çà êîíñòðóèðàíå íà ðàçãëåæäàíèòå â äèñåðòàöèÿòà îáåêòè ñå áà-

çèðàò íà ðàçíîâèäíîñò íà ìåòîäà íà Farad�zev [86] è Read [206], èçâåñòåí ïîä èìåòî

ïîäðåäåíî ãåíåðèðàíå (orderly generation). Òå ñå îñíîâàâàò íà èç÷åðïâàùî

òúðñåíå ñ âðúùàíå è ñà ñ åêñïîíåíöèàëíà ñëîæíîñò. Èçïîëçâàíåòî èì çà ïàðàìåò-

ðè, êîèòî ïðåäñòàâëÿâàò ðåàëåí èíòåðåñ, ñòàâà âúçìîæíî ñ ïîìîùòà íà òåîðåòè÷íè

ñúîáðàæåíèÿ, êîèòî ïîçâîëÿâàò íàìàëÿâàíå íà ïðîñòðàíñòâîòî íà òúðñåíå è/èëè

áúðçî îòõâúðëÿíå íà çíà÷èòåëåí áðîé åêâèâàëåíòíè èëè íåïðèãîäíè ÷àñòè÷íè ðå-

øåíèÿ. Îñíîâíî çíà÷åíèå ïðè òåçè àëãîðèòìè èìàò ïðåäñòàâÿíåòî è ïîäðåäáàòà â

ìíîæåñòâîòî íà òúðñåíå, áúðçîäåéñòâèåòî íà òåñòîâåòå çà ìèíèìàëíîñò è ðàçøè-

ðèìîñò è ïîäáîðúò íà ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ, âúðõó êîèòî òå ñå ïðèëàãàò.

Âñè÷êè êîìïþòúðíî-çàâèñèìè êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè, ïðåäñòàâåíè â

äèñåðòàöèÿòà, ñà ïîëó÷åíè ñúñ ñîôòóåð íà àâòîðà, êîéòî ðåàëèçèðà îïèñàíèòå

àëãîðèòìè è å íàïèñàí íà Ñ++. Â ñëó÷àèòå êîãàòî å óïîòðåáÿâàí è äðóã ñîôòó-

åð, òîâà å îáÿñíåíî íà ñúîòâåòíèòå ìåñòà. Èçïîëçâàíè ñà ïåðñîíàëíè êîìïþòðè

ñúñ ñðàâíèòåëíî äîáðè çà âðåìåòî ñè ïàðàìåòðè (ñúâñåì ðàçëè÷íè â íà÷àëîòî è â

êðàÿ íà 18-ãîäèøíèÿ ïåðèîä, çà êîéòî ñòàâà âúïðîñ). Íà òÿõ íàé-òåæêèòå çàäà÷è

ñà îòíåìàëè 20 - 30 äíè. Â ãîëÿìàòà ÷àñò îò ñëó÷àèòå âñè÷êè èëè ÷àñò îò ïðåñìÿ-

òàíèÿòà ñà ïðàâåíè è îò ñúàâòîðèòå ñ ïîìîùòà íà äðóã ñîôòóåð, à ïîíÿêîãà è íà

äðóãè àëãîðèòìè. Òîâà å åäèí îò íà÷èíèòå äà ñìå ïî-ñèãóðíè â äîñòîâåðíîñòòà íà

ðåçóëòàòèòå. Âèíàãè å ðàçãëåæäàíà è ñúâìåñòèìîñòòà íà ïîëó÷åíîòî ñ ïðåäâàðè-

òåëíî èçâåñòíèòå òåîðåòè÷íè èçñëåäâàíèÿ è ãðàíèöè, êàêòî è ñ êëàñèôèêàöèè íà

ñðîäíè îáåêòè.
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i.3 Ñòðóêòóðà íà èçëîæåíèåòî è îáçîð íà ñúäúðæàíèåòî

Äèñåðòàöèÿòà ñúäúðæà óâîä è 6 ãëàâè. Âñÿêà ãëàâà ñå ñúñòîè îò íÿêîëêî

÷àñòè, à âñÿêà ÷àñò îò íÿêîëêî ðàçäåëà.

Â ïúðâàòà ãëàâà ñà ïðåäñòàâåíè ïðåäâàðèòåëíè ðåçóëòàòè âúâ âèä, êîéòî å

óäîáåí çà ïî-íàòàòúøíîòî èì èçïîëçâàíå â äèñåðòàöèÿòà.

×àñò 1.1 âêëþ÷âà äåôèíèöèè, îçíà÷åíèÿ è ðåçóëòàòè, êîèòî ñå èçïîëçâàò â

ïîâå÷å îò åäíà îò ñëåäâàùèòå ïåò ãëàâè. Òå êàñàÿò ïðåäè âñè÷êî êîìáèíàòîðíèòå

äèçàéíè è/èëè òåõíèòå ðåçîëþöèè, çàùîòî äèçàéíèòå ñà ñâúðçàíè ïî åäèí èëè

äðóã íà÷èí ñ âñè÷êè îáåêòè, ðàçãëåæäàíè â äèñåðòàöèÿòà. Ïîíÿòèÿ è ðåçóëòàòè,

êîèòî ñå èçïîëçâàò ñàìî â åäíà îò ñëåäâàùèòå ãëàâè, ñà äåôèíèðàíè â íåéíàòà

ïúðâà ÷àñò, à òàêèâà, êîèòî ñå ñðåùàò ñàìî â åäíà îò ÷àñòèòå íà äàäåíà ãëàâà, ñà

äåôèíèðàíè â ïúðâèÿ ðàçäåë íà òàçè ÷àñò.

Â ÷àñò 1.2 ñà îïèñàíè ïðåäâàðèòåëíî èçâåñòíèòå àëãîðèòìè, êîèòî ñà èçïîë-

çâàíè, ìîäèôèöèðàíè èëè íàäãðàæäàíè â äèñåðòàöèÿòà - â ðàçäåë 1.2.2 - èç÷åð-

ïâàùî òúðñåíå ñ âðúùàíå ñ îòõâúðëÿíå íà ÷àñòè÷íè ðåøåíèÿ [101], [151], â 1.2.5

- êëàñèôèêàöèÿ íà äèçàéíè ñúñ çàäàäåíè àâòîìîðôèçìè ñ ëîêàëíèÿ ïîäõîä [14],

â 1.2.6 - êëàñèôèêàöèÿ íà îïòèìàëíè ÎÎÑ [1], â 1.2.7 - òåñò çà èçîìîðôèçúì íà

äèçàéíè, â 1.2.8 - îïðåäåëÿíå ðåäà íà ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà äèçàéí

è â 1.2.9 - íàìèðàíå íà íåèçîìîðôíèòå ðåçîëþöèè [14].

Ãëàâè 2 äî 6 ñúäúðæàò ïîëó÷åíèòå íîâè ðåçóëòàòè è ïîäðîáíî îïèñàíèå íà

ðàçðàáîòåíèòå çà íóæäèòå íà âñÿêà çàäà÷à ìåòîäè è àëãîðèòìè.

Ãëàâà 2 âêëþ÷âà êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè çà ñèìåòðè÷íè äèçàéíè è çà

Àäàìàðîâè ìàòðèöè (òÿõ ïîëó÷àâàìå îò Àäàìàðîâè ñèìåòðè÷íè äèçàéíè). Ðàâíè-

ÿò áðîé íà òî÷êèòå è áëîêîâåòå íà ñèìåòðè÷íèòå äèçàéíè âîäè äî ðåäèöà äîïúë-

íèòåëíè ñâîéñòâà è ïðèëîæåíèÿ (÷àñò 2.1). Àëãîðèòìèòå çà êîíñòðóèðàíåòî èì

ñúùî èçïîëçâàò òåõíèòå ñïåöèôè÷íè ñâîéñòâà.

Â ÷àñò 2.2 å îïèñàí ðàçðàáîòåíèÿò àëãîðèòúì çà êîíñòðóèðàíå íà ñèìåòðè÷-

íè äèçàéíè ñúñ çàäàäåíè àâòîìîðôèçìè îò ïðîñò ðåä, êîéòî å ìîäèôèêàöèÿ íà

àëãîðèòúìà îò ðàçäåë 1.2.5.

Òåìà íà ÷àñò 2.3 ñà 2-(69,17,4) äèçàéíèòå. Ïðåäè íàñòîÿùîòî èçñëåäâàíå áÿ-

õà èçâåñòíè äâà ñèìåòðè÷íè 2-(69,17,4) äèçàéíà [182] - åäèíèÿò å îò áåçêðàéíèÿ

êëàñ, êîíñòðóèðàí îò Shrikhande è Singhi [212], à äðóãèÿò å íàìåðåí îò Bo�zikov

[40] êàòî èíâàðèàíòåí îòíîñíî ãðóïà íà Frobenius îò ðåä 39. Â òîçè ðàçäåë êîí-

ñòðóèðàìå âñè÷êè íåèçîìîðôíè 2-(69,17,4) äèçàéíè ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 13 è

òåõíèòå îñòàòú÷íè 2-(52,13,4) äèçàéíè.

Àäàìàðîâèòå ìàòðèöè ñà òåìà íà îñòàíàëèòå ÷àñòè îò òàçè ãëàâà. Òå èìàò

ðàçíîîáðàçíè ïðèëîæåíèÿ [73], [74], [210] è ñà íàïúëíî êëàñèôèöèðàíè çà ðåäîâå

äî 32 [145], [119], [153], [154], [220], äîêàòî çà ïî-ãîëåìèòå ðåäîâå èìà ñàìî ÷àñòè÷íè

êëàñèôèêàöèè (íàïðèìåð [34], [75], [98], [99], [221], [229]).

×àñò 2.4 ïðåäñòàâÿ ðàçðàáîòåíèòå àëãîðèòìè çà óñòàíîâÿâàíå íà Àäàìàðîâà
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åêâèâàëåíòíîñò è íàìèðàíå íà ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè íà Àäàìàðîâà n × n

ìàòðèöà, êîèòî ñâåæäàò çàäà÷èòå äî ñúîòâåòíèòå çàäà÷è çà áèíàðíè ìàòðèöè ñ

ðàçìåð 2n× 2n .

Â ÷àñò 2.5 ñà ðàçãëåäàíè Àäàìàðîâè ìàòðèöè îò ðåä 44. Ïðåäè ðåçóëòàòèòå,

ïðåäñòàâåíè â íåãî, áÿõà èçâåñòíè äâà Àäàìàðîâè 2-(43,21,10) äèçàéíà [182] ñ àâòî-

ìîðôèçìè îò ðåä 43 [105], [198]. Â äèñåðòàöèÿòà å ïðåäñòàâåíà êëàñèôèêàöèÿòà íà

âñè÷êè íååêâèâàëåíòíè Àäàìàðîâè ìàòðèöè îò ðåä 44, êîèòî èìàò àâòîìîðôèçìè

îò ðåä 7, è ñúîòâåòíèòå èì Àäàìàðîâè 3-(44,22,10) è Àäàìàðîâè 2-(43,21,10) äèçàé-

íè. Îò 2-(43,21,10) äèçàéíèòå ñ ìåòîäè, îïèñàíè â [29] è [233] íàìèðàìå äâîè÷íè

äâîéíî-÷åòíè ñàìîäóàëíè êîäîâå ñ äúëæèíà 88. Äâà îò òÿõ ñà åêñòðåìàëíè, åäè-

íèÿò îò êîèòî áåøå íîâ êúì ìîìåíòà íà ïóáëèêóâàíå íà ðåçóëòàòà. Êîíñòðóèðàìå

è ìíîãî ñàìîäóàëíè êîäîâå ñ äúëæèíà 86, ñðåä êîèòî íÿìà åêñòðåìàëíè.

×àñò 2.6 å ïîñâåòåíà íà Àäàìàðîâè ìàòðèöè îò ðåä 64. Hamada ôîðìóëèðà

õèïîòåçà [107], ñïîðåä êîÿòî äèçàéíèòå, ïîëó÷åíè îò òî÷êèòå è ïîäïðîñòðàíñòâàòà

ñ äàäåíà ðàçìåðíîñò â AG(n, pm) (p å ïðîñòî) èìàò ìèíèìàëåí p-rank, à âñè÷êè

äðóãè äèçàéíè ñúñ ñúùèòå ïàðàìåòðè èìàò ïî-ãîëÿì p-rank. Ñðåä íÿêîëêîòî íà-

ìåðåíè êîíòðàïðèìåðà íà òàçè õèïîòåçà ñà òðè 2-(64,16,5) äèçàéíà [110], [185],

[235], êîèòî ïîñðåäñòâîì êîíñòðóêöèÿòà íà Rahilly [205] ñúîòâåòñòâàò íà òðè Àäà-

ìàðîâè 2-(63,31,15) äèçàéíà. È òðèòå ñà èíâàðèàíòíè îòíîñíî äèåäðàëíàòà ãðóïà

îò ðåä 10. Òîâà ìîòèâèðà ïðåäñòàâåíàòà òóê êëàñèôèêàöèÿ íà âñè÷êè Àäàìàðî-

âè 2-(63,31,15) äèçàéíè, èíâàðèàíòíè îòíîñíî äèåäðàëíàòà ãðóïà îò ðåä 10 è íà

ñúîòâåòíèòå èì íååêâèâàëåíòíè Àäàìàðîâè ìàòðèöè îò ðåä 64.

Îò 2-(63,31,15) äèçàéíèòå ñ 2-ðàíã íå ïî-ãîëÿì îò 16 ÷ðåç êîíñòðóêöèÿòà íà

Rahilly [205] ïîñòðîÿâàìå 2-(64,16,5) äèçàéíè. Òàêà ïîëó÷àâàìå òî÷íî ïðåäâàðè-

òåëíî èçâåñòíèòå (îò [110] è [185]) òðè 2-(64,16,5) äèçàéíà ñ 2-ðàíã 16. Îïèñàí å

ðàçðàáîòåíèÿò àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà 2-(64,16,5) äèçàéíè ñ ìèíèìàëåí ðàíã

îò Àäàìàðîâè 2-(63,31,15) äèçàéíè, ñâåæäàù çàäà÷àòà äî ïîñòðîÿâàíåòî íà ñïðå-

äîâå îò ïðàâè íà Àäàìàðîâèòå äèçàéíè, êàòî íè èíòåðåñóâàò ñàìî ñïðåäîâåòå ñ

ìèíèìàëåí ðàíã.

Èçñëåäâàíèÿòà îò ãëàâà 2 ñà ïóáëèêóâàíè â [T1], [T2] è [T6].

Ãëàâà 3 ïðåäñòàâÿ ðåøåíèåòî íà ïîðåäèöà îò çàäà÷è çà êîíñòðóèðàíå íà äè-

çàéíè, èíâàðèàíòíè îòíîñíî ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè îò ðåä 2 èëè 3, êîèòî ñà

èçïîëçâàíè ñëåä òîâà çà èçáðîÿâàíå íà äèçàéíèòå ñ äàäåíèòå ïàðàìåòðè è ñ òðè-

âèàëíà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè.

×àñò 3.1 ðàçãëåæäà âúçìîæíîñòòà çà îïðåäåëÿíå áðîÿ íà âñè÷êè íåèçîìîðôíè

äèçàéíè ñ äàäåíè ïàðàìåòðè è åâåíòóàëíè äîïúëíèòåëíè ñâîéñòâà, àêî ñà êîíñ-

òðóèðàíè äèçàéíèòå ñ íåòðèâèàëíè àâòîìîðôèçìè è å èçâåñòåí áðîÿò íà âñè÷êè

äèçàéíè (çàåäíî ñ èçîìîðôíèòå).

Ùàéíåðîâèòå ñèñòåìè îò òðîéêè îò ðåä n (STS(n)) ñà ñðåä íàé-èçó÷àâàíèòå

è íàé-øèðîêî èçïîëçâàíè äèçàéíè. Äî ìîìåíòà ñà êëàñèôèöèðàíè âñè÷êè STS(n)
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çà n ≤ 19 [150] è ñëåäîâàòåëíî STS(21) ñà ñèñòåìèòå îò íàé-ìàëúê ðåä, îò êîèòî

ñà èçñëåäâàíè ñàìî íÿêîè êëàñîâå ñ äîïúëíèòåëíè ñâîéñòâà [62], [143], [179], [180],

[231]. Òå ïðåäñòàâëÿâàò îñîáåí èíòåðåñ è ïîðàäè òîâà, ÷å îùå íå å èçâåñòíî äàëè

ñðåä òÿõ èìà äâîéíî-ðàçðåøèìè.

Òåìà íà ÷àñò 3.2 å êëàñèôèêàöèÿòà íà Óèëñîíîâèòå Ùàéíåðîâè ñèñòåìè îò

òðîéêè îò ðåäîâå 19 è 21. Òå ñúäúðæàò òðè Ùàéíåðîâè ïîäñèñòåìè îò òðîéêè îò

ðåä 7 è ñà ðàçãëåæäàíè çà ïðúâ ïúò îò Wilson [249], êîéòî ñ ïîìîùòà íà èçâåñ-

òíè ðåçóëòàòè çà ëàòèíñêè êâàäðàòè îïðåäåëÿ îáùèÿ èì áðîé è èçâåæäà äîëíè

ãðàíèöè çà áðîÿ íà òåõíèòå êëàñîâå íà èçîìîðôèçúì. Â íàñòîÿùàòà ÷àñò 3.2 å îï-

ðåäåëåí òî÷íèÿò áðîé íà òåçè êëàñîâå íà èçîìîðôèçúì, êàòî çà öåëòà å èçïîëçâàíà

êîíñòðóêòèâíàòà êëàñèôèêàöèÿ íà âñè÷êè äèçàéíè ñ íåòðèâèàëíè àâòîìîðôèçìè.

Â ðàçäåë 3.2.3 ñà ðàçãëåäàíè íà÷èíèòå çà ïîñòðîÿâàíå íà äèçàéíèòå ïðè ðàç-

ëè÷íè ñëó÷àè íà ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíè àâòîìîðôèçìè îò ðåä 2 èëè 3, ïðè êàê-

âèòî ëîêàëíèÿò ïîäõîä, îïèñàí â ðàçäåë 1.2.5, íå âèíàãè å äîñòàòú÷íî åôåêòèâåí.

Çàòîâà íàé-÷åñòî èçïîëçâàìå îñîáåíîñòèòå íà êîíêðåòíàòà çàäà÷à çà ðàçðàáîòâàíå

íà àëãîðèòúì çà èç÷åðïâàùî òúðñåíå çà êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé.

Â ðàçäåë 3.2.4 ñà ñúáðàíè êëàñèôèêàöèîííèòå ðåçóëòàòè çà âñè÷êè STS(21)

îò Óèëñîíîâ òèï è çà Óèëñîíîâèòå STS(19). Ïîëó÷åíèòå STS(21) ñà èçñëåäâàíè çà

äâîéíà ðàçðåøèìîñò.

×àñò 3.3 ñúäúðæà êëàñèôèêàöèÿ íà äâîéíèòå íà åäèíñòâåíèÿ ñ òî÷íîñò äî

èçîìîðôèçúì 2-(21,5,1) äèçàéí. Òîé ìîæå äà áúäå ïîëó÷åí îò èíöèäåíòíîñòòà

íà òî÷êèòå è ïðàâèòå íà ïðîåêòèâíàòà ðàâíèíà îò ðåä 4. Êàêòî è â ïðåäèøíàòà

÷àñò, êëàñèôèêàöèÿòà å êîíñòðóêòèâíà ñàìî çà äèçàéíèòå ñ íåòðèâèàëíè àâòîìîð-

ôèçìè. Íàøèòå ðàçãëåæäàíèÿ îò ðàçäåë 3.3.2 ïîêàçâàò, ÷å òîâà å âúçìîæíî, àêî

äâîéíèòå äèçàéíè ñà óíèêàëíî ðàçäåëèìè, à â ðàçäåë 3.3.3 äîêàçâàìå, ÷å òîâà å

â ñèëà çà äâîéíèòå íà 2-(21,5,1) äèçàéíà è èçâåæäàìå äîëíà ãðàíèöà çà òåõíèÿ

áðîé.

Â ðàçäåë 3.3.4 å ðàçðàáîòåí àëãîðèòúì çà êîíñòðóèðàíå íà äâîéíè äèçàéíè,

ïðè êîéòî òåñòúò çà ìèíèìàëíîñò ñúùåñòâåíî èçïîëçâà ãðóïàòà îò àâòîìîðôèç-

ìè íà äèçàéíà, ÷èèòî äâîéíè òúðñèì. Àêî êîíñòðóèðàíèòå äâîéíè äèçàéíè ñà

óíèêàëíî-ðàçäåëèìè, ñ ïðèëàãàíåòî íà òîçè òåñò ïîñòðîÿâàìå ñàìî íåèçîìîðôíè

äèçàéíè.

Â ðàçäåë 3.3.5 ñà ðàçãëåäàíè ìîäèôèêàöèèòå íà àëãîðèòúìà îò ðàçäåë 3.3.4,

ñ êîèòî ñà êîíñòðóèðàíè äâîéíè äèçàéíè ñ ðàçëè÷íè âèäîâå àâòîìîðôèçìè îò ðåä

2, à â ðàçäåë 3.3.6 ñà ïðåäñòàâåíè è îáñúäåíè ïîëó÷åíèòå êëàñèôèêàöèîííè ðåçóë-

òàòè çà äâîéíèòå íà 2-(21,5,1) äèçàéíà. Òåõíèÿò áðîé å äîñòà áëèçúê äî äîëíàòà

ãðàíèöà, ïîëó÷åíà â ðàçäåë 3.3.3.

Èçñëåäâàíèÿòà îò ãëàâà 3 ñà ïóáëèêóâàíè â [T4] è [T5].

Ãëàâà 4 å ïîñâåòåíà íà êîíñòðóêòèâíàòà êëàñèôèêàöèÿ íà âñè÷êè èëè èçá-

ðàíà ÷àñò îò ñïðåäîâåòå íà PG(n, 2). Îñâåí êàòî ãåîìåòðè÷íè îáåêòè, ñïðåäîâåòå
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â ïðîåêòèâíè ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿâàò èíòåðåñ è çàðàäè ïðèëîæåíèÿòà ñè â

òåîðèÿòà íà êîäèðàíåòî [83], [84], [173], [185] è êðèïòîãðàôèÿòà [202]. Òå ñà îáåêò,

êàêòî íà ìíîãî òåîðåòè÷íè ðàçãëåæäàíèÿ [17], [123], [124], [130], [131], òàêà è íà

êîìïþòúðíè êëàñèôèêàöèè [33], [185], [217].

Â ÷àñò 4.2 å îïèñàí ðàçðàáîòåíèÿò àëãîðèòúì çà êîíñòðóèðàíå íà âñè÷êè (ñ

òî÷íîñò äî ïðîåêòèâíà åêâèâàëåíòíîñò) ñïðåäîâå íà PG(n, 2), êîéòî ñúùåñòâåíî

èçïîëçâà ñâîéñòâàòà íà ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè íà ïðîåêòèâíîòî ïðîñòðàíñòâî,

êàêòî ïðè òåñòà çà ìèíèìàëíîñò, òàêà è çà ïðåäâàðèòåëíî ïîäðåæäàíå ïî óäîáåí

íà÷èí íà åëåìåíòèòå îò ìíîæåñòâîòî íà òúðñåíå è ôèêñèðàíå íà ÷àñò îò òÿõ áåç

çàãóáà íà îáùíîñò.

Ïðåäè íàñòîÿùîòî èçñëåäâàíå PG(5, 2) å íàé-ìàëêèÿò îòâîðåí ñëó÷àé çà ïúë-

íà êëàñèôèêàöèÿ íà ñïðåäîâå â PG(n, 2), êàòî ÷àñòè÷íà êëàñèôèêàöèÿ íà òàêèâà

ñïðåäîâå å íàïðàâåíà â [185]. Â ÷àñò 4.3 íà äèñåðòàöèÿòà å ïðåäñòàâåíà êîíñòðóê-

òèâíàòà êëàñèôèêàöèÿ íà âñè÷êè (131044) ñïðåäîâå íà PG(5, 2). Çà ïîñòðîÿâàíåòî

èì å èçïîëçâàíà ìîäèôèêàöèÿ íà àëãîðèòúìà îò ÷àñò 4.2, ïðè êîÿòî ôèêñèðà-

ìå 3 ïðàâè è ïðåäâàðèòåëíî íàìèðàìå è çàïàçâàìå êîíêðåòíè àâòîìîðôèçìè íà

PG(5, 2). ×àñòòà çàâúðøâà ñ îáîáùåíèå â ðàçäåë 4.3.3 íà ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè

çà ãðóïèòå îò àâòîìîðôèçìè, çà áðîÿ íà ïðàâèòå îò ñïðåäà, ñúäúðæàùè ñå â ðàç-

ëè÷íèòå òðèìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà è çà ðàíãà íà 2-(64,16,5) äèçàéíà, ïîëó÷åí ñ

êîíñòðóêöèÿòà íà Rahilly [205].

Êíèæíèòå ñïðåäîâå, äåôèíèðàíè îò Shaw, ïðåäñòàâëÿâàò ñàìîñòîÿòåëåí èíòå-

ðåñ çàðàäè äîïúëíèòåëíèòå ñè ãåîìåòðè÷íè ñâîéñòâà, êîèòî ïîçâîëÿâàò ïî-îáñòîÿ-

òåëñòâåíî òåîðåòè÷íî ðàçãëåæäàíå. ×àñò 4.4 ðàçãëåæäà êîíñòðóèðàíåòî íà êíèæ-

íèòå ñïðåäîâå íà PG(5, 2). Â ðàçäåë 4.4.2 å îïèñàíà èçïîëçâàíàòà ìîäèôèêàöèÿ íà

àëãîðèòúìà îò ÷àñò 4.2 çà äàäåíèÿ ñëó÷àé, ïðè êîéòî ñà ôèêñèðàíè øåñò êîíêðåò-

íî ïîäáðàíè ïðàâè îò ñïðåäà. Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñà îáîáùåíè â ðàçäåë 4.4.3.

Òå ñà â ñúîòâåòñòâèå ñ òåîðåòè÷íèòå ðàçãëåæäàíèÿ, íàïðàâåíè îò Shaw.

×àñò 4.5 å ïîñâåòåíà íà êíèæíèòå ñïðåäîâå íà PG(7, 2). Âúïðåêè, ÷å ñúñòàâ-

ëÿâàò ìàëêà ÷àñò îò âñè÷êè ñïðåäîâå â òîâà ïðîåêòèâíî ïðîñòðàíñòâî, òÿõíàòà

ïúëíà êîíñòðóêòèâíà êëàñèôèêàöèÿ çàñåãà å íåâúçìîæíà. Çàòîâà â òàçè ÷àñò îò

äèñåðòàöèÿòà ñà ïîñòðîåíè ñàìî êíèæíèòå ñïðåäîâå, îòãîâàðÿùè íà íÿêîè äî-

ïúëíèòåëíè óñëîâèÿ. Òåçè óñëîâèÿ, êàêòî è ñúîáðàçåíàòà ñ òÿõ ìîäèôèêàöèÿ íà

àëãîðèòúìà îò ðàçäåë 4.2 ñà îïèñàíè â ðàçäåë 4.5.2, à â ðàçäåë 4.5.3 ñà îáîáùåíè

ïîëó÷åíèòå êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè.

Èçñëåäâàíèÿòà îò ãëàâà 4 ñà ïóáëèêóâàíè â [T7], [T10] è [T11].

Ïðåäìåò íà ãëàâà 5 ñà çàäà÷è, êîèòî âêëþ÷âàò êëàñèôèêàöèÿ íà âñè÷êè ðå-

çîëþöèè íà äàäåí äèçàéí èëè ñàìî íà òåçè îò òÿõ, êîèòî ñà èíâàðèàíòíè îòíîñ-

íî èçáðàíà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè îò ïðîñò ðåä. ×àñò îò ðåçóëòàòèòå êàñàÿò t-

ïàðàëåëèçìè íà PG(n, q), çàùîòî òå ìîãàò äà áúäàò ðàçãëåæäàíè êàòî ðåçîëþöèè

íà äèçàéíà îò òî÷êèòå è t-ìåðíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà íà PG(n, q).

11



Àëãîðèòúìúò çà êëàñèôèêàöèÿ íà ðåçîëþöèè ñúñ çàäàäåíè àâòîìîðôèçìè å

îïèñàí â ÷àñò 5.2. Àêî áðîÿò íà àâòîìîðôèçìèòå íà äèçàéíà íå å ïðåêàëåíî ãî-

ëÿì, â ïðîöåñà íà êîíñòðóèðàíå íàìèðàìå è àâòîìîðôèçìèòå íà ðåçîëþöèÿòà.

Ïðè ìíîãî ãîëÿìà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà äèçàéíà, îáà÷å, çà äà óñêîðèì êîí-

ñòðóèðàíåòî èçïîëçâàìå äðóã òåñò çà ìèíèìàëíîñò è â òàêúâ ñëó÷àé ñå íàëàãà

äîïúëíèòåëíî îïðåäåëÿíå íà ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà ðåçîëþöèÿòà. Â

ãëàâà 5 ñà ïðåäñòàâåíè è äâàòà ðàçðàáîòåíè çà öåëòà àëãîðèòúìà - åäèíèÿò å ïðè-

ëîæèì çà âñÿêàêâè ðåçîëþöèè è å îïèñàí â ðàçäåë 5.3, à äðóãèÿò å ïðåäíàçíà÷åí

ñàìî çà ðåçîëþöèè, êîèòî ïðèòåæàâàò äàäåí àâòîìîðôèçúì. Òîé ñå îñíîâàâà íà

ïðåäâàðèòåëíîòî ãåíåðèðàíå íà íÿêîè ñïðåãíàòè íà çàäàäåíèÿ àâòîìîðôèçúì è å

ïðåäìåò íà ÷àñò 5.4.

Ðåçîëþöèè ñ áîãàòè ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè ïðåäñòàâëÿâàò îñîáåí èíòåðåñ ñ

îãëåä íà íÿêîè ïðèëîæåíèÿ [104], [135]. Çàòîâà ðåçîëþöèèòå íà öèêëè÷íè äèçàéíè

ñà îáåêò íà ìíîæåñòâî ñòàòèè [68], [97], [139], [159], [160], [179], [190], [191], [237].

Â ÷àñò 5.5 ñà ðàçãëåäàíè ðåçîëþöèè íà öèêëè÷íèÙàéíåðîâè ñèñòåìè îò òðîé-

êè (STS(v)) ñ ìàëêè ïàðàìåòðè. Öåëòà å îò åäíà ñòðàíà êîíñòðóèðàíåòî íà íîâè

ðåçîëþöèè (KTS(v)), à îò äðóãà èçñëåäâàíå íà ñâîéñòâàòà íà âñè÷êè èçâåñòíè

ðåçîëþöèè íà öèêëè÷íè STS(v) ñ v ≤ 39, êàêòî è ñúáèðàíåòî èì è ïðåäîñòàâÿíå-

òî íà web-äîñòúï äî òÿõ ñ îãëåä íà âúçìîæíè áúäåùè ïðèëîæåíèÿ è òåîðåòè÷íè

èçñëåäâàíèÿ.

Ñïåöèôè÷íèòå îñîáåíîñòè íà çàäà÷àòà ñà ðàçãëåäàíè â ðàçäåë 5.5.2, à â ðàç-

äåë 5.5.3 å ïðåäñòàâåíà êëàñèôèêàöèÿòà è íÿêîè èíâàðèàíòè íà ðåçîëþöèèòå íà

öèêëè÷íèòå STS(15), STS(21) è STS(27), íà ðåçîëþöèèòå ñ íåòðèâèàëíè àâòî-

ìîðôèçìè íà öèêëè÷íèòå STS(33) è íà ðåçîëþöèèòå ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 13

íà öèêëè÷íèòå STS(39). Ñðåä òÿõ îñîáåí èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿâàò òî÷êîâî öèêëè÷-

íèòå (point-cyclic) ðåçîëþöèè. Òå ïðèòåæàâàò àâòîìîðôèçúì, êîéòî ïåðìóòèðà

òî÷êèòå â åäèí öèêúë.

Ðåçîëþöèèòå íà STS(21) ïðåäñòàâëÿâàò îñîáåí èíòåðåñ ñ îãëåä íà íåðåøåíèÿ

âúïðîñ çà ñúùåñòâóâàíå íà äâîéíî ðàçðåøèì äèçàéí ñ òåçè ïàðàìåòðè è ñà îáåêò

íà ìíîãî èçñëåäâàíèÿ [62], [143], [179], [180], [231]. Â ÷àñò 5.6 ñà êîíñòðóèðàíè

âñè÷êè STS(21) ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 3 ñ 3 ôèêñèðàíè òî÷êè è 7 ôèêñèðàíè

áëîêà è ñà êëàñèôèöèðàíè òåõíèòå ðåçîëþöèè.

Èçñëåäâàíeòî íà t-ïàðàëåëèçìè â PG(n, q) ïðåäñòàâëÿâà èíòåðåñ ïîíåæå òå

èìàò ìíîãî âðúçêè ñ äðóãè ìàòåìàòè÷åñêè îáåêòè è ðàçíîîáðàçíè ïðèëîæåíèÿ [42],

[83], [129], [216], [222]. Çàòîâà ñà îáåêò, êàêòî íà ìíîæåñòâî òåîðåòè÷íè èçñëåäâàíèÿ

[24], [28], [77], [78], [126], [127], [134], [201], [253], òàêà è íà êëàñèôèêàöèè ñ ïîìîùòà

íà êîìïþòúð [27], [203], [204], [208] [209], [223], [238], [240], [241], [259].

Â ÷àñò 5.7 ñà êëàñèôèöèðàíè âñè÷êèòå 12312 íåèçîìîðôíè 2-ïàðàëåëèçìè íà

PG(5, 2) ñ àâòîìîðôèçúì îò ðåä 31. Çàäà÷àòà áåøå îò îñîáåí èíòåðåñ, çàùîòî ïðåäè

íàñòîÿùîòî èçñëåäâàíå âúïðîñúò çà ñúùåñòâóâàíå íà òðàíçèòèâíè t-ïàðàëåëèçìè â
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PG(n, q) çà t > 1 áåøå îòâîðåí. Ñ ðåøàâàíåòî íà òàçè çàäà÷à ñà íàìåðåíè ïúðâèòå è

åäèíñòâåíè äî ìîìåíòà 92 ïðèìåðà íà òàêèâà ïàðàëåëèçìè. Òîâà ñà 2-ïàðàëåëèçìè

â PG(5, 2) ñ ïúëíà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè îò ðåä 155, êîÿòî å òðàíçèòèâíà âúð-

õó ñïðåäîâåòå. Îò òÿõ ñà ïîñòðîåíè è ìíîæåñòâà îò ïî 10 âçàèìíî-îðòîãîíàëíè

ïàðàëåëèçìè.

Èçñëåäâàíèÿòà îò ãëàâà 5 ñà ïóáëèêóâàíè â [T3], [T8], [T12] è [T13].

Ãëàâà 6 ðàçãëåæäà äâîè÷íè öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè

êîäîâå (CPCW), öèêëè÷íè äèçàéíè, àíòèêîíôëèêòíè êîäîâå (ÑÀÑ) è ñèëíè àí-

òèêîíôëèêòíè êîäîâå (SCAC). Òóê ñà îáåäèíåíè êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè çà

îáåêòè, êîèòî ñà ðàçëè÷íè, íî èìàò ñõîäíà öèêëè÷íà ñòðóêòóðà è ìíîæåñòâî âðúç-

êè ïîìåæäó ñè, êîåòî îïðåäåëÿ è ñõîäíèÿ ïîäõîä êúì êëàñèôèêàöèîííàòà çàäà÷à

â òåçè ñëó÷àè. Â ãëàâàòà ñà ðàçðàáîòåíè ìîäèôèêàöèè íà àëãîðèòúìà îò ðàçäåë

1.2.6. Åäíàòà îò òÿõ êàñàå ïðîâåðêàòà çà íåñúùåñòâóâàíå íà êîä ñ äàäåíè ïàðàìåò-

ðè è ðàçìåð, à îñòàíàëèòå îò÷èòàò ñïåöèôè÷íèòå îñîáåíîñòè íà ðàçãëåæäàíèòå

îáåêòè. Îò îñîáåíà âàæíîñò ñà íà÷èíèòå çà ìèíèìèçèðàíå è ïîäðåæäàíå íà ìíî-

æåñòâîòî íà òúðñåíå (âúçìîæíèòå êîäîâè äóìè) è íÿêîè äîïúëíèòåëíè òåñòîâå çà

ðàçøèðèìîñò íà ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ.

Ïðåäìåò íà ÷àñò 6.3 ñà îïòèìàëíèòå (v, k, 1) äâîè÷íè öèêëè÷íî - ïåðìóòà-

öèîííè êîíñòàíòíî - òåãëîâíè êîäîâå (CPCW) ñ ìàëêè äúëæèíè è ñâúðçàíè ñ

òÿõ öèêëè÷íè äèçàéíè. CPCW êîäîâåòå íàìèðàò ïðèëîæåíèå â êîìóíèêàöèîííè

êàíàëè áåç îáðàòíà âðúçêà, èçïîëçâàíè åäíîâðåìåííî îò ìíîãî ïîòðåáèòåëè [31],

[66]. CPCW êîäîâå ñ ïàðàìåòðè (v, k, 1) ñà åêâèâàëåíòíè íà (v, k, 1) îïòè÷íè îð-

òîãîíàëíè êîäîâå è ñà îáåêò íà ðåäèöà ñòàòèè - [15], [32], [41], [46], [48], [53], [57],

[175], [194], [196], [244]. Ïðåäè íàøèòå èçñëåäâàíèÿ íå áÿõà èçâåñòíè êëàñèôèêàöè-

îííè ðåçóëòàòè çà îïòèìàëíèòå (v, k, 1) CPCW êîäîâå è çà öèêëè÷íèòå 2-(73, 4, 1)

è 2-(76, 4, 1) äèçàéíè. Èìàøå ñàìî êëàñèôèêàöèè íà öèêëè÷íè 2-(v, k, 1) äèçàéíè

ñ íÿêîè ïî-ìàëêè ïàðàìåòðè, à q = 127 áåøå ïúðâèÿò íåèçÿñíåí ñëó÷àé çà ñúùåñ-

òâóâàíå íà (q, 7, 1) öèêëè÷íà ðàçíîñòíà ôàìèëèÿ (öèêëè÷åí 2-(q, 7, 1) äèçàéí) çà

q, êîåòî å ñòåïåí íà ïðîñòî ÷èñëî è q ≡ 1 (mod 42) [55].

Â ÷àñò 6.3 ñà êëàñèôèöèðàíè ñ òî÷íîñò äî ìóëòèïëèêàòèâíà åêâèâàëåíòíîñò

îïòèìàëíèòå (v, k, 1) CPCW êîäîâå ñ k = 4, 5, 6 è 7 è ñ òî÷íîñò äî èçîìîðôèçúì

öèêëè÷íèòå 2- (73, 4, 1), 2-(76, 4, 1) äèçàéíè è å óñòàíîâåíî, ÷å íå ñúùåñòâóâà öèê-

ëè÷åí 2-(127, 7, 1) äèçàéí. Îñîáåíîñòèòå íà èçïîëçâàíèòå àëãîðèòìè ñà îïèñàíè â

ðàçäåë 6.3.2, à ðåçóëòàòèòå ñà îáîáùåíè â ðàçäåë 6.3.4.

×àñò 6.4 å ïîñâåòåíà íà (n, k) àíòèêîíôëèêòíèòå êîäîâå (CAC). Òîâà ñà êî-

äîâå, êîèòî ãàðàíòèðàò, ÷å â êîìóíèêàöèîííèòå ñèñòåìè ñ ìíîæåñòâåí äîñòúï áåç

îáðàòíà âðúçêà âñåêè èçìåæäó s (êîëêîòî å áðîÿò íà êîäîâèòå äóìè) ïîòåíöèàëíè

ó÷àñòíèöè â êîìóíèêàöèÿòà ìîæå äà èçïðàòè óñïåøíî ïîíå åäèí ïàêåò ñ äàííè â

ðàìêèòå íà îïðåäåëåí âðåìåâè ïåðèîä îò n åäíàêâè èíòåðâàëà, àêî å àêòèâåí ïðåç

òîçè ïåðèîä è àêî íàé-ìíîãî k ó÷àñòíèöè ñà àêòèâíè åäíîâðåìåííî.
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Ñúùåñòâóâàíåòî íà îïòèìàëíè CAC å îáåêò íà èíòåíçèâíè èçñëåäâàíèÿ. Ñëó-

÷àÿò k = 3 å íàïúëíî ðåøåí [92], [93], [125], [166], [167], [189], [192], [250], à êîíñ-

òðóêöèè íà îïòèìàëíè CAC ñ òåãëà 4 è 5 ñà äàäåíè â [193]. Èçâåñòíè ñà è íÿêîè

ãîðíè ãðàíèöè çà ðàçìåðà íà CAC [214], [215]. Ïðèìåðè çà CAC ñ òåãëà 3, 4 è 5

è ìàëêè äúëæèíè ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè â [234], íî íà àâòîðà íå ñà èçâåñòíè

êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè ïðåäè íàñòîÿùîòî èçñëåäâàíå.

Â ÷àñò 6.4 ñà îïðåäåëåíè ìíîæåñòâî íåèçâåñòíè ïðåäè ñòîéíîñòè íà ìàêñè-

ìàëíèÿ áðîé êîäîâè äóìè M(n, k) íà (n, k) CAC ñ ìàëêè äúëæèíè è k ≤ 7. Çà ïî-

âå÷åòî ðàçãëåæäàíè äúëæèíè å ïðåäñòàâåíà è êëàñèôèêàöèÿ. Èçïîëçâàíèÿò êëà-

ñèôèêàöèîíåí àëãîðèòúì è ñïåöèôèêàòà íà çàäà÷àòà ñà îïèñàíè â ðàçäåë 6.4.2.

Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñà îáîáùåíè â ðàçäåë 6.4.3, êúäåòî å ïðåäñòàâåíà è îòäåëíà

êëàñèôèêàöèÿ íà ïëúòíèòå CAC ñ k ≤ 7 è ìàëêè äúëæèíè.

Äîêàòî CAC ñå èçïîëçâàò â êîìóíèêàöèîííèòå ñèñòåìè ñ ìíîæåñòâåí äîñòúï

áåç îáðàòíà âðúçêà, íî ñ íàëè÷íà ñèíõðîíèçàöèÿ ïî âðåìå (ñëîò), òî â ñëó÷àèòå,

êîãàòî òàêàâà ñèíõðîíèçàöèÿ íÿìà, ñå èçïîëçâàò êîäîâå, íàðå÷åíè ñèëíè àíòè-

êîíôëèêòíè êîäîâå (SCAC) [254]. Òå ñà ïðåäìåò íà ÷àñò 6.5. Íÿêîè ãîðíè ãðàíèöè

çà ðàçìåðà íà òàêèâà êîäîâå ñà èçâåäåíè â [252] è [255].

Â ÷àñò 6.5 ñà êëàñèôèöèðàíè îïòèìàëíè SCAC ñ ìàëêè ïàðàìåòðè. Èçïîë-

çâàíèòå àëãîðèòìè ñà îïèñàíè â ðàçäåë 6.5.2 è ïðåäñòàâëÿâàò ìîäèôèêàöèè íà

àëãîðèòúìà îò ÷àñò 6.2 è íà òîçè îò ðàçäåë 6.4.2, êàòî ïðîìåíèòå êàñàÿò îñíîâ-

íî âúçìîæíèòå êîäîâè äóìè (êîèòî ãåíåðèðàìå è ïîäðåæäàìå ïðåäè äà çàïî÷íå

òúðñåíåòî), äîïúëíèòåëíè ïðîâåðêè ïðè äîáàâÿíåòî íà êîäîâà äóìà è òåñòà çà ìè-

íèìàëíîñò. Çà ðàçëèêà îò CAC è CPCW êîäîâåòå, êëàñúò íà åêâèâàëåíòíîñò íà

åäèí SCAC íå å çàòâîðåí îòíîñíî àâòîìîðôèçìèòå íà Zn. Ïî òàçè ïðè÷èíà òåñò çà

ìèìèìàëíîñò íå ìîæå äà áúäå ïðèëàãàí íà ÷àñòè÷íèòå, à ñàìî íà ïúëíèòå ðåøå-

íèÿ. Êëàñèôèêàöèîííèòå ðåçóëòàòè çà îïòèìàëíè SCAC ñ k ≤ 5 è ìàëêè äúëæèíè

ñà ïðåäñòàâåíè â ðàçäåë 6.5.3.

Èçñëåäâàíèÿòà ñà ïóáëèêóâàíè â [T9], [T14], [T15], [T16], [T17] è [T18].
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i.4 Àïðîáàöèÿ íà ðåçóëòàòèòå

Âêëþ÷åíèòå â äèñåðòàöèÿòà ðåçóëòàòè ñà ïîëó÷åíè îò àâòîðà â ïåðèîäà îò

2000 äî 2017 ãîäèíà. ×àñò îò òÿõ ñà ñàìîñòîÿòåëíè èçñëåäâàíèÿ � [T1], [T2], [T3],

[T12], [T13]. Îñòàíàëèòå ñòàòèè ñà â ñúàâòîðñòâî ñ:

• Z. Mateva � [T6] è [T7];

• S. Zhelezova � [T8];

• T. Baicheva � [T9], [T14], [T15], [T16], [T17], [T18];

• R. Shaw � [T11];

• T. P. McDonough , R. Shaw � [T10];

• V. Fack, J. Winne, R. Zlatarski � [T4];

• P. Kaski, P. �Osterg�ard, R. Zlatarski � [T5].

Â äèñåðòàöèÿòà ñà îïèñàíè ñàìî ðåçóëòàòèòå, êîèòî ñà ïîëó÷åíè îò àâòîðà.

Â ìíîãî îò ñëó÷àèòå çà ïðîâåðêàòà íà ïðåñìÿòàíèÿ ñ ïîìîùòà íà êîìïþòúð, ãî-

ëÿìà ÷àñò îò òÿõ ñà íàïðàâåíè åäíîâðåìåííî îò îùå åäèí èëè ïîâå÷å ñúàâòîðè ñ

ðàçëè÷íè àëãîðèòìè è/èëè ïðîãðàìíè ðåàëèçàöèè, à â [T10] è ñ òåîðåòè÷íè ðàçã-

ëåæäàíèÿ. Â ñòàòèèòå [T5] è [T10] å îïèñàí ïðèíîñúò íà îòäåëíèòå àâòîðè.

Ïóáëèêàöèèòå ñà â ñëåäíèòå íàó÷íè ñïèñàíèÿ:

• Journal of Statistical Planning and Inference (ISI IF) � [T1];

• Discrete Mathematics (ISI IF) � [T2], [T4], [T5], [T6], [T11];

• Journal of Combinatorial Designs (ISI IF) � [T7];

• Graphs and Combinatorics (ISI IF) � [T8];

• Problems of Information Transmission (ISI IF) � [T9], [T14];

• IEEE Communications Letters (ISI IF) � [T17];

• Designs Codes and Cryptography (ISI IF) � [T18];

• Note di Matematica (SJR) � [T10];

• Electronic Notes in Discrete Mathematics (SJR) � [T15];

• Cybernetics and Information Technologies (SJR) � [T16];

• Journal of Algebra Combinatorics Discrete Structures and Applications �[T13];
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• Mathematica Balkanica � [T3];

• Serdica Journal of Computing � [T12];

Èçñëåäâàíèÿòà ïî äèñåðòàöèÿòà ñà ïðåäñòàâÿíè íà ðàçëè÷íè íàó÷íè êîíôå-

ðåíöèè:

• Ìåæäóíàðîäíèòå êîíôåðåíöèè Algebraic and Combinatorial Coding Theory,

Ðóñèÿ (2002, 2010), Áúëãàðèÿ (2000, 2004, 2012, 2016);

• Ìåæäóíàðîäíèòå êîíôåðåíöèè Optimal codes and Related Topics, Áúëãàðèÿ

(2001, 2005, 2017);

• Ìåæäóíàðîäíà EWM êîíôåðåíöèÿGroups and Graphs, Âàðíà, Áúëãàðèÿ (2002);

• Ìåæäóíàðîäíà êîíôåðåíöèÿ Cîngress MASSEE, Áîðîâåö, Áúëãàðèÿ (2003);

• Ìåæäóíàðîäåí Workshop on Combinatorial Algorithms and Algorithmic Graph

Theory, Ghent University, Ãåíò, Áåëãèÿ ( 2003);

• Ìåæäóíàðîäíà êîíôåðåíöèÿ European Conference on Combinatorics, Graph

Theory and Applications (EuroComb '05) , Áåðëèí, Ãåðìàíèÿ (2005);

• Ìåæäóíàðîäíà êîíôåðåíöèÿ Pioneers of Bulgarian Mathematics, Ñîôèÿ (2006);

Äîêëàäè ïî îòäåëíè çàäà÷è, êîèòî ñà ðåøåíè â äèñåðòàöèÿòà, ñà èçíàñÿíè íà:

� Ñåìèíàðà ïî Êîäèðàíå, Èíñòèòóò ïðîáëåì ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè íà Ðóñ-

êàòà àêàäåìèÿ íà íàóêèòå, Ìîñêâà (2001);

� Íàöèîíàëíèÿ ñåìèíàð ïî òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî (2002, 2010, 2016);

� Ñåìèíàðà ïî êîìáèíàòîðèêà êúì Èíñòèòóòà ïî ìàòåìàòèêà íà Óíãàðñêàòà

àêàäåìèÿ íà íàóêèòå − Áóäàïåùà (2002);

� Ñåìèíàðà íà Department of Applied Mathematics and Computer Science,

Ghent University, Ãåíò, Áåëãèÿ (2004);

� Ñåìèíàð Ìàòåìàòè÷åñêè îñíîâè íà èíôîðìàòèêàòà - ñúâìåñòåí ðåãóëÿðåí

ñåìèíàð íà Ñåêöèÿ �Ìàòåìàòè÷åñêè îñíîâè íà èíôîðìàòèêàòà� êúì ÈÌÈ � ÁÀÍ è

Ôàêóëòåò �Ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà� íà ÂÒÓ Ñâ. Ñâ. Êèðèë è Ìåòîäèé (2009).
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i.5 Àâòîðñêà ñïðàâêà çà ïðèíîñèòå

Ïî ìíåíèå íà àâòîðà îñíîâíèòå ïðèíîñè íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ñà:

Ðàçðàáîòåíè ñà ïîðåäèöà îò àëãîðèòìè çà êîíñòðóêòèâíà êëàñèôèêàöèÿ, êàê-

òî è àëãîðèòìè çà äîïúëíèòåëíî èçñëåäâàíå íà ïîñòðîåíèòå îáåêòè, â òîâà ÷èñëî:

� àëãîðèòúì çà êîíñòðóèðàíå íà ñèìåòðè÷íè äèçàéíè ñúñ çàäàäåíè àâòîìîð-

ôèçìè îò ïðîñò ðåä [T1];

� àëãîðèòìè çà óñòàíîâÿâàíå íà Àäàìàðîâà åêâèâàëåíòíîñò è çà íàìèðàíå íà

ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè íà Àäàìàðîâà n× n ìàòðèöà [T2], [T6];

� àëãîðèòúì çà êîíñòðóèðàíå íà äâîéíè äèçàéíè [T4];

� àëãîðèòúì çà êîíñòðóèðàíå íà âñè÷êè (ñ òî÷íîñò äî ïðîåêòèâíà åêâèâàëåí-

òíîñò) ñïðåäîâå íà PG(n, 2) [T7];

� àëãîðèòúì çà êëàñèôèêàöèÿ íà ðåçîëþöèè ñúñ çàäàäåíè àâòîìîðôèçìè îò

ïðîñò ðåä [T8], [T13];

� àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà ðåçîëþöèÿ

ñ äàäåí àâòîìîðôèçúì [T12];

� àëãîðèòìè çà êëàñèôèêàöèÿ èëè óñòàíîâÿâàíå íà íåñúùåñòâóâàíå íà CAC

[T14], [T15], SCAC [T17] è CPCW êîäîâå [T9], [T18];

� àëãîðèòìè, êîèòî ñà ïðèëîæèìè ñàìî â êîíòåêñòà íà êîíêðåòíà çàäà÷à è

ïàðàìåòðè.

Òåçè àëãîðèòìè ñå îñíîâàâàò íà ñïåöèôè÷íèòå ñâîéñòâà íà ðàçãëåæäàíèòå

ñòðóêòóðè. Ñ ïðîãðàìíèòå èì èìïëåìåíòàöèè ñà íàïðàâåíè ïðèíîñè â èçó÷àâàíåòî

íà äèçàéíè è òåõíèòå ðåçîëþöèè, Àäàìàðîâè ìàòðèöè, ñïðåäîâå è ïàðàëåëèçìè íà

ïðîåêòèâíè ïðîñòðàíñòâà, ñàìîäóàëíè êîäîâå, äâîè÷íè öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè

êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå, àíòèêîíôëèêòíè è ñèëíè àíòèêîíôëèêòíè êîäîâå.

Ïî-òî÷íî, â äèñåðòàöèÿòà å íàïðàâåíà êîíñòðóêòèâíà êëàñèôèêàöèÿ íà:

• ×åòèðèòå íåèçîìîðôíè 2-(69,17,4) äèçàéíà ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 13 è òåõ-

íèòå 16 îñòàòú÷íè 2-(52,13,4) äèçàéíè [T1];

• Âñè÷êèòå 384 íååêâèâàëåíòíè Àäàìàðîâè ìàòðèöè îò ðåä 44, êîèòî èìàò àâ-

òîìîðôèçìè îò ðåä 7 è ñúîòâåòíèòå èì 1683 Àäàìàðîâè 3-(44,22,10) è 57932

Àäàìàðîâè 2-(43,21,10) äèçàéíà. Îò 2-(43,21,10) äèçàéíèòå ñà ïîñòðîåíè äâî-

è÷íè ñàìîäóàëíè êîäîâå ñ äúëæèíè 86 è 88, ñðåä êîèòî èìà åêñòðåìàëíè è

íîâè [T2];

• Âñè÷êèòå 8330 Àäàìàðîâè 2-(63,31,15) äèçàéíè, èíâàðèàíòíè îòíîñíî äèåä-

ðàëíàòà ãðóïà îò ðåä 10 è ñúîòâåòíèòå èì 1691 íååêâèâàëåíòíè Àäàìàðîâè

ìàòðèöè îò ðåä 64. Îò 2-(63,31,15) äèçàéíèòå ñ 2-ðàíã íå ïî-ãîëÿì îò 16 ÷ðåç

êîíñòðóêöèÿòà íà Rahilly ñà íàìåðåíè âñè÷êè ñúîòâåòñòâàùè èì 2-(64,16,5)

äèçàéíè ñ 2-ðàíã 16, êîèòî ïðåäñòàâëÿâàò îñîáåí èíòåðåñ âúâ âðúçêà ñ õèïî-

òåçàòà íà Hamada çà ðàíãà íà ãåîìåòðè÷íèòå äèçàéíè [T6];
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• Âñè÷êè Óèëñîíîâè Ùàéíåðîâè ñèñòåìè îò òðîéêè îò ðåä 19 è 21, êîèòî ïðè-

òåæàâàò íåòðèâèàëíè àâòîìîðôèçìè (1192 STS(19) è 10165 STS(21)). Îò ðå-

çóëòàòèòå ñëåäâà, ÷å áðîÿò íà íåèçîìîðôíèòå Óèëñîíîâè STS(21) å 2166351.

Êîíñòðóèðàíèòå STS(21) ñà èçñëåäâàíè çà äâîéíà ðàçðåøèìîñò, çàùîòî òîâà

ñà Ùàéíåðîâèòå ñèñòåìè îò íàé-ìàëúê ðåä, çà êîèòî íå ñå çíàå ñúùåñòâóâàò

ëè äâîéíî-ðàçðåøèìè [T5];

• Âñè÷êèòå 1028899 äâîéíè íà 2-(21,5,1) äèçàéíà, êîèòî ïðèòåæàâàò íåòðèâè-

àëíè àâòîìîðôèçìè. Ñ òÿõíà ïîìîù è ñëåä äîêàçâàíå íà óíèêàëíàòà ðàçäå-

ëèìîñò íà äâîéíèòå íà 2-(21,5,1), å óñòàíîâåíî, ÷å áðîÿò íà âñè÷êè äâîéíè å

1746461307 [T4];

• Âñè÷êèòå 131044 ñïðåäà íà PG(5, 2). Çà òÿõ ñà ïðåñìåòíàòè èíâàðèàíòè,

âêëþ÷âàùè ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè, áðîÿ íà ïðàâèòå îò ñïðåäà, ñúäúðæà-

ùè ñå â ðàçëè÷íèòå òðèìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà è ðàíãà íà 2-(64,16,5) äèçàéíà,

ïîëó÷åí ñ êîíñòðóêöèÿòà íà Rahilly [T7];

• Äåâåòòå êíèæíè ñïðåäà íà PG(5, 2). Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñà â ñúîòâåòñòâèå

ñ òåîðåòè÷íàòà êëàñèôèêàöèÿ, íàïðàâåíà îò Shaw [T10];

• Êíèæíè ñïðåäîâå íà PG(7, 2) (íàä 2 ìèëèîíà), îòãîâàðÿùè íà íÿêîè äîïúë-

íèòåëíè óñëîâèÿ. Çà òÿõ ñà ïðåñìåòíàòè èíâàðèàíòè, âêëþ÷âàùè ãðóïàòà îò

àâòîìîðôèçìè è áðîÿ íà òðèìåðíèòå è ïåòìåðíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà, ÷èèòî

òî÷êè ñà èçöÿëî ïîêðèòè ñ ïðàâè îò ñïðåäà [T11];

• Âñè÷êè 2963 íåèçîìîðôíè STS(21) ñ àâòîìîðôèçúì îò ðåä 3 ñ 3 ôèêñèðàíè

òî÷êè è 7 ôèêñèðàíè áëîêà è òåõíèòå ðåçîëþöèè [T3];

• Ðåçîëþöèè íà öèêëè÷íè Ùàéíåðîâè ñèñòåìè îò òðîéêè (STS(v)) ñ ìàëêè

ïàðàìåòðè, ñðåä êîèòî îñîáåí èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿâàò òî÷êîâî öèêëè÷íèòå

(point-cyclic) ðåçîëþöèè. Ïðåäñòàâåíè ñà èíâàðèàíòè íà 19364 ðåçîëþöèè íà

öèêëè÷íèòå STS(v) ñ v ≤ 27, íà 844346 ðåçîëþöèè ñ íåòðèâèàëíè àâòîìîð-

ôèçìè íà öèêëè÷íèòå STS(33) è íà 2827 ðåçîëþöèè ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä

13 íà öèêëè÷íèòå STS(39) [T13];

• Âñè÷êèòå 12312 íåèçîìîðôíè 2-ïàðàëåëèçìè íà PG(5, 2) ñ àâòîìîðôèçúì îò

ðåä 31. Ñ ðåøàâàíåòî íà òàçè çàäà÷à ñà íàìåðåíè ïúðâèòå è åäèíñòâåíè äî

ìîìåíòà 92 ïðèìåðà íà òðàíçèòèâíè t-ïàðàëåëèçìè â PG(n, q) çà t > 1. Òîâà

ñà 2-ïàðàëåëèçìè â PG(5, 2) ñ ïúëíà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè îò ðåä 155, êîÿòî

å òðàíçèòèâíà âúðõó ñïðåäîâåòå. Îò òÿõ ñà ïîñòðîåíè è ìíîæåñòâà îò ïî 10

âçàèìíî-îðòîãîíàëíè ïàðàëåëèçìè [T8];

• Âñè÷êè ñ òî÷íîñò äî èçîìîðôèçúì îïòèìàëíè (v, k, 1) äâîè÷íè öèêëè÷íî-

ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå (CPCW) ñ k = 4, 5, 6 è 7 è ìàëêè
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äúëæèíè (çà íÿêîè äúëæèíè èìà ìèëèîíè êîäîâå); Îò êëàñèôèêàöèîííèòå

ðåçóëòàòè ñëåäâà íåñúùåñòâóâàíåòî íà (127, 7, 1) öèêëè÷íà ðàçíîñòíà ôàìè-

ëèÿ è, ðåñïåêòèâíî, öèêëè÷åí 2-(127, 7, 1) äèçàéí [T9], [T18];

• Âñè÷êè íåèçîìîðôíè öèêëè÷íè 2-(73, 4, 1) è 2-(76, 4, 1) äèçàéíè, ÷èèòî áðîé

å, ñúîòâåòíî, 1426986 è 1113024 [T9];

• Ìóëòèïëèêàòèâíî íååêâèâàëåíòíèòå îïòèìàëíè (n, k) àíòèêîíôëèêòíè êî-

äîâå (CAC) ñ k = 3, 4, 5, 6 è 7 è ìàëêè äúëæèíè (ìèëèîíè êîäîâå çà íÿêîè

äúëæèíè). Çà äðóãè äúëæèíè å îïðåäåëåí ñàìî ìàêñèìàëíèÿò áðîé êîäîâè

äóìè M(n, k) [T14], [T15];

• Ìóëòèïëèêàòèâíî íååêâèâàëåíòíèòå ïëúòíè îïòèìàëíè (n, k) àíòèêîíôëèê-

òíè êîäîâå (CAC) ñ k = 3, 4, 5, 6 è 7 è ìàëêè äúëæèíè [T16];

• Ìóëòèïëèêàòèâíî íååêâèâàëåíòíèòå îïòèìàëíè (n, k) ñèëíè àíòèêîíôëèêò-

íè êîäîâå (SCAC) ñ k = 3, 4 è 5 è ìàëêè äúëæèíè [T17].

i.6 Ñúîòâåòñòâèå íà èçèñêâàíèÿòà

Òî÷êè ïî íàöèîíàëíèòå èçèñêâàíèÿ:

• îò ïóáëèêàöèèòå ïî äèñåðòàöèÿòà: 373 òî÷êè (ïðè èçèñêâàíå çà ìèíèìóì 100)

- 15 îò ïðåäñòàâåíèòå ïóáëèêàöèè ñà â ñïèñàíèÿ, èíäåêñèðàíè â Web of Science èëè Scopus
(12 ñ èìïàêò ôàêòîð è 3 ñ SJR) è íîñÿò îáùî 313 òî÷êè (ïî 40/n òî÷êè âñÿêà, êúäåòî n å
áðîÿò íà ñúàâòîðèòå)
- 3 ïóáëèêàöèè ñà â ðåöåíçèðàíè ñïèñàíèÿ è íîñÿò 60 òî÷êè (ïî 20/n òî÷êè)

• îò öèòèðàíèÿ íà ïóáëèêàöèèòå ïî äèñåðòàöèÿòà: 192 òî÷êè (ïðè èçèñêâàíå
çà ìèíèìóì 100)

- 150 òî÷êè ñà îò 30 öèòèðàíèÿ â ïóáëèêàöèè â ñïèñàíèÿ, èíäåêñèðàíè â Web of Science
èëè Scopus
- 24 òî÷êè ñà îò 8 öèòèðàíèÿ â ìîíîãðàôèè èëè êîëåêòèâíè òîìîâå ñ íàó÷íî ðåöåíçèðàíå
- 18 òî÷êè ñà îò 9 öèòèðàíèÿ â ïóáëèêàöèè â ðåöåíçèðàíè ñïèñàíèÿ (7 îò òÿõ ðåôåðèðàíè
â ZbMath)
- öèòèðàíèÿ, êîèòî íå íîñÿò òî÷êè: 4 â ñáîðíèöè îò ìåæäóíàðîäíè êîíôåðåíöèè, 10 â
äèñåðòàöèè â ÷óæáèíà è 10 â äèñåðòàöèè â Áúëãàðèÿ.

Íèòî åäíà îò ïðåäñòàâåíèòå òóê 18 ïóáëèêàöèè íå å èçïîëçâàíà â äèñåðòàöè-

ÿòà íà àâòîðà çà ïðèäîáèâàíå íà îáðàçîâàòåëíàòà è íàó÷íà ñòåïåí äîêòîð. Ñúâ-

ìåñòíèòå ïóáëèêàöèè ñ Öîíêà Áàé÷åâà íå ñà èçïîëçâàíè â íåéíàòà äèñåðòàöèÿ çà

ïðèäîáèâàíå íà íàó÷íàòà ñòåïåí äîêòîð íà íàóêèòå.

Âúïðåêè, ÷å íÿìà èçèñêâàíèÿ çà ïðèïîêðèâàíå ñ ïóáëèêàöèèòå, ïðåäñòàâåíè

íà êîíêóðñà çà çàåìàíå íà àêàäåìè÷íàòà äëúæíîñò ïðîôåñîð, òîçè âúïðîñ ÷åñòî

ñå çàäàâà è áåøå çàäàäåí è íà ìåíå. Îñåìòå ïóáëèêàöèè îò 2014 ãîäèíà íàñàì íå ñà

èçïîëçâàíè â êîíêóðñèòå çà àêàäåìè÷íèòå äëúæíîñòè äîöåíò (2001) è ïðîôåñîð

(2013). Îò òÿõ äâå ñà ñàìîñòîÿòåëíè (îñòàíàëèòå ñà ñ ïî åäèí ñúàâòîð), 4 ñà ñ

èìïàêò ôàêòîð è 2 � ñ SJR.
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i.7 Áëàãîäàðíîñòè

Ñúñ çàäà÷è çà êîíñòðóêòèâíà êëàñèôèêàöèÿ, ñðîäíè íà ðàçãëåäàíèòå â íàñ-

òîÿùàòà äèñåðòàöèÿ, ñà ñå çàíèìàâàëè íà äàäåí åòàï íå ìàëêî îò áúëãàðñêèòå

ñïåöèàëèñòè, ðàáîòåùè â îáëàñòòà íà êîìáèíàòîðèêàòà è àëãåáðè÷íàòà òåîðèÿ íà

êîäèðàíåòî � Òîí÷åâ [11], [12], [231], [120], [142], [163], [227], [228], [229], [230], [232],

[233], [237] , Êàïðàëîâ [4], [5], [6], [7], [140], [143], [144], [142], [163], Ëàíäæåâ [162],

[142], [163], [164], Áóþêëèåâ [2], [34], [35], [36], [37], [38], [39], Áóþêëèåâà [37], Áàé÷åâà

[1], [197], Ìàòåâà [9], [176], [177], Æåëåçîâà [3], [258], [259], [260], [261], [262], Ìîíåâ

[39], Äæóìàëèåâà [38], [39] è äð. Ðàáîòèëà ñúì ñúâìåñòíî ñ íÿêîè îò áúëãàðèòå ñúñ

ñõîäíè íàó÷íè èíòåðåñè (Ñòîÿí Êàïðàëîâ, Íèêîëàé Ìàíåâ, Èâàí Ëàíäæåâ, Ðîñåí

Çëàòàðñêè, Çëàòêà Ìàòåâà, Ñòåëà Æåëåçîâà, Öîíêà Áàé÷åâà), äðóãè (íàïðèìåð

Ñòåôàí Äîäóíåêîâ, Âëàäèìèð Òîí÷åâ, Ñòîÿí Êàïðàëîâ, Èâàí Ëàíäæåâ, Ñòåôêà

Áóþêëèåâà, Èëèÿ Áóþêëèåâ, Åâãåíèÿ Âåëèêîâà, Añÿ Ðóñåâà) ñà îòêëèêâàëè è îò-

ãîâàðÿëè (íàæèâî èëè ïî å-ìåéë) íà ðàçëè÷íè ìîè çàïèòâàíèÿ è ñà ìå íàñî÷âàëè

êúì èíòåðåñíè çàäà÷è, à ñ òðåòè ïðîñòî ñìå äèñêóòèðàëè ïî îòâîðåíè âúïðîñè,

íàé-÷åñòî ïîâäèãíàòè ïðè ñðåùèòå íè íà Íàöèîíàëíèÿ ñåìèíàð ïî òåîðèÿ íà êî-

äèðàíåòî èëè íà ìåæäóíàðîäíèòå êîíôåðåíöèè Algebraic and combinatorial coding

theory (ACCT) è Optimal codes and related topics (OC). Â ãîäèíèòå, êîãàòî âñå

îùå áåøå ìíîãî òðóäíî äà ðàçáåðåø êàêâî âå÷å å íàïðàâåíî ïî äàäåí êîíêðåòåí

ïðîáëåì, ïðè âèçèòèòå ñè â ÷óæáèíà êîëåãèòå (íàé-÷åñòî Äîäóíåêîâ è Òîí÷åâ, íî

è ìíîãî äðóãè) ñà ìè èçïðàùàëè (íîñèëè) ñòàòèè è ñïðàâî÷íèöè, êîèòî ìå èíòå-

ðåñóâàò. Èçêëþ÷èòåëíî ïðèÿòíî å äà ñå ðàáîòè â òàêàâà ñèëíà è äîáðîíàìåðåíà

ãðóïà. Áëàãîäàðÿ íà âñè÷êèòå ñè ñúàâòîðè çà ïëîäîòâîðíàòà è ïðèÿòíà ñúâìåñò-

íà ðàáîòà. Áëàãîäàðÿ íà öÿëàòà êîëåãèÿ çà ïîìîùòà, êîÿòî ñà ìè îêàçâàëè, è çà

ðàçáèðàíåòî, êîåòî âèíàãè ñà ïðîÿâÿâàëè. À íà âñè÷êè êîëåãè îò Âåëèêî Òúðíîâî

áëàãîäàðÿ è çàòîâà, ÷å ñ óäîâîëñòâèå ñúì õîäèëà íà ðàáîòà ïðåç òåçè ãîäèíè.

Çà ñúæàëåíèå, Ñòåôàí Äîäóíåêîâ - ÷îâåêúò, íà êîãîòî íàé-ìíîãî áèõ èñêàëà

äà áëàãîäàðÿ, âå÷å íå å ìåæäó æèâèòå. Îñíîâàâàíåòî è îöåëÿâàíåòî íà Âåëèêî

Òúðíîâñêèÿ ôèëèàë íà ÁÀÍ ñòàíà âúçìîæíî ñàìî áëàãîäàðåíèå íà íåãîâèòå íå-

ñòàíäàðòíè èäåè è íà ðàçìàõà, îïòèìèçìà, ñìåëîñòòà è âñåîòäàéíîñòòà, ñ êîèòî

ãè îñúùåñòâÿâàøå, íà äàðáàòà ìó äà ðúêîâîäè è íàñúð÷àâà îñòàíàëèòå, íà ñïî-

ñîáíîñòòà ìó äà îòêðèå è íàñî÷è â ïðàâèëíà ïîñîêà çàëîæáèòå íà âñåêè åäèí îò

êîëåêòèâà, íà ãîòîâíîñòòà ìó äà ðèñêóâà, çà äà ïîìîãíå ñ âñè÷êî, ñ êàêâîòî ìî-

æå, è íà âñåñòðàííàòà ìó ïîäêðåïà. Áëàãîäàðÿ íà Íèêîëàé Ìàíåâ çà íåîöåíèìàòà

ïîìîù, êîÿòî ìó îêàçâàøå ïðè ïðîõîæäàíåòî íà Âåëèêî Òúðíîâñêîòî çâåíî, à íà

ðúêîâîäñòâàòà íà ÁÀÍ, íà ÈÌÈ è íà îáùèíà Âåëèêî Òúðíîâî � çà óñèëèÿòà äà

ñúõðàíÿò è äîðàçâèâàò ñúçäàäåíîòî îò ïðîôåñîð Äîäóíåêîâ.
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Ãëàâà 1

Îñíîâíè ïîíÿòèÿ è ïðåäâàðèòåëíè

ðåçóëòàòè

Êîìáèíàòîðíèòå äèçàéíè ñà ñâúðçàíè ïî åäèí èëè äðóã íà÷èí ñ âñè÷êè îáåê-

òè, ðàçãëåæäàíè â äèñåðòàöèÿòà. Çàòîâà â òàçè ãëàâà ñà ñúáðàíè ïîíÿòèÿ, îçíà-

÷åíèÿ è èçâåñòíè àëãîðèòìè è ðåçóëòàòè, êàñàåùè äèçàéíèòå è ðåçîëþöèèòå èì,

êàòî å ïîñî÷åíà è âðúçêàòà èì ñ èçñëåäâàíèÿòà â ñëåäâàùèòå ãëàâè, à çà íÿêîè îò

òÿõ è êîíêðåòíèÿ íà÷èí, ïî êîéòî ñà èçïîëçâàíè ïî-íàòàòúê.

Ïîíÿòèÿ è ïðåäâàðèòåëíè ðåçóëòàòè, êîèòî ñå èçïîëçâàò ñàìî â åäíà îò ñëåä-

âàùèòå ãëàâè, ñà äåôèíèðàíè â íà÷àëîòî íà ñúîòâåòíàòà ãëàâà.

1.1 Äåôèíèöèè, îçíà÷åíèÿ è óñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíå

1.1.1 Äèçàéíè è ñâúðçàíè ñ òÿõ ìàòðèöè

Äåôèíèöèÿ 1.1.1. Íåêà V = {Pi}vi=1 å êðàéíî ìíîæåñòâî îò òî÷êè, à

B = {Bj}bj=1 − êðàéíà ôàìèëèÿ îò k-åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà íà V , íàðå÷åíè

áëîêîâå. Êàçâàìå, ÷å D = (V,B) å äèçàéí ñ ïàðàìåòðè t-(v,k,λ), àêî âñÿêî

t-ïîäìíîæåñòâî íà V ñå ñúäúðæà òî÷íî â λ áëîêà íà B.

Òðàäèöèîííî ñ áóêâèòå v, k, λ, b è r îçíà÷àâàìå ïàðàìåòðèòå íà ðàçãëåæäàí

äèçàéí, ò.å. v å áðîÿò íà òî÷êèòå íà äèçàéíà, k − áðîÿò íà òî÷êèòå, ñúäúðæàùè

ñå â ïðîèçâîëåí áëîê, λ − áðîÿò íà áëîêîâåòå, ñúäúðæàùè äàäåíà äâîéêà òî÷êè, b

− áðîÿò íà áëîêîâåòå è r − áðîÿò íà áëîêîâåòå, ñúäúðæàùè äàäåíà òî÷êà. Ñàìèÿ

2-(v,k,λ) äèçàéí îáèêíîâåíî îçíà÷àâàìå ñ D.

Äåôèíèöèÿ 1.1.2. Ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò íà äèçàéíà íàðè÷àìå (0,1)

ìàòðèöà ñ v ðåäà è b ñòúëáà, â êîÿòî åëåìåíòúò îò i-èÿ ðåä è j-èÿ ñòúëá å

ðàâåí íà 1, àêî Pi ∈ Bj (i = 1, 2, ..., v, j = 1, 2, ..., b) è íà 0 â ïðîòèâåí ñëó÷àé.

Äèçàéíúò ñå îïðåäåëÿ íàïúëíî îò ñâîÿòà ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò. Íà ìíî-

æåñòâîòî îò òî÷êèòå íà äèçàéíà ñúïîñòàâÿìå ìíîæåñòâîòî îò åñòåñòâåíèòå ÷èñëà

îò 1 äî v, à íà ìíîæåñòâîòî îò áëîêîâåòå − òîâà íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà îò 1 äî
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b, ò.å. ãîâîðèì çà i-òàòà òî÷êà è j-ÿ áëîê èëè çà òî÷êà ñ íîìåð i è áëîê ñ íîìåð

j, i = 1, 2, ..., v, j = 1, 2, ..., b. ßñíî å, ÷å i-òà òî÷êà ñúîòâåòñòâóâà íà i-ÿ ðåä îò

ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò íà äèçàéíà, à j-ÿò áëîê − íà j-ÿ �è ñòúëá. Íà ôèãóðà

1.1.à å äàäåíà ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò íà åäèí 2− (9, 3, 3) äèçàéí.

Äåôèíèöèÿ 1.1.3. Åäèí äèçàéí ñå íàðè÷à ñèìåòðè÷åí, àêî áðîÿò íà òî÷êèòå

å ðàâåí íà áðîÿ íà áëîêîâåòå ìó (v = b).

Ïðè ñèìåòðè÷åí äèçàéí k = r è âñåêè äâà áëîêà èìàò òî÷íî λ îáùè òî÷êè.

Òðàíñïîíèðàíàòà íà íåãîâàòà ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò å ìàòðèöà íà èíöèäåíò-

íîñò íà äèçàéí ñúñ ñúùèòå ïàðàìåòðè, íàðå÷åí äóàëåí íà äàäåíèÿ. Àêî åäèí

ñèìåòðè÷åí äèçàéí å èçîìîðôåí íà äóàëíèÿ ñè, òîé ñå íàðè÷à ñàìîäóàëåí.

Äåôèíèöèÿ 1.1.4. Àêî îò ñèìåòðè÷åí 2-(v,k,λ) äèçàéí ïðåìàõíåì åäèí áëîê

è òî÷êèòå, êîèòî òîé ñúäúðæà, ñå ïîëó÷àâà 2-(v − k,k − λ,λ) äèçàéí, íàðå÷åí

îñòàòú÷åí.

Äåôèíèöèÿ 1.1.5. Ïîä Ùàéíåðîâà ñèñòåìà S(t,k,v) ðàçáèðàìå t-(v,k,1) äè-

çàéí, à ïîä Ùàéíåðîâà ñèñòåìà îò òðîéêè îò ðåä v − 2-(v,3,1) äèçàéí.

Àêî ïîñëåäíèÿò å ðàçðåøèì, ðåçîëþöèèòå ñå íàðè÷àò Êèðêìàíîâè ñèñòåìè

îò òðîéêè îò ðåä v.

Ùàéíåðîâèòå ñèñòåìè îò òðîéêè îò ðåä v ñå îçíà÷àâàò STS(v), à Êèðêìàíî-

âèòå − KTS(v).

Äåôèíèöèÿ 1.1.6. Äâà äèçàéíà ñà èçîìîðôíè, àêî ñúùåñòâóâà âçàèìíî-åäíî-

çíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êèòå è áëîêîâåòå íà åäèíèÿ äèçàéí è, ñúîò-

âåòíî, òî÷êèòå è áëîêîâåòå íà äðóãèÿ, çàïàçâàùî èíöèäåíòíîñòòà.

Îò òàçè äåôèíèöèÿ ñëåäâà, ÷å äâà äèçàéíà ñà èçîìîðôíè, òîãàâà è ñàìî

òîãàâà, êîãàòî ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò íà åäèíèÿ ñå ïîëó÷àâà îò ìàòðèöàòà

íà èíöèäåíòíîñò íà äðóãèÿ ÷ðåç ïåðìóòàöèÿ íà ðåäîâå è ñòúëáîâå.

Äåôèíèöèÿ 1.1.7. Àâòîìîðôèçúì íàðè÷àìå âñåêè èçîìîðôèçúì íà äèçàéíà

ñúñ ñåáå ñè.

Àâòîìîðôèçìèòå ïðåäñòàâÿìå êàòî ïåðìóòàöèÿ íà òî÷êèòå, ïðè êîÿòî áëîêî-

âåòå ñå èçîáðàçÿâàò â áëîêîâå. Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè àâòîìîðôèçìè íà äèçàéíà

îáðàçóâà ãðóïà ïî îòíîøåíèå íà îïåðàöèÿòà êîìïîçèöèÿ íà èçîáðàæåíèÿ. Íàðè÷à-

ìå ÿ ïúëíà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè. Âñÿêà íåéíà ïîäãðóïà íàðè÷àìå ãðóïà

îò àâòîìîðôèçìè íà äèçàéíà.

Äåôèíèöèÿ 1.1.8. Öèðêóëàíòíà ìàòðèöà îò ðåä n å êâàäðàòíà ìàòðè-

öà M = (mi,j)n×n ñ n ðåäà è ñòúëáà, òàêèâà ÷å mi+1,j+1 = mi,j, êúäåòî i, j =

0, 1, . . . , n− 1 è ñúáèðàíåòî íà èíäåêñèòå å ïî ìîäóë n.
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Âñåêè äèçàéí, êîéòî ïðèòåæàâà àâòîìîðôèçúì îò ïðîñò ðåä p, å èçîìîðôåí

íà äèçàéí ñ ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò ñ öèðêóëàíòíà ñòðóêòóðà (ôèãóðà 2.1).

Äåôèíèöèÿ 1.1.9. Íàñî÷åí ãðàô ñ n âúðõà, êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà åëåìåíòè-

òå íà Zn, ñå íàðè÷à öèðêóëàíòåí ãðàô, àêî ïåðìóòàöèÿòà (0, 1, 2, . . . , n− 1) å

àâòîìîðôèçúì íà ãðàôà.

Ìàòðèöàòà íà ñúñåäñòâî íà öèðêóëàíòåí ãðàô å öèðêóëàíòíà (0,1) ìàòðèöà.

Åòî çàùî òåðìèíúò öèðêóëàíòà ñå èçïîëçâà êàêòî çà öèðêóëàíòåí ãðàô, òàêà è

çà öèðêóëàíòíà ìàòðèöà.

Äåôèíèöèÿ 1.1.10. Íåêà D e äèçàéí ñ ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè G îò ïðîñò ðåä

p. Äà îçíà÷èì ñ O1, O2, ..., Om òî÷êîâèòå è ñ O′1, O
′
2, ..., O

′
n áëîêîâèòå îðáèòè

ñïðÿìî G. Íåêà mij å áðîÿ íà òî÷êèòå îò Oi, ñúäúðæàùè ñå â êîé äà å áëîê îò

O′j (i = 1, 2, ...,m, j = 1, 2, ..., n). Îðáèòíà ìàòðèöà íà äèçàéíà ñïðÿìî òàçè

ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íàðè÷àìå ìàòðèöàòàM = (mij)m×n.

Äåôèíèöèÿ 1.1.11. t-(v,k,λ) äèçàéí å öèêëè÷åí, àêî ïðèòåæàâà àâòîìîðôè-

çúì α, êîéòî ïåðìóòèðà òî÷êèòå ìó â åäèí öèêúë.

Äåôèíèöèÿ 1.1.12. Êâàçèêðàòåí íà 2-(v,k,λ) äèçàéí íàðè÷àìå äèçàéí ñ ïà-

ðàìåòðè 2-(v,k,mλ), êúäåòî m å öÿëî ÷èñëî, ïî-ãîëÿìî îò åäèíèöà.

Äåôèíèöèÿ 1.1.13. Åäèí êâàçèêðàòåí äèçàéí å ðàçäåëèì äî m äèçàéíà ñ ïàðà-

ìåòðè 2-(v,k,λ), àêî ñúùåñòâóâà ðàçáèâàíå íà áëîêîâåòå ìó íà m ïîäìíîæåñòâà,

âñÿêî îò êîèòî å 2-(v,k,λ) äèçàéí.

Ñëåäâàùèòå òðè òåîðåìè è òåõíèòå äîêàçàòåëñòâà ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè

âúâ âñÿêà ìîíîãðàôèÿ, ïîñâåòåíà íà êîìáèíàòîðíèòå äèçàéíè, íàïðèìåð [11], [12],

[26], [106], [115].

Òåîðåìà 1.1.1. Ïàðàìåòðèòå íà 2-(v,k,λ) äèçàéí ñà ñâúðçàíè ñ ðàâåíñòâàòà:

vr = bk,

bk(k − 1) = v(v − 1)λ.

Òåîðåìà 1.1.2. [89] (Íåðàâåíñòâî íà Fisher)

Çà âñåêè 2-(v,k,λ) äèçàéí ñ k < v å â ñèëà:

v ≤ b.

Òåîðåìà 1.1.3. [174] (Íåðàâåíñòâî íà Mann)

Àêî ñúùåñòâóâà 2-(v,k,λ) äèçàéí ñ k < v, ñúäúðæàù s åäíàêâè áëîêà, òî:

s.v ≤ b.

Òåîðåìà 1.1.4. [43], [58] (Òåîðåìà íà Bruck-Ryser-Chowla) Çà ñèìåòðè÷åí

2-(v,k,λ) äèçàéí å â ñèëà:

◦ Àêî v å ÷åòíî, òî k − λ å òî÷åí êâàäðàò.

◦ Àêî v å íå÷åòíî, òî ñúùåñòâóâàò öåëè ÷èñëà x, y, z, íå âñè÷êèòå ðàâíè íà

0, êîèòî ñà ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî x2 = (k − λ)y2 + (−1)
v−1
2 λz2.
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1.1.2 Ðåçîëþöèè

Äåôèíèöèÿ 1.1.14. Ïàðàëåëåí êëàñ ñå íàðè÷à ìíîæåñòâî îò áëîêîâå íà äè-

çàéíà, òàêîâà, ÷å âñÿêà òî÷êà ñå ñúäúðæà òî÷íî â åäèí áëîê.

Äåôèíèöèÿ 1.1.15. Ðåçîëþöèÿ íàðè÷àìå âñÿêî ðàçáèâàíå íà áëîêîâåòå íà äè-

çàéíà íà ïàðàëåëíè êëàñîâå. Åäèí äèçàéí å ðàçðåøèì, àêî èìà ïîíå åäíà ðåçî-

ëþöèÿ.

Ïðèìåð çà ðàçðåøèì äèçàéí å äàäåí íà ôèãóðà 1.1.

Äåôèíèöèÿ 1.1.16. Äâå ðåçîëþöèè íà äèçàéíà D ñà èçîìîðôíè, àêî ñúùåñ-

òâóâà àâòîìîðôèçúì íà D, êîéòî èçîáðàçÿâà âñåêè ïàðàëåëåí êëàñ íà åäíàòà

ðåçîëþöèÿ â ïàðàëåëåí êëàñ íà äðóãàòà.

Äåôèíèöèÿ 1.1.17. Äâå ðåçîëþöèè íà åäèí è ñúù äèçàéí ñà îðòîãîíàëíè,

àêî âñÿêà äâîéêà ïàðàëåëíè êëàñîâå, åäèíèÿò îò åäíàòà, à äðóãèÿò îò äðóãàòà

ðåçîëþöèÿ, èìàò íàé-ìíîãî åäèí îáù áëîê.

Äåôèíèöèÿ 1.1.18. Åäèí 2-(v,k,λ) äèçàéí å äâîéíî ðàçðåøèì, êîãàòî ïðèòå-

æàâà ïîíå äâå îðòîãîíàëíè ðåçîëþöèè.

Íà ôèãóðà 1.1 å äàäåí ïðèìåð çà äâå îðòîãîíàëíè ðåçîëþöèè.

1.1.3 Ñïðåäîâå è ïàðàëåëèçìè íà PG(n, q)

Äåôèíèöèÿ 1.1.19. Íåêà P è L ñà äâå ìíîæåñòâà, ÷èèòî åëåìåíòè íàðè÷àìå

ñúîòâåòíîòî÷êè è ïðàâè. Ñòðóêòóðà íà èíöèäåíòíîñò G = (P ,L, I), I⊂ P×L
íàðè÷àìå ïðîåêòèâíî ïðîñòðàíñòâî, àêî òÿ óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå òðè

àêñèîìè:

• Ñ âñåêè äâå ðàçëè÷íè òî÷êè å èíöèäåíòíà òî÷íî åäíà ïðàâà.

• Ñ âñÿêà ïðàâà ñà èíöèäåíòíè ïîíå òðè ðàçëè÷íè òî÷êè.

• (Àêñèîìà íà Veblen � Young). ×åòèðè ðàçëè÷íè ïðàâè íå ìîãàò äà ñå ïðåñè-

÷àò â ïåò ðàçëè÷íè òî÷êè.

Äåôèíèöèÿ 1.1.20. Ïðîåêòèâíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà ïðîåêòèâíî ïðîñòðàí-

ñòâî G ñå íàðè÷à ìíîæåñòâî îò òî÷êè W ⊂ P òàêèâà, ÷å çà âñåêè äâå òî÷êè

K,H ∈ W, W ñúäúðæà è âñÿêà òî÷êà X, èíöèäåíòíà ñ ïðàâàòà, îïðåäåëåíà îò

K è H.

Íà âåêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî Vn+1(q) ñ ðàçìåðíîñò n + 1 íàä êðàéíî ïîëå ñ

q åëåìåíòà ñúîòâåòñòâà êðàéíî ïðîåêòèâíî ïðîñòðàíñòâî ñ ðàçìåðíîñò n è ðåä q,

÷èèòî òî÷êè ñúîòâåòñòâàò íà íîðìàëèçèðàíèòå âåêòîðè îò Vn+1(q). Îçíà÷àâàìå ãî

ñ PG(n,q). Âñÿêî êðàéíî ïðîåêòèâíî ïðîñòðàíñòâî ñ n ≥ 3 å èçîìîðôíî íà íÿêîå

PG(n, q), ïîëó÷åíî ïî îïèñàíîòî ïî-ãîðå ñúîòâåòñòâèå [225, òåîðåìà 2.22].
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Ôèãóðà 1.1: Äâå îðòîãîíàëíè ðåçîëþöèè íà 2-(9, 3, 3) äèçàéí
à) ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò íà äèçàéía
v = 9, b = 36 � ìàòðèöàòà èìà 9 ðåäà è 36 ñòúëáà,
k = 3, r = 12 � èìà 3 åäèíèöè âúâ âñåêè ñòúëá, 12 åäèíèöè âúâ âñåêè ðåä,
λ = 3 � ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà âñåêè äâà ðåäà å 3.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36

1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
2 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
3 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
4 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1
5 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0
6 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0
7 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0
8 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0
9 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1

á) ðàçáèâàíå íà áëîêîâåòå íà äèçàéíà îò ðåçîëþöèÿòà R
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36

1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
2 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
3 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
4 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1
5 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0
6 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0
7 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0
8 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0
9 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1

â) ðàçáèâàíå íà áëîêîâåòå íà äèçàéíà îò ðåçîëþöèÿòà T
1 15 9 4 27 3 7 33 6 10 35 18 13 32 2 16 29 24 19 11 30 22 20 12 25 14 5 28 23 36 31 26 8 34 17 21

1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
2 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
3 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0
4 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1
5 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1
6 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
7 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
8 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0
9 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1

ã)ìíîæåñòâî îò äâå âçàèìíî-îðòîãîíàëíè ðåçîëþöèè:

R =

1 2 3
4 5 6
7 8 9
10 11 12
13 14 15
16 17 18
19 20 21
22 23 24
25 26 27
28 29 30
31 32 33
34 35 36

T =

1 15 9
4 27 3
7 33 6
10 35 18
13 32 2
16 29 24
19 11 30
22 20 12
25 14 5
28 23 36
31 26 8
34 17 21
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Äåôèíèöèÿ 1.1.21. Àâòîìîðôèçúì íà PG(n, q) å âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîò-

âåòñòâèå, êîåòî èçîáðàçÿâà òî÷êèòå â òî÷êè, ïðàâèòå â ïðàâè è çàïàçâà èíöè-

äåíòíîñòòà.

Äåôèíèöèÿ 1.1.22. Ìíîæåñòâî îò t-ìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà íà PG(n, q), êî-

åòî çàäàâà ðàçáèâàíå íà ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå �è, ñå íàðè÷à t-ñïðåä.

Äåôèíèöèÿ 1.1.23. ×àñòè÷åí t-ñïðåä å ìíîæåñòâî îò íåïðåñè÷àùè ñå t-

ìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà íà PG(n, q). ×àñòè÷åí t-ñïðåä â PG(n, q) å ìàêñèìà-

ëåí, àêî íå ñå ñúäúðæà â äðóã ÷àñòè÷åí t-ñïðåä íà PG(n, q) ñ ïîâå÷å åëåìåíòè.

Äåôèíèöèÿ 1.1.24. Äâà (÷àñòè÷íè) t-ñïðåäà ñà èçîìîðôíè, àêî ñúùåñòâóâà

àâòîìîðôèçúì íà ïðîåêòèâíîòî ïðîñòðàíñòâî, èçîáðàçÿâàù åäèíèÿ â äðóãèÿ.

Àêî t = 1, ãîâîðèì çà 1-ñïðåä è ãî íàðè÷àìå ïðîñòî ñïðåä.

Äåôèíèöèÿ 1.1.25. ðàçáèâàíå íà ôàìèëèÿòà îò âñè÷êè t-ìåðíè ïîäïðîñòðàíñ-

òâà íà PG(n, q) íà t-ñïðåäîâå ñå íàðè÷à t-ïàðàëåëèçúì.

Íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíåòî íà t-ñïðåäîâå è t-ïàðàëåëèçìè å

(t+ 1)|(n+ 1). Îáèêíîâåíî 1-ïàðàëåëèçìèòå ñå íàðè÷àò ñàìî ïàðàëåëèçìè.

Òåîðåìà 1.1.3.1. ( [11], [225]) Èíöèäåíòíîñòòà íà òî÷êèòå è t-ìåðíèòå ïîäï-

ðîñòðàíñòâà íà PG(n, q) äåôèíèðà 2-äèçàéí ñ ïàðàìåòðè:

v = (qn+1 − 1)/(q − 1), k = (qt+1 − 1)/(q − 1),

λ =


(qn+1−q2)(qn+1−q3)...(qn+1−qt)
(qt+1−q2)(qt+1−q3)...(qt+1−qt) t > 1,

1 t = 1.

Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó ïàðàëå-

ëåí êëàñ îò ðåçîëþöèÿ íà ñúîòâåòíèÿ äèçàéí è t-ñïðåä îò t-ìåðíè ïîäïðîñòðàí-

ñòâà íà ïðîåêòèâíîòî ïðîñòðàíñòâî, êàêòî è ìåæäó ðåçîëþöèÿ íà äèçàéíà îò t-

ìåðíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà è t-ïàðàëåëèçúì. Èçîìîðôèçúì è îðòîãîíàëíîñò ïðè

t-ïàðàëåëèçìèòå ñå äåôèíèðà êàêòî çà ðåçîëþöèèòå.

Àâòîìîðôèçìèòå íà PG(n, q) èçîáðàçÿâàò t-ìåðíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà â t-

ìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà. Ïîðàäè òîâà, âñè÷êè, ñâúðçàíè ñúñ ñúîòâåòíîòî ïðîåê-

òèâíîòî ïðîñòðàíñòâî äèçàéíè, ïðèòåæàâàò íåãîâàòà ïúëíà ãðóïà îò àâòîìîðôèç-

ìè.

Äåôèíèöèÿ 1.1.26. Àâòîìîðôèçúì íà t-ïàðàëåëèçìà P e àâòîìîðôèçúì íà

PG(n, q), êîéòî èçîáðàçÿâà âñåêè t-ñïðåä íà P â t-ñïðåä íà P .

Äåôèíèöèÿ 1.1.27. Òðàíçèòèâåí ñå íàðè÷à t-ïàðàëåëèçúì, ïðèòåæàâàù ãðó-

ïà îò àâòîìîðôèçìè, êîÿòî äåéñòâà òðàíçèòèâíî âúðõó t-ñïðåäîâåòå ìó.
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Äåôèíèöèÿ 1.1.28. Åäèí t-ïàðàëåëèçúì å öèêëè÷åí, àêî ïðèòåæàâà àâòîìîð-

ôèçúì, êîéòî ïåðìóòèðà t-ñïðåäîâåòå ìó â åäèí öèêúë.

Öèêëè÷íèòå t-ïàðàëåëèçìè ñà òðàíçèòèâíè, íî îáðàòíîòî íå âèíàãè å âÿðíî.

1.1.4 Îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå (ÎÎÑ)

Çà îñíîâíèòå äåôèíèöèè è îçíà÷åíèÿ ñëåäâàìå [47], [60], [65] è [194].

Ñúñ Zv îçíà÷àâàìå öèêëè÷íàòà àäèòèâíà ãðóïà îò öåëèòå ÷èñëà ïî ìîäóë v.

Ãðóïîâàòà îïåðàöèÿ îçíà÷àâàìå ñ ⊕. Àêî öåëèòå ÷èñëà a è v ñà âçàèìíî ïðîñòè

(gcd(a, v) = 1) è a ∈ Zv, åëåìåíòúò a ãåíåðèðà öÿëàòà ãðóïà, à óìíîæåíèåòî íà

âñè÷êè åëåìåíòè íà ãðóïàòà ñ íåãî çàäàâà àâòîìîðôèçúì íà Zv. Âñåêè àâòîìîðôè-

çúì íà Zv ñå ïîëó÷àâà ñ óìíîæåíèå íà åëåìåíòèòå íà ãðóïàòà ñ åëåìåíò, êîéòî ÿ

ãåíåðèðà. Àâòîìîðôèçìèòå íà Zv îçíà÷àâàìå ñ ϕ0, ϕ1, . . . , ϕm−1, êúäåòî m å áðîÿò

íà âñè÷êè ãåíåðàòîðè, à ϕ0 å èäåíòèòåòà.

Äåôèíèöèÿ 1.1.29. Åäèí (v, k, λa, λc) îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä C å êîëåê-
öèÿ îò {0, 1} ïîñëåäîâàòåëíîñòè ñ äúëæèíà v è òåãëî ïî Õåìèíã k, çà êîÿòî å

â ñèëà:
v−1∑
i=0

x(i)x(i⊕ j) ≤ λa, 1 ≤ j ≤ v − 1 (1.1)

v−1∑
i=0

x(i)y(i⊕ j) ≤ λc, 0 ≤ j ≤ v − 1 (1.2)

çà âñÿêà äâîéêà ðàçëè÷íè ïîñëåäîâàòåëíîñòè x, y ∈ C.

Âñåêè (v, k, λa, λc) OOC ìîæå äà áúäå äåôèíèðàí è ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Äåôèíèöèÿ 1.1.30. Îïòè÷íèÿò (v, k, λa, λc) îðòîãîíàëåí êîä å êîëåêöèÿ

C = {C1, . . . , Cs} îò k-åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà (êîäîâè äóìè) íà Zv, òàêèâà

÷å âñåêè äâå ðàçëè÷íè òðàíñëàöèè íà êîäîâà äóìà èìàò íàé-ìíîãî λa îáùè åëå-

ìåíòà, à âñåêè äâå òðàíñëàöèè íà äâå ðàçëè÷íè êîäîâè äóìè èìàò íàé-ìíîãî λc
îáùè åëåìåíòà:

|Ci ∩ (Ci + t)| ≤ λa, 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ t ≤ v − 1 (1.3)

|Ci ∩ (Cj + t)| ≤ λc, 1 ≤ i < j ≤ s, 0 ≤ t ≤ v − 1. (1.4)

Óñëîâèåòî (1.3) ñå íàðè÷à àâòîêîðåëàöèîííî ñâîéñòâî, à (1.4) - êðîñêî-

ðåëàöèîííî ñâîéñòâî. Ðàçìåð íà êîäà C íàðè÷àìå áðîÿ s íà êîäîâèòå ìó äóìè.
Êîãàòî λa = λc, êîäúò ñå îçíà÷àâà ñ (v, k, λ).

Çà âñÿêà êîäîâà äóìà C = {c1, c2, . . . , ck} íà îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä îçíà-

÷àâàìå ñ 4′C ìóëòèìíîæåñòâîòî îò ñòîéíîñòè íà ðàçëèêèòå ci − cj, i 6= j, i, j =

1, 2, . . . , k. Àâòîêîðåëàöèîííîòî ñâîéñòâî îçíà÷àâà, ÷å íàé-ìíîãî λa ðàçëèêè ñà

åäíàêâè. Íåêà äà îçíà÷èì ñ 4C ñúîòâåòíîòî íà ìóëòèìíîæåñòâîòî 4′C ìíîæåñ-

òâî.
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Òèï íà C å áðîÿò íà åëåìåíòèòå â 4C, ò.å. áðîÿò ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà

ðàçëèêèòå. Âúðõó êîäîâèòå äóìè íà ÎÎÑ äåôèíèðàìå ëåêñèêîãðàôñêà íàðåäáà

ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: Ïðèåìàìå, ÷å c1 < c2 < . . . < ck çà âñÿêà êîäîâà äóìà C =

{c1, c2, . . . , ck}. Òîãàâà C ′ = {c′1, c′2, . . . , c′k} å ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêà îò C ′′ =

{c′′1, c′′2, . . . , c′′k}, àêî òèïà íà C ′ (ò.å. áðîÿò íà ðàçëèêèòå â ∆(C ′)) å ïî-ìàëúê îò

òèïà íà C ′′, èëè àêî òèïîâåòå íà äâåòå êîäîâè äóìè ñà ðàâíè, íî c′i = c′′i çà i < a, à

c′a < c′′a. Áåç çàãóáà íà îáùíîñò, ïðèåìàìå, ÷å âñÿêà êîäîâà äóìà å ëåêñèêîãðàôñêè

ïî-ìàëêà îò âñè÷êè ñâîè òðàíñëàöèè.

Àêî λc = 1, êðîñêîðåëàöèîííîòî ñâîéñòâî îçíà÷àâà, ÷å ∆C1

⋂
∆C2 = ∅ çà äâå

êîäîâè äóìè C1 è C2 îò (v, k, λa, 1) îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä.

Äåôèíèöèÿ 1.1.31. Îïòè÷íèÿò (v, k, λa, 1) îðòîãîíàëåí êîä å ñúâúðøåí, àêî

|
s⋃
i=1

∆Ci| = v − 1,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å âñè÷êè âúçìîæíè íåíóëåâè ðàçëèêè ñà ïîêðèòè.

Ïðèìåð 1.1.1. Ñúâúðøåí (17, 4, 3, 1) îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä C

C 4C Òèï
{11001100000000000} èëè {0, 1, 4, 5} { 1,3,4,5,12,13,14,16} 8
{10100000101000000} èëè {0, 2, 8, 10} { 2,6,7,8,9,10,11,15} 8

Äåôèíèöèÿ 1.1.32. Åäèí îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä å ìàêñèìàëåí, àêî èìà ìàê-

ñèìàëíèÿ âúçìîæåí (çà äàäåíèòå ïàðàìåòðè) áðîé êîäîâè äóìè.

Äåôèíèöèÿ 1.1.33. Äâà (v, k, λa, λc) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäà C è C ′ ñà ìóë-

òèïëèêàòèâíî åêâèâàëåíòíè, àêî ìîãàò äà áúäàò ïîëó÷åíè åäèí îò äðóã

÷ðåç ïðèëàãàíå íà àâòîìîðôèçúì íà Zv è çàìÿíà íà êîäîâà äóìà ñ íÿêîÿ îò íåé-

íèòå òðàíñëàöèè.

1.2 Ïðåäâàðèòåëíè àëãîðèòìè

Â òàçè ÷àñò ñà îïèñàíè ïðåäâàðèòåëíî èçâåñòíè àëãîðèòìè, êîèòî ñà èçïîë-

çâàíè èëè ìîäèôèöèðàíè â äèñåðòàöèÿòà. Êîìáèíàòîðíèòå ñòðóêòóðè, êîèòî ñà

îáåêò íà íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ, ñà êîíñòðóèðàíè ñ èçïîëçâàíå íà èç÷åðïâàùî

òúðñåíå ñ âðúùàíå (backtrack search) ñ ðàííî îòõâúðëÿíå (early pruning) íà åê-

âèâàëåíòíè è íåðàçøèðèìè ÷àñòè÷íè ðåøåíèÿ. Ãåíåðèðàíåòî íà ëåêñèêîãðàôñêè

ìèíèìàëíè ïðåäñòàâèòåëè íà êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò (êîåòî ïîñòèãàìå ñ òåñò

çà ìèíèìàëíîñò íà ÷àñòè÷íîòî ðåøåíèå) å äîáðå èçâåñòíà êîíñòðóêòèâíà òåõíèêà,

îïèñàíà è èçïîëçâàíà çà êëàñèôèêàöèÿ íà ðàçëè÷íè êîìáèíàòîðíè îáåêòè, êàòî

äèçàéíè, êîäîâå, ãðàôè, ðåçîëþöèè íà äèçàéíè è äð. [101], [151].

Ðàçäåë 1.2.1 ïðåäñòàâÿ îñíîâíè ïîíÿòèÿ è ôàêòè, êàñàåùè ñëîæíîñòòà íà

èçïîëçâàíèòå àëãîðèòìè. Â ðàçäåë 1.2.2 ùå ñå ñïðåì íà íàé-îáùèòå íåùà ïðè
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òúðñåíåòî ñ âðúùàíå, à â ðàçäåë 1.2.4 ïðåäñòàâÿìå åäíà íåãîâà ïàðàëåëíà ðåàëè-

çàöèÿ. Â 1.2.3 ñà ðàçãëåäàíè îñîáåíîñòèòå íà èçâåñòíèòå ìåòîäè çà êëàñèôèêàöèÿ,

ïðè êîèòî ñå ãåíåðèðàò ñàìî íååêâèâàëåíòíè ðåøåíèÿ, è å îïèñàí íàé-÷åñòî èç-

ïîëçâàíèÿ â äèñåðòàöèÿòà ïîäõîä. Âñúùíîñò, íàé-ãîëÿìî çíà÷åíèå çà óñïåøíèòå

ðåøåíèÿ íà îïèñàíèòå çàäà÷è èìà ñïåöèôè÷íîòî: íà÷èíúò íà ïðåäñòàâÿíå íà îáåê-

òèòå, èçáîðúò íà ïîäõîäÿùà ëåêñèêîãðàôñêà íàðåäáà, áúðçîäåéñòâèåòî è ìåñòàòà

íà ïðèëàãàíå íà êîíêðåòíèòå òåñòîâå çà åêâèâàëåíòíîñò, êàêòî è ìàòåìàòè÷åñêèòå

ñúîáðàæåíèÿ, âîäåùè äî åôåêòèâíè òåñòîâå çà ðàçøèðèìîñò íà ÷àñòè÷íèòå ðåøå-

íèÿ. Ïîäðîáíîñòè çà âñè÷êî òîâà ïðè ðàçëè÷íèòå çàäà÷è ñà äàäåíè â ñúîòâåòíèòå

ãëàâè.

Â ðàçäåëèòå 1.2.5 è 1.2.6 ñà ðàçãëåäàíè äâà ïðåäâàðèòåëíî èçâåñòíè àëãîðè-

òúìà çà êëàñèôèêàöèÿ � åäèíèÿò çà êîíñòðóèðàíå íà äèçàéíè ñ ëîêàëíèÿ ïîäõîä,

à äðóãèÿò � çà êëàñèôèêàöèÿ íà îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå.

Àëãîðèòìèòå îò ðàçäåëè 1.2.7, 1.2.8 è 1.2.9 ñà çà äîïúëíèòåëíî èçñëåäâàíå íà

êîíñòðóèðàíèòå êîìáèíàòîðíèòå ñòðóêòóðè, çà äà áúäàò îïðåäåëåíè íÿêîè èíòå-

ðåñíè è ïîëåçíè òåõíè ñâîéñòâà. Òå íå ñà ïðåäìåò íà íàñòîÿùàòà ðàáîòà. Èçâåñòíè

ñà ìíîãî äðóãè àëãîðèòìè è ñîôòóåð, ñ êîèòî ìîãàò äà áúäàò çàìåíåíè è íÿêîè îò

òÿõ ñà èçïîëçâàíè îò ñúàâòîðèòå. Òåçè àëãîðèòìè ñà îïèñàíè çà ïúëíîòà ïîðàäè

òîâà, ÷å ñà â îñíîâàòà íà ñîôòóåðà íà àâòîðà, ñ êîéòî ñà îïðåäåëÿíè ñâîéñòâàòà

íà êîíñòðóèðàíèòå â äèñåðòàöèÿòà îáåêòè è ïîðàäè òîâà, ÷å â äèñåðòàöèÿòà ñà

ðàçðàáîòåíè è ìîäèôèêàöèè íà íÿêîè îò òÿõ çà ðàçëè÷íè ñðîäíè îáåêòè.

Âñè÷êè îñòàíàëè ìåòîäè è àëãîðèòìè, êîèòî ñà èçïîëçâàíè èëè ðàçðàáîòå-

íè â äèñåðòàöèÿòà, êàêòî è íÿêîè îñîáåíîñòè íà ïðîãðàìíàòà èì ðåàëèçàöèÿ, ñà

îïèñàíè â ñúîòâåòíèòå ãëàâè.

1.2.1 Ñëîæíîñò (åôåêòèâíîñò) íà àëãîðèòìè

Îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ â òîçè ðàçäåë ïðåäñòàâÿìå ñïîðåä [82] è [151]. Ñëîæíîñòòà

å ìÿðêà çà èçìåíåíèåòî íà íåîáõîäèìîòî âðåìå (èëè ïàìåò) çà èçïúëíåíèå íà

àëãîðèòúìà ñ èçìåíÿíå íà ðàçìåðà íà âõîäíèòå äàííè. Íàé-÷åñòî íè èíòåðåñóâà

ñëîæíîñòòà ïî âðåìå, íî ïîíÿêîãà è òàçè ïî ïàìåò ìîæå äà ñå îêàæå êðèòè÷íà.

Çà ñðàâíÿâàíå íà ôóíêöèè å âúçïðèåòà ñëåäíàòà òåðìèíîëîãèÿ. Êàçâàìå, ÷å:

• f(x) e O(g1(x)), àêî ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà M1, òàêàâà, ÷å |f(x)| ≤ M1 |g1(x)|
çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè ñòîéíîñòè íà x.

• f(x) e Ω(g2(x)), àêî ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà M2, òàêàâà, ÷å |f(x)| ≥ M2 |g2(x)|
çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè ñòîéíîñòè íà x.

• f(x) e Θ(g(x)), àêî ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòèM èM ′, òàêèâà, ÷å|f(x)| ≤M |g(x)|
è |f(x)| ≥M ′ |g(x)| çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè ñòîéíîñòè íà x.

Âðåìåòî çà èçïúëíåíèå íà àëãîðèòúìà å ïðîïîðöèîíàëíî íà áðîÿ N íà åëå-

ìåíòàðíèòå îïåðàöèè, êîèòî òðÿáâà äà áúäàò èçâúðøåíè, à òå íàðàñòâàò ñ íàðàñ-
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òâàíåòî íà ðàçìåðà n íà âõîäíèòå äàííè. Àêî ñúùåñòâóâà ïîëèíîì p(n), òàêúâ,

÷å N å O(p(n)), êàçâàìå, ÷å àëãîðèòúìúò å ïîëèíîìèàëåí. Àêî N å O(log2n) àë-

ãîðèòúìúò å ëîãàðèòìè÷åí, à àêî N å O(an), àëãîðèòúìúò å åêñïîíåíöèàëåí. Çà

íàé-äîáðè ñå ñ÷èòàò ëîãàðèòìè÷íèòå àëãîðèòìè, çàùîòî ïðè òÿõ áðîÿò íà åëåìåí-

òàðíèòå îïåðàöèè íàðàñòâà ìíîãî ñëàáî ñ îáåìà íà âõîäíèòå äàííè. Ïðèëîæèìîñò-

òà íà ïîëèíîìèàëíèòå àëãîðèòìè å ñðàâíèòåëíî äîáðà, äîêàòî åêñïîíåíöèàëíèòå

ñà íàé-íåæåëàíè.

Èçñëåäâàíåòî íà çàäà÷èòå, çà êîèòî íå ñà èçâåñòíè ïîëèíîìèàëíè àëãîðèò-

ìè, å îò ñïåöèàëåí èíòåðåñ. Àêî ìîæåì äà ïðîâåðèì ñ ïîëèíîìèàëåí àëãîðèòúì

äàëè åäíî åâåíòóàëíî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà íà òàêàâà çàäà÷à, òÿ ñå

íàðè÷à NP - òðóäíà. Îáåêò íà íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñà èìåííî NP - òðóäíè

êëàñèôèêàöèîííè çàäà÷è.

Òåçè NP - òðóäíè çàäà÷è, çà êîèòî ñå ñ÷èòà, ÷å íå äîïóñêàò ðåøàâàíå ñ ïîëè-

íîìèàëåí àëãîðèòúì, ñå íàðè÷àò NP - ïúëíè. Çà åäíà çàäà÷à ìîæå äà ñå äîêàæå,

÷å å NP - ïúëíà ÷ðåç ñâåæäàíåòî äî íåÿ (ïî íà÷èí, êîéòî å îïèñàí, íàïðèìåð, â

[8]) íà íÿêîÿ NP - ïúëíà çàäà÷à. Òàçè òåõíèêà å èëþñòðèðàíà â [146], êúäåòî å

ïðåäñòàâåí ïúðâèÿò ñïèñúê îò NP - ïúëíè çàäà÷è. Ñðåä òÿõ ñà çàäà÷èòå çà

À. ñúùåñòâóâàíå â ãðàô íà êëèêà ñúñ çàäàäåí ðàçìåð;

Á. ñúùåñòâóâàíå íà ðàçáèâàíå íà ãðàôà íà äàäåí (èëè ïî-ìàëúê îò äàäåíèÿ)

áðîé êëèêè.

Íà ïðúâ ïîãëåä çàäà÷àòà çà ñúùåñòâóâàíåòî íà äèçàéíè, êîäîâå èëè ñïðåäîâå

ñ äàäåíè ïàðàìåòðè èçãëåæäà áëèçêà äî çàäà÷à À, à âúïðîñúò çà ðàçðåøèìîñòòà

íà åäèí äèçàéí - äî ÷àñòåí ñëó÷àé íà çàäà÷à Á (ïðè åäíàêâà ôèêñèðàíà äúëæèíà

íà êëèêèòå). Çà òåçè çàäà÷è, îáà÷å, íå å äîêàçàíî, ÷å ñà NP-ïúëíè. Äîêàçàíî å, ÷å
âúïðîñúò çà âëîæèìîñòòà íà äàäåíà Ùàéíåðîâà ñèñòåìà îò òðîéêè â Ùàéíåðîâà

ñèñòåìà îò òðîéêè ñ ïî-ãîëåìè ïàðàìåòðè å NP-ïúëíà çàäà÷à [64].
Íà àëãîðèòìèòå çà êëàñèôèêàöèÿ íà äèçàéíè è êîäîâå å ïîñâåòåíà êíèãà-

òà Classi�cation algorithms for codes and designs íà Kaski è �Osterg�ard [151]. Â íåÿ

òå ðàçãëåæäàò çàäà÷è çà íàìèðàíå (listing) íà âñè÷êè ðåøåíèÿ è çàäà÷è çà êëà-

ñèôèêàöèÿ, êàòî ïðè ïîñëåäíèòå ñå òúðñè ñàìî ïî åäèí ïðåäñòàâèòåë îò âñåêè

êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò. Â êíèãàòà å îáúðíàòî ñïåöèàëíî âíèìàíèå íà òîâà, ÷å

äåéñòâèòåëíàòà åôåêòèâíîñò íà êëàñèôèêàöèîííèòå àëãîðèòìè çàâèñè è îò îáåìà

íà èçõîäíèòå äàííè, îò íà÷èíà, ïî êîéòî ñå ñúõðàíÿâàò, îò òîâà äàëè âå÷å êîí-

ñòðóèðàíèòå ðåøåíèÿ ñà íåîáõîäèìè ïðè íàìèðàíåòî íà îùå òàêèâà, êàêòî è îò

ìåòîäèòå çà îïðåäåëÿíå äàëè äâå ðåøåíèÿ ñà åêâèâàëåíòíè. Ñúùî òàêà å äîêàçàíî,

÷å àêî ñà èçâåñòíè ÷àñò îò ðåäîâåòå (ñòúëáîâåòå) íà ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò

íà 2-(v,k,λ) äèçàéí, òî çàäà÷àòà çà ðàçøèðÿâàíåòî íà òîâà ÷àñòè÷íî ðåøåíèå ïî

ðåäîâå (ñòúëáîâå) å NP-ïúëíà.
Äîêîëêî ðàçãëåæäàíèòå NP - òðóäíè êëàñèôèêàöèîííè çàäà÷è ñà NP - ïúë-

íè íå å îáåêò íà íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ. Ðàçðàáîòåíèòå àëãîðèòìè ñà îïòèìèçè-

30



ðàíè òàêà, ÷å äà ðàáîòÿò äîáðå çà íÿêàêâî êðàéíî ìíîæåñòâî îò ïàðàìåòðè è äà

äîâåäàò äî ðåøàâàíåòî íà êîíêðåòíè çàäà÷è. Òîçè ïîäõîä ñå ðàçëè÷àâà îò òåîðå-

òè÷íèÿ, çàùîòî ïîíÿêîãà àëãîðèòúì ñ ìíîãî ãîëÿìà àñèìïòîòè÷íà ñëîæíîñò ìîæå

äà ñå îêàæå íàé-ïîäõîäÿù çà äàäåíà çàäà÷à. Òàêúâ ïðèìåð ñà àëãîðèòìèòå, ðåà-

ëèçèðàùè òúðñåíå ñ âðúùàíå (backtrack search), ïðè êîåòî ïî íÿêàêâè êðèòåðèè

ñå îòõâúðëÿò ÷àñò îò ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ (early pruning). Òå ñà ñ åêñïîíåíöèàë-

íà ñëîæíîñò, íî ñå èçïîëçâàò óñïåøíî çà ïîñòðîÿâàíå è (èëè) êëàñèôèêàöèÿ íà

íàé-ðàçëè÷íè êîìáèíàòîðíè êîíôèãóðàöèè, â òîâà ÷èñëî äèçàéíè, êîäîâå, ãðà-

ôè, Àäàìàðîâè ìàòðèöè [148], [151]. Öåëòà íà íàñòîÿùàòà ðàáîòà å ðåøàâàíåòî íà

êîíêðåòíè êëàñèôèêàöèîííè çàäà÷è è çàòîâà íè èíòåðåñóâà ïðåäè âñè÷êî ïîâå-

äåíèåòî íà èçïîëçâàíèòå àëãîðèòìè çà äàäåíèòå ïàðàìåòðè è ïðèëîæèìîñòòà èì

ïðè äðóãè áëèçêè çàäà÷è.

1.2.2 Èç÷åðïâàùî òúðñåíå ñ âðúùàíå ñ îòõâúðëÿíå íà ÷àñòè÷íè ðå-
øåíèÿ

Ìíîæåñòâî íà òúðñåíå è áàçîâà çàäà÷à

Èñêàìå äà ïîñòðîèì m-åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà íà ìíîæåñòâî îò n åäíîòèï-

íè åëåìåíòà (÷èñëà, âåêòîðè, öèðêóëàíòíè ìàòðèöè, áëîêîâå íà äèçàéí è ò.í.),

çàïèñàíè â ìàñèâà A, êîéòî å ñîðòèðàí âúâ âúçõîäÿù ðåä ñïîðåä çàäàäåíà ëåê-

ñèêîãðàôñêà íàðåäáà. Òîâà n-åëåìåíòíî ìíîæåñòâî ùå íàðè÷àìå ìíîæåñòâî íà

òúðñåíå. Âñÿêî íåãîâî ïîäìíîæåñòâî êîíñòðóèðàìå íà m ñòúïêè, êàòî íà k-òàòà

îò òÿõ èçáèðàìå ïîäðåä âñè÷êè âúçìîæíè ñòîéíîñòè çà ñúîòâåòíèÿ åëåìåíò S[k]

ñ ðåêóðñèâíàòà ôóíêöèÿ PutElement. Òåêóùî ïîñòðîåíîòî ïîäìíîæåñòâî ñå ïîëó-

÷àâà ïîäðåäåíî â ëåêñèêîãðàôñêè íàðàñòâàù ðåä â ìàñèâà S, êîéòî èìà m + 1

åëåìåíòà è S[0] = 0. Åëåìåíòèòå íà S íå ñà åëåìåíòè íà A, à íîìåðàòà íà åëåìåí-

òèòå îò A.

PutElement(int k)

{

for i = S[k − 1] + 1, S[k − 1] + 2, . . . n− (m− k)

{

S[k] = i

if k < m then PutElement(k+1)

else save or print the set S

}

}

Ïðèìåð 1.2.1. Íåêà n = 5, m = 3 è A = {1, 2, 3, 4, 5}. Ñ èçâèêâàíåòî íà

PutElement(1) ùå áúäàò êîíñòðóèðàíè â ëåêñèêîãðàôñêè ðåä 10-òå 3-åëåìåíòíè
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ïîäìíîæåñòâà íà A, ò.å. 123, 124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245 è 345. Ôóí-

êöèÿòà PutElement ðåàëèçèðà îáõîæäàíå â äúëáî÷èíà íà ñúîòâåòíîòî äúðâî íà

ðåøåíèÿòà.

1

2

3 4 5

3

4 5

4

5

2

3

4 5

4

5

3

4

5

Áðîÿò íà åëåìåíòàðíèòå îïåðàöèè å N = Mn(n − 1) . . . (n −m + 1) = O(nm),

êúäåòî M å öåëî÷èñëåíà êîíñòàíòà, ò.å. àëãîðèòúìúò å åêñïîíåíöèàëåí. Â äåéñò-

âèòåëíîñò, îáà÷å, åôåêòèâíîñòòà ìó ñúùåñòâåíî çàâèñè îò íàëè÷èåòî íà äîïúëíè-

òåëíè êîíñòðóêòèâíè óñëîâèÿ, êàêòî è îò âêëþ÷âàíåòî íà òåñòîâå çà ìèíèìàëíîñò

è ðàçøèðèìîñò íà ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ.

Êîíñòðóêòèâíè óñëîâèÿ

Îáèêíîâåíî â çàäà÷èòå ñå òúðñÿò íå âñè÷êè ïîäìíîæåñòâà, à ñàìî òåçè îò òÿõ,

îòãîâàðÿùè íà íÿêàêâè óñëîâèÿ, êîèòî ïî-íàòàòúê ùå íàðè÷àìå êîíñòðóêòèâíè

óñëîâèÿ. Íåêà Condition(k,i) å ôóíêöèÿ, êîÿòî ïðîâåðÿâà äàëè ùå ñà èçïúëíåíè

êîíñòðóêòèâíèòå óñëîâèÿ, àêî êúì ÷àñòè÷íî ðåøåíèå ñ k − 1 åëåìåíòà äîáàâèì

i-òèÿ åëåìåíò íà ìàñèâà A. Ñ íåÿ PutElementC (ìîäèôèêàöèÿ íà PutElement) ùå

íàìåðè ñàìî òàçè ÷àñò îò ïîäìíîæåñòâàòà, êîÿòî îòãîâàðÿ íà óñëîâèÿòà.

PutElementC(int k)

{

for i = S[k − 1] + 1, S[k − 1] + 2, . . . n− (m− k)

{

if Condition(k,i)

{

S[k] = i

if k < m then PutElement(k+1)

else save or print the set S

}

}

}

Ïðèìåð 1.2.2. Íåêà n = 5, m = 3 è A = {1, 2, 3, 4, 5} è êîíñòðóêòèâíîòî óñëîâèå
äà èçèñêâà íèêîå ïîäìíîæåñòâî äà íå ñúäúðæà åäíîâðåìåííî è âòîðèÿ, è òðåòèÿ
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åëåìåíò íà A. Ñ PutElementC(1) ùå áúäàò êîíñòðóèðàíè 7-òå ïîäìíîæåñòâà íà

A, ò.å. 124, 125, 134, 135, 145, 245 è 345. Êîíñòðóêòèâíîòî óñëîâèå îòðÿçâà ÷àñò

îò êëîíèòå íà äúðâîòî.
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Òåñò çà ìèíèìàëíîñò íà ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ

Ïðè ðåàëíèòå çàäà÷è, çà êîèòî ñòàâà âúïðîñ, áðîÿò íà âñè÷êè ðåøåíèÿ, êîèòî

óäîâëåòâîðÿâàò êîíñòðóêòèâíîòî óñëîâèå, å òâúðäå ãîëÿì è ïîñòðîÿâàíåòî è ñúõ-

ðàíåíèåòî íà âñè÷êèòå îáèêíîâåíî å íåâúçìîæíî. Êëàñèôèêàöèÿòà èì ñå ïðàâè ñ

òî÷íîñò äî åêâèâàëåíòíîñò.

Òåñòúò çà ìèíèìàëíîñò íà ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ ïðîâåðÿâà äàëè íÿêîå åêâèâà-

ëåíòíî ïðåîáðàçîâàíèå íå èçîáðàçÿâà òåêóùîòî ÷àñòè÷íî ðåøåíèå â ÷àñòè÷íî ðå-

øåíèå, êîåòî å ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêî îò íåãî [151, ðàçäåë 7.1.2]. Íåêà New(k,i)

å ôóíêöèÿ, êîÿòî ïðîâåðÿâà äàëè ùå ïîëó÷èì íîâî ðåøåíèå (êîåòî íå å åêâèâà-

ëåíòíî íà ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêî îò íåãî), àêî êúì ÷àñòè÷íî ðåøåíèå ñ k − 1

åëåìåíòà äîáàâèì i-òèÿ åëåìåíò íà ìàñèâà A. Ñ íåÿ PutElementCN ùå íàìåðè

ñàìî íååêâèâàëåíòíèòå ïîäìíîæåñòâàòà.

PutElementCN(int k)

{

for i = S[k − 1] + 1, S[k − 1] + 2, . . . n− (m− k)

{

if Condition(k,i) if New(k,i)

{

S[k] = i

if k < m then PutElement(k+1)

else save or print the set S

}

}

}

Ïðèìåð 1.2.3. Íåêà n = 5, m = 3 è A = {1, 2, 3, 4, 5} è êîíñòðóêòèâíîòî óñëîâèå
äà èçèñêâà íèêîå ïîäìíîæåñòâî äà íå ñúäúðæà åäíîâðåìåííî è âòîðèÿ, è òðåòèÿ

åëåìåíò íà A è íåêà äâå ðåøåíèÿ äà ñà åêâèâàëåíòíè, àêî ñå ïîëó÷àâàò åäíî îò

äðóãî ÷ðåç çàìÿíà íà ÷åòâúðòèÿ åëåìåíò íà A ñ ïåòèÿ è îáðàòíîòî, ò.å. ïðè

ïåðìóòàöèÿòà (1)(2)(3)(4,5). Ñ PutElementCN(1) ùå áúäàò êîíñòðóèðàíè ñàìî
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ëåêñèêîãðàôñêè íàé-ìàëêèòå ïðåäñòàâèòåëè íà 5-òå êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò,

ò.å. 124, 134, 145, 245 è 345.
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Òåñò çà ðàçøèðèìîñò íà ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ

Â íÿêîè ñëó÷àè å âúçìîæíî ñ ïðîâåðêà íà ïðîñòè óñëîâèÿ äà ñå óñòàíîâè,

÷å ÷àñòè÷íîòî ðåøåíèå å íåðàçøèðèìî äî ïúëíî ðåøåíèå (âèæ, íàïðèìåð, ðàç-

äåëè 6.2.1 è 6.5.2). Êàêòî è òåñòà çà ìèíèìàëíîñò, ðàííèÿò îòðèöàòåëåí òåñò çà

ðàçøèðèìîñò ìîæå äà ñïåñòè ïîñòðîÿâàíåòî íà ìíîæåñòâî ïî-ãîëåìè íåðàçøèðè-

ìè ÷àñòè÷íè ðåøåíèÿ (ïî îòðÿçàíèòå êëîíè) è ñúùåñòâåíî äà óñêîðè ðàáîòàòà íà

àëãîðèòúìà.

1.2.3 Áàçèðàíè íà òúðñåíåòî ñ âðúùàíå ìåòîäè çà êëàñèôèêàöèÿ, ïðè
êîèòî ñå ãåíåðèðàò ñàìî íååêâèâàëåíòíè ðåøåíèÿ

Â êíèãàòà Classi�cation algorithms for codes and designs [151] ñà èçáðîåíè íÿ-

êîëêî ìåòîäà. Îáùîòî ìåæäó òÿõ å, ÷å íà ðàçëè÷íèòå ñòúïêè ïî íÿêàêúâ íà÷èí ñå

îòõâúðëÿò èëè èçîáùî íå ñå ãåíåðèðàò åêâèâàëåíòíè ÷àñòè÷íè ðåøåíèÿ. Ïîäõîäúò,

êîéòî íàé-÷åñòî å èçïîëçâàí â íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ, å ðàçíîâèäíîñò íà ìåòîäà,

íàðå÷åí ïîäðåäåíî ãåíåðèðàíå (orderly generation), êîéòî çà ïðúâ ïúò îïèñ-

âàò íåçàâèñèìî åäèí îò äðóã Farad�zev [86] è Read [206]. Ïðèíöèïúò íà ïîäðåäåíîòî

ãåíåðèðàíå å, ÷å íà âñÿêà ñòúïêà ñå îòõâúðëÿò âñè÷êè ÷àñòè÷íè ðåøåíèÿ, êîèòî

íå ñà â çàäàäåíà êàíîíè÷íà ôîðìà. Íà ïðàêòèêà òåñòúò çà ìèíèìàëíîñò ïðàâè

ñúùîòî, çàùîòî ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å â êàíîíè÷íà ôîðìà å ñàìî ëåêñèêîãðàôñêè

íàé-ìàëêîòî ðåøåíèå. Òàêúâ òåñò å èçïîëçâàí â ãîëÿìàòà ÷àñò îò ðàçãëåäàíèòå òóê

çàäà÷è è íà íåãî å îáúðíàòî ñïåöèàëíî âíèìàíèå, íî çà ðàçëèêà îò ïîäðåäåíîòî

ãåíåðèðàíå, â àëãîðèòìèòå îò äèñåðòàöèÿòà òîçè òåñò îáèêíîâåíî íå ñå èçïîëç-

âà íà âñÿêà ñòúïêà, à ñå ïðèëàãà ñàìî íà íÿêîè îò ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ è íà

âñè÷êè ïúëíè ðåøåíèÿ.

Àêî òåñòúò çà ìèíèìàëíîñò å îòðèöàòåëåí ïðè ìàëêè ÷àñòè÷íè ðåøåíèÿ, òîâà

ñïåñòÿâà ïîñòðîÿâàíåòî íà ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íè ðåøåíèÿ (ïî îòðÿçàíèòå êëîíè),

êîèòî ñå ðàçøèðÿâàò äî åêâèâàëåíòíè íà ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêè ðåøåíèÿ è ïî

òîçè íà÷èí áúðçîäåéñòâèåòî íà ïðîãðàìèòå ìîæå çíà÷èòåëíî äà ñå óâåëè÷è. Èìà

ñëó÷àè, îáà÷å, êîãàòî îòõâúðëåíèòå ìàëêè ÷àñòè÷íè ðåøåíèÿ íå ñà ìíîãî, à òåñòúò

çà ìèíèìàëíîñò áàâè è â ðåçóëòàò íà òîâà áúðçîäåéñòâèåòî ìîæå äà íàìàëåå, âìåñ-

òî äà ñå óâåëè÷è. Çàòîâà òîçè òåñò å èçêëþ÷èòåëíî âàæíà ÷àñò îò àëãîðèòúìà. Îò

åäíà ñòðàíà òîé òðÿáâà äà áúäå ìàêñèìàëíî áúðç, îò äðóãà - èçêëþ÷èòåëíî ïðåöè-
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çåí, çàùîòî ïðè îáåêòè, çà êîèòî ñà íàëîæåíè ìíîæåñòâî äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ,

âåðîÿòíîñòòà çà ïîãðåøíî èçõâúðëÿíå íà ÷àñòè÷íè ðåøåíèÿ å ãîëÿìà. Îñâåí òîâà,

òðÿáâà äà ñå ïðåöåíè íà êîè ÷àñòè÷íè ðåøåíèÿ äà ñå ïðèëàãà òåñòà ñ îãëåä íà

ïîñòèãàíåòî íà ìàêñèìàëíî áúðçîäåéñòâèå.

Ïðèîðèòåò ïðè ðàçðàáîòâàíåòî íà êîíêðåòíèòå àëãîðèòìè îò äèñåðòàöèÿòà å è

íàìèðàíåòî íà ïîäõîäÿùè áúðçè òåñòîâå çà ðàçøèðèìîñò íà íÿêîè îò ÷àñòè÷íèòå

ðåøåíèÿ. Òåñòîâåòå çà ìèíèìàëíîñò è ðàçøèðèìîñò, êàêòî è ìèíèìèçèðàíåòî è

óäîáíàòà ïîäðåäáà íà ìíîæåñòâîòî íà òúðñåíå, ñà îñíîâíèòå èíñòðóìåíòè, ñ êîèòî

ïîñòèãàìå æåëàíàòà ïðàêòè÷åñêà åôåêòèâíîñò íà àëãîðèòìèòå.

1.2.4 Ïàðàëåëíà ðåàëèçàöèÿ íà èç÷åðïâàùîòî òúðñåíå ñ âðúùàíå

Âúâåäåíèå

Ðàçãëåæäàíèÿòà îò íàñòîÿùèÿ ðàçäåë íå ñå èçïîëçâàò â ñëåäâàùèòå ãëàâè íà

äèñåðòàöèÿòà. Òå ñà âêëþ÷åíè òóê, çà äà îòãîâîðÿò íà åñòåñòâåíî âúçíèêâàùèÿò

âúïðîñ îòíîñíî âúçìîæíîñòèòå çà èçïîëçâàíå íà ïî-ãîëÿì èç÷èñëèòåëåí ðåñóðñ

ïðè ðåøàâàíåòî íà ïîäîáíè çàäà÷è. Â ïðîäúëæåíèå íà íÿêîëêî ãîäèíè àâòîðúò

èìàøå îòäàëå÷åí äîñòúï äî ïàðàëåëíèÿ êîìïþòúð Blue Gene íà Íàöèîíàëíèÿ öåí-

òúð çà ñóïåðêîìïþòúðíè ïðèëîæåíèÿ â ðåæèì, â êîéòî ïîòðåáèòåëÿò ðàçïîëàãà ñ

512 íåçàâèñèìè ïðîöåñîðà, êàòî âñåêè îò òÿõ èçïúëíÿâà åäíî êîïèå íà ïðîãðàìàòà,

èìà 512 MB ïàìåò è ïîëçâà îáùî äèñêîâî ïðîñòðàíñòâî.

Îïèòè äà ñå àòàêóâàò èç÷èñëèòåëíî òåæêè ïàðàìåòðè ñ ïîìîùòà íà ïàðàëåëíà

ðåàëèçàöèÿ íà ñîôòóåðà ñà ïðàâåíè çà äâà âèäà îò ðàçãëåæäàíèòå â äèñåðòàöèÿòà

êîìáèíàòîðíè ñòðóêòóðè: ïðè êëàñèôèêàöèÿòà íà êíèæíè ñïðåäîâå íà PG(7, 2)

ñ äàäåíè ñâîéñòâà (÷àñò 4.5) è ïðè òàçè íà ìàêñèìàëíè îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êî-

äîâå [23]. Òóê ùå îïèøåì èçïîëçâàíèÿ íà÷èí çà ðàçïàðàëåëâàíå íà òúðñåíåòî ñ

âðúùàíå, êîéòî å ïðèíöèïíî åäèí è ñúù â äâàòà ñëó÷àÿ.

Îñíîâíèòå èçèñêâàíèÿ êúì ñîôòóåðà çà ìóëòèïðîöåñîðåí êîìïþòúð ñà äà

ìèíèìèçèðà âðåìåòî çà êîìóíèêàöèÿ ìåæäó ïðîöåñîðèòå è âðåìåòî, êîãàòî íÿêîé

îò ïðîöåñîðèòå íå ðàáîòè (idle time). Óñêîðåíèåòî (speed-up) S(n) íà ïàðàëåëåí

àëãîðèòúì ñå äåôèíèðà êàòî

S(n) =
ts
tn
,

êúäåòî ts å âðåìåòî, íåîáõîäèìî íà ñúîòâåòíèÿ ïîñëåäîâàòåëåí àëãîðèòúì, à tn �

âðåìåòî íà ðàáîòà íà ïàðàëåëíèÿ àëãîðèòúì íà n ïðîöåñîðà.

Åäíà ïàðàëåëíà ðåàëèçàöèÿ ñå íàðè÷à ñêàëèðóåìà ñ òî÷íîñò äî n ïðîöåñîðà,

àêî íà n ïðîöåñîðà ðàáîòè ïî-áúðçî îòêîëêîòî íà ïî-ìàëêî îò n ïðîöåñîðà. Ïî-

äîáðà ñêàëèðóåìîñò ñå ïîñòèãà ÷ðåç ðàâíîìåðíî íàòîâàðâàíå íà ïðîöåñîðèòå è

ìèíèìèçèðàíå íà êîìóíèêàöèèòå ìåæäó ÿäðàòà.

Â [147] å ïîêàçàíî, ÷å òúðñåíåòî ñ âðúùàíå ìîæå äà áúäå ðàçïàðàëåëåíî ñ

óñêîðåíèå, êîåòî å îïòèìàëíîòî ñ òî÷íîñò äî ìàëêà êîíñòàíòà è ñà ðàçãëåäàíè äâà
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òèïà ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà òúðñåíå ñ âðúùàíå - ñëó÷àåí (randomised) è ñ ãëî-

áàëåí êîíòðîë (global control). Ïðè ãëîáàëåí êîíòðîë åäèí èëè íÿêîëêî ïðîöåñîðà

ñå èçïîëçâàò åäèíñòâåíî çà óïðàâëåíèå íà êîìóíèêàöèÿòà, äîêàòî ïðè ñëó÷àéíèÿ

íà÷èí ñâîáîäíèÿò ïðîöåñîð ñå îáðúùà çà ðàáîòà êúì ïðîèçâîëíî èçáðàí ïðîöåñîð.

Â íàøàòà ðåàëèçàöèÿ èçïîëçâàìå ãëîáàëåí êîíòðîë êàòî èçáèðàìå çà ìåíè-

äæúð ïðîöåñîðà ñ íîìåð 0. Òîçè ïðîöåñîð èçïúëíÿâà ñàìî ôóíêöèè, ñâúðçàíè ñ

êîìóíèêàöèÿòà ñ îñòàíàëèòå. Çà ïðåäàâàíå íà ñúîáùåíèÿòà ìåæäó ïðîöåñîðèòå

èçïîëçâàìå MPI( Message Passing Interface).

Ðàçïàðàëåëâàíå íà êîäà

Äà ðàçãëåäàìå òúðñåíå â äúëáî÷èíà, êîåòî âìåñòî ñ ðåêóðñèâíà ôóíêöèÿ å

ðåàëèçèðàíî ÷ðåç ñòåê. Ïðè ïîñëåäîâàòåëíèÿ àëãîðèòúì âèíàãè ðàáîòèì ñ ïîñëåä-

íèÿ åëåìåíò, êîéòî ñìå çàïèñàëè â ñòåêà, ò.å. èçïîëçâàìå ãî â òåêóùîòî ðåøåíèå,

ïðåìàõâàìå ãî îò ñòåêà è ïîñòàâÿìå íà íåãîâî ìÿñòî íàñëåäíèöèòå ìó. Íèùî íÿìà

äà ñå ïðîìåíè, àêî çàìåíèì ñòåêà ñ deque (double ended queue). Íà Ñ++ èçïîë-

çâàíåòî íà äåê å ïðîñòî. Ïðåäâàðèòåëíî äåôèíèðàìå ñòðóêòóðà, êîÿòî â íàøèÿ

ñëó÷àé å äîñòàòú÷íî äà èìà äâà ÷ëåíà: k - íîìåðúò íà ïîðåäíèÿ åëåìåíò îò òå-

êóùî êîíñòðóèðàíîòî ïîäìíîæåñòâî S è e - íîìåðà íà åëåìåíòà îò A, êîéòî ìó å

ïðèñâîåí ( S[k] = e). Òåêóùîòî ñúäúðæàíèå íà S å ïðîìåíëèâà, ÷èèòî ñòîéíîñòè

åäèí ïðîöåñîð èçïðàùà íà âñåêè ïðîöåñîð, íà êîéòî äàâà ðàáîòà. Êîíñòðóèðàíåòî

íà ïîäìíîæåñòâàòà å èëþñòðèðàíî ñ ïñåâäîêîäà íà ôèãóðà 1.2.

Âèíàãè îáðàáîòâàìå íàé-ïîñëåäíèÿ åëåìåíò, çàïèñàí â äåêà (ñ íàé-ãîëÿìà

ñòîéíîñò íà k), à äàâàìå íà äðóã ïðîöåñîð ïúðâèÿ, çàùîòî òîé å ñ íàé-ìàëêà ñòîé-

íîñò íà k è íåãîâàòà îáðàáîòêà ñå î÷àêâà äà ïðîäúëæè íàé-äúëãî, à íèå èñêàìå

äà äàäåì íà äðóãèÿ ïðîöåñîð ðàáîòà çà âúçìîæíî íàé-äúëãî âðåìå, çà äà ìèíè-

ìèçèðàìå êîìóíèêàöèÿòà.

Êîìóíèêàöèÿ : Âúâ âñåêè ìîìåíò ìåíèäæúðúò çíàå êîé ïðîöåñîð èìà â

ñâîÿ äåê åëåìåíò ñ òåêóùî íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà k è çàòîâà å íàé-ïîäõîäÿù

äà ðàçäàâà ðàáîòà íà äðóãèòå. Êîãàòî íÿêîé ïðîöåñîð çàâúðøè çàäà÷àòà ñè, ìå-

íèäæúðúò ìó íàðåæäà îò êîé ïðîöåñîð äà ïîëó÷è ðàáîòà, èëè, åâåíòóàëíî, äà

ïðèêëþ÷è. Âñåêè îò îñòàíàëèòå ïðîöåñîðè èçïðàùà ñúîáùåíèå íà ìåíèäæúðà êî-

ãàòî îñòàíå áåç ðàáîòà, èëè àêî ñå ñìåíè íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà k â äåêà ìó. Òîé

èçïðàùà ðàáîòà íà äðóã ïðîöåñîð, ñàìî àêî ìåíèäæúðúò ìó êàæå.

Èíèöèàëèçàöèÿ : Â ïðîãðàìàòà çà êëàñèôèêàöèÿ íà ñïðåäîâå â íà÷àëîòî

ñàìî ïðîöåñîð ñ íîìåð 1 çàïî÷âà òúðñåíåòî è ïîñòåïåííî ðàçäàâà ðàáîòà íà äðóãè,

à òå íà äðóãè è ò.í. Ïðè òîâà, îáà÷å, êúì âðåìåòî, íåîáõîäèìî íà ïðîãðàìàòà,

ñå äîáàâÿ çàáåëåæèìà êîíñòàíòà. Ïðè êëàñèôèêàöèÿòà íà îïòè÷íè îðòîãîíàëíè

êîäîâå òîâà å èçáåãíàòî, êàòî â íà÷àëîòî íà ðàáîòàòà íà àëãîðèòúìà, âñè÷êè âúð-

õîâå íà äúðâîòî íà ðåøåíèÿòà îò ïúðâî íèâî ñå êîíñòðóèðàò îò âñè÷êè ïðîöåñîðè.
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Ôèãóðà 1.2: Êîíñòðóèðàíå íà ïîäìíîæåñòâàòà
struct Selement
{

int k;
int e;

};
Selement C, Cb, Cf;
deque<Selement> D;
while(!D.empty())
{

C = D.back( ); //ïðèñâîÿâàìå íà C ïîñë. åëåìåíò îò äåêà
D.pop_back(); //èçòðèâàìå ïîñë. åëåìåíò îò äåêà
k=C.k+1;
if(C.k==m) WriteRes(); //çàïèñâàìå ðåçóëòàò
else for(i=n-(m-k); i>S[k-1]+1; i - -) // âúçìîæíîñòèòå çà S[k]
{

if Condition(k,i) if New(k,i)
{

Cb.k = k;
Cb.e = i;
D.push_back(Cb); //çàïèñâàìå Cb íàé-îòçàä â äåêà

}
}
...
if(�ag) //íàðåæäàíå äà äàäåì ðàáîòà íà äðóã ïðîöåñîð
{

Cf = D.front( ); //ïðèñâîÿâàìå íà Cf ïúðâèÿ åëåìåíò îò äåêà
D.pop_front(); //èçòðèâàìå ïúðâèÿ åëåìåíò îò äåêà
... // èçïðàùàìå Cf è ìàñèâà S íà äðóãèÿ ïðîöåñîð

}
}

Íåêà òåõíèÿò áðîé äà å F . Òàêà âñåêè ïðîöåñîð ñ íîìåð 0 < p ≤ F çàïî÷âà äà

ðàçøèðÿâà p-òèÿ âðúõ îò ïúðâî íèâî.

Îáðàáîòêà íà ðåçóëòàòèòå : Âñåêè ïðîöåñîð çàïèñâà ïîëó÷åíèòå ðåçóë-

òàòè â îòäåëåí ôàéë. Â ïîñëåäñòâèå òåçè ôàéëîâå àðõèâèðàìå è ïðåõâúðëÿìå íà

PC çà äîïúëíèòåëíà îáðàáîòêà è îáîáùàâàíå íà ïîëó÷åíîòî. Ñàìî íÿêîè êðàòêè

äàííè (áðîé íà êîíñòðóèðàíèòå îáåêòè è ò.í.) ñå èçïðàùàò îò âñåêè ïðîöåñîð íà

ìåíèäæúðà è òîé ãè îáîáùàâà è çàïèñâà íàêðàÿ â åäèí çàêëþ÷èòåëåí ôàéë.

Îïèñàíèÿò ïîäõîä âîäè äî ìíîãî äîáðî óñêîðåíèå ñïðÿìî ïàðàëåëíèÿ àëãîðè-

òúì. Çà ñúæàëåíèå îáà÷å, òåæêèòå ñëó÷àè, êîèòî áÿõà àòàêóâàíè ñ íåãî, îñòàíàõà

âúïðåêè âñè÷êî íåðåøåíè. È òîâà áúðçîäåéñòâèå ñå îêàçà íåäîñòàòú÷íî çà êëàñè-

ôèêàöèÿòà íà âñè÷êè êíèæíè ñïðåäîâå ñ ïàðàìåòðè (7, 2, 5, 3)1(2) (ðàçäåë 4.5.2),

à ïðè îïòè÷íèòå îðòîãîíàëíè êîäîâå âúçíèêíàõà ïðîáëåìè ñ íåäîñòèã íà ïàìåò,
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êàêòî è ñúñ ñúõðàíåíèåòî íà ïîëó÷åíèòå ðåøåíèÿ è â ðåçóëòàò íà òîâà ñ ïàðàëåë-

íèòå ïðîãðàìè äîáàâèõìå ñàìî íÿêîëêî íàáîðà ïàðàìåòðè êúì êëàñèôèêàöèÿòà

íà ìàêñèìàëíèòå (v, 5, 2, 1) îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå [20]. Åäíîâðåìåííî ñ òîâà

âå÷å íÿìàìå äîñòúï äî Blue Gene, à ñå ïîÿâèõà ïåðñîíàëíè êîìïþòðè ñ ãîëÿìà

èç÷èñëèòåëíà ìîù. Òîâà, îáà÷å, íå çíà÷è, ÷å ïàðàëåëíèÿò ïîäõîä íÿìà áúäåùå.

Ïúðâèòå ðåçóëòàòè ñà ìíîãî îáíàäåæäàâàùè, íî óñïåâàåìîñòòà çàâèñè è îò êîí-

êðåòíèòå çàäà÷è. Ïîíÿêîãà ñëåäâàùèÿò îòâîðåí ñëó÷àé ìîæå äà å õèëÿäè ïúòè

ïî-òåæúê îò òîçè çà ïî-ìàëêèòå ñúñåäíè ïàðàìåòðè è òîãàâà è ðàçïàðàëåëâàíåòî

íÿìà êàê äà ïîìîãíå.

1.2.5 Êëàñèôèêàöèÿ íà äèçàéíè ñúñ çàäàäåíè àâòîìîðôèçìè ñ ëîêàë-
íèÿ ïîäõîä

Òîçè àëãîðèòúì ñúùî å åêñïîíåíöèàëåí è áàçèðàí íà òúðñåíå ñ âðúùàíå, íî å

äîñòà åôåêòèâåí, çàùîòî ðàçäåëÿ ïðîáëåìà íà íÿêîëêî ïîñëåäîâàòåëíè ïîäçàäà÷è.

Òóê ïðåäñòàâÿìå íàêðàòêî ñàìî îñíîâíèòå èäåè ñïîðåä [14]. Ëîêàëíèÿò ïîäõîä ñå

èçïîëçâà çà ïîñòðîÿâàíå íà âñè÷êè äèçàéíè ñ ôèêñèðàíè ïàðàìåòðè, êîèòî èìàò

ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíè àâòîìîðôèçìè. Òîé å ðàçðàáîòåí çà ïðúâ ïúò â [16] è ñå

áàçèðà íà ôàêòà, ÷å çà ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò íà äèçàéí ñ àâòîìîðôèçúì îò

ïðîñò ðåä ñúùåñòâóâà ñïåöèôè÷íî ïðåäñòàâÿíå ñ ïîìîùòà íà öèðêóëàíòè (âèæ,

íàïðèìåð ôèãóðà 2.1). Íÿêîè ðàáîòè, â êîèòî å èçïîëçâàí òîçè ìåòîä ñà: [4], [5], [6],

[7], [121], [140], [141], [142], [152], [156], [162], [178], [179], [180], [183], [184], [213], [218],

[219], [227], [228], [229], [231], [232], [242], [247]. Íåðàçðèâíî ñâúðçàíî ñ ëîêàëíèÿ

ïîäõîä å ïîíÿòèåòî îðáèòíà ìàòðèöà.

Íåêà D e äèçàéí ñ ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè G îò ïðîñò ðåä p. Äà îçíà÷èì ñ

O1, O2, ..., Om òî÷êîâèòå è ñ O′1, O
′
2, ..., O

′
n áëîêîâèòå îðáèòè ñïðÿìî G. Íåêà mij

å áðîÿ íà òî÷êèòå îò Oi, ñúäúðæàùè ñå â êîé äà å áëîê îò O
′
j (i = 1, 2, ...,m, j =

1, 2, ..., n).

Îðáèòíà ìàòðèöà íà äèçàéíà ñïðÿìî òàçè ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íàðè÷àìå

ìàòðèöàM = (mij)m×n.

Íåêà O1, O2, ..., Om′ ñà íåòðèâèàëíèòå òî÷êîâè è O′1, O
′
2, ..., O

′
n′ − íåòðèâè-

àëíèòå áëîêîâè îðáèòè ñïðÿìî G, m′ ≤ m è n′ ≤ n.

Ñúêðàòåíà îðáèòíà ìàòðèöà íà äèçàéíà ñïðÿìî G íàðè÷àìå ìàòðèöàòà

M ′ = (mij)m′×n′ .

Ñúêðàòåíà ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò íà äèçàéíà ñïðÿìî äàäåíà ãðóïà îò

àâòîìîðôèçìè G íàðè÷àìå ìàòðèöàòà, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà êàòî ïðåìàõíåì îò ìàò-

ðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò ðåäîâåòå è ñòúëáîâåòå, ñúîòâåòñòâóâàùè íà ôèêñèðàíèòå

îò G òî÷êè è áëîêîâå.

Çà äà ïðèëîæèì ëîêàëíèÿ ïîäõîä çà êîíñòðóèðàíå íà 2-(v,k,λ) äèçàéíè, òðÿá-

âà ïúðâî äà èçÿñíèì êàêâè àâòîìîðôèçìè ìîãàò äà ïðèòåæàâàò äèçàéíèòå ñ òàêè-

âà ïàðàìåòðè è äà èçáåðåì êàêâà ùå å çàäàäåíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè. Ïîñëå
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òðÿáâà äà óñòàíîâèì íà êàêâè óñëîâèÿ îòãîâàðÿò îðáèòíèòå ìàòðèöè ñïðÿìî ãðóïà

îò àâòîìîðôèçìè G îò ïðîñò ðåä p, êîÿòî å ïîäãðóïà íà çàäàäåíàòà ãðóïà îò àâòî-

ìîðôèçìè. Óñëîâèÿòà ñà ïîâå÷å, àêî çàäàäåíàòà ãðóïà íå ñúâïàäà ñ G. Ñëåä òåçè

ñïåöèôè÷íè çà äàäåíèÿ ñëó÷àé ðàçãëåæäàíèÿ, ïðåìèíàâàìå êúì ïîñòðîÿâàíåòî

íà äèçàéíèòå, êîåòî ñòàâà íà íÿêîëêî åòàïà:

• Íàìèðàíå íà âñè÷êè íååêâèâàëåíòíè ñúêðàòåíè óñëîâíè îðáèòíè ìàòðèöè

(Íàðè÷àò ñå óñëîâíè, çàùîòî å âúçìîæíî íÿêîè îò òÿõ äà íå ñà ðàçøèðèìè

äî äèçàéíè. Ïî-íàòàòúê ùå èçïóñêàìå äóìàòà óñëîâíè);

• Êîíñòðóèðàíå íà íååêâèâàëåíòíèòå ñúêðàòåíè ìàòðèöè íà èíöèäåíòíîñò;

• Äîáàâÿíå íà ôèêñèðàíèòå òî÷êè è áëîêîâå ïî âñåâúçìîæíèòå íà÷èíè;

• Îòñÿâàíå íà íåèçîìîðôíèòå äèçàéíè.

Îñíîâíî äîñòîéíñòâî íà ðàçðàáîòåíèÿ â [14] àëãîðèòúì å, ÷å îòñÿâà çíà÷èòåë-

íà ÷àñò îò åêâèâàëåíòíèòå ðåøåíèÿ îùå â ïðîöåñà íà ïîëó÷àâàíåòî èì.

Íàìèðàíå íà ñúêðàòåíèòå îðáèòíè ìàòðèöè

Âõîäíèòå äàííè, íåîáõîäèìè çà ðàáîòàòà íà àëãîðèòúìà, âêëþ÷âàò óñëîâèÿòà,

íà êîèòî òðÿáâà äà îòãîâàðÿò åëåìåíòèòå íà ñúêðàòåíàòà îðáèòíà ìàòðèöà M è

èíôîðìàöèÿ çà òîâà êîè îò íåéíèòå ðåäîâå ñà âçàèìíî-çàìåíèìè. Äâà ðåäà íà M

íàðè÷àìå âçàèìíî-çàìåíèìè, àêî ïðè ðàçìÿíà íà ìåñòàòà íà ñúîòâåòíèòå ðåäîâå

îò óñëîâíàòà îðáèòíà ìàòðèöà, óñëîâèÿòà çà M îñòàâàò íåïðîìåíåíè. Ðåøåíèÿòà

çà ñúêðàòåíàòà îðáèòíà ìàòðèöà ïîëó÷àâàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

•Ïúðâîíà÷àëíî íàìèðàìå âñè÷êè íååêâèâàëåíòíè âúçìîæíîñòè çà âñåêè åäèí
îò ðåäîâåòå íà ìàòðèöàòà M .

• Ïúðâèÿ ðåä íà M ïîäðåæäàìå â ëåêñèêîãðàôñêè íàðàñòâàù ðåä.

• Àêî ñìå íàìåðèëè i ðåäà îò ìàòðèöàòà, òðÿáâà äà ïðîâåðèì êîè îò ïåðìó-

òàöèèòå íà âñÿêà îò âúçìîæíîñòèòå çà i+ 1-âèÿ ðåä îòãîâàðÿò íà óñëîâèÿòà çà M .

Ïåðìóòàöèèòå ãåíåðèðàìå â ëåêñèêîãðàôñêè íàðàñòâàù ðåä.

• Òåñò çà ìèíèìàëíîñò: Ñëåä ãåíåðèðàíå íà ïîðåäíàòà âúçìîæíîñò çà ìàò-

ðèöàòà îò ïúðâèòå i ðåäà íà M (Íåêà ÿ îçíà÷èì M i), ïðîâåðÿâàìå äàëè òÿ íå

å åêâèâàëåíòíà íà íÿêîÿ îò âå÷å ðàçãëåæäàíèòå êîìáèíàöèè îò i ðåäà. Çà öåëòà

çà âñÿêà ïåðìóòàöèÿ íà âçàèìíî-çàìåíèìèòå èçìåæäó ïúðâèòå i ðåäà ïðîâåðÿâà-

ìå äàëè ñëåä ïîäðåæäàíå íà ñòúëáîâåòå â ëåêñèêîãðàôñêè íàðàñòâàù ðåä íå ñå

ïîëó÷àâà ìàòðèöà, ïî-ìàëêà îò M i.

Íàìèðàíå íà ñúêðàòåíèòå ìàòðèöè íà èíöèäåíòíîñò

Çàìÿíàòà íà åëåìåíòèòå íà ñúêðàòåíàòà îðáèòíà ìàòðèöàM ñ öèðêóëàíòè îò

ðåä p (èëè ðàçøèðÿâàíåòî íà M) äî ïîëó÷àâàíå íà âñè÷êè íååêâèâàëåíòíè ðåøå-

íèÿ çà ñúêðàòåíàòà ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò A ïðåäñòàâëÿâà íàé-ñúùåñòâåíàòà
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÷àñò îò ïðåñìÿòàíèÿòà. Îáèêíîâåíî òÿ å è íàé-áàâíàòà, âúïðåêè ÷å èìà è èçêëþ÷å-

íèÿ (íàïðèìåð, ãåíåðèðàíåòî íà âñè÷êè íååêâèâàëåíòíè îðáèòíè ìàòðèöè ñïðÿìî

àâòîìîðôèçúì îò ðåä 5 íà Àäàìàðîâ 2-(63,31,15) äèçàéí â ðàçäåë 2.6 ñå îêàçà

ìíîãî ïî-áàâíî îò ðàçøèðÿâàíåòî èì ñïðÿìî ïðåäïîëîæåíèÿ àâòîìîðôèçúì îò

ðåä 10).

Ùå íàðè÷àìå i-òè õîðèçîíòàëåí ñëîé íà ñúêðàòåíàòà ìàòðèöà íà èíöèäåíò-

íîñò òåçè p ðåäà îò íåÿ, êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà òî÷êèòå îò i-òàòà òî÷êîâà îðáèòà,

à j-òè âåðòèêàëåí ñëîé − ñòúëáîâåòå, ñúîòâåòñòâóâàùè íà áëîêîâåòå îò j-òàòà

áëîêîâà îðáèòà.

Àëãîðèòúì çà ðàçøèðÿâàíå íà îðáèòíèòå ìàòðèöè äî äèçàéíè:

1. Âõîäíèòå äàííè âêëþ÷âàò ìàòðèöàòà M è òàáëèöà ñúñ ñêàëàðíèòå ïðîèç-

âåäåíèÿ íà âñåêè äâà ðåäà íà ñúêðàòåíàòà ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò.

2. Âñè÷êè öèðêóëàíòè îò ðåä p, ñ êîèòî ùå çàìåñòâàìå (íåêà ñà s íà áðîé),

ñà íîìåðèðàíè òàêà, ÷å öèðêóëàíòàòà ñ íîìåð lp + a ñå ïîëó÷àâà îò òàçè ñ íîìåð

lp+ 1 ÷ðåç öèêëè÷íî çàâúðòàíå íà äÿñíî èëè íàãîðå a− 1 ïúòè, l = 0, 1, ...,
s

p
− 1,

a = 1, 2, ..., p.

Îñîáåíî âàæíî çà áúðçîäåéñòâèåòî íà ïðîãðàìàòà å, ÷å âìåñòî ñúñ ñàìèòå

öèðêóëàíòè ðàáîòèì ñ òåõíèòå íîìåðà, ò.å. ñòðîèì öåëî÷èñëåíà ìàòðèöà (íåêà ÿ

îçíà÷èì Q = (qij) v−f
p
× b−h

p
) ñ ðàçìåðèòå íà M , à íå íà ñúêðàòåíàòà ìàòðèöà íà

èíöèäåíòíîñò A, êîåòî ìíîãî îáëåê÷àâà èç÷èñëåíèÿòà.

3. Åëåìåíòèòå íà Q íàìèðàìå ïîñëåäîâàòåëíî. Çà ïîðåäíèÿ åëåìåíò qij îïèò-

âàìå âñè÷êè âúçìîæíè íîìåðà íà öèðêóëàíòè ñ mij åäèíèöè â ðåä èëè ñòúëá, êàòî

ñ âñÿêà îò òÿõ ïðàâèì îïèò çà äîèçãðàæäàíå íà ìàòðèöàòà.

4. Çà íàìàëÿâàíå áðîÿ íà èçîìîðôíèòå ðåøåíèÿ ôèêñèðàìå ñïðÿìî öèêëè÷íî

çàâúðòàíå ïúðâèÿ íåíóëåâ åëåìåíò îò âñåêè ðåä è ñòúëá íà M , ò.å. òîçè åëåìåíò

ñå çàìåñòâà ñàìî ñ åäíàòà (òàçè ñ íàé-ìàëúê íîìåð) èçìåæäó p öèðêóëàíòè, êîèòî

ñå ïîëó÷àâàò åäíà îò äðóãà ÷ðåç öèêëè÷íî çàâúðòàíå.

5. Òåñò çà ìèíèìàëíîñò - ïðèëàãàìå ãî ñëåä ïîñòðîÿâàíå íà öÿë ðåä îò Q. Òîé

ñå ñúñòîè îò äâå ÷àñòè:

À) Ïðîâåðÿâàìå äàëè íàìåðåíàòà ÷àñò îò ìàòðèöàòà íå å åêâèâàëåíòíà íà

ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêà îò íåÿ. Çà öåëòà ãåíåðèðàìå âñè÷êè ïåðìóòàöèè íà ðå-

äîâåòå íà Q, ïðè êîèòî i-òèÿò ðåä îòèâà â j-òèÿ ñàìî àêî i-òèÿò ðåä íà îðáèòíàòà

ìàòðèöà å åêâèâàëåíòåí íà j-òèÿ ñ òî÷íîñò äî ïåðìóòàöèÿ.

Á) Â ðåçóëòàò íà À ðåøåíèÿòà çà Q ñà íååêâèâàëåíòíè åäíî íà äðóãî, íî ñðåä

ðåøåíèÿòà çà ñúêðàòåíàòà ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò íåïîñ-

ðåäñòâåíî îò òÿõ, â îáùèÿ ñëó÷àé èìà è íåìàëêî åêâèâàëåíòíè. Çàòîâà ïðèëàãàìå

âñåâúçìîæíèòå ïåðìóòàöèè íà ðåäîâåòå â ðàìêèòå íà õîðèçîíòàëíèòå ñëîåâå è íà

ñòúëáîâåòå â ðàìêèòå íà âåðòèêàëíèòå ñëîåâå, êîèòî äîâåæäàò âñè÷êè öèðêóëàí-

òè â öèðêóëàíòè (òåçè ïåðìóòàöèè ñà, âñúùíîñò, àâòîìîðôèçìèòå íà Zp). Òîãàâà

ïðîâåðÿâàìå êàêòî â À äàëè ìàòðèöàòà îò íîâîïîëó÷åíèòå öèðêóëàíòè íå å åêâè-
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âàëåíòíà íà íÿêîå ïðåäèøíî, ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêî ðåøåíèå çà Q.

Äîáàâÿíå íà ôèêñèðàíèòå òî÷êè è áëîêîâå

×åñòî ïúòè ïðè åäíà è ñúùà ôèêñèðàíà ÷àñò ñ ïîìîùòà íà ïåðìóòàöèè íà

õîðèçîíòàëíèòå è âåðòèêàëíè ñëîåâå íà ñúêðàòåíàòà ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò A

ìîæåì äà ïîëó÷èì íÿêîëêî íåèçîìîðôíè äèçàéíà. Çà óäîáñòâî âìåñòî ïåðìóòàöèè

íà õîðèçîíòàëíèòå è âåðòèêàëíè ñëîåâå íà A ãåíåðèðàìå âúçìîæíèòå ïåðìóòàöèè

íà ðåäîâåòå è ñòúëáîâåòå íà ÷àñòòà îò ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò, êîÿòî ñúîò-

âåòñòâóâà íà ôèêñèðàíèòå òî÷êè è áëîêîâå. Ïîëó÷åíèòå ïî òîçè íà÷èí äèçàéíè

ïðîâåðÿâàìå çà èçîìîðôèçúì ïîìåæäó ñè.

Àëãîðèòúìúò è ñúîòâåòíèÿò ñîôòóåð íà àâòîðà [14], êàêòî è òåõíè ìîäèôè-

êàöèè ñà èçïîëçâàíè â ãëàâà 2, â íÿêîè îò îïèñàíèòå ïîäçàäà÷è îò ÷àñò 3.2 è â

÷àñò 5.6 íà äèñåðòàöèÿòà.

1.2.6 Êëàñèôèêàöèÿ íà îïòèìàëíè îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå

Aëãîðèòúìúò å îïèñàí â [1] è [18].

Öåëè

Êëàñèôèêàöèÿ ñ òî÷íîñò äî ìóëòèïëèêàòèâíà åêâèâàëåíòíîñò íà (v, k, λ, 1)

OOC, êîèòî èìàò s êîäîâè äóìè

Ìíîæåñòâî íà òúðñåíå

Äóìèòå íà êîäà èçáèðàìå èçìåæäó âñè÷êè âúçìîæíè êîäîâè äóìè, êîèòî

ïðåäâàðèòåëíî ïîäðåæäàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: Íåêà ϕ0, ϕ1, . . . , ϕm−1 äà ñà àâòîìîð-

ôèçìèòå íà Zv, êàòî ϕ0 å èäåíòèòåòà. Êîíñòðóèðàìå ìàñèâ îò âñè÷êè ìíîæåñòâà îò

k åëåìåíòà íà Zv, êîèòî áèõà ìîãëè äà ñà êîäîâè äóìè, ò.å. êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò

àâòîêîðåëàöèîííîòî ñâîéñòâî è ñà ïî-ìàëêè îò âñè÷êè ñâîè òðàíñëàöèè. Ãðóïàòà

îò àâòîìîðôèçìè íà Zv ãè ðàçáèâà íà îðáèòè. Ëèäåð íà îðáèòà íàðè÷àìå íàé-

ìàëêèÿ íåéí åëåìåíò. Îðáèòèòå ïîäðåæäàìå â ìàñèâà ñïîðåä ëåêñèêîãðàôñêàòà

íàðåäáà íà ëèäåðèòå èì. Ñëåä âñåêè ëèäåð â ìàñèâà èìà m−1 ìíîæåñòâà, â êîèòî

òîé ñå èçîáðàçÿâà ïðè ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm−1. Òàêà ïîëó÷àâàìå ìàñèâà L îò ôèãóðà 1.3.

Êîíñòðóèðàíå íà êîäîâåòå

Çà äà èçáåðåì êîäîâèòå äóìè íà îïòè÷íèÿ îðòîãîíàëåí êîä èçìåæäó âñè÷êè

âúçìîæíè äóìè, çàïèñàíè â ìàñèâà L, ïðèëàãàìå òúðñåíå ñ âðúùàíå. Ïðè îïèñà-

íàòà ïîäðåäáà äóìè îò îðáèòè ñ äúëæèíà ïî-ìàëêà îò m ñå ñðåùàò ïîâå÷å îò åäèí

ïúò â L, íî íèå îòáåëÿçâàìå ïîâòîðåíèòå è ãè ïðåñêà÷àìå ïðè òúðñåíåòî. Ðàáîòèì

ñ íîìåðàòà íà âúçìîæíèòå êîäîâè äóìè îò L, çàòîâà â êîäà âñÿêà ñëåäâàùà êîäîâà
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äóìà å ñ ïî-ãîëÿì íîìåð îò ïðåäõîäíàòà. Ïðè òúðñåíåòî íà ïúðâàòà êîäîâà äóìà

èçáèðàìå ñàìî èçìåæäó ëèäåðèòå íà êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò.

Ôèãóðà 1.3: Ìàñèâ ñ âúçìîæíèòå êîäîâè äóìè

L0

L1 = ϕ1L0

L2 = ϕ2L0

...
Lm−1 = ϕm−1L0

Lm

Lm+1 = ϕ1Lm

Lm+2 = ϕ2Lm

...
L2m−1 = ϕm−1Lm

...
Lim

Lim+1 = ϕ1Lim

Lim+2 = ϕ2Lim

...
L(i+1)m−1 = ϕm−1Lim

Àëãîðèòúìúò å åêñïîíåíöèàëåí, íî áúðçèíàòà íà òåñòà çà ìèíèìàëíîñò íà

÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ è âúçìîæíîñòòà çà ïðèëàãàíå íà åôåêòèâåí òåñò çà ðàçøè-

ðèìîñò ãî ïðàâè ïðèëîæèì â ìíîãî ñëó÷àè, êîèòî ïðåäñòàâëÿâàò ïðàêòè÷åñêè

èíòåðåñ.

Òåñò çà ìèíèìàëíîñò íà ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ

Ñ íåãî ïðîâåðÿâàìå äàëè òåêóùîòî ðåøåíèå ìîæå äà áúäå èçîáðàçåíî â ëåê-

ñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêî ïðè ïðèëàãàíå íà íÿêîé îò àâòîìîðôèçìèòå íà Zv. Íàøàòà

ïîäðåäáà íà âúçìîæíèòå êîäîâè äóìè å óäîáíà çà åôåêòèâíîòî èçïúëíåíèå íà òåñ-

òà çà ìèíèìàëíîñò, çàùîòî ïðè íåÿ å ÿñíî êàê òå ñå èçîáðàçÿâàò åäíà â äðóãà ïðè

äàäåí àâòîìîðôèçúì íà Zv.

Òåñò çà ðàçøèðèìîñò íà ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ

Äà ïðèåìåì, ÷å âå÷å ñìå èçáðàëè r êîäîâè äóìè îò êîäà. Íåêà T äà å òèïúò

íà r-òàòà êîäîâà äóìà è íåêà d äà å áðîÿò ðàçëè÷íè ðàçëèêè, ïîêðèòè îò èçá-

ðàíèòå r êîäîâè äóìè. Òúé êàòî òúðñèì åäèíñòâåíî êîäîâå ñ s êîäîâè äóìè, òî,

çàðàäè íàðåäáàòà â ìàñèâà L, òèïúò T íà îñòàâàùèòå äà áúäàò èçáðàíè êîäîâè

äóìè òðÿáâà äà å íå ïî-ìàëúê îò òèïà Tr íà èçáðàíàòà r-òà êîäîâà äóìà. Ïîíåæå

d+ (s− r)T ≤ v − 1, çà T ïîëó÷àâàìå Tr ≤ T ≤ (v − d− 1)/(s− r). Àêî òîâà óñëî-
âèå íå ñå èçïúëíÿâà, òî íàìåðåíîòî ÷àñòè÷íî ðåøåíèå å íåïðèëîæèìî, çàùîòî íå

ìîæå äà áúäå äîïúëíåíî äî êîä ñ s êîäîâè äóìè. Çàòîâà òåñòúò çà ðàçøèðèìîñò
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å îòðèöàòåëåí. Â ñëåäñòâèå íà òîâà àëãîðèòúìúò ñå âðúùà åäíà ñòúïêà íàçàä è

òúðñè ñëåäâàùà âúçìîæíîñò çà r − 1-âàòà êîäîâà äóìà.

Âñè÷êè êëàñèôèêàöèîííè àëãîðèòìè îò ãëàâà 6 ìîãàò äà áúäàò ñ÷èòàíè çà

ìîäèôèêàöèè íà òîçè àëãîðèòúì.

1.2.7 Îòäåëÿíå íà íåèçîìîðôíèòå äèçàéíè

Åäíà îò îñíîâíèòå òðóäíîñòè ïðè êîíñòðóèðàíåòî íà êîìáèíàòîðíè ñòðóêòóðè

ïî êàêâèòî è äà å ìåòîäè, å äà áúäàò ïðåìàõíàòè åêâèâàëåíòíèòå ðåøåíèÿ. Â

ïîâå÷åòî ñëó÷àè, ðàçãëåäàíè â íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ, òå ñå îòñÿâàò íàïúëíî îùå

â ïðîöåñà íà êîíñòðóèðàíåòî èì ñ ïîìîùòà íà òåñòà çà ìèíèìàëíîñò íà ÷àñòè÷íèòå

ðåøåíèÿ. Íî ïîíÿêîãà ðàçãëåæäàìå è ñâúðçàíè ñ òÿõ äèçàéíè, îò êîèòî òðÿáâà äà

ñå îòäåëÿò èçîìîðôíèòå. Îñâåí àêî ñïåöèàëíî íå å îáÿñíåíî íåùî äðóãî, â òàêèâà

ñëó÷àè èçïîëçâàìå ñîôòóåð íà àâòîðà, êîéòî å îïèñàí â [14]. Ùå ðàçãëåäàìå è òóê

îñíîâíèòå èäåè íà òîçè àëãîðèòúì, ïîíåæå â ñëåäâàùèòå ãëàâè ùå ñòàâà âúïðîñ è

çà íåãîâè ìîäèôèêàöèè çà äðóãè ñðîäíè îáåêòè.

Èçïîëçâàíå íà èíâàðèàíòè

Ðàçãëåæäàìå äèçàéíè ñ ïàðàìåòðè 2-(v, k, λ). Èíâàðèàíòè íà òî÷êèòå (áëîêî-

âåòå) íàðè÷àìå òàêèâà òåõíè õàðàêòåðèñòèêè, êîèòî íå ñå ïðîìåíÿò ïðè èçîìîðôè-

çúì, ò.å. âñåêè èçîìîðôèçúì ìåæäó äâà äèçàéíà èçîáðàçÿâà òî÷êèòå (áëîêîâåòå)

â òî÷êè (áëîêîâå) ñ åäíàêâè èíâàðèàíòè.

Ìíîãî óäà÷íè ñå îêàçàõà ñëåäíèòå èíâàðèàíòè (I1), âçàèìñòâàíè îò [12]:

- Çà âñÿêà òî÷êà P íàìèðàìå âåêòîðà (m0, m1, ..., mλ), êúäåòî mj (j =

0, 1, ..., λ) å áðîÿ íà äâîéêèòå òî÷êè (Q,R), ðàçëè÷íè îò P è òàêèâà, ÷å P , Q è

R ñå ñúäúðæàò åäíîâðåìåííî òî÷íî â j áëîêà.

- Çà âñåêè áëîê B ïðåñìÿòàìå âåêòîðà (n
(a)
0 , n

(a)
1 , ..., n

(a)
v−3), êúäåòî n

(a)
i (i =

0, 1, ..., v − 3, a = 1, 2, ..., λ) å áðîÿò íà äâîéêèòå áëîêîâå (V,W ), ðàçëè÷íè îò B

è òàêèâà, ÷å ñúùåñòâóâàò òî÷íî i äðóãè áëîêà, ñúäúðæàùè ïîíå a îáùè òî÷êè ñ

âñåêè îò áëîêîâåòå B, V , W .

Àêî ñîðòèðàìå ïî íÿêàêúâ íà÷èí èíâàðèàíòèòå íà òî÷êèòå è áëîêîâåòå, ïî-

ëó÷àâàìå èíâàðèàíòà íà äèçàéíà, ò.å. àêî áðîÿò íà òî÷êèòå è áëîêîâåòå ñ äàäåíè

èíâàðèàíòè íå å åäèí è ñúù çà äâà äèçàéíà, òî òå ñà íåèçîìîðôíè è ïî-íàòàòúøåí

òåñò çà èçîìîðôèçúì íå å íåîáõîäèì. Òîâà å îñîáåíî âàæíî, çàùîòî èíâàðèàíòèòå

íàìèðàìå ñ ïîëèíîìèàëåí àëãîðèòúì.

Ïðåñêà÷àíå íà ïåðìóòàöèè

Íåêà äâà äèçàéíà D1 è D2 èìàò åäíè è ñúùè èíâàðèàíòè. Ñïîðåä äåôèíè-

öèÿòà çà èçîìîðôèçúì, çà äà äîêàæåì, ÷å ñà íåèçîìîðôíè, òðÿáâà äà ãåíåðèðàìå

âñåâúçìîæíèòå ïåðìóòàöèè íà ðåäîâåòå íà ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò íà D1 è çà
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âñÿêà îò òÿõ äà ïðîâåðèì äàëè íå ñúùåñòâóâà ïåðìóòàöèÿ íà ñòúëáîâåòå �è, êîÿòî

äà âîäè äî ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò íà D2. Äîáðå å èçâåñòíî, ÷å ãåíåðèðàíåòî

íà âñè÷êè ïåðìóòàöèè íà ïîâå÷å îò 12 åëåìåíòà å âå÷å òîëêîâà áàâíî, ÷å èç÷èñ-

ëåíèÿòà ñòàâàò áåçñìèñëåíè. Çàòîâà å èçêëþ÷èòåëíî âàæíî äà áúäàò ïðîïóñíàòè

÷àñò îò ïåðìóòàöèèòå, êîèòî î÷åâèäíî íå âîäÿò äî èçîìîðôåí äèçàéí. Îò íà÷èíà,

ïî êîéòî ñå ïðàâè òîâà, çàâèñè åôåêòèâíîñòòà íà ïðîãðàìàòà.

Áðîÿò íà ðàçãëåæäàíèòå ïåðìóòàöèè íà òî÷êèòå íà D1 ìîæå äà íàìàëåå çíà-

÷èòåëíî, àêî ãåíåðèðàìå ñàìî òåçè îò òÿõ, çà êîèòî å â ñèëà ñëåäíîòî óñëîâèå çà

èíâàðèàíòèòå: Àêî ïåðìóòàöèÿòà èçîáðàçÿâà òî÷êàòà Pi â òî÷êàòà Pj, òî òî÷êèòå

Pi îò D1 è Pj îò D2 òðÿáâà äà èìàò åäíè è ñúùè èíâàðèàíòè.

Íåêà D1 è D2 èìàò ìàòðèöè íà èíöèäåíòíîñò ñúîòâåòíî L1 è L2. Ãåíåðèðàìå

ïåðìóòàöèè íà ðåäîâåòå íà L1 â ëåêñèêîãðàôñêè ðåä. Íåêà ϕn å òåêóùàòà ïåðìó-

òàöèÿ, êîÿòî òðàíñôîðìèðà L1 âúâ ϕnL1. Àêî ìíîæåñòâîòî îò ñòúëáîâåòå íà ϕnL1

ñúâïàäà ñ òîâà íà L2, òî äâàòà äèçàéíà ñà èçîìîðôíè. Àêî òîâà íå å òàêà, òðÿáâà

äà ãåíåðèðàìå ñëåäâàùàòà ïåðìóòàöèÿ ϕn+1. Äàëè òÿ äà áúäå ïúðâàòà, ñëåäâàùà

ϕn â ëåêñèêîãðàôñêè ðåä è îòãîâàðÿùà íà óñëîâèåòî çà èíâàðèàíòèòå, èëè ìîæåì

äà ïðåñêî÷èì èçâåñòåí áðîé ïåðìóòàöèè? Çà äà îòãîâîðèì íà òîçè âúïðîñ, ðàçã-

ëåæäàìå ìàòðèöèòå Li2 è ϕnL
i
1, ñúñòîÿùè ñå îò ïúðâèòå i(i = 1, 2, ..., v) ðåäà íà L2

è ϕnL1 è îïðåäåëÿìå íàé-ãîëÿìîòî i, çà êîåòî ìíîæåñòâîòî îò ñòúëáîâåòå íà Li2
ñúâïàäà ñ òîâà íà ϕnL1. Òîãàâà çà ϕn+1 èçáèðàìå ïúðâàòà â ëåêñèêîãðàôñêè ðåä

ïåðìóòàöèÿ ñëåä ϕn, çà êîÿòî ϕnL
i+1
1 ñå ðàçëè÷àâà îò ϕn+1L

i+1
1 . Òàêà ïðåñêà÷àìå

(v − i − 1)! (i å ìåæäó 1 è v) ïåðìóòàöèè ïðè ãåíåðèðàíåòî íà âñÿêà íîâà è òîâà

ïðàâè èç÷èñëåíèÿòà âúçìîæíè.

Èíâàðèàíòèòå íà áëîêîâåòå ñà îò ïîëçà, êîãàòî îïðåäåëÿìå äàëè åäèí ñòúëá

íà ϕnL1 å ñòúëá è íà L2, çàùîòî ìîæåì äà ïðîïóñíåì ñðàâíåíèÿòà ìåæäó ñòúëáîâå,

ñúîòâåòñòâóâàùè íà áëîêîâå ñ ðàçëè÷íè èíâàðèàíòè.

Ïðèìåð 1.2.4. Çàïî÷âàìå ïðîâåðêàòà çà èçîìîðôèçúì íà 2-(7,3,3) äèçàéíèòå

D1 è D2 ñ ìàòðèöè íà èíöèäåíòíîñò A1 è A2.

A1 A2

111111111000000000000 111111111000000000000
111000000111111000000 111000000111111000000
111000000000000111111 110100000100000111110
000111000111000111000 001011000011000111001
000111000000111000111 000100110011100000111
000000111111000000111 000011001000111100110
000000111000111111000 000000111100011011001

Ìàòðèöèòå îò ïúðâèòå èì äâà ðåäà ñà åêâèâàëåíòíè ïîìåæäó ñè, íî îò ïúð-

âèòå òðè ðåäà íå ñà. Çàòîâà ïúðâàòà ïåðìóòàöèÿòà, êîÿòî ðàçãëåæäàìå, íå å

ϕ = (1)(2)(3)(4)(5)(6, 7), à ϕ = (1)(2)(3, 4)(5)(6)(7). Ïðîâåðÿâàìå äàëè òî÷êè 3 è 4

íà ïúðâèÿ äèçàéí èìàò ñúùèòå èíâàðèàíòè êàòî ñúîòâåòíî òî÷êè 4 è 3 íà âòî-

ðèÿ. Àêî òîâà íå å òàêà, ïðåìèíàâàìå êúì ïåðìóòàöèÿòà (1)(2)(3, 5)(4)(6)(7). Â

ïðîòèâåí ñëó÷àé ïðîâåðÿâàìå äàëè ìíîæåñòâîòî îò ñòúëáîâåòå íà ϕA1 íå å

44



ñúùîòî êàòî ìíîæåñòâîòî îò ñòúëáîâåòå íà A2... Ïðîäúëæàâàìå ïî ñúùèÿ

íà÷èí, êàòî âñÿêà ñëåäâàùà ïåðìóòàöèÿ å ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ãîëÿìà îò ïðåäèø-

íàòà ðàçãëåäàíà è íàêðàÿ óñòàíîâÿâàìå, ÷å âå÷å íÿìà ïî-ãîëåìè ïåðìóòàöèè,

êîèòî äà ðàçãëåæäàìå, ò.å. äâàòà äèçàéíà ñà íåèçîìîðôíè.

Àëãîðèòúìúò å åêñïîíåíöèàëåí, íî â çàäà÷èòå îò äèñåðòàöèÿòà ïðîáëåìè ñ íå-

ãî âúçíèêâàò ñàìî ïðè íÿêîè ñëó÷àè íà ìíîãî ãîëåìè ìàòðèöè íà èíöèäåíòíîñò.

Íà÷èíè, ÷ðåç êîèòî å íàìåðåíî ðåøåíèå çà êîíêðåòíè òàêèâà ñëó÷àè ñà ïîêàçàíè

â ðàçäåëè 2.6.4 è 6.3.3. Òóê îòíîâî òðÿáâà äà îáúðíåì âíèìàíèå íà òîâà, ÷å çà ïðî-

âåðêàòà çà èçîìîðôèçúì ñúùåñòâóâàò ìíîãî äðóãè àëãîðèòìè è ñîôòóåð. Íÿêîè

îò ñúàâòîðèòå, íàïðèìåð, èçïîëçâàò ñîôòóåðà Nauty [187] íà McKay.

1.2.8 Íàìèðàíå ðåäà íà ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà äèçàéí

Êàêòî ïðè ïðîâåðêàòà çà èçîìîðôèçúì, òàêà è çà íàìèðàíåòî íà ïúëíàòà

ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà äèçàéíè å èçïîëçâàí ñîôòóåð íà àâòîðà, ðåàëèçèðàù

àëãîðèòúì ñ åêñïîíåíöèàëíà ñëîæíîñò è îïèñàí â [14]. Àëãîðèòúìúò ñå áàçèðà íà

ñëåäíàòà òåîðåìà îò òåîðèÿòà íà êðàéíèòå ãðóïè.

Òåîðåìà 1.2.1. ([11],[30],[248]): Àêî G å êðàéíà ãðóïà îò ïåðìóòàöèè, Gx −
ñòàáèëèçàòîðúò íà òî÷êàòà x, à |xG| − äúëæèíàòà íà îðáèòàòà �è, òî

|G| = |xG||Gx|.

Ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè íàìèðàìå ñ íåêîëêîêðàòíîòî ïðèëàãàíå íà òàçè

òåîðåìà. Îòíà÷àëî îïðåäåëÿìå äúëæèíàòà íà îðáèòàòà íà ïúðâàòà òî÷êà íà äè-

çàéíà, ò.å. êîëêî ñà òî÷êèòå, â êîèòî òÿ îòèâà ïîä äåéñòâèåòî íà ãðóïàòà. Ñëåä

òîâà îïðåäåëÿìå äúëæèíàòà íà îðáèòàòà íà âòîðàòà òî÷êà ñïðÿìî ñòàáèëèçàòîðà

íà ïúðâàòà, íà òðåòàòà òî÷êà ñïðÿìî ñòàáèëèçàòîðà íà ïúðâèòå äâå, ..., íà ïîñëåä-

íàòà òî÷êà ñïðÿìî ñòàáèëèçàòîðà íà âñè÷êè îñòàíàëè. Ðåäúò íà ïúëíàòà ãðóïà îò

àâòîìîðôèçìè íà äèçàéíà å ïðîèçâåäåíèåòî íà äúëæèíèòå íà âñè÷êè òåçè îðáèòè.

Ôóíêöèÿòà CalcOrb íàìèðà äúëæèíàòà íà îðáèòàòà íà òî÷êàòà cn ïðè ôèê-

ñèðàíè òî÷êè 1, 2, . . . , cn − 1. Èç÷èñòåíà îò ïîäðîáíîñòèòå, òÿ å ïðåäñòàâåíà íà

ôèãóðà 1.4.

Ôóíêöèÿòà SetNextPerm(cn, à) íàìèðà ëåêñèêîãðàôñêè íàé-ìàëêàòà ïåðìó-

òàöèÿ, ïðè êîÿòî cn îòèâà â a. Àêî, îáà÷å, ñå îêàæå, ÷å cn è a èìàò ðàçëè÷íè

èíâàðèàíòè, èëè, ÷å âå÷å èìà íàìåðåí àâòîìîðôèçúì, èçïðàùàù cn â a, ñå òúðñè

ïåðìóòàöèÿ, ïðè êîÿòî cn îòèâà â a+ 1 è ò.í. Ôóíêöèÿòà âðúùà òî÷êàòà, â êîÿòî

ñå èçîáðàçÿâà cn.

Ïðåñêà÷àíåòî íà íåïåðñïåêòèâíè ïåðìóòàöèè (êàòî â ðàçäåë 1.2.7) å ðåàëèçè-

ðàíî ñ ôóíêöèèòå SameDes è PermRows. Ôóíêöèÿòà SameDes(i) ïðîâåðÿâà äàëè

òåêóùàòà ïåðìóòàöèÿ äîâåæäà ìàòðèöàòà îò ïúðâèòå i ðåäà íà ìàòðèöàòà íà èí-

öèäåíòíîñò â ñåáå ñè. Èçïîëçâàíåòî â íåÿ íà ïîäõîäÿùè èíâàðèàíòè (âèæ ðàçäåë

1.2.7) ìîæå çíà÷èòåëíî äà ÿ óñêîðè. Ôóíêöèÿòà PermRows(cn, i) ãåíåðèðà ñëåä-
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Ôèãóðà 1.4:
int CalcOrb(int cn) // where can row cn go to
{

int i,a,orb;
a = SetNextPerm(cn, cn+1);
while(a <= ROWS)
{

for (i = cn + 1; i <= ROWS; )
{

if (SameDes(i))
{

i++;
continue;

}
i = PermRows(cn, i);
if (i == cn) break;

}
if (i != cn) orb=AddAut();
a = SetNextPerm(cn, a+1);

}
return orb;

}

âàùàòà â ëåêñèêîãðàôñêè ðåä ïåðìóòàöèÿ, êîÿòî ïðîìåíÿ ìÿñòîòî íà i-ÿ èëè ïî-

ìàëúê îò íåãî ðåä è âðúùà íîìåðà íà íàé-ìàëêèÿ ïðåìåñòåí ðåä.

Ôóíêöèÿòà AddAut äîáàâÿ íàìåðåí àâòîìîðôèçúì êúì ãåíåðàòîðèòå íà ãðó-

ïàòà è íîâè òî÷êè êúì îðáèòàòà íà cn, êàòî âðúùà òåêóùàòà äúëæèíà íà òàçè

îðáèòà.

Ñîôòóåðúò å èçïîëçâàí â ðàçäåëè 1.2.9 è 2.5.3 è â ÷àñò 2.4, à çà íàìèðàíå

íà ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà ðåçîëþöèÿ â ÷àñò 5.3 å ðàçðàáîòåíà ìîäè-

ôèêàöèÿ íà òîçè àëãîðèòúì. Oòíîâî òðÿáâà äà îáúðíåì âíèìàíèå íà òîâà, ÷å çà

íàìèðàíå íà ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè ñúùåñòâóâàò ìíîãî äðóãè ïðèëîæèìè àë-

ãîðèòìè è ñîôòóåð. Â ðàçäåë 2.6.4, íàïðèìåð, èçïîëçâàìå ñîôòóåð íà Bouyukliev

[36], à íÿêîè îò ñúàâòîðèòå íàìèðàò ãðóïèòå îò àâòîìîðôèçìè ñ Nauty [187] íà

McKay.

1.2.9 Íàìèðàíå íà íåèçîìîðôíèòå ðåçîëþöèè íà äèçàéí

Â ðàçäåëè 3.2.4, 5.5.2 è 5.6.2 çà íàìèðàíå íà íåèçîìîðôíèòå ðåçîëþöèè íà

äèçàéí å èçïîëçâàí ñîôòóåð íà àâòîðà, îïèñàí â [14]. Ùå ñå ñïðåì íàêðàòêî íà

àëãîðèòúìà.

Çà äà îïðåäåëèì äàëè åäèí äèçàéí å ðàçðåøèì, ïîäðåæäàìå áëîêîâåòå ìó â

ëåêñèêîãðàôñêè ðåä è çàïî÷âàìå äà èçãðàæäàìå ïàðàëåëíèòå êëàñîâå. Íåêà âå÷å

ñìå èçáðàëè ÷àñò îò áëîêîâåòå â äàäåí ïàðàëåëåí êëàñ. Äà îçíà÷èì ñ x òî÷êàòà ñ
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íàé-ìàëúê íîìåð, êîÿòî ó÷àñòâàùèòå äî ìîìåíòà â òîçè ïàðàëåëåí êëàñ áëîêîâå

íå ñúäúðæàò. Ñëåäâàùèÿ áëîê òðÿáâà äà èçáåðåì èçìåæäó òåçè, êîèòî âñå îùå íå

ñà èçáðàíè â íèêîé ïàðàëåëåí êëàñ è êîèòî ñúäúðæàò òî÷êàòà x è îùå k−1 òî÷êè

ñ ïî-ãîëåìè íîìåðà. Çàðàäè òîâà, ÷å ñúäúðæàò òî÷êàòà x, òåçè áëîêîâå ñà ñúñåäíè

â ëåêñèêîãðàôñêàòà íàðåäáà è ïðîâåðêàòà äàëè íÿêîé îò òÿõ ìîæå äà áúäå âêëþ-

÷åí â ñúîòâåòíèÿ ïàðàëåëåí êëàñ ñòàâà áúðçî. Àêî ñå îêàæå, ÷å íÿìà ïîäõîäÿù

áëîê, ñå âðúùàìå íàçàä è èçáèðàìå ñëåäâàùàòà âúçìîæíîñò çà ïðåäõîäíèÿ áëîê

îò ïàðàëåëíèÿ êëàñ.

Òåñò çà ìèíèìàëíîñò ïðèëàãàìå ñëåä êîíñòðóèðàíåòî íà öÿëà ðåçîëþöèÿ. Òîé

ïðîâåðÿâà äàëè íÿêîé îò àâòîìîðôèçìèòå íà äèçàéíà íå ïðåîáðàçóâà ðåøåíèåòî â

ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêî îò íåãî. Åòî çàùî, ñëåä êîíñòðóèðàíå íà ïúðâàòà ðåçî-

ëþöèÿ, ãåíåðèðàìå âñè÷êè àâòîìîðôèçìè íà äèçàéíà, êàòî íàìèðàìå ïîðàæäàùî

ìíîæåñòâî íà òàçè ãðóïà ñ àëãîðèòúìà îò ðàçäåë 1.2.8. Òåñò çà ìèíèìàëíîñò íà

÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ ìîæå, ñïîðåä ñëó÷àÿ, äà ñå ïðèëàãà è ñëåä âñåêè êîíñòðóèðàí

ïàðàëåëåí êëàñ.

Àëãîðèòúìúò å åêñïîíåíöèàëåí, êàòî åôåêòèâíîñòòà ìó çàâèñè îò áúðçèíà-

òà íà òåñòà çà ìèíèìàëíîñò íà ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ. Çàòîâà âúçíèêâàò ïðîáëåìè

ïðè äèçàéíè ñ ìíîãî ãîëåìè ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè, ïðè êîèòî å íåâúçìîæíà

ïðîâåðêàòà ïî òîçè íà÷èí çà èçîìîðôèçúì íà ïîëó÷åíèòå ðåçîëþöèè. Íà÷èíè çà

ñïðàâÿíå ñ ïðîáëåìà ñà äàäåíè â ãëàâà 5.

Îñíîâíèòå èäåè â òîçè àëãîðèòúì ñà èçïîëçâàíè â ðàçäåë 5.2.3 çà êîíñòðóè-

ðàíå íà ðåçîëþöèè ñúñ çàäàäåíè àâòîìîðôèçìè.

Ñðàâíåíèå ñ äðóãè àëãîðèòìè.

Äðóã äîñòà ïîïóëÿðåí ïîäõîä (èçïîëçâàí îò ñúàâòîðèòå ìè) êúì òàçè çàäà÷à

å ïúðâî äà áúäàò êîíñòðóèðàíè âñè÷êè âúçìîæíè ïàðàëåëíè êëàñîâå è ñëåä òîâà

èçìåæäó òÿõ äà áúäàò èçáðàíè êëàñîâåòå íà ðåçîëþöèÿòà. Ïðè ðàçãëåæäàíèòå òóê

çàäà÷è åôåêòèâíîñòòà íà äâàòà àëãîðèòúìà å áëèçêà.
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Ãëàâà 2

Ñèìåòðè÷íè äèçàéíè è Àäàìàðîâè

ìàòðèöè ñúñ çàäàäåíè

àâòîìîðôèçìè

Èíòåðåñúò êúì ñèìåòðè÷íèòå äèçàéíè ñå îñíîâàâà íà äîïúëíèòåëíèòå ñâîéñ-

òâà, êîèòî òå ïðèòåæàâàò è íà ìíîãîáðîéíèòå èì ïðèëîæåíèÿ. Îñâåí òîâà òåçè

äèçàéíè ñà ñðàâíèòåëíî ìàëêî è ñðàâíèòåëíî òðóäíè çà ïîñòðîÿâàíå. Íå ñëó÷àéíî

òî÷íî çà ñèìåòðè÷íèòå äèçàéíè å èçâåäåíî òàêîâà ñèëíî íåîáõîäèìî óñëîâèå çà

ñúùåñòâóâàíå, êàêâîòî ñå ÿâÿâà òåîðåìàòà íà Bruck-Ryser-Chowla (1.1.4). Àäàìà-

ðîâèòå äèçàéíè, îò ñâîÿ ñòðàíà, ñà ñèìåòðè÷íè äèçàéíè ñ äîïúëíèòåëíè ñâîéñòâà.

Òå ìîãàò äà áúäàò äîïúëâàíè äî Àäàìàðîâè ìàòðèöè. Ðåçóëòàòèòå â òàçè ãëàâà

ñà ïîëó÷åíè ñ ìîäèôèêàöèè íà ìåòîäà çà êîíñòðóèðàíå íà äèçàéíè ñúñ çàäàäåíè

àâòîìîðôèçìè ñ ëîêàëíèÿ ïîäõîä, îïèñàí â ðàçäåë 1.2.5.

2.1 Äåôèíèöèè, îçíà÷åíèÿ è ïðåäâàðèòåëíè ðåçóëòàòè

Áðîÿò íà áëîêîâåòå íà ñèìåòðè÷åí äèçàéí å ðàâåí íà áðîÿ íà òî÷êèòå ìó. Äó-

àëåí íà ñèìåòðè÷íèÿ äèçàéí D íàðè÷àìå äèçàéí ñúñ ñúùèòå ïàðàìåòðè, òî÷êèòå

íà êîéòî ñúîòâåòñòâàò íà áëîêîâåòå íà D, à áëîêîâåòå - íà òî÷êèòå íà D. Åäèí

ñèìåòðè÷åí äèçàéí å ñàìîäóàëåí àêî å èçîìîðôåí íà ñâîÿ äóàëåí.

Òåîðåìà 2.1.1. (Brauer 1941, Parker 1957, âèæ [26], p.36, I.4.8)

Àâòîìîðôèçúì íà ñèìåòðè÷åí äèçàéí ôèêñèðà ðàâåí áðîé òî÷êè è áëîêîâå.

Àäàìàðîâà ìàòðèöà îò ðåä n íàðè÷àìå n × n (±1)-ìàòðèöà H, çà êîÿòî

HH t = nI (ò.å. ðåäîâåòå ñà âçàèìíî îðòîãîíàëíè). Äâå Àäàìàðîâè ìàòðèöè ñà

åêâèâàëåíòíè àêî åäíàòà ìîæå äà áúäå ïîëó÷åíà îò äðóãàòà ÷ðåç ïåðìóòàöèÿ

íà ðåäîâåòå è ñòúëáîâåòå è óìíîæåíèå ñ −1 íà íÿêîè ðåäîâå èëè ñòúëáîâå. Åäíà

Àäàìàðîâà ìàòðèöà å ñàìîäóëíà àêî å åêâèâàëåíòíà íà ñâîÿòà òðàíñïîíèðàíà. Ïîä

àâòîìîðôèçúì íà Àäàìàðîâà ìàòðèöà ðàçáèðàìå íåéíà åêâèâàëåíòíîñò ñúñ ñåáå

ñè.
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Âñÿêà Àäàìàðîâà ìàòðèöà ìîæå äà áúäå íîðìàëèçèðàíà, ò.å. çàìåíåíà ñ åêâè-

âàëåíòíà Àäàìàðîâà ìàòðèöà, ÷èèòî ïúðâè ðåä è ñòúëá ñúäúðæàò ñàìî 1-öè. Àêî

îòñòðàíèì ïúðâèÿ ðåä è ñòúëá íà íîðìàëèçèðàíà Àäàìàðîâà ìàòðèöà îò ðåä 4m

è çàìåíèì −1-òå ñ 0-ëè, ïîëó÷àâàìå ñèìåòðè÷åí 2-(4m− 1,2m− 1,m− 1) äèçàéí,

íàðå÷åí Àäàìàðîâ 2-äèçàéí. Îò âñåêè Àäàìàðîâ 2-äèçàéí D ìîæåì äà ïîëó÷èì

ïî åäèíñòâåí íà÷èí Àäàìàðîâà ìàòðèöà, êàêòî è Àäàìàðîâ 3-(4m,2m,m − 1) äè-

çàéí, êîéòî ñúäúðæà áëîêîâåòå íà D è òåçè íà äîïúëíèòåëíèÿ ìó 2-(4m−1,2m,m)

äèçàéí (âñåêè íåãîâ áëîê ñúäúðæà òî÷êèòå, êîèòî íå ñå ñúäúðæàò â ñúîòâåòíèÿ

áëîê íà D) è åäíà íîâà òî÷êà, êîÿòî å èíöèäåíòíà ñ áëîêîâåòå íà D.

Àäàìàðîâèòå ìàòðèöè èìàò èçêëþ÷èòåëíî èíòåðåñíè êîìáèíàòîðíè ñâîéñòâà

è ðàçíîîáðàçíè ïðèëîæåíèÿ [73], [74], [210] è ñà íàïúëíî êëàñèôèöèðàíè çà ðåäîâå

äî 32 [145], [119], [153], [154], [220]. Ñàìî ÷àñòè÷íè êëàñèôèêàöèè ñà èçâåñòíè çà

ïî-ãîëåìèòå ðåäîâå (íàïðèìåð [34], [75], [98], [99], [221], [229]), çàùîòî èç÷èñëèòåë-

íàòà ñëîæíîñò íà êëàñèôèêàöèÿòà íàðàñòâà åêñïîíåíöèàëíî. Êëàñèôèêàöèîííè

ìåòîäè, ïîäîáíè íà èçïîëçâàíèòå â òàçè ãëàâà, ñà ðàçðàáîòåíè, íàïðèìåð, â [34],

[152], [228], [229].

2.2 Àëãîðèòúì çà êîíñòðóèðàíå íà ñèìåòðè÷íè äèçàéíè ñúñ
çàäàäåíè àâòîìîðôèçìè

Ñèìåòðè÷íè äèçàéíè, ðàçáèðà ñå, ìîãàò äà áúäàò êîíñòðóèðàíè ñ èçïîëçâàíå

íà àëãîðèòúìà, îïèñàí â ðàçäåë 1.2.5. Â ñëó÷àè, êîãàòî òîâà âîäè äî òâúðäå äúëãè

ïðåñìÿòàíèÿ, çà çàäà÷èòå îò íàñòîÿùàòà ãëàâà ñà ðàçðàáîòåíè íåãîâè ìîäèôèêà-

öèè, ÷èÿòî ñëîæíîñò ñúùî å åêñïîíåíöèàëíà, íî áëàãîäàðåíèå íà èçïîëçâàíåòî íà

äîïúëíèòåëíèòå ñâîéñòâà íà ñèìåòðè÷íèòå äèçàéíè, ñ òÿõ ñòàâàò ðåøèìè íÿêîè

êîíêðåòíè çàäà÷è. Òóê èçðåæäàìå ñàìî îñíîâíèòå ðàçëè÷èÿ â òåçè ìîäèôèêàöèè.

2.2.1 Ïðîìåíè â àëãîðèòúìà îò ðàçäåë 1.2.5

• Âìåñòî äà îïèòâàìå âñè÷êè íà÷èíè çà çàìåñòâàíå íà ïîðåäíèÿ åëåìåíò íà

ñúêðàòåíàòà îðáèòíà ìàòðèöà ñ öèðêóëàíòà, îòíà÷àëî ðàçøèðÿâàìå âñåêè

îò íåéíèòå ðåäîâåòå äî âñåâúçìîæíèòå õîðèçîíòàëíè ñëîåâå íà ñúêðàòåíàòà

ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò è ãè çàïàçâàìå.

• Ñúêðàòåíàòà îðáèòíà ìàòðèöà êîíñòðóèðàìå õîðèçîíòàëåí ñëîé ïî õîðèçîí-
òàëåí ñëîé, êàòî çà âñÿêî îò ðåøåíèÿòà çà òîçè ñëîé ïðîâåðÿâàìå äàëè å

ñúâìåñòèìî ñ ïðåäõîäíèòå êîíñòðóèðàíè ñëîåâå. Âàæíîòî òóê å, ÷å çà ñèìåò-

ðè÷åí äèçàéí òàçè ïðîâåðêà âêëþ÷âà ïðåñìÿòàíå íà ñêàëàðíèòå ïðîèçâåäå-

íèÿ íå ñàìî íà ðåäîâåòå, íî è íà ñòúëáîâåòå íà ïîëó÷åíàòà ìàòðèöà, à òîâà

âîäè äî îòõâúðëÿíå íà ìíîãî ïîâå÷å ÷àñòè÷íè ðåøåíèÿ.

• Àêî îðáèòíàòà ìàòðèöà ñúäúðæà åäíàêâè ðåäîâå, òî áåç çàãóáà íà îáùíîñò
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ïðèåìàìå, ÷å ñúîòâåòíèòå èì õîðèçîíòàëíè ñëîåâå ñà ïîäðåäåíè â ëåêñèêîã-

ðàôñêè ðåä.

2.2.2 Ñðàâíåíèå ñ äðóãè àëãîðèòìè

Íàé-ïîïóëÿðåí å àëãîðèòúìúò íà Janko [122] çà êîíñòðóèðàíå íà ñèìåòðè÷íè

äèçàéíè ñ èçáðàíè àâòîìîðôèçìè, êîéòî ñå îñíîâàâà åäíîâðåìåííî íà ëîêàëíèÿ

ïîäõîä è íà íàìèðàíåòî íà äåñíèòå ñúñåäíè êëàñîâå íà çàäàäåíàòà ãðóïà. Ìåòîäúò

å îñîáåíî åôåêòèâåí ïðè ãðóïè îò íåïðîñò ðåä, äîêàòî â òàçè ãëàâà ðàçãëåæäàìå

ïðîñòè ðåäîâå èëè äèåäðàëíàòà ãðóïà îò ðåä 10, çà êîÿòî èçïîëçâàìå ëåêà ìîäè-

ôèêàöèÿ íà àëãîðèòìèòå çà ïðîñò ðåä.

2.3 Ñèìåòðè÷íè 2-(69,17,4) äèçàéíè ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä
13

2.3.1 Âúâåäåíèå

Ïðåäè íàñòîÿùîòî èçñëåäâàíå áÿõà èçâåñòíè äâà ñèìåòðè÷íè 2-(69,17,4) äè-

çàéíà [182] - åäèíèÿò ïðèíàäëåæè íà áåçêðàéíèÿ êëàñ, êîíñòðóèðàí îò Shrikhande

è Singhi [212], à äðóãèÿò å íàìåðåí îò Bo�zikov [40] ñ êîíñòðóèðàíå íà âñè÷êè (2 íà

áðîé) 2-(69,17,4) äèçàéíè, èíâàðèàíòíè îòíîñíî ãðóïà íà Frobenius îò ðåä 39. Ãðó-

ïàòà îò àâòîìîðôèçìè è íà äâàòà äèçàéíà å îò ðåä 156. Îò ñèìåòðè÷åí 2-(69,17,4)

äèçàéí ìîãàò äà áúäàò ïîëó÷åíè îñòàòú÷íè äèçàéíè ñ ïàðàìåòðè 2-(52,13,4), êàê-

âèòî íå áÿõà èçâåñòíè ïðåäè òàçè ðàáîòà [182].

Â òàçè ÷àñò êîíñòðóèðàìå âñè÷êè (÷åòèðè) íåèçîìîðôíè 2-(69,17,4) äèçàéíà ñ

àâòîìîðôèçìè îò ðåä 13 è 16 îñòàòú÷íè 2-(52,13,4) äèçàéíà. Äâàòà îò íàìåðåíèòå

ñèìåòðè÷íè äèçàéíè ñà èçîìîðôíè, ñúîòâåòíî, íà ïîñòðîåíèòå îò Shrikhande è

Singhi, è îò Bo�zikov. Äðóãèòå äâà ñà íîâè.

2.3.2 Îñîáåíîñòè íà îðáèòíàòà ìàòðèöà è êëàñèôèêàöèîííèÿ àëãîðè-
òúì

Òåîðåìà 2.3.1. Àêî α å àâòîìîðôèçúì îò ðåä 13 íà 2-(69,17,4) äèçàéí, òî α

ôèêñèðà 4 òî÷êè è 4 áëîêà.

Äîêàçàòåëñòâî. Àâòîìîðôèçúì íà ñèìåòðè÷åí äèçàéí ôèêñèðà ðàâåí áðîé òî÷-

êè è áëîêîâå [200]. Íåêà D å 2-(69,17,4) äèçàéí ñ àâòîìîðôèçúì α îò ðåä 13, ôèê-

ñèðàù f òî÷êè è f áëîêà. Ïîíåæå λ = 4, a íåôèêñèðàí áëîê íå ìîæå äa ñúäúðæà

ïîâå÷å îò åäíà ôèêñèðàíà òî÷êà, òî âñÿêà ôèêñèðàíà òî÷êà ñå ñúäúðæà èëè â 4,

èëè â 17 ôèêñèðàíè áëîêà. Äà îçíà÷èì ñ n áðîÿ íà ôèêñèðàíèòå òî÷êè, êîèòî ñà
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â 4 ôèêñèðàíè áëîêà. Òîãàâà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n

(
4

2

)
+ (f − n)

(
17

2

)
= 4

(
f

2

)

n ≤ 69− f
13

f = 4, 17, 30, 43, 56.

(2.1)

Ñèñòåìàòà èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå â öåëè ïîëîæèòåëíè ÷èñëà, ò.e. f = 4,

n = 4.

Íåêà D å 2-(69,17,4) äèçàéí ñ àâòîìîðôèçúì α îò ðåä 13, ôèêñèðàù 4 òî÷êè

è 4 áëîêà. Áåç çàãóáà íà îáùíîñò ïðèåìàìå, ÷å α äåéñòâà íà òî÷êèòå è áëîêîâåòå

íà D êàêòî ñëåäâà:

α = (0, 1, ... , 12)(13, 14, ..., 25) ... (52, 53, ..., 64)(65)(66)(67)(68).

Òîãàâà ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò A íà D å:

A11 A12 A13 A14 A15 z
t zt zt zt

A21 A22 A23 A24 A25 u
t zt zt zt

A31 A32 A33 A34 A35 z
t ut zt zt

A41 A42 A43 A44 A45 z
t zt ut zt

A51 A52 A53 A54 A55 z
t zt zt ut

z u z z z 1 1 1 1
z z u z z 1 1 1 1
z z z u z 1 1 1 1
z z z z u 1 1 1 1


êúäåòî Aij, i=1, 2, ..., 5, j=1, 2, ..., 5 ñà öèðêóëàíòè îò ðåä 13, u = (1, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸

13

) è z =

(0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
13

). Íåêà îçíà÷èì ñ mij áðîÿ íà 1-öèòå â ðåä íà Ai,j. Òîãàâà

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5∑
j=1

m1j = 17,
5∑
j=1

m2
1j = 65

5∑
j=1

mij = 16,
5∑
j=1

m2
ij = 52, i = 2, 3, 4, 5

5∑
j=1

mi1jmi2j = 52, i1, i2 = 1, 2, ..., 5.

(2.2)

Ñ òî÷íîñò äî åêâèâàëåíòíîñò èìà ñàìî åäíà îðáèòíà ìàòðèöà, çà êîÿòî (2.2)

å â ñèëà.

M =


1 4 4 4 4
4 3 3 3 3
4 3 3 3 3
4 3 3 3 3
4 3 3 3 3


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Ñèìåòðèÿòà íà òàçè ìàòðèöà çíà÷èòåëíî óëåñíÿâà çàìåñòâàíåòî íà íåéíèòå

åëåìåíòè ñ öèðêóëàíòè ñ èçïîëçâàíå íà àëãîðèòúìà îò ðàçäåë 2.2. Âòîðèÿò, òðå-

òèÿò, ÷åòâúðòèÿò è ïåòèÿò ðåä (ñòúëá) íà M ñà ñúùèòå, òàêà, ÷å ïúðâî íàìèðàìå

âñè÷êè âúçìîæíè íà÷èíè çà ðàçøèðÿâàíå íà åäèí òàêúâ ðåä (ñòúëá) è òîãàâà

ñãëîáÿâàìå îò òÿõ ðåøåíèÿ çà öÿëàòà ìàòðèöà, êàòî ñ÷èòàìå, ÷å ñúîòâåòíèòå èì

÷åòèðè õîðèçîíòàëíè ñëîÿ îò ñúêðàòåíàòà ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò ñà ïîäðåäåíè

â ëåêñèêîãðàôñêè ðåä.

2.3.3 Êëàñèôèêàöèÿ. Îñòàòú÷íè äèçàéíè

Áàçèñíèòå áëîêîâå (áåç ôèêñèðàíèòå) íà ÷åòèðèòå 2-(69,17,4) äèçàéíà D1, D2,

D3 è D4 ñà ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöà 2.1. Äèçàéíè D1 è D2 ñà äóàëíè åäèí íà äðóã,

çàòîâà D2 íå å äàäåí. Íåãîâàòà ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò å òðàíñïîíèðàíàòà ìàò-

ðèöà íà èíöèäåíòíîñò íà D1.

Òàáëèöà 2.1: Áàçèñíè áëîêîâå íà 2-(69,17,4) äèçàéíè ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä
13

D1

B0 0 13 20 21 24 26 33 34 37 39 46 47 50 52 59 60 63
B13 0 7 9 12 13 14 15 31 35 38 43 45 49 55 60 63 65
B26 0 7 9 12 18 22 25 26 27 28 42 47 50 56 58 62 66
B39 0 7 9 12 17 21 23 29 32 37 41 44 48 52 53 64 67
B52 0 7 9 12 16 19 24 30 34 36 39 40 51 54 57 61 68

D3

B0 0 13 20 21 24 26 33 34 37 39 46 47 50 52 59 60 63
B13 0 7 9 12 13 22 25 27 28 31 42 47 49 56 58 63 65
B26 0 7 9 12 14 15 18 26 35 38 43 45 50 55 60 62 66
B39 0 7 9 12 16 21 23 30 32 37 40 41 44 52 61 64 67
B52 0 7 9 12 17 19 24 29 34 36 39 48 51 53 54 57 68

D4

B0 0 13 19 23 24 26 32 36 37 39 45 47 48 52 58 60 61
B13 0 7 9 12 19 22 23 27 29 34 40 49 50 52 54 59 65
B26 0 7 9 12 14 16 21 32 35 36 39 41 46 53 62 63 66
B39 0 7 8 11 15 16 25 26 32 37 44 49 51 55 56 59 67
B52 0 7 8 11 13 19 24 28 29 38 42 43 46 57 62 64 68

D3 å åêâèâàëåíòåí íà äèçàéíà íà Shrikhande/Singhi [212], à D4 - íà êîíñòðóè-

ðàíèÿ â [40]. Âñåêè oò äèçàéíèòå D3 è D4 å ñàìîäóàëåí. Ãåíåðàòîðèòå íà ãðóïèòå

îò àâòîìîðôèçìè íà ÷åòèðèòå äèçàéíà ñà ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöà 2.2.

Îñòàòú÷íèòå 2-(52,13,4) äèçàéíè ïîëó÷àâàìå îò ñèìåòðè÷íèòå 2-(69,17,4) äè-

çàéíè ÷ðåç îòðÿçâàíå ïî âñåâúçìîæíèòå íà÷èíè íà åäèí áëîê è òî÷êèòå, êîèòî òîé

ñúäúðæà. Îòðÿçâàíåòî íà áëîêîâå îò åäíà è ñúùà áëîêîâà îðáèòà ñïðÿìî ïúëíàòà

ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè âîäè äî èçîìîðôíè îñòàòú÷íè äèçàéíè. Äúëæèíèòå íà

òî÷êîâèòå (áëîêîâèòå) îðáèòè íà ñèìåòðè÷íèòå äèçàéíè ñà äàäåíè â Òàáëèöà 2.3.

Âñè÷êè îñòàòú÷íè äèçàéíè, ïîëó÷åíè ñ îòðÿçâàíå íà áëîêîâå îò ðàçëè÷íè îð-

áèòè, ñå îêàçâàò íåèçîìîðôíè. Ïîðàäè òîâà ÷åòèðèòå ñèìåòðè÷íè 2-(69,17,4) äè-
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Òàáëèöà 2.2: Àâòîìîðôèçìè

äèçàéí ãåíåðàòîðè íà ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè |AutD|
α, 26 =

D1, D2 (0)(1)...(12)(13,26)(14,27)...(25,38)(39,52)(40,53)...(51,64)(65,66)(67,68). 13.2

α,
D3 (0)(1,3,9)(2,6,5)(4,12,10)(7,8,11)(13)(14,16,22)(15,19,18)(17,25,23)(20,21,24)(26)(27,29,35) 156 =

(28,32,31)(30,38,36)(33,34,37)(39)(40,42,48)(41,45,44)(43,51,49)(46,47,50)(52)(53,55,61) 13.3.4
(54,58,57)(56,64,62)(59,60,63)(65)(66)(67)(68),
(0)(1)...(12)(13,39,26,52)(14,40,27,53)...(25,51,38,64)(65,68,66,67).

α,
D4 (0)(1,3,9)(2,6,5)(4,12,10)(7,8,11)(13,19,24)(14,22,20)(15,25,16)(17,18,21)(23)(26,32,37)

(27,35,33)(28,38,29)(30,31,34)(36)(39,47,45)(40,50,41)(42,43,46)(44,49,51)(48)(52,60,58) 156 =
(53,63,54)(55,56,59)(57,62,64)(61)(65)(66)(67)(68), 13.3.4
(0,2)(1)(3,12)(4,11)(5,10)(6,9)(7,8)(13,47,26,60)(14,46,27,59)...(21,39,34,52)
(22,51,35,64)(23,50,36,63)...(25,48,38,61)(65,68,66,67).

çàéíà âîäÿò äî 16 íåèçîìîðôíè 2-(52,13,4) äèçàéíà. Çà âñåêè îò òÿõ â Òàáëèöà 2.4

å ïðåäñòàâåí íà÷èíà íà êîíñòðóèðàíå, ò.e. îò êîé ñèìåòðè÷åí äèçàéí è ñ îòðÿçâàíå

íà êîé áëîê. Äàäåíè ñà è ðåäîâåòå íà ïúëíèòå èì ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè.

Òàáëèöà 2.3: Äúëæèíè íà îðáèòèòå ñïðÿìî ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè

Äèçàéí Äúëæèíè íà òî÷êîâèòå îðáèòè Äúëæèíè íà áëîêîâèòå îðáèòè

D1 13,26,26,2,2 13,26,26,2,2

D2 13,26,26,2,2 13,26,26,2,2

D3 13,52,4 13,52,4

D4 13,52,4 13,52,4

Òàáëèöà 2.4: Îñòàòú÷íè 2-(52,13,4) äèçàéíè

Äèçàéí d1 d2 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16
Ïîëó÷åí îò D1 D1 D1 D1 D1 D2 D2 D2 D2 D2 D3 D3 D3 D4 D4 D4

Îòðÿçàí áëîê 0 13 39 65 67 0 13 39 65 67 0 13 65 0 13 65
|Aut(di)| 2 1 1 13 13 2 1 1 13 13 12 3 39 12 3 39

Êàêòî ñèìåòðè÷íèòå, òàêà è îñòàòú÷íèòå äèçàéíè, ñå îòäåëÿò íàïúëíî îò èí-

âàðèàíòèòå (I1) îò ðàçäåë 1.2.7.

Èçñëåäâàíèÿòà îò íàñòîÿùàòà ÷àñò ñà ïóáëèêóâàíè â [T1].
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2.4 Àëãîðèòúì çà óñòàíîâÿâàíå íà Àäàìàðîâà åêâèâàëåíò-
íîñò è çà íàìèðàíå íà ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè íà Àäà-
ìàðîâà n× n ìàòðèöà

Òàêèâà àëãîðèòìè ñà ðàçðàáîòâàíè îò äîñòà àâòîðè (íàïðèìåð [72], [98], [118],

[165], [186]). Èçïîëçâàíèòå â íàñòîÿùàòà ãëàâà ïðåäñòàâëÿâàò èíòåðåñ ïðåäè âñè÷êî

çàðàäè òîâà, ÷å ñà ÿñíè, ïðîñòè è ëåñíî ïðèëîæèìè.

2.4.1 Èçïîëçâàíå íà ðàçøèðåíèå (2n× 2n ìàòðèöà)

Íåêà H è H̄ ñà äâå Àäàìàðîâè ìàòðèöè îò ðåä n, òàêèâà, ÷å âñåêè åëåìåíò íà

åäíàòà îò òÿõ å ðàâåí íà ñúîòâåòíèÿ åëåìåíò íà äðóãàòà, óìíîæåí ñ −1, à H è H̄ ñà

ìàòðèöèòå ïîëó÷åíè îò H è H̄ ñúñ çàìÿíà íà −1 ñ 0. Ìàòðèöàòà H∗ =

(
H H̄
H̄ H

)
ùå íàðè÷àìå ðàçøèðåíèå íà Àäàìàðîâàòà ìàòðèöà H. Ðåäúò íà ïúëíàòà ãðóïà

îò àâòîìîðôèçìè íà H å ðàâåí íà ðåäà íà ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà

ìàòðèöàòà H∗, à äâå Àäàìàðîâè ìàòðèöè H1 è H2 ñà åêâèâàëåíòíè òîãàâà è ñàìî

òîãàâà, êîãàòî ìàòðèöèòå H∗1 è H
∗
2 ñà åêâèâàëåíòíè [118], [186].

Èçïîëçâàíåòî íà ìàòðèöà ñ 4 ïúòè ïîâå÷å åëåìåíòè, îáà÷å, çàáàâÿ èç÷èñëåíè-

ÿòà ñ àëãîðèòìèòå îò ðàçäåëè 1.2.7 è 1.2.8, à â íÿêîè ñëó÷àè ãè ïðàâè íåâúçìîæíè.

Çàòîâà ñ òåçè àëãîðèòìè, çàåäíî ñ èíâàðâàðèàíòèòå (I1) îò ðàçäåë 1.2.7 èçïîëçâàìå

è èíâàðèàíòèòå (I2) íà ðåäîâåòå (ñòúëáîâåòå) íà H
∗.

(I2): Çà âñåêè ðåä (ñòúëá) i íà H∗ ïðåñìÿòàìå âåêòîðà (m0,m1, . . . ,mn/4−1),

êúäåòî ms å áðîÿò íà òðîéêèòå îò ðåäîâå (ñòúëáîâå) j, k, l, ðàçëè÷íè îò i è òàêèâà,

÷å òî÷íî s ñòúëáà (ðåäà) ñúäúðæàò 1-öè âúâ âñåêè îò ðåäîâåòå (ñòúëáîâåòå) i, j, k, l.

Êîãàòî è òîâà íå ïîìàãà, îòíà÷àëî ïðåñìÿòàìå èíâàðèàíòè íà öåëèòå Àäàìà-

ðîâè ìàòðèöè. Òå ãè ðàçáèâàò íà êëàñîâå è ïðîâåðêà çà åêâèâàëåíòíîñò ïðàâèì

ñàìî ìåæäó ìàòðèöèòå îò åäèí è ñúùè êëàñ. Òóê ïðåäñòàâÿìå èçïîëçâàíèòå èí-

âàðèàíòè.

2.4.2 Èíâàðèàíòè íà Àäàìàðîâè ìàòðèöè

(Im1): Àêî ïîäðåäèì âåêòîðèòå îò (I2) â ëåêñèêîãðàôñêè ðåä, ïîëó÷àâàìå

èíâàðèàíòà íà Àäàìàðîâàòà ìàòðèöà.

(Im2): Ñúâêóïíîñòòà îò 2-äèçàéíèòå, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò îò åäíà Àäàìàðîâà

ìàòðèöà (ñëåä íîðìàëèçèðàíå ïî âñåâúçìîæíèòå íà÷èíè), ñà íåéíà èíâàðèàíòà.

(Im3): Ñúâêóïíîñòòà îò 3-äèçàéíèòå, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò îò åäíà Àäàìàðîâà

ìàòðèöà, ñà íåéíà èíâàðèàíòà.

54



2.5 Àäàìàðîâè ìàòðèöè îò ðåä 44

2.5.1 Âúâåäåíèå

Àäàìàðîâèòå ìàòðèöè îò ðåä 44 íå ñà êëàñèôèöèðàíè äî ìîìåíòà. Ïðåäè ðå-

çóëòàòèòå îò íàñòîÿùàòà ãëàâà áÿõà èçâåñòíè äâà Àäàìàðîâè 2-(43,21,10) äèçàéíà

[182], êîíñòðóèðàíè ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 43 [105]. Åäèí îò òÿõ ñå ïîëó÷àâà è îò

òåîðåìàòà íà Paley [198]. Òóê ïðåäñòàâÿìå êëàñèôèêàöèÿòà íà âñè÷êè íååêâèâà-

ëåíòíè Àäàìàðîâè ìàòðèöè îò ðåä 44, êîèòî èìàò àâòîìîðôèçìè îò ðåä 7 (384 íà

áðîé) è ñúîòâåòíèòå èì 3-(44,22,10) è 2-(43,21,10) äèçàéíè (áðîÿò èì å ñúîòâåòíî

1683 è 57932).

Ïúðâèÿò èçâåñòåí åêñòðåìàëåí äâîè÷åí äâîéíî-÷åòåí ñàìîäóàëåí êîä ñ äúë-

æèíà 88 [172] ìîæå äà áúäå íàìåðåí êàòî èçïîëçâàìå åäèí îò 2-äèçàéíèòå ñ àâòî-

ìîðôèçúì îò ðåä 43 (òîçè, êîéòî ñëåäâà è îò òåîðåìàòà íà Paley [198] è èìà ïúëíà

ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè îò ðåä 903=3.7.43). Îñâåí íåãî ïðåäè íàñòîÿùàòà ðàáîòà

áåøå êîíñòðóèðàí è îùå åäèí êîä ñ òåçè ïàðàìåòðè [109], ò.å. áÿõà èçâåñòíè äâà

íååêâèâàëåíòíè åêñòðåìàëíè äâîè÷íè äâîéíî-÷åòíè ñàìîäóàëíè [88,44,16] êîäà.

Èçïîëçâàíèòå òóê ìåòîäè çà êîíñòðóèðàíå íà ñàìîäóàëíè êîäîâå îò ñèìåòðè÷-

íè äèçàéíè ñà îïèñàíè â [29] è [233]. Íèå íàìèðàìå âñè÷êè äâîè÷íè äâîéíî-÷åòíè

ñàìîäóàëíè êîäîâå ñ äúëæèíà 88, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò ïî òîçè íà÷èí îò 2-(43,22,11)

äèçàéíèòå. Äâà îò òÿõ ñà åêñòðåìàëíè, åäèíèÿò îò êîèòî áåøå íîâ êúì ìîìåíòà

íà ïóáëèêóâàíå íà ðåçóëòàòà. Îò êîíñòðóèðàíèòå äèçàéíè íàìèðàìå è ìíîãî ñà-

ìîäóàëíè êîäîâå ñ äúëæèíà 86, íî ñðåä òÿõ íÿìà åêñòðåìàëíè.

Èçñëåäâàíèÿòà èçâúðøâàìå â ñëåäíàòà ïîñëåäîâàòåëíîñò:

• Íàìèðàìå âñè÷êè (886 áðîÿ) 2-(43,21,10) äèçàéíè ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 7;

• Îò âñåêè 2-(43,21,10) äèçàéí êîíñòðóèðàìå Àäàìàðîâà ìàòðèöà îò ðåä 44;

• Âñÿêà Àäàìàðîâà ìàòðèöà íîðìàëèçèðàìå ïî âñåâúçìîæíèòå íà÷èíè è òàêà

ïîëó÷àâàìå ñúîòâåòñòâàùèòå íà íåÿ íåèçîìîðôíè 3- è 2-äèçàéíè;

• Îïðåäåëÿìå êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà Àäàìàðîâèòå ìàòðèöè ñ àâòî-

ìîðôèçìè îò ðåä 7;

• Êîíñòðóèðàìå âñè÷êè äâîè÷íè äâîéíî-÷åòíè ñàìîäóàëíè êîäîâå ñ äúëæèíè

86 è 88, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò îò 2-(43,21,10) äèçàéíèòå. Ïîíåæå îò äèçàéíè,

êîèòî ñà ðàçøèðèìè äî åäíà è ñúùà Àäàìàðîâà ìàòðèöà, ñå ïîëó÷àâà åäèí è

ñúù êîä, òî êîíñòðóèðàìå ñàìî êîäîâåòå, ñúîòâåòñòâàùè íà åäèí îò äèçàéíèòå

îò âñÿêà Àäàìàðîâà ìàòðèöà.
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2.5.2 Ñâîéñòâà è íà÷èí íà êîíñòðóèðàíå íà 2-(43,21,10) äèçàéíèòå

Âúçìîæíè àâòîìîðôèçìè íà 2-(43,21,10) äèçàéíè

Òåîðåìà 2.5.1. Âñè÷êè âúçìîæíè ïðîñòè äåëèòåëè íà ðåäà íà ãðóïàòà îò àâ-

òîìîðôèçìè íà 2-(43,21,10) äèçàéí ñà 2, 3, 5, 7 è 43.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî 2-(v,k,λ) äèçàéí ïðèòåæàâà àâòîìîðôèçúì îò ïðîñò ðåä p,

òî p ≤ k èëè p|v (èíà÷å âñè÷êè òî÷êè è áëîêîâå ùå áúäàò ôèêñèðàíè). Ïîðà-

äè òîâà p = 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 43 ñà åäèíñòâåíèòå âúçìîæíè ïðîñòè ðåäîâå íà

àâòîìîðôèçìè íà òàêúâ äèçàéí. Ðàçãëåæäàìå p = 11, 13, 17, 19.

Äîïóñêàìå, ÷å ñúùåñòâóâà àâòîìîðôèçúì îò ðåä p, ôèêñèðàù f > 1 òî÷êè.

Â òàêúâ ñëó÷àé ôèêñèðàí áëîê ñúäúðæà èëè k, èëè k − p ôèêñèðàíè òî÷êè. Äà

îçíà÷èì ñ h1 è h2 áðîÿ íà ôèêñèðàíèòå áëîêîâå, ñúäúðæàùè ñúîòâåòíî k è k − p
ôèêñèðàíè òî÷êè. Òîãàâà ñà â ñèëà:(

21

2

)
h1 +

(
21− p

2

)
h2 =

(
f

2

)
λ

h2 ≤
43− f
p

h1 + h2 = f ≥ 1

h1 + h2 ≤ 43− p

òàçè ñèñòåìà íÿìà öåëî÷èñëåíî ðåøåíèå.

Ñëó÷àèòå f = 0, 1 ñà âúçìîæíè ñàìî, àêî ñúîòâåòíî p|v èëè v = 1(mod p).

Ïîðàäè òîâà åäèí 2-(43,21,10) äèçàéí íå ìîæå äà ïðèòåæàâà àâòîìîðôèçìè îò

ðåäîâå 11, 13, 17, 19.

Äèçàéíèòå ñ íàé-áîãàòèòå âúçìîæíè ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè ïðèòåæàâàò

ìíîãî ñèìåòðèÿ, çàòîâà ñà ñðàâíèòåëíî ìàëêî è îáèêíîâåíî ìîãàò äà áúäàò êîíñò-

ðóèðàíè ïî-ëåñíî. Ïðåäè îïèñàíîòî òóê èçñëåäâàíå 7 áåøå íàé-ãîëåìèÿò âúçìîæåí

âñå îùå íåðàçãëåæäàí ïðîñò ðåä íà àâòîìîðôèçúì íà 2-(43,21,10) äèçàéí.

Òåîðåìà 2.5.2. Àâòîìîðôèçúì îò ðåä 7 íà 2-(43,21,10) äèçàéí ôèêñèðà åäíà

òî÷êà è åäèí áëîê.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîïóñêàìå, ÷å 2-(43,21,10) äèçàéí ïðèòåæàâà àâòîìîðôèçúì îò

ðåä 7 ôèêñèðàù f > 1 òî÷êè è ïîâå÷å îò åäèí áëîê. Àâòîìîðôèçúì íà ñèìåòðè÷åí

äèçàéí ôèêñèðà íàé-ìíîãî ïîëîâèíàòà òî÷êè [50], [87], [161]. Çàòîâà f = 8 èëè

f = 15. Åäèí ôèêñèðàí áëîê ìîæå äà ñúäúðæà òî÷êèòå íàm íåòðèâèàëíè òî÷êîâè

îðáèòè è ïîðàäè òîâà 21− 7m ôèêñèðàíè òî÷êè (m = 1, 2, 3). Àêî ôèêñèðàí áëîê

íÿìà ôèêñèðàíè òî÷êè, òî îáùèòå ìó òî÷êè ñ äðóã ôèêñèðàí áëîê íÿìà äà ñà 10 (à

òðÿáâà äà ñà 10, çàùîòî äèçàéíúò å ñèìåòðè÷åí). Çàòîâà m = 1, 2 è ôèêñèðàí áëîê

èìà èëè 7, èëè 14 ôèêñèðàíè òî÷êè. Îçíà÷àâàìå ñ h7 è h14 ôèêñèðàíèòå áëîêîâå,

ñúäúðæàùè 7 è, ñúîòâåòíî 14 ôèêñèðàíè òî÷êè.
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Äîïóñêàìå, ÷å f = 15. Â òàêúâ ñëó÷àé èìà 4 íåòðèâèàëíè òî÷êîâè îðáèòè. Äâà

ôèêñèðàíè áëîêà íå ìîãàò äà ñúäúðæàò òî÷êèòå íà äâå åäíè è ñúùè íåòðèâèàëíè

òî÷êîâè îðáèòè, ïîðàäè òîâà h7 ≤
(
4
2

)
= 6. Íî h14 ≤ 1 (èíà÷å äâà áëîêà ùå èìàò

ïîâå÷å îò 10 îáùè òî÷êè), è ñëåäîâàòåëíî f ≤ 7 - ïðîòèâîðå÷èå.

Äîïóñêàìå, ÷å f = 8. Èìà 5 íåòðèâèàëíè òî÷êîâè îðáèòè è, ïîðàäè òîâà, íàé-

ìàëêî äâà áëîêà, ñúäúðæàùè òî÷êè îò åäíà è ñúùà íåòðèâèàëíà òî÷êîâà îðáèòà.

Òåçè áëîêîâå òðÿáâà äà èìàò òî÷íî 3 îáùè ôèêñèðàíè òî÷êè, êîåòî å íåâúçìîæíî.

Ïîñòðîÿâàíå íà 2-(43,21,10) äèçàéíè ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 7

Äèçàéíèòå êîíñòðóèðàìå ñ èçïîëçâàíå íà àëãîðèòúìà îò ðàçäåë 2.2. Íåêà

D å 2-(43,21,10) äèçàéí ñ àâòîìîðôèçúì α îò ðåä 7 ñ åäíà ôèêñèðàíà òî÷êà è

åäèí ôèêñèðàí áëîê. Áåç çàãóáà íà îáùíîñò ïðèåìàìå, ÷å α ðàçìåñòâà òî÷êèòå

(áëîêîâåòå) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

α = (1,2,3,4,5,6,7)(8,9,10,11,12,13,14) · · · (36,37,38,39,40,41,42)(43).
Àâòîìîðôèçìúò α ïîðàæäà öèðêóëàíòíà ñòðóêòóðà íà ìàòðèöàòà íà èíöè-

äåíòíîñò A íà äèçàéíà D:

A =



a1,1 a1,2 a1,3 a1,4 a1,5 a1,6 ut

a2,1 a2,2 a2,3 a2,4 a2,5 a2,6 ut

a3,1 a3,2 a3,3 a3,4 a3,5 a3,6 ut

a4,1 a4,2 a4,3 a4,4 a4,5 a4,6 zt

a5,1 a5,2 a5,3 a5,4 a5,5 a5,6 zt

a6,1 a6,2 a6,3 a6,4 a6,5 a6,6 zt

u u u z z z 0


êúäåòî ai,j, i, j = 1, 2, . . . 6 ñà öèðêóëàíòè îò ðåä 7, u = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1),

z = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0).

Íåêà mi,j, i, j = 1, 2, . . . 6 å áðîÿ íà 1-öèòå â ðåä íà ai,j. Çà ìàòðèöàòà M =

(mi,j)6×6 ñà â ñèëà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

6∑
j=1

mi,j = 20,
6∑
j=1

m2
i,j = 74, i = 1, 2, 3

6∑
j=1

mi,j = 21,
6∑
j=1

m2
i,j = 81, i = 4, 5, 6

6∑
j=1

mi1,jmi2,j = 63, 1 ≤ i1 < i2 ≤ 3

6∑
j=1

mi1,jmi2,j = 70, 1 ≤ i1 < i2, i2 > 3.

Ïúðâèòå ÷åòèðè ðàâåíñòâà ñà ïîëó÷åíè ñ ïðåñìÿòàíå ïî äâà íà÷èíà íà áðîÿ íà

òî÷êèòå è äâîéêèòå òî÷êè â i-ÿ öèðêóëàíòåí ðåä íà A, à ïîñëåäíèòå äâå ñ ïðåñ-
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ìÿòàíå íà áðîÿ íà äâîéêèòå òî÷êè, òàêèâà, ÷å åäíàòà å îò i1-ÿ, à äðóãàòà îò i2-ÿ

öèðêóëàíòåí ðåä íà A.

Èìà äâå íåèçîìîðôíè ìàòðèöè M1 è M2, çà êîèòî ãîðíèòå ðàâåíñòâà ñà â

ñèëà.
M1 M2

5 2 3 4 4 2 4 4 2 5 3 2
3 5 2 2 4 4 2 4 4 2 5 3
2 3 5 4 2 4 4 2 4 3 2 5
4 4 2 5 2 4 5 2 3 3 5 3
2 4 4 4 5 2 3 5 2 3 3 5
4 2 4 2 4 5 2 3 5 5 3 3

Äà ðàçãëåäàìå ìàòðèöàòà A′.

A′ =



a1,1 a1,2 a1,3 a1,4 a1,5 a1,6 ut

a2,1 a2,2 a2,3 a2,4 a2,5 a2,6 ut

a3,1 a3,2 a3,3 a3,4 a3,5 a3,6 ut

ā4,1 ā4,2 ā4,3 ā4,4 ā4,5 ā4,6 zt

ā5,1 ā5,2 ā5,3 ā5,4 ā5,5 ā5,6 zt

ā6,1 ā6,2 ā6,3 ā6,4 ā6,5 ā6,6 zt

z z z u u u 0


(2.3)

êúäåòî āi,j ñà ïîëó÷åíè îò ai,j ÷ðåç çàìåñòâàíå íà 0 ñ 1 è 1 ñ 0. Ëåñíî ñå ïðîâå-

ðÿâà, ÷å A′ ñúùî å ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò íà 2-(43,21,10) äèçàéí (äà ãî îçíà÷èì

ñ D′) ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 7 è, ÷å àêî A ñúîòâåòñòâà íàM1, òî A
′ ñúîòâåòñòâà íà

M2 è îáðàòíîòî. Äâàòà äèçàéíà D è D′ ñå ðàçøèðÿâàò äî åêâèâàëåíòíè Àäàìàðîâè

ìàòðèöè. Çàòîâà âñè÷êè 2-(43,21,10) äèçàéíè ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 7 ìîæåì äà

ïîëó÷èì êàòî ðàçøèðèì ñàìî åäíàòà îò ìàòðèöèòå M1 è M2.

2.5.3 Êëàñèôèêàöèÿ íà Àäàìàðîâèòå äèçàéíè

Çàìÿíàòà íà åëåìåíòèòå íà M1 ñ öèðêóëàíòè îò ðåä 7 âîäè äî 443 íåèçîìîð-

ôíè 2-(43, 21,10) äèçàéíà. Ñëåä òîâà îò òÿõ ïîëó÷àâàìå 443-òå äèçàéíà, ñúîòâåòñ-

òâàùè íàM2. Ñ àëãîðèòúìà îò ðàçäåë 1.2.8 îïðåäåëÿìå ãðóïèòå îò àâòîìîðôèçìè

íà âñè÷êèòå 886 íåèçîìîðôíè äèçàéíè. Äâà îò òÿõ ñà èçîìîðôíè íà äèçàéíèòå,

íàìåðåíè â [105] - ñ ïúëíè ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè îò ðåäîâå 903 è 301 ñúîòâåòíî.

Èìà 81 äèçàéíà ñ ïúëíà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè îò ðåä 21 � ïåò ñàìîäóàëíè è 38

äâîéêè äóàëíè äèçàéíè. Îñòàíàëèòå 804 äèçàéíà ñà ñ ïúëíà ãðóïà îò àâòîìîðôèç-

ìè îò ðåä 7.

2.5.4 Êëàñèôèêàöèÿ íà Àäàìàðîâèòå ìàòðèöè è äèçàéíèòå, êîèòî ïî-
ðàæäàò

Êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà êîíñòðóèðàíèòå Àäàìàðîâè ìàòðèöè ñà 384

íà áðîé è ãè îïðåäåëÿìå êàòî èçïîëçâàìå òåõíèòå ðàçøèðåíèÿ, à ñëåä òîâà ïðåñ-

ìÿòàìå è èíâàðèàíòèòå Im1, Im2 è Im3, êîèòî ñà äîïúëíèòåëíà ïðîâåðêà çà íå-

åêâèâàëåíòíîñòòà èì (âèæ ðàçäåë 2.4).
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Îò ïîñòðîåíèòå Àäàìàðîâè ìàòðèöè ñå ïîëó÷àâàò 57932 íåèçîìîðôíè

2-(43,21,10) è 1683 íåèçîìîðôíè 3-(44,22,10) äèçàéíà. Âñè÷êè íàìåðåíè ïî òîçè

íà÷èí 2-äèçàéíè, êîèòî íÿìàò àâòîìîðôèçìè îò ðåä 7, íÿìàò íèêàêâè íåòðèâèàëíè

àâòîìîðôèçìè.

Ðåäà íà ïúëíàòà èì ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè ñúùî íàìèðàìå êàòî ðåä íà

ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè íà ðàçøèðåíèÿòà. Ãðóïèòå îò àâòîìîðôèçìè ñà ïðåäñ-

òàâåíè â Òàáëèöà 2.5, êúäåòî å äàäåí è áðîÿò íà ïîðîäåíèòå îò òÿõ 2- è 3-äèçàéíè.

Â ïîñëåäíàòà êîëîíà ñà ðàáîòèòå, â êîèòî íÿêîè îò òåçè äèçàéíè ñà êîíñòðóèðàíè

ïðåäè íàñòîÿùîòî èçñëåäâàíå.

Òàáëèöà 2.5: Ðåä íà ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà Àäàìàðîâèòå ìàòðèöè

|Aut(H)| Áðîé íà ìàòðèöèòå 2-äèçàéíè 3-äèçàéíè êîìåíòàð

79464 = 2.44.43.21 1 2 1 [198]
602 = 2.43.7 1 10 2 [105]
84 = 4.21 40 48 2
28 = 4.7 284 140 4
14 = 2.7 58 280 8

Ñàìî åäíà ìàòðèöà èìa òðàíçèòèâíà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè. Òÿ å îò ðåä

79464. Àäàìàðîâàòà ìàòðèöà, ïîëó÷åíà îò âòîðèÿ äèçàéí, íàìåðåí â [105] å ñ ãðóïà

îò ðåä 602. ×åòèðèäåñåò Àäàìàðîâè ìàòðèöè îò ðåä 44 (äâå ñàìîäóàëíè è 19 äâîéêè

äóàëíè ìàòðèöè) ñà ñ ðåä íà ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè 84.

2.5.5 Äâîè÷íè åêñòðåìàëíè ñàìîäóàëíè êîäîâå ñ äúëæèíè 86 è 88

Íåêà A21 å ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò íà 2-(43,21,10) äèçàéí, A22 ìàòðèöàòà

íà èíöèäåíòíîñò íà ñúîòâåòíèÿ ìó 2-(43,22,11) äèçàéí è A+
22 =

(
A22 U t

U 0

)
, êúäåòî

U å âåêòîð ñ ðàçìåðíîñò 43, âñè÷êè åëåìåíòè íà êîéòî ñà åäèíèöè.

Òîãàâà (A21 I43) å ãåíåðèðàùà ìàòðèöà íà ñàìîäóàëåí êîä ñ äúëæèíà 86 [233].

Ñàìîäóàëíèòå êîäîâå, êîèòî ïîëó÷àâàìå ïî òîçè íà÷èí ñà ñ ìèíèìàëíî òåãëî íàé-

ìíîãî 14, ò.å. ñðåä òÿõ íÿìà åêñòðåìàëíè.

Ãåíåðèðàùà ìàòðèöà íà äâîéíî-÷åòåí ñàìîäóàëåí êîä ñ äúëæèíà 88 ìîæå

äà áúäå ïîëó÷åíà [233] êàòî (A+
22 I44). Òàêà êîíñòðóèðàìå äâà íååêâèâàëåíòíè

[88,44,16] êîäà. Ïúðâèÿò ñå ãåíåðèðà îò ìàòðèöàòà íà Paley [198] è å åêâèâàëåí-

òåí íà åäèíèÿ îò èçâåñòíèòå äî òîãàâà êîäîâå. Äðóãèÿò å íîâ êúì ìîìåíòà íà

èçñëåäâàíåòî è ñå ïîëó÷àâà îò äèçàéí ñúñ ñëåäíèòå áàçîâè áëîêîâå:
B1 = 2 3 9 10 12 16 17 18 20 21 23 25 27 30 31 32 34 35 37 38 39 43
B8 = 2 3 4 5 7 8 11 16 20 21 24 27 28 31 32 33 36 37 39 41 42 43
B15 = 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 19 22 24 27 28 29 30 31 34 35 37 42
B22 = 2 3 6 8 13 14 15 17 19 20 21 22 23 25 27 28 29 33 37 38 39 41
B29 = 2 3 5 8 11 12 13 14 15 17 22 23 24 25 26 30 32 35 36 39 42 43
B36 = 2 4 6 9 10 11 13 14 19 20 21 24 25 30 33 34 35 36 37 39 40 42
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Àäàìàðîâàòà ìàòðèöà, êîÿòî ïîðàæäà êîäà, å ñ ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè îò

ðåä 14. Çà äà ïîêàæåì, ÷å òîçè êîä íå å åêâèâàëåíòåí íà íÿêîé îò äâàòà èçâåñò-

íè òîãàâà åêñòðåìàëíè äâîè÷íè ñàìîäóàëíè êîäà ñ äúëæèíà 88 [79], ïðåñìÿòàìå

ñëåäíèòå èíâàðèàíòè íà òðèòå êîäà: Âúâ âñåêè îò òÿõ èìà 32164 äóìè ñ òåãëî 16.

Ðàçãëåæäàìå ãè êàòî ðåäîâå íà (0,1) ìàòðèöà è çà âñåêè íåéí ñòúëá íàìèðàìå âåê-

òîðà ñ åëåìåíòè ñêàëàðíèòå ìó ïðîèçâåäåíèÿ ñ îñòàíàëèòå 87 êîëîíè. Ïîäðåæäàìå

â ëåêñèêîãðàôñêè ðåä åëåìåíòèòå íà âñåêè âåêòîð è ñàìèòå âåêòîðè. Ïîëó÷åíàòà

èíâàðèàíòà å ðàçëè÷íà çà òðèòå êîäà.

Èçñëåäâàíèÿòà îò òàçè ÷àñò ñà ïóáëèêóâàíè â [T2].

2.6 Àäàìàðîâè ìàòðèöè îò ðåä 64

2.6.1 Âúâåäåíèå

Àôèíåí (èëè àôèííî-ðàçðåøèì) äèçàéí å ðàçðåøèì äèçàéí, òàêúâ, ÷å âñåêè

äâà áëîêà îò ðàçëè÷íè ïàðàëåëíè êëàñîâå èìàò åäíàêúâ áðîé îáùè òî÷êè.

Ïðàâà â åäèí äèçàéí ïðåç òî÷êèòå x è y íàðè÷àìå ñå÷åíèåòî íà âñè÷êè áëî-

êîâå, ñúäúðæàùè x è y. Ìàêñèìàëíèÿò ðàçìåð íà ïðàâà â Àäàìàðîâ 2-äèçàéí å 3.

Ïîä ñïðåä îò ïðàâè ðàçáèðàìå ðàçáèâàíå íà ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå íà äèçàéíà

íà íåïðåñè÷àùè ñå ïðàâè.

Àôèííè 2-(64,16,5) äèçàéíè ìîãàò äà áúäàò ïîëó÷åíè îò ñïðåäîâå îò ïðàâè

íà Àäàìàðîâè 2-(63,31,15) äèçàéíè ÷ðåç êîíñòðóêöèÿ íà Rahilly [205].

Äîëíè ãðàíèöè çà áðîÿ íà Àäàìàðîâèòå äèçàéíè è ìàòðèöè, ñúäúðæàùè Àäà-

ìàðîâè äèçàéíè oò ïî-ìàëúê ðåä, ñà èçâåäåíè â [157] è [158]. Ñïîðåä òÿõ èìà ïîâå÷å

îò 26! íåèçîìîðôíè 2-(63,31,15) äèçàéíà. Ãîëÿì áðîé Àäàìàðîâè ìàòðèöè îò ðå-

äîâå, êîèòî ñå äåëÿò íà 8, ñà ïîëó÷åíè ÷ðåç óäâîÿâàùà êîíñòðóêöèÿ â [100].

Hamada ôîðìóëèðà õèïîòåçà [107], ñïîðåä êîÿòî äèçàéíèòå, ïîëó÷åíè îò òî÷-

êèòå è ïîäïðîñòðàíñòâàòà ñ äàäåíà ðàçìåðíîñò â AG(n, pm) (p å ïðîñòî) èìàò ìèíè-

ìàëåí p-ðàíã, à âñè÷êè äðóãè äèçàéíè ñúñ ñúùèòå ïàðàìåòðè èìàò ïî-ãîëÿì p-ðàíã.

Êîíòðàïðèìåðè íà òàçè õèïîòåçà ñà ïåò 3-(32,8,7) äèçàéíà [230] è òðè 2-(64,16,5)

äèçàéíà [110], [185]. Â òîçè ñìèñúë ïî-íàòàòúøíè èçñëåäâàíèÿ íà íåãåîìåòðè÷íè

2-(64,16,5) äèçàéíè ñ ìèíèìàëåí ðàíã è ñúîòâåòñòâàùèòå èì ïîñðåäñòâîì êîíñò-

ðóêöèÿòà íà Rahilly [205] Àäàìàðîâè äèçàéíè ñà îò îñîáåí èíòåðåñ [235]. Òðèòå

Àäàìàðîâè 2-(63,31,15) äèçàéíà, êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà òðèòå èçâåñòíè 2-(64,16,5)

äèçàéíà ñ ðàíã 16, ñà èíâàðèàíòíè îòíîñíî äèåäðàëíàòà ãðóïà îò ðåä 10. Òîâà íè

ìîòèâèðà äà êëàñèôèöèðàìå âñè÷êè Àäàìàðîâè 2-(63,31,15) äèçàéíè, èíâàðèàíòíè

îòíîñíî äèåäðàëíàòà ãðóïà îò ðåä 10.

Â [155] ñà êîíñòðóèðàíè 394 Àäàìàðîâè ìàòðèöè îò ðåä 64 ñ äâå öèðêóëàíòíè

ÿäðà. Âñè÷êè òå èìàò 2-ðàíã ïî-ãîëÿì îò 16. Â [76] ñà êîíñòðóèðàíè 38 íà áðîé

2-(63,31,15) äèçàéíà ñ ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè îò ðåä 155. Ñðåä òÿõ èìà 11 äèçàéíà

ñ 2-ðàíã íå ïî-ãîëÿì îò 16, ò.å. äèçàéíúò îò òî÷êèòå è õèïåððàâíèíèòå â PG(5, 2)
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(ñ ðàíã 16) è 10 äèçàéíà ñ ðàíã 12, êîèòî íå âîäÿò äî 2-(64,16,5) äèçàéíè ñ ìè-

íèìàëåí ðàíã. Íå ñà íè èçâåñòíè äðóãè êîíñòðóêöèè íà 2-(63,31,15) ñúñ çàäàäåíè

àâòîìîðôèçìè.

Íèå ïîñòðîÿâàìå 8330 íåèçîìîðôíè 2-(63,31,15) äèçàéíà, èíâàðèàíòíè îòíîñ-

íî äèåäðàëíàòà ãðóïà îò ðåä 10 è ñúîòâåòíèòå 1691 íååêâèâàëåíòíè Àäàìàðîâè

ìàòðèöè îò ðåä 64. Çà 2-(63,31,15) äèçàéíèòå ñ 2-ðàíã íå ïî-ãîëÿì îò 16, ïîñò-

ðîÿâàìå âñè÷êè ñïðåäîâå îò ïðàâè è ñúîòâåòíèòå èì 2-(64,16,5) äèçàéíè ñ 2-ðàíã

íå ïî-ãîëÿì îò 16. Òàêà ïîëó÷àâàìå òî÷íî òðèòå 2-(64,16,5) äèçàéíà ñ 2-ðàíã 16,

êîèòî ñà èçâåñòíè äî ìîìåíòà [110], [185].

2.6.2 Îñîáåíîñòè íà êîíñòðóêòèâíèÿ àâòîìîðôèçúì è àëãîðèòúìà

Òåîðåìà 2.6.1. Âñè÷êè âúçìîæíè ïðîñòè äåëèòåëè íà ðåäà íà ãðóïàòà îò àâ-

òîìîðôèçìè íà 2-(63,31,15) äèçàéí ñà 2, 3, 5, 7 è 31.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî 2-(v,k,λ) äèçàéí ïðèòåæàâà àâòîìîðôèçúì oò ïðîñò ðåä p,

òîãàâà p ≤ k èëè p|v (èíà÷å âñè÷êè òî÷êè è áëîêîâå ùå ñà ôèêñèðàíè). Ïîðàäè òîâà
p = 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31 ñà âúçìîæíèòå ïðîñòè ðåäîâå íà àâòîìîðôèçìè

íà 2-(63,31,15) äèçàéí.

a) Ðàçãëåæäàìå p = 11, 13. Äîïóñêàìå, ÷å ñúùåñòâóâà àâòîìîðôèçúì îò ðåä

p, ôèêñèðàù f ≥ 63 mod p òî÷êè. Â òîçè ñëó÷àé ôèêñèðàí áëîê ìîæå äà ñúäúðæà

òî÷êè îò 0,1 èëè 2 íåôèêñèðàíè òî÷êîâè îðáèòè è, ñúîòâåòíî k, k − p èëè k − 2p

ôèêñèðàíè òî÷êè, ò.e. f ≥ k − 2p. Ñëåäâà, ÷å f ≥ 19 çà p = 11 è f ≥ 11 çà

p = 13. Âñåêè äâà áëîêà èìàò λ = 15 îáùè òî÷êè, ñëåäîâàòåëíî òî÷êèòå íà äâå

íåòðèâèàëíè òî÷êîâè îðáèòè ìîãàò äà ñà â íàé-ìíîãî åäèí ôèêñèðàí áëîê. Â òàêúâ

ñëó÷àé èìà ôèêñèðàíè áëîêîâå ñ k = 31 ôèêñèðàíè òî÷êè, ò.e f ≥ 31. Íî çà f ≥ 31

èìà ïîâå÷å îò 16 ôèêñèðàíè áëîêà ñ k = 31 ôèêñèðàíè òî÷êè, êîåòî å íåâúçìîæíî,

çàùîòî çà âñÿêà äâîéêà òî÷êè íà äèçàéíà èìà 16 áëîêà, êîèòî íå ñà èíöèäåíòíè ñ

íèêîÿ îò äâåòå òî÷êè.

b) Ðàçãëåæäàìå p = 17, 19, 23, 29. Äîïóñêàìå, ÷å ñúùåñòâóâà àâòîìîðôèçúì

îò ðåä p, ôèêñèðàù f ≥ 63 mod p òî÷êè. Â òàêúâ ñëó÷àé ôèêñèðàí áëîê ìîæå äà

ñúäúðæà òî÷êèòå íà 0 èëè 1 íåôèêñèðàíà òî÷êîâà îðáèòà è, ñúîòâåòíî, k èëè k−p
ôèêñèðàíè òî÷êè. Íî λ = 15 è ïîðàäè òîâà òî÷êèòå íà âñÿêà íåòðèâèàëíà òî÷êîâà

îðáèòà òðÿáâà äà ñå ñúäúðæàò â íàé-ìíîãî åäèí ôèêñèðàí áëîê. Ïî ïîäîáåí íà a)

íà÷èí ñëåäâà, ÷å èìà ïîâå÷å îò 16 ôèêñèðàíè áëîêà ñ k = 31 ôèêñèðàíè òî÷êè,

êîåòî å íåâúçìîæíî.

Òåîðåìà 2.6.2. Aâòîìîðôèçúì îò ðåä 5 ía 2-(63,31,15) äèçàéí ôèêñèðà 3 òî÷êè

è 3 áëîêà.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîïóñêàìå, ÷å 2-(63,31,15) äèçàéí ïðèòåæàâà àâòîìîðôèçúì îò

ðåä 5, ôèêñèðàù ïîâå÷å îò 3 òî÷êè è áëîêà. Aâòîìîðôèçúì ía ñèìåòðè÷åí äè-

çàéí ìîæå äà ôèêñèðà íå ïîâå÷å îò ïîëîâèíàòà òî÷êè [50], [87], [161]. Çàòîâà

61



f = 8, 13, 18, 23, 28. Íåêà w = (63− f)/5 å áðîÿ íà íåòðèâèàëíèòå òî÷êîâè/áëîêîâè

îðáèòè. Ñúêðàòåíàòà ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò íà D å: A1,1 A1,2 . . . A1,w

A2,1 A2,2 . . . A2,w

. . . . . . . . . . . .
Aw,1 Aw,2 . . . Aw,w


êúäåòî Ai,j, i, j = 1, 2, ..., w ñà öèðêóëàíòè îò ðåä 5. Íåêà ni,j, i, j = 1, 2, . . . w, å

áðîÿò íà 1-öèòå â ðåä íà Ai,j, si - áðîÿò íà ôèêñèðàíèòå áëîêîâå, êîèòî ñà èíöèäåí-

òíè ñ òî÷êèòå íà i-òàòà íåòðèâèàëíà òî÷êîâà îðáèòà, à si1,i2 - áðîÿò íà ôèêñèðàíèòå

áëîêîâå, ñúäúðæàùè äâîéêàòà òî÷êîâè îðáèòè (i1, i2). Ñëåäâàò ðàâåíñòâà, êîèòî

ñà â ñèëà çà ìàòðèöàòà N = (ni,j)w×w

w∑
j=1

ni,j = 31− si, i = 1, 2, ..., w (2.4)

w∑
j=1

n2
i,j = 91− 5si, i = 1, 2, ..., w (2.5)

w∑
i=1

ni1,jni2,j = 75− 5si1,i2 , i1, i2 = 1, 2, ..., w, i1 6= i2 (2.6)

Ñèñòåìàòà íÿìà öåëî÷èñëåíè ðåøåíèÿ.

Áåç çàãóáà íà îáùíîñò èçáèðàìå äèçàéíèòå äà ïðèòåæàâàò àâòîìîðôèçúì α

îò ðåä 5, êîéòî äåéñòâà íà òî÷êèòå è áëîêîâåòå ñ ïåðìóòàöèÿòà:

(1, 2, 3, 4, 5)(6, 7, 8, 9, 10)...(56, 57, 58, 59, 60)(61)(62)(63).

Äèçàéíúò èìà ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò, êîÿòî ìîæåì äà ïðåäñòàâèì ÷ðåç

÷åòèðè ïîäìàòðèöè: (
A H
F C

)
,

êúäåòî A = (aij)12×12 å ñúêðàòåíàòà ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò. Íåéíèòå åëåìåíòè

ñà öèðêóëàíòè aij îò ðåä 5. Ìàòðèöèòå H, F , è C ñúîòâåòñòâàò íà ôèêñèðàíèòå îò

α åëåìåíòè. Ïðèìåð çà òàêúâ äèçàéí å ïðåäñòàâåí íà ôèãóðà 2.1.

Áåç çàãóáà íà îáùíîñò çàäàâàìå

C =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Âñåêè åëåìåíò fij oò F å p = (1, 1, 1, 1, 1) àêî i-òàòà ôèêñèðàíà òî÷êà å â áëîêîâåòå

íà j-òàòà íåôèêñèðàíà áëîêîâà îðáèòà è o = (0, 0, 0, 0, 0) â ïðîòèâåí ñëó÷àé. Çà F

èìà 4 âúçìîæíîñòè:
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Ôèãóðà 2.1: Öèðêóëàíòíà ñòðóêòóðà íà 2-(63,31,15) äèçàéí ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 5
10000 11001 10110 10000 11001 10110 10000 10110 11001 10000 10110 11001 111
01000 11100 01011 01000 11100 01011 01000 01011 11100 01000 01011 11100 111
00100 01110 10101 00100 01110 10101 00100 10101 01110 00100 10101 01110 111
00010 00111 11010 00010 00111 11010 00010 11010 00111 00010 11010 00111 111
0 0001 10011 01101 00001 10011 01101 00001 01101 10011 00001 01101 10011 111

10110 10000 11001 10110 10000 11001 11001 10000 10110 11001 10000 10110 111
01011 01000 11100 01011 01000 11100 11100 01000 01011 11100 01000 01011 111
10101 00100 01110 10101 00100 01110 01110 00100 10101 01110 00100 10101 111
11010 00010 00111 11010 00010 00111 00111 00010 11010 00111 00010 11010 111
0 1101 00001 10011 01101 00001 10011 10011 00001 01101 10011 00001 01101 111

11001 10110 10000 11001 10110 10000 10110 11001 10000 10110 11001 10000 111
11100 01011 01000 11100 01011 01000 01011 11100 01000 01011 11100 01000 111
01110 10101 00100 01110 10101 00100 10101 01110 00100 10101 01110 00100 111
00111 11010 00010 00111 11010 00010 11010 00111 00010 11010 00111 00010 111
1 0011 01101 00001 10011 01101 00001 01101 10011 00001 01101 10011 00001 111

10000 11001 10110 01111 00110 01001 01111 00110 01001 10000 11001 10110 100
01000 11100 01011 10111 00011 10100 10111 00011 10100 01000 11100 01011 100
00100 01110 10101 11011 10001 01010 11011 10001 01010 00100 01110 10101 100
00010 00111 11010 11101 11000 00101 11101 11000 00101 00010 00111 11010 100
0 0001 10011 01101 11110 01100 10010 11110 01100 10010 00001 10011 01101 100

10110 10000 11001 01001 01111 00110 01001 01111 00110 10110 10000 11001 100
01011 01000 11100 10100 10111 00011 10100 10111 00011 01011 01000 11100 100
10101 00100 01110 01010 11011 10001 01010 11011 10001 10101 00100 01110 100
11010 00010 00111 00101 11101 11000 00101 11101 11000 11010 00010 00111 100
0 1101 00001 10011 10010 11110 01100 10010 11110 01100 01101 00001 10011 100

11001 10110 10000 00110 01001 01111 00110 01001 01111 11001 10110 10000 100
11100 01011 01000 00011 10100 10111 00011 10100 10111 11100 01011 01000 100
01110 10101 00100 10001 01010 11011 10001 01010 11011 01110 10101 00100 100
00111 11010 00010 11000 00101 11101 11000 00101 11101 00111 11010 00010 100
1 0011 01101 00001 01100 10010 11110 01100 10010 11110 10011 01101 00001 100

01111 00110 01001 10000 11001 10110 01111 00110 01001 10000 11001 10110 010
10111 00011 10100 01000 11100 01011 10111 00011 10100 01000 11100 01011 010
11011 10001 01010 00100 01110 10101 11011 10001 01010 00100 01110 10101 010
11101 11000 00101 00010 00111 11010 11101 11000 00101 00010 00111 11010 010
1 1110 01100 10010 00001 10011 01101 11110 01100 10010 00001 10011 01101 010

01001 01111 00110 10110 10000 11001 01001 01111 00110 10110 10000 11001 010
10100 10111 00011 01011 01000 11100 10100 10111 00011 01011 01000 11100 010
01010 11011 10001 10101 00100 01110 01010 11011 10001 10101 00100 01110 010
00101 11101 11000 11010 00010 00111 00101 11101 11000 11010 00010 00111 010
1 0010 11110 01100 01101 00001 10011 10010 11110 01100 01101 00001 10011 010

00110 01001 01111 11001 10110 10000 00110 01001 01111 11001 10110 10000 010
00011 10100 10111 11100 01011 01000 00011 10100 10111 11100 01011 01000 010
10001 01010 11011 01110 10101 00100 10001 01010 11011 01110 10101 00100 010
11000 00101 11101 00111 11010 00010 11000 00101 11101 00111 11010 00010 010
0 1100 10010 11110 10011 01101 00001 01100 10010 11110 10011 01101 00001 010

01111 00110 01001 01111 00110 01001 10000 10110 11001 10000 10110 11001 001
10111 00011 10100 10111 00011 10100 01000 01011 11100 01000 01011 11100 001
11011 10001 01010 11011 10001 01010 00100 10101 01110 00100 10101 01110 001
11101 11000 00101 11101 11000 00101 00010 11010 00111 00010 11010 00111 001
1 1110 01100 10010 11110 01100 10010 00001 01101 10011 00001 01101 10011 001

01001 01111 00110 01001 01111 00110 11001 10000 10110 11001 10000 10110 001
10100 10111 00011 10100 10111 00011 11100 01000 01011 11100 01000 01011 001
01010 11011 10001 01010 11011 10001 01110 00100 10101 01110 00100 10101 001
00101 11101 11000 00101 11101 11000 00111 00010 11010 00111 00010 11010 001
1 0010 11110 01100 10010 11110 01100 10011 00001 01101 10011 00001 01101 001

00110 01001 01111 00110 01001 01111 10110 11001 10000 10110 11001 10000 001
00011 10100 10111 00011 10100 10111 01011 11100 01000 01011 11100 01000 001
10001 01010 11011 10001 01010 11011 10101 01110 00100 10101 01110 00100 001
11000 00101 11101 11000 00101 11101 11010 00111 00010 11010 00111 00010 001
0 1100 10010 11110 01100 10010 11110 01101 10011 00001 01101 10011 00001 001

11111 11111 11111 00000 00000 00000 00000 00000 00000 11111 11111 11111 100
00000 00000 00000 11111 11111 11111 00000 00000 00000 11111 11111 11111 010
0 0000 00000 00000 00000 00000 00000 11111 11111 11111 11111 11111 11111 001

63



a =

 p p p p p p o o o o o o
p p p o o o p p p o o o
p p p o o o o o o p p p

 b =

 p p p p p p o o o o o o
p p p o o o p p p o o o
o o o p p p p p p o o o



c =

 p p p p p p o o o o o o
p p p o o o p p p o o o
p o o p p o p p o p o o

 d =

 p p p p p p o o o o o o
p p p o o o p p p o o o
p p o p o o p o o p p o


×åòèðèòå âúçìîæíîñòè çà H ñå çàäàâàò ñ òðàíñïîíèðàíèòå íà ãîðíèòå ìàò-

ðèöè. Èìà 16 íà÷èíà çà êîìáèíèðàíå íà ìàòðèöèòå H è F , íî äèçàéíúò å ñè-

ìåòðè÷åí è çàòîâà îñòàâàò ñàìî 10 îò òÿõ: (a, aT ), (a, bT ), (a, cT ), (a, dT ), (b, bT ),

(b, cT ),(b, dT ), (c, cT ), (c, dT ), (d, dT ). Ïðè ðàçëè÷íèòå âúçìîæíîñòè çà ôèêñèðàíàòà

÷àñò óñëîâèÿòà, íà êîèòî òðÿáâà äà îòãîâàðÿò öèðêóëàíòèòå îò A ñà ðàçëè÷íè. Íå-

êà mi,j, i, j = 1, 2, . . . 12, å áðîÿ íà 1-öèòå â ðåä íà ai,j, si - áðîÿ íà ôèêñèðàíèòå

áëîêîâå, êîèòî ñà èíöèäåíòíè ñ òî÷êèòå íà i-òàòà íåòðèâèàëíà òî÷êîâà îðáèòà, à

si1,i2 - áðîÿ íà ôèêñèðàíèòå áëîêîâå, ñúäúðæàùè äâîéêàòà òî÷êîâè îðáèòè (i1, i2).

Äîëíèòå ðàâåíñòâà ñà â ñèëà çà ñúêðàòåíàòà îðáèòíà ìàòðèöà M = (mi,j)12×12.

12∑
j=1

mi,j = 31− si, i = 1, 2, ..., 12 (2.7)

12∑
j=1

m2
i,j = 91− 5si, i = 1, 2, ..., 12 (2.8)

12∑
i=1

mi1,jmi2,j = 75− 5si1,i2 , i1, i2 = 1, 2, ..., 12, i1 6= i2 (2.9)

Ïúðâî ïîñòðîÿâàìå âñè÷êè íååêâèâàëåíòíè ðåøåíèÿ çàM ïðè âñè÷êèòå äåñåò

ñëó÷àÿ çà ôèêñèðàíàòà ÷àñò. Ïîíåæå èñêàìå äèçàéíèòå äà èìàò íå ñàìî àâòîìîð-

ôèçúì îò ðåä 5, à è îò ðåä 2, ñå îêàçâà, ÷å êîíñòðóèðàíåòî íà íååêâèâàëåíòíè

ðåøåíèÿ çà M å ìíîãî ïî-áàâíî îò ðàçøèðÿâàíåòî èì äî 2-(63,31,15) äèçàéíè. Â

òðè îò ñëó÷àèòå íÿìà îðáèòíè ìàòðèöè - (b, bT ), (b, cT ), (b, dT ). Â ñëó÷àè (c, dT ) è

(d, dT ) íå îòñÿâàìå âñè÷êè åêâèâàëåíòíè ìàòðèöè, çàùîòî ñà òâúðäå ìíîãî, à ãî-

ëÿìàòà ÷àñò îò òÿõ íå âîäÿò äî äèçàéíè è å ïî-áúðçî äà ãè îòõâúðëÿìå ïî òàçè

ïðè÷èíà. Áðîÿò íà ïîñòðîåíèòå íååêâèâàëåíòíè ñúêðàòåíè îðáèòíè ìàòðèöè çà

ðàçëè÷íèòå ñëó÷àè å: (a, aT ) - 2616, (a, bT ) - 4801, (a, cT ) - 69581, (a, dT ) - 69581,

(b, bT ) - 0, (b, cT ) - 0, (b, dT ) - 0, (c, cT ) - 87216, (c, dT ) - íàé-ìàëêî 90000 è (d, dT ) -

íàé-ìàëêî 90000.

Äèåäðàëíàòà ãðóïà îò ðåä 10 (D10) å ãðóïàòà îò ñèìåòðèèòå íà ïðàâèëåí ïå-

òîúãúëíèê. Òÿ âêëþ÷âà 4 ïåðìóòàöèè îò ðåä 5: α1 = (1, 2, 3, 4, 5), α2 = (1, 3, 5, 2, 4),

α3 = (1, 4, 2, 5, 3), α4 = (1, 5, 4, 3, 2), 5 ïåðìóòàöèè îò ðåä 2: β1 = (1)(2, 5)(3, 4),

β2 = (1, 3)(2)(4, 5), β3 = (1, 5)(2, 4)(3), β4 = (1, 2)(3, 5)(4) è β5 = (1, 4)(2, 3)(5) è
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èäåíòèòåòà (1)(2)(3)(4)(5). Ãðóïàòà ñå ãåíåðèðà îò âñÿêà äâîéêà îò åäíà ïåðìóòà-

öèÿ îò ðåä 5 è åäíà îò ðåä 2, íàïðèìåð îò α1 è β3. Èìà 31 öèðêóëàíòè îò ðåä 5,

íî ñïðÿìî ïåðìóòàöèÿ βn (n = 1, . . . 5) êàêòî íà ðåäîâåòå, òàêà è íà ñòúëáîâåòå, ñà

èíâàðèàíòíè ñàìî 7 öèðêóëàíòè, êîèòî ñà ñèìåòðè÷íè îòíîñíî ãëàâíèÿ äèàãîíàë.

Çà âñÿêà äðóãà öèðêóëàíòà îò ðåä 5 ñúùåñòâóâàò ïåðìóòàöèè íà íåéíèòå ðåäî-

âå è ñòúëáîâå, êîèòî ÿ èçîáðàçÿâàò â íÿêîÿ îò ñåäåìòå ñèìåòðè÷íè öèðêóëàíòè.

Ñèìåòðè÷íèòå öèðêóëàíòè îò ðåä 5 ñà:

1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1

Àêî ïðèëîæèì βn (n = 1, . . . 5) åäíîâðåìåííî íà ðåäîâåòå è ñòúëáîâåòå íà íÿ-

êîÿ îò òåçè ñèìåòðè÷íè öèðêóëàíòè, òî òÿ îñòàâà íåïðîìåíåíà. Àêî ïðèëîæèì βn
íà ðåäîâåòå íà íåñèìåòðè÷íà öèðêóëàíòà, òî ñúùåñòâóâà βm ∈ D10, êîåòî ìîæåì äà

ïðèëîæèì íà ñòúëáîâåòå, çà äà îñòàíå òÿ íåïðîìåíåíà. Íàïðèìåð, äà ðàçãëåäàìå

öèðêóëàíòàòà

0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
1 0 0 1 0
0 1 0 0 1
1 0 1 0 0

Òÿ ñå çàïàçâà îò ñëåäíèòå 5 äâîéêè ïåðìóòàöèè íà ðåäîâå(r) è ñòúëáîâå(c):
r (1)(2, 5)(3, 4), c (1, 5)(2, 4)(3); r (1, 3)(2)(4, 5), c (1, 2)(3, 5)(4); r (1, 5)(2, 4)(3), c (1, 4)(2, 3)(5);
r (1, 2)(3, 5)(4), c (1)(2, 5)(3, 4); r (1, 4)(2, 3)(5), c (1, 3)(2)(4, 5).

Ðàçãëåæäàìå öèðêóëàíòíàòà ñòðóêòóðà íà 2-(63,31,15) äèçàéí ñ àâòîìîðôèç-
ìè îò ðåä 5 îò ôèãóðà 2.1. Ñ ïåðìóòàöèè íà ðåäîâå è ñòúëáîâå íà ìàòðèöàòà íà
èíöèäåíòíîñò íà äèçàéíà ìîæåì äà íàïðàâèì ñèìåòðè÷íè âñè÷êè öèðêóëàíòè â
åäèí öèðêóëàíòåí ðåä è åäèí öèðêóëàíòåí ñòúëá. Çàòîâà áåç çàãóáà íà îáùíîñò
ùå ðàçãëåæäàìå ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò, çà êîÿòî a1,j è ai,1 ñà ñèìåòðè÷íè öèð-
êóëàíòè, i, j = 1, 2, ..., 12.

Äà ïðèëîæèì ïåðìóòàöèÿ ϕ íà ðåäîâåòå íà òàêàâà ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò è
íåêà ϕ ðàçìåñòâà ïúðâèòå ïåò òî÷êè (ïúðâèÿ ðåä îò ñèìåòðè÷íè öèðêóëàíòè a1,j )
ñïîðåä βn. Äà ðàçãëåäàìå êàòî ïðèìåð n = 3, βn = β3 = (1, 5)(2, 4)(3). Äâàíàäåñåòòå
öèðêóëàíòè a1,j ìîãàò äà îñòàíàò ñúùèòå àêî ïðèëîæèì βn íà ñòúëáîâåòå èì, ò.e.
àêî íà ñòúëáîâåòå íà ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò ïðèëîæèì

φ = (1, 5)(2, 4)(3)(6, 10)(7, 9)(8)...(56, 60)(57, 59)(58)(61)(62)(63).
Ïî òîçè íà÷èí íà ñèìåòðè÷íèòå öèðêóëàíòè ai,1 îò ïúðâèÿ öèðêóëàíòåí ñòúëá

ïðèëàãàìå βn è òå ìîãàò äà îñòàíàò ñúùèòå, àêî ïðèëîæèì βn è íà ðåäîâåòå èì,
ò.å. íà ðåäîâåòå íà ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò ïðèëàãàìå

ϕ = (1, 5)(2, 4)(3)(6, 10)(7, 9)(8) ... (56, 60)(57, 59)(58)(61)(62)(63).
Ñ ϕ íà ðåäîâåòå è φ íà ñòúëáîâåòå, âñúùíîñò ïðèëàãàìå βn íà ðåäîâåòå è

ñòúëáîâåòå íà âñè÷êè öèðêóëàíòè ai,j, i, j = 1, 2, ..., 12, è òå íÿìà äà ñå ïðîìå-
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íÿò, ñàìî àêî âñè÷êèòå ñà ñèìåòðè÷íè. Àêî òîâà å òàêà, äèçàéíúò å èíâàðèàíòåí
îòíîñíî D10, ãåíåðèðàíà îò àâòîìîðôèçìà α îò ðåä 5 è àâòîìîðôèçìà ϕ îò ðåä 2.

Çàòîâà, çà äà êîíñòðóèðàìå äèçàéíè, èíâàðèàíòíè îòíîñíî D10, çàìåñòâàìå
åëåìåíòèòå íà ñúêðàòåíèòå îðáèòíè ìàòðèöè ñïðÿìî àâòîìîðôèçúì îò ðåä 5 ñúñ
ñèìåòðè÷íè öèðêóëàíòè. Òÿõíàòà ñèìåòðèÿ îáóñëàâÿ íàëè÷èåòî íà àâòîìîðôèçúì
ϕ îò ðåä 2.

2.6.3 Êëàñèôèêàöèÿ íà Àäàìàðîâèòå äèçàéíè - îòñÿâàíå íà íåðàçøè-
ðèìèòå îðáèòíè ìàòðèöè

Ïîâå÷åòî ñúêðàòåíè îðáèòíè ìàòðèöè íå ñà ðàçøèðèìè äî èíâàðèàíòíè îò-
íîñíî D10 äèçàéíè. Â òîçè êîíêðåòåí ñëó÷àé ïðè èçïîëçâàíå íà àëãîðèòúìà, îïè-
ñàí â ðàçäåë 1.2.5, íàìèðàíåòî íà îðáèòíèòå ìàòðèöè å èç÷èñëèòåëíî ïî-òåæêàòà
çàäà÷à, à ðàçøèðÿâàíåòî èì äî äèçàéíè - ïî-ëåêàòà. Çàòîâà îùå ïðè êîíñòðóè-
ðàíåòî íà îðáèòíèòå ìàòðèöè ïðèëàãàìå òåñò çà ðàçøèðèìîñò äî äèçàéíè è òàêà
îòñÿâàìå ãîëÿìàòà ÷àñò îò òÿõ. Áðîÿò íà îðáèòíèòå ìàòðèöè, êîèòî ñà ðàçøèðèìè
äî äèçàéíè, å: (a, aT ) - 139, (a, bT ) - 114, (a, cT ) - 544, (a, dT ) - 542, (c, cT ) - 367,
(c, dT ) - 345, (d, dT ) - 57. Ãðóïèòå îò àâòîìîðôèçìè íà ïîëó÷åíèòå íåèçîìîðôíè
äèçàéíè ñà ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöà 2.6.

Òàáëèöà 2.6: Ðåä íà ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè íà Àäàìàðîâèòå 2-(63,31,15)
äèçàéíè, èíâàðèàíòíè îòíîñíî äèåäðàëíàòà ãðóïà îò ðåä 10

ðåä íà ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè ñàìîäóàëíè íåñàìîäóàëíè âñè÷êè
10 = 10 48 5576 5624
20 = 10.2 17 1316 1333
30 = 10.3 3 144 147
40 = 10.22 - 74 74
60 = 10.3.2 15 254 269
120 = 10.3.22 10 52 62
160 = 10.24 - 6 6
180 = 10.32.2 - 4 4
320 = 10.25 3 658 661
360 = 10.32.22 1 2 3
640 = 10.26 - 60 60
960 = 10.3.25 - 20 20
1920 = 10.3.26 3 42 45
5760 = 10.32.26 - 2 2
10240 = 10.210 - 2 2
15360 = 10.3.29 1 - 1
30720 = 10.3.210 1 4 5
92160 = 10.32.210 1 4 5

1105920 = 10.33.212 - 4 4
30965760 = 10.7.33.214 - 2 2

20158709760 = 10.31.72.34.214 1 - 1
Âñè÷êè 104 8226 8330

Îáùèÿò áðîé íà êîíñòðóèðàíèòå 2-(63,31,15) äèçàéíè å 8330 (104 ñàìîäóàëíè),
êàòî îò (a, aT ) - 398 (27 ñàìîäóàëíè), îò (a, bT ) - 798, îò (a, cT ) - 2680, îò (a, dT ) -
2680, îò (c, cT ) - 841(61 ñàìîäóàëíè), îò (c, dT ) - 852 è îò (d, dT ) - 80(16 ñàìîäóàëíè).
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2.6.4 Êëàñèôèêàöèÿ íà Àäàìàðîâèòå ìàòðèöè - íàìèðàíå íà êëàñîâåòå
íà åêâèâàëåíòíîñò

Êúì ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò íà âñåêè 2-(63,31,15) äèçàéí äîáàâÿìå ðåä è
ñòúëá, ñúñòîÿùè ñå ñàìî îò åäèíèöè (îçíà÷àâàìå ãè ðåä 0 è ñòúëá 0). Êàòî çàìåíèì
0-òå ñ −1 ïîëó÷àâàìå ñúîòâåòíàòà íà òîçè äèçàéí Àäàìàðîâà ìàòðèöà îò ðåä 64.

×ðåç çàìÿíà íà ðåäîâå è ñòúëáîâå ñ òåõíèòå îáðàòíè ïðàâèì òàêà, ÷å ðåä i
(i = 0, 61, 62, 63) è ñòúëá j (j = 0, 61, 62, 63) äà ñúäúðæàò ñàìî åäèíèöè. Êàòî ìàõ-
íåì åäèíè÷íèòå ðåä è ñòúëá è çàìåíèì −1 ñ 0 ïîëó÷àâàìå Àäàìàðîâ 2-(63,31,15)
äèçàéí. Òàêà íàìèðàìå øåñòíàäåñåò 2-(63,31,15) äèçàéíà ñ êîíñòðóêòèâíèòå àâòî-
ìîðôèçìè, êîèòî ñà ðàçøèðèìè äî åäíà è ñúùà Àäàìàðîâà ìàòðèöà. Ñðàâíÿâàéêè
òåçè ñúâêóïíîñòè îò ïî 16 äèçàéíà, îòäåëÿìå åêâèâàëåíòíèòå Àäàìàðîâè ìàòðèöè.
Îñòàâàò 1691 ìàòðèöè. Ñëåä òîâà ïðåñìÿòàìå èíâàðèàíòèòå Im1 (îò ðàçäåë 2.4),
êîèòî ãè ðàçáèâàò íà 1679 êëàñà. Çà Àäàìàðîâèòå ìàòðèöè îò êëàñîâå ñ ïîâå÷å îò
åäíà ìàòðèöà, íàìèðàìå è èíâàðèàíòèòå Im2 (ðàçäåë 2.4), êîèòî ñà ðàçëè÷íè çà
âñè÷êè òÿõ. Òîâà ïîêàçâà, ÷å òåçè 1691 Àäàìàðîâè ìàòðèöè (39 ñàìîäóàëíè è 826
äâîéêè äóàëíè ìàòðèöè) ñà íååêâèâàëåíòíè. Â Òàáëèöà 2.7 å ïðåäñòàâåíà òÿõíàòà
êëàñèôèêàöèÿ ñïîðåä ðåäà íà ïúëíèòå èì ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè, êîèòî ñà ïðåñ-
ìåòíàòè ñ ïðîãðàìà íà Bouyukliev [36]. Ñúùàòà ïðîãðàìà èçïîëçâàõìå è çà äðóãà
ïðîâåðêà íà íååêâèâàëåíòíîñòòà íà òåçè Àäàìàðîâè ìàòðèöè.

2.6.5 Ñúîòâåòíèòå àôèííè 2-(64,16,5) äèçàéíè è õèïîòåçàòà íà Õàìàäà

Êîíñòðóêöèÿòà íà Rahilly [205] ñâúðçâà àôèíåí 2− (16m, 4m, (4m− 1)/3) äè-
çàéí d ñ Àäàìàðîâ 2 − (16m − 1, 8m − 1, 4m − 1) äèçàéí D, ÷èéòî äóàëåí äèçàéí
D∗ èìà ñïðåä îò ïðàâè è ïðàâèòå ñà ñ ðàçìåð 3.

Êîíñòðóêöèÿ 1. Èçáèðàìå òî÷êà w îò d è ðàçãëåæäàìå êàòî òî÷êè íàD âñè÷êè
òî÷êè oò d áåç w. Âñåêè ïàðàëåëåí êëàñ C íà d çàäàâà òðè áëîêà oò D êàêòî ñëåäâà:
Íåêà B0 å áëîê îò d îò ïàðàëåëíèÿ êëàñ C, ñúäúðæàù w. Çà âñåêè áëîê B îò d
òàêúâ, ÷å B ∈ C è w /∈ B, äåôèíèðàìå áëîê îò D êàòî B ∪B0 − {w}.

Îáðàòíîòî, àêî D å ñèìåòðè÷åí 2 − (16m − 1, 8m − 1, 4m − 1) äèçàéí, ÷èéòî
äóàëåí äèçàéí D∗ èìà ñïðåä S îò ïðàâè, äåôèíèðàìå àôèíåí 2− (16m, 4m, (4m−
1)/3) äèçàéí d êàêòî ñëåäâà.

Êîíñòðóêöèÿ 2. Tî÷êîâîòî ìíîæåñòâî íà d ñúäúðæà òî÷êèòå oò D ïëþñ åäíà
íîâà òî÷êà w. Íåêà B1, B2, B3 ñà òðè áëîêà îò D, êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà ïðàâà â
D∗ îò ñïðåäà S. Íåêà M = B1 ∩B2 ∩B3. Òîãàâà äåôèíèðàìå ïàðàëåëåí êëàñ C íà
d, êîéòî ñå ñúñòîè îò ÷åòèðèòå áëîêà B′1 = B1 −M , B′2 = B2 −M , B′3 = B3 −M ,
B′4 = M ∪ {w}.

Äà ðàçãëåäàìå 2-ðàíãîâåòå íà D è d. Íåêà a å ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò
íà d, a A � ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò íà D ñ åäèí äîïúëíèòåëåí ðåä ñàìî îò
åäèíèöè. Ïîíåæå ñòúëáîâåòå íà A ñà ñóìè (íàä GF(2)) îò ñòúëáîâå íà a, 2-ðàíãà
íà D å íå ïî-ãîëÿì îò 2-ðàíãà íà d [235].

Îòòóê íàòàòúê ñ D è D∗ îçíà÷àâàìå 2-(63,31,15) äèçàéí è íåãîâèÿ äóàëåí, à ñ
d - ñúîòâåòíèÿ 2-(64,16,5) äèçàéí. Èìà äâà ãåîìåòðè÷íè äèçàéíà ñ òåçè ïàðàìåòðè,
ò.e. åäèí 2-(63,31,15), ïîëó÷åí îò PG(5,2) è åäèí 2-(64,16,5), ïîëó÷åí îò AG(3,4).
Èçâåñòíè ñà òðè 2-(64,16,5) äèçàéíà ñ ìèíèìàëåí ðàíã 16. Èñêàìå äà ïðîâåðèì
äàëè îùå òàêèâà äèçàéíè íå ìîãàò äà áúäàò ïîëó÷åíè îò êëàñèôèöèðàíèòå îò íàñ
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Òàáëèöà 2.7: Ðåä íà ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà Àäàìàðîâèòå ìàòðèöè
îò ðåä 64, èíâàðèàíòíè îòíîñíî äèåäðàëíàòà ãðóïà îò ðåä 10

ðåä íà ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè ñàìîäóàëíè íåñàìîäóàëíè âñè÷êè
20 = 10.2 1 32 33
40 = 10.22 3 210 213
60 = 10.3.2 0 32 32
80 = 10.23 2 338 340
120 = 10.3.22 6 14 20
160 = 10.24 2 238 240
240 = 10.3.23 0 48 48
320 = 10.25 0 84 84
360 = 10.32.22 0 8 8
480 = 10.3.24 4 74 78
640 = 10.26 0 60 60
960 = 10.3.25 1 44 45
1280 = 10.27 1 116 117
1920 = 10.3.26 1 30 31
2560 = 10.28 1 92 93
2880 = 10.32.25 0 2 2
3840 = 10.3.27 1 26 27
5120 = 10.29 0 34 34
5760 = 10.32.26 2 10 12
7680 = 10.3.28 1 24 25
10240 = 10.210 0 12 12
15360 = 10.3.29 2 14 16
20480 = 10.211 0 2 2
23040 = 10.32.28 1 0 1
30720 = 10.3.210 0 4 4
40960 = 10.212 0 8 8
61440 = 10.3.211 2 2 4
81920 = 10.213 0 12 12
122880 = 10.3.212 2 6 8
163840 = 10.214 0 16 16
184320 = 10.32.211 1 0 1
245760 = 10.3.213 2 12 14
327680 = 10.215 0 4 4
491520 = 10.3.214 1 12 13
737280 = 10.32.213 0 4 4
983040 = 10.3.215 0 12 12
2621440 = 10.218 0 2 2
2949120 = 10.32.215 0 2 2
3932160 = 10.3.217 0 2 2
7864320 = 10.3.218 0 4 4

566231040 = 10.33.221 0 2 2
754974720 = 10.32.223 1 0 1
9059696640 = 10.33.225 0 2 2
15854469120 = 10.7.33.223 0 2 2

165140150353920 = 10.31.72.34.227 1 0 1
Âñè÷êè 39 1652 1691
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Àäàìàðîâè äèçàéíè. Ïîíåæå íè èíòåðåñóâàò ñàìî àôèííè 2-(64,16,5) äèçàéíè ñ
ìèíèìàëåí ðàíã (16), ïúðâî íàìèðàìå 2-ðàíãà íà ïîëó÷åíèòå 2-(63,31,15) äèçàéíè.
Èìà 920 äèçàéíà ñ 2-ðàíã íàé-ìíîãî 16, ñðåä òÿõ: 1 äèçàéí ñ ðàíã 7(PG(5, 2)), 6 ñ
ðàíã 8, 13 ñ ðàíã 11, 151 ñ ðàíã 12, 111 ñ ðàíã 13, 16 ñ ðàíã 14, 36 îò ðàíã 15 è 586 ñ
ðàíã 16. Ñ êîíñòðóêöèÿòà íà Rahilly ïðîâåðÿâàìå äàëè îò òåçè äèçàéíè ìîãàò äà
áúäàò ïîëó÷åíè 2-(64,16,5) äèçàéíè ñ ðàíã íå ïîâå÷å îò 16. Íàìèðàìå äâà òàêèâà
2-(64,16,5) äèçàéíà, ñúîòâåòñòâàùè íà Àäàìàðîâè 2-äèçàéíè ñ ðàíãîâå 7(PG(5, 2))
è 8 (ñ ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè îò ðåä 1105920), ò.e. íàìèðàìå ñàìî èçâåñòíèòå
ïðèìåðè. Ïî-äîëó îïèñâàìå íàêðàòêî àëãîðèòúìà, ñ êîéòî ïðàâèì òîâà.

2.6.6 Àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà 2-(64,16,5) äèçàéíè ñ ìèíèìàëåí ðàíã
îò Àäàìàðîâè 2-(63,31,15) äèçàéíè

Çàäà÷àòà ñâåæäàìå äî ïîñòðîÿâàíåòî íà ñïðåäîâå îò ïðàâè íàD∗ ñ ìèíèìàëåí
ðàíã. Âõîäíèòå äàííè âêëþ÷âàò:

- ðàíãà R íà Àäàìàðîâèÿ äèçàéí;
- ñèñòåìà S îò R ëèíåéíî íåçàâèñèìè âåêòîðà (ñòúëáîâå íà A) ñ äúëæèíà 64;
- âñè÷êè, ñúîòâåòñòâàùè íà ïðàâèòå îò D∗, âåêòîðè ñ äúëæèíà 64 è òåãëî

16, ïîëó÷åíè êàòî ñå÷åíèå íà òðè ñòúëáà íà A. Ìàêñèìàëíèÿò áðîé ïðàâè å 651
(äîñòèãíàò ïðè ãåîìåòðè÷íèÿ äèçàéí ñ ðàíã 7).

- çà âñÿêà òî÷êà íà D∗ (áëîê íà D): áðîÿ íà ïðàâèòå, êîèòî ÿ ñúäúðæàò (íàé-
ìíîãî 31 çà òåçè ïàðàìåòðè), êàòî ïîäðåæäàìå òî÷êèòå ñïîðåä òîçè áðîé.

Îïèñàíèå íà àëãîðèòúìà:

1. Ïîäðåæäàìå òî÷êèòå íà D∗ ñïîðåä áðîÿ íà ïðàâèòå, êîèòî ãè ñúäúðæàò.

2. Àêî ïúðâàòà òî÷êà íà D∗ íå å â íèòî åäíà ïðàâà, ñïðåä å íåâúçìîæåí è
àëãîðèòúìúò ïðèêëþ÷âà.

3. Ñïðåäà ïîñòðîÿâàìå ñ òúðñåíå ñ âðúùàíå. Íà ïîðåäíàòà ñòúïêà ïðèáàâÿìå
ïðàâà íà D∗, êîÿòî íå ñå ïðåñè÷à ñ íèêîÿ îò ïðàâèòå íà ÷àñòè÷íîòî ðåøåíèå
è ñúäúðæà íàé-ìàëêàòà íåïðèáàâåíà òî÷êà íà D∗.

4. Ñëåä ïðèáàâÿíå íà ïðàâà êúì ñïðåäà, ïðèëàãàìå òåñò çà ìèíèìàëíîñò íà
÷àñòè÷íîòî ðåøåíèå.

5. Ñëåä óñïåøåí òåñò çà ìèíèìàëíîñò, ïðîâåðÿâàìå äàëè ñúîòâåòñòâàùèÿò íà
äîáàâåíàòà ïðàâà âåêòîð ñ òåãëî 16 å ëèíåéíî íåçàâèñèì îò âåêòîðèòå â S è,
àêî å, ãî äîáàâÿìå êúì S.

6. Àêî ðàíãúò íà S ñòàíå ïî-ãîëÿì îò 16, êàêòî è ñëåä íåóñïåøåí òåñò çà ìè-
íèìàëíîñò, ìàõàìå îò ÷àñòè÷íîòî ðåøåíèå ïîñëåäíàòà ïðàâà (è ñúîòâåòíèÿ
âåêòîð îò S, àêî ñìå äîáàâèëè òàêúâ) è îïèòâàìå ñëåäâàùàòà âúçìîæíîñò.

7. Àêî íàìåðèì ñïðåä, ãî çàïèñâàìå è ïðîäúëæàâàìå òúðñåíåòî ñ âðúùàíå.

Ðåçóëòàòèòå â òàçè ÷àñò ñà ñúâìåñòíè ñúñ Çëàòêà Ìàòåâà. Òå ñà ïóáëèêóâàíè
â [T6] è ñà îòðàçåíè â äèñåðòàöèÿòà íà Ìàòåâà çà ïðèñúæäàíå íà íàó÷íàòà è
îáðàçîâàòåëíà ñòåïåí äîêòîð [9].
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Ãëàâà 3

Äèçàéíè ñ àâòîìîðôèçìè îò ìàëêè

ðåäîâå ïðè èçáðîÿâàíå áåç

êîíñòðóèðàíå

Èìà ñëó÷àè, â êîèòî å èçâåñòåí áðîÿò íà âñè÷êè äèçàéíè (çàåäíî ñ èçîìîðô-

íèòå). Òîãàâà ìîæåì äà ïîñòðîèì è èçñëåäâàìå ñàìî äèçàéíèòå ñ íåòðèâèàëíè

àâòîìîðôèçìè (òå ñà ñðàâíèòåëíî ìàëêî) è ïî ïîëó÷åíèòå äàííè çà òÿõ äà íàìå-

ðèì áðîÿ íà íåèçîìîðôíèòå äèçàéíè ñ òðèâèàëåí àâòîìîðôèçúì. Ñðåä äèçàéíèòå

ñ íåòðèâèàëíè àâòîìîðôèçìè íàé-ìíîãî è, ðåñïåêòèâíî, íàé-òðóäíè çà êîíñòðóè-

ðàíå ñà òåçè ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 2 èëè 3. Ïðè òÿõ ïðèëàãàíåòî íà ëîêàëíèÿ

ïîäõîä å çàòðóäíåíî îò òâúðäå ãîëåìèÿ áðîé îðáèòíè ìàòðèöè è ÷åñòî ïúòè â çàâè-

ñèìîñò îò ñïåöèôèêàòà íà çàäà÷àòà ìîæå äà å ïî-äîáðå äà êîíñòðóèðàìå äèðåêòíî

áëîêîâå íà äèçàéíà, èëè ÷àñòè îò òÿõ, áåç äà ìèíàâàìå ïðåç îðáèòíè ìàòðèöè. Íÿ-

êîëêî òàêèâà ñëó÷àÿ ñà îïèñàíè â ðàçäåëè 3.2 è 3.3.

3.1 Èçáðîÿâàíå áåç êîíñòðóèðàíå

Íåêà îçíà÷èì ñ aut ðåäà íà ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìèòå íà äèçàéí ñ äàäåíè

ïàðàìåòðè, à ñ laut áðîÿ íà èçîìîðôíèòå ìó äèçàéíè. Äèçàéíèòå ñ òðèâèàëíà ãðóïà

îò àâòîìîðôèçìè èìàò íàé-ãîëÿì áðîé èçîìîðôíè l1. Çà îñòàíàëèòå å â ñèëà:

laut =
l1
aut

(3.1)

Íåêà çà äàäåíè ïàðàìåòðè îçíà÷èì ñ Nall áðîÿ íà âñè÷êè äèçàéíè, ñ N - áðîÿ íà

âñè÷êè íåèçîìîðôíè äèçàéíè, à ñ Naut áðîÿ íà âñè÷êè íåèçîìîðôíè äèçàéíè ñ

ïúëíà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè îò ðåä aut. Òîãàâà

Nall = l1
∑
aut

Naut

aut
(3.2)

N =
∑
aut

Naut (3.3)
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Àêî êîíñòðóèðàìå âñè÷êè äèçàéíè ñ íåòðèâèàëíè àâòîìîðôèçìè è íàìåðèì

íà÷èí äà îïðåäåëèì Nall , îò 3.2 ìîæåì äà ïðåñìåòíåì áðîÿ N1 íà äèçàéíèòå ñ

òðèâèàëíè àâòîìîðôèçìè, à ïîñëå îò 3.3 è áðîÿ N íà âñè÷êè íåèçîìîðôíè äè-

çàéíè. Òàêúâ ïîäõîä å ïðèëîæåí ïðè äâàòà ñëó÷àÿ, ðàçãëåäàíè â ñëåäâàùèòå äâå

÷àñòè íà íàñòîÿùàòà ãëàâà.

3.2 Óèëñîíîâè Ùàéíåðîâè ñèñòåìè îò òðîéêè îò ðåäîâå 19
è 21

3.2.1 Âúâåäåíèå

Ùàéíåðîâèòå ñèñòåìè îò òðîéêè îò ðåäîâå 19 è 21, êîèòî ñúäúðæàò òðè Ùàé-

íåðîâè ïîäñèñòåìè îò òðîéêè îò ðåä 7 íàðè÷àìå Óèëñîíîâè, çàùîòî ñà ðàçãëåæäà-

íè çà ïðúâ ïúò îò Wilson [249], êîéòî ñ ïîìîùòà íà èçâåñòíè ðåçóëòàòè çà ëàòèíñêè

êâàäðàòè îïðåäåëÿ îáùèÿ èì áðîé è èçâåæäà äîëíè ãðàíèöè çà áðîÿ íà òåõíèòå

êëàñîâå íà èçîìîðôèçúì.

Ùàéíåðîâèòå ñèñòåìè îò òðîéêè îò ðåä n (STS(n)) ñà ñðåä íàé-èçó÷àâàíèòå è

íàé-øèðîêî èçïîëçâàíè äèçàéíè. Ïðåç ìèíàëèÿ âåê áÿõà êëàñèôèöèðàíè âñè÷êè

STS(n) çà n < 19, à ïðåç 2004 Kaski è �Osterg�ard ïóáëèêóâàõà ïúëíàòà êëàñèôèêà-

öèÿ íà STS(19) [150]. Â ìîìåíòà STS(21) ñà ñèñòåìèòå îò íàé-ìàëúê ðåä, êîèòî

âñå îùå íå ñà êëàñèôèöèðàíè. Òå ïðåäñòàâëÿâàò îñîáåí èíòåðåñ è çàùîòî îùå

íå å èçâåñòíî äàëè ñðåä òÿõ èìà äâîéíî-ðàçðåøèìè. Êëàñèôèêàöèè íà ðàçëè÷íè

êëàñîâå STS(21) ñà ïðàâåíè îò ðåäèöà àâòîðè - Mathon, Phelps è Rosa [179], [180],

Tonchev [231], Kapralov è Topalova[143].

Â [T5] å íàïðàâåíà êëàñèôèêàöèÿ íà STS(19) ñ ïîäñèñòåìè îò ðåä 7 è íà

Óèëñîíîâè STS(21). Ðåçóëòàòèòå ñà ïîëó÷åíè ïî íÿêîëêî íà÷èíà, êîåòî îò åäíà

ñòðàíà öåëè ïðîâåðêà íà ðåçóëòàòèòå, à îò äðóãà äàâà âúçìîæíîñò çà èçñëåäâàíå

íà ðàçëè÷íè ñòðàíè íà ïîëó÷åíèòå äèçàéíè. Â ÷àñòíîñò Kaski è �Osterg�ard èçïîëç-

âàò ìîäèôèêàöèÿ íà àëãîðèòúìà, ñ êîéòî êëàñèôèöèðàò âñè÷êè STS(19) â [150],

à íèå ñúñ Çëàòàðñêè ïîñòðîÿâàìå Óèëñîíîâèòå STS(19) è STS(21) ñ âñè÷êè âúç-

ìîæíè àâòîìîðôèçìè îò ïðîñò ðåä è ñëåä òîâà ïðèëàãàìå (3.2) è (3.3). Ïî÷òè

âñè÷êè ðåçóëòàòè ñìå ïîëó÷àâàëè ïàðàëåëíî è äâàìàòà ïî ðàçëè÷íè íà÷èíè èëè

ïîíå ñ ðàçëè÷íè ïðîãðàìíè ðåàëèçàöèè. Òóê ñòàâà âúïðîñ çà àâòîìîðôèçìè îò

ðåä 2 èëè 3, ïðè êàêâèòî ëîêàëíèÿò ïîäõîä íå âèíàãè å äîñòàòú÷íî åôåêòèâåí.

Çàòîâà â ïîâå÷åòî ñëó÷àè ñìå èçïîëçâàëè îñîáåíîñòèòå íà êîíêðåòíàòà çàäà÷à, çà

äà ðåàëèçèðàìå èç÷åðïâàùî òúðñåíå çà êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé. Ïðåäñòàâà çà ïîäõîäà

íè ìîæå äà áúäå ïîëó÷åíà îò ñëåäâàùèòå ðàçäåëè, êúäàòî ñà äàäåíè ïîäðîáíîñ-

òè çà íà÷èíà, ïî êîéòî àâòîðúò å êîíñòðóèðàë äèçàéíèòå â ðàçëè÷íèòå ñëó÷àè.

Îñâåí òîâà ñúñ ñîôòóåð íà àâòîðà (ðàçäåë 1.2.9) ñà êëàñèôèöèðàíè ðåçîëþöèèòå

íà âñè÷êè STS(21) ñ òðèâèàëåí àâòîìîðôèçúì, ïîñòðîåíè îò Kaski è �Osterg�ard è

å óñòàíîâåíî, ÷å ñðåä òÿõ íÿìà äâîéíî-ðàçðåøèìè. Âñè÷êè Êèðêìàíîâè ñèñòåìè
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îò òðîéêè ñ íåòðèâèàëíè àâòîìîðôèçìè ñà èçâåñòíè [62], íî òåçè ñ òðèâèàëíè ñà

íîâè è ïðåäè òàçè ðàáîòà íå áÿõà èçñëåäâàíè çà äâîéíà ðàçðåøèìîñò.

3.2.2 Óèëñîíîâè STS(19) è STS(21)

Wilson ðàçãëåæäà STS(21) ñ òðè ïîäñèñòåìè STS(7) âúðõó íåïðåñè÷àùè ñå

ìíîæåñòâà îò òî÷êè [249] è ïîêàçâà, ÷å áðîÿò íà íåèçîìîðôíèòå STS(21) îò òîçè

òèï å ïîíå 2160980. Äà ñå ñïðåì íà ñïåöèôè÷íèòå ñâîéñòâà íà òàêàâà STS(21). Áåç

çàãóáà íà îáùíîñò ùå ðàçãëåæäàìå ïîäðåäåíè ñèñòåìè, ò.å. ùå ñ÷èòàìå, ÷å òî÷êî-

âèòå ìíîæåñòâà íà òðèòå STS(7) ñà Pi = {1 + 7i, 2 + 7i, . . . , 7 + 7i}, i ∈ {0, 1, 2}. Ñ
ðàçìÿíà íà ðåäîâå è ñòúëáîâå ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò ìîæå äà áúäå ïðåäñòà-

âåíà âúâ âèäà, ïîêàçàí íà ôèãóðà 3.1. Ïðàâîúãúëíèöèòå ñ óäèâèòåëíè ñúäúðæàò

êâàäðàòíè ìàòðèöè 7 × 7 ñ ïî åäíà åäèíèöà â ðåä è ñòúëá è ñà òàçè ÷àñò îò ìàò-

ðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò, êîÿòî òðÿáâà äà áúäå ïîïúëíåíà ïî âñè÷êè âúçìîæíè

íà÷èíè. Ñ óäèâèòåëíèòå (âìåñòî åäèíèöè) å äàäåíî åäíî òàêîâà ïîïúëâàíå.

Ôèãóðà 3.1: Wilson type STS(21)

1.11. . . . . . . . . . . . . . . . . 1111111 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

.1 .11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1111111 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. .1 .11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1111111 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . .1 .11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1111111 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 . . .1 .1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1111111 . . . . . . . . . . . . . .

11 . . .1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1111111 . . . . . . .

.11 . . .1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1111111

. . . . . . . 1 .11 . . . . . . . . . . 1 . . . . . . 1 . . . . . . 1 . . . . . . 1 . . . . . . 1 . . . . . . 1 . . . . . . 1 . . . . . .

. . . . . . . .1 .11 . . . . . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . .

. . . . . . . . .1 .11 . . . . . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . .

. . . . . . . . . .1 .11 . . . . . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . .

. . . . . . . 1 . . .1 .1 . . . . . . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . .

. . . . . . . 11 . . .1 . . . . . . . . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 .

. . . . . . . .11 . . .1 . . . . . . . . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1

. . . . . . . . . . . . . . 1 .11 . . . ! ! ! ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . . . .1 .11 . . ! ! ! ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . . . . .1 .11 . ! ! ! ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . . . . . .1 .11 ! ! ! ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . . . 1 . . .1 .1 ! ! ! ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . . . 11 . . .1 . ! ! ! ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . . . .11 . . .1 ! ! ! ! ! ! !

Àêî âìåñòî âñÿêà óäèâèòåëíà çàïèøåì â êîå ñòúëá÷å íà 7 × 7 ïîäìàòðèöàòà

ñå íàìèðà òÿ, ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ ëàòèíñêè êâàäðàò îò ðåä 7:

1 2 3 4 5 7 6
2 1 4 5 6 3 7
3 6 1 2 7 5 4
4 3 7 1 2 6 5
5 4 6 7 1 2 3
7 5 2 6 3 4 1
6 7 5 3 4 1 2

Óèëñîíîâà STS(19) ñúäúðæà òðè ïîäñèñòåìè STS(7), êîèòî èìàò åäíà îáùà

òî÷êà. È â òîçè ñëó÷àé ùå ðàçãëåæäàìå ïîäðåäåíè ñèñòåìè, ò.å. ùå ñ÷èòàìå, ÷å
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òî÷êîâèòå ìíîæåñòâà íà òðèòå STS(7) ñà Pi = {1 + 6i, 2 + 6i, . . . , 6 + 6i, 19}, i ∈
{0, 1, 2} (ôèãóðà 3.2).

Ôèãóðà 3.2: Wilson type STS(19)

1.11. . . . . . . . . . . . . . . . . 111111 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

.1 .11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111111 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. .1 .11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111111 . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . .1 .11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111111 . . . . . . . . . . . .

1 . . .1 .1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111111 . . . . . .

11 . . .1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111111

. . . . . . . 1 .11 . . . . . . . . . . 1 . . . . . 1 . . . . . 1 . . . . . 1 . . . . . 1 . . . . . 1 . . . . .

. . . . . . . .1 .11 . . . . . . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . .

. . . . . . . . .1 .11 . . . . . . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . .

. . . . . . . . . .1 .11 . . . . . . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . .

. . . . . . . 1 . . .1 .1 . . . . . . . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 .

. . . . . . . 11 . . .1 . . . . . . . . . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1

. . . . . . . . . . . . . . 1 .11 . . . ! ! ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . . . .1 .11 . . ! ! ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . . . . .1 .11 . ! ! ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . . . . . .1 .11 ! ! ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . . . 1 . . .1 .1 ! ! ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . . . 11 . . .1 . ! ! ! ! ! !

.11 . . .1 .11 . . .1 .11 . . .1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Àêî âìåñòî âñÿêà óäèâèòåëíà çàïèøåì â êîå ñòúëá÷å íà 6 × 6 ïîäìàòðèöàòà

ñå íàìèðà òÿ, ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ ëàòèíñêè êâàäðàò îò ðåä 6:

1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 6 1
3 4 5 6 1 2
4 5 6 1 2 3
5 6 1 2 3 4
6 1 2 3 4 5

Çàðàäè òàçè âðúçêà îòòóê íàòàòúê íåèçâåñòíàòà ïîäìàòðèöà íà ìàòðèöàòà

íà èíöèäåíòíîñò íà ôèãóðè 3.1 è 3.2 ùå íàðè÷àìå ëàòèíñêà ÷àñò íà ñúîòâåòíàòà

Óèëñîíîâà Ùàéíåðîâà ñèñòåìà îò òðîéêè.

Åäèí ëàòèíñêè êâàäðàò ñå íàðè÷à ðåäóöèðàí, àêî ÷èñëàòà â ïúðâèÿ ìó ðåä è

ñòúëá ñà ïîäðåäåíè âúâ âúçõîäÿù ðåä. Áðîÿò íà ðåäóöèðàíèòå ëàòèíñêè êâàäðàòè

îò ðåä 7 å 16942080, à îò ðåä 6 - 9408. Ñëåäîâàòåëíî áðîÿò íà âñè÷êè ëàòèíñêè

êâàäðàòè îò ðåä 7 å 7!6!16942080, à îò ðåä 6 - 6!5!9408. Òîëêîâà ñà è ðàçëè÷íèòå

íà÷èíè çà ïîïúëâàíå íà ñúîòâåòíèòå ëàòèíñêè ÷àñòè.

Ùàéíåðîâàòà ñèñòåìà îò òðîéêè îò ðåä 7 å åäèíñòâåíà ñ òî÷íîñò äî èçîìîð-

ôèçúì è èìà ïúëíà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè îò ðåä 168. Îò (3.1) ñëåäâà, ÷å áðîÿò

íà ðàçëè÷íèòå STS(7) å 7!/168 = 30. Òîãàâà áðîÿò íà âñè÷êè ïîäðåäåíè Óèëñîíîâè

STS(21) è STS(19) å 3037!6!16942080 è ñúîòâåòíî 3036!5!9408. Çà ïî-íàòàòúøíèòå

ðàçãëåæäàíèÿ å âàæíî äà çíàåì äàëè Óèëñîíîâèòå STS(21) è STS(19) ìîãàò äà

èìàò ïîâå÷å îò òðè ïîäñèñòåìè STS(7).

Ëåìà 3.2.1. Óèëñîíîâà STS(21) èìà òî÷íî òðè ïîäñèñòåìè STS(7).
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Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà X1, X2, X3 ñà ïîäñèñòåìè STS(7) íà Óèëñîíîâà STS(21).

Àêî äâå ïîäñèñòåìè íà STS(v) èìàò îáùè òî÷êè, òî ñå÷åíèåòî èì ñúùî å ïîäñèñ-

òåìà [71, Lemma 6.45]. Çàòîâà åäíà ïîäñèñòåìàòà X îò ðåä 7 òðÿáâà èëè (à) äà

áúäå èçìåæäó ïîäñèñòåìèòå X1, X2, X3; èëè (á) äà ïðåñè÷à òî÷êîâèòå ìíîæåñòâà

íà X1, X2, X3 â 1, 3, 3 òî÷êè (â íÿêàêúâ ðåä). Ïîäñèñòåìà STS(3) ñå ñúñòîè îò åäèí

áëîê, ñúäúðæàù âñè÷êèòå 3 òî÷êè. Â ñëó÷àé (á) X òðÿáâà äà èìà äâå íåïðåñè÷àùè

ñå ïîäñèñòåìè STS(3), òîåñò äâà íåïðåñè÷àùè ñå áëîêà. Ïîíåæå âñåêè äâà áëîêà

íà åäíà STS(7) èìàò òî÷íî åäíà îáùà òî÷êà, ñëó÷àé (á) å íåâúçìîæåí.

Îò Ëåìà 3.2.1 ñëåäâà, ÷å åäíà ïîäðåäåíà ñèñòåìà ìîæå äà áúäå òðàíñôîðìè-

ðàíà â äðóãà ñàìî ÷ðåç ïåðìóòàöèè íà òðèòå ïîäñèñòåìè è ïåðìóòàöèè íà òî÷êèòå

íà âñÿêà îò òÿõ. Çàòîâà Óèëñîíîâà STS(21) áåç àâòîìîðôèçìè èìà 3!(7!)3 èçîìîð-

ôíè ïîäðåäåíè ñèñòåìè, îò êîåòî Wilson çàêëþ÷àâà, ÷å áðîÿò íà íåèçîìîðôíèòå

STS(21) å ïîíå

3037!6!16942080

3!(7!)3
= 2160980.

Ïðè òî÷íîòî ðàçãëåæäàíå îò (3.2) ïîëó÷àâàìå

∑
aut

Naut3!(7!)3

aut
= 3037!6!16942080. (3.4)

Îòòóê ìîæåì äà îïðåäåëèì áðîÿ íà íåèçîìîðôíèòå äèçàéíè áåç àâòîìîðôèç-

ìè, àêî ïîñòðîèì âñè÷êè äèçàéíè ñ íåòðèâèàëíè àâòîìîðôèçìè. Çàòîâà ïúðâî ùå

ñå ñïðåì íà òîâà êàêâè àâòîìîðôèçìè ñà âúçìîæíè.

Òåîðåìà 3.2.2. Âúçìîæíèòå àâòîìîðôèçìè íà Óèëñîíîâà STS(21) ñà:

1. Àâòîìîðôèçúì îò ðåä 2 ñ 9 ôèêñèðàíè òî÷êè è 18 ôèêñèðàíè áëîêà.

2. Àâòîìîðôèçúì îò ðåä 2 ñúñ 7 ôèêñèðàíè òî÷êè è 14 ôèêñèðàíè áëîêà.

3. Àâòîìîðôèçúì îò ðåä 2 ñ 3 ôèêñèðàíè òî÷êè è 10 ôèêñèðàíè áëîêà.

4. Àâòîìîðôèçúì îò ðåä 3 ñ 3 ôèêñèðàíè òî÷êè è 4 ôèêñèðàíè áëîêà.

5. Àâòîìîðôèçúì îò ðåä 3 áåç ôèêñèðàíè òî÷êè è 1, 4 èëè 7 ôèêñèðàíè

áëîêà.

6. Àâòîìîðôèçúì îò ðåä 7 ñúñ 7 ôèêñèðàíè òî÷êè è 7 ôèêñèðàíè áëîêà.

7. Àâòîìîðôèçúì îò ðåä 7 áåç ôèêñèðàíè òî÷êè è áëîêîâå.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî Ùàéíåðîâà ñèñòåìà îò òðîéêè îò ðåä v èìà àâòîìîðôèçúì

îò íÿêàêúâ ïðîñò ðåä è ñ f ôèêñèðàíè òî÷êè, òî íà òåçè òî÷êè èìà ïîäñèñòåìà

STS(f) è f < v/2 [10], [67], [80]. Çàòîâà áðîÿò íà ôèêñèðàíèòå òî÷êè âèíàãè å ðåä

íà Ùàéíåðîâà ñèñòåìà îò òðîéêè. Ñëåäîâàòåëíî STS(21) äîïóñêà àâòîìîðôèçìè

ñ 0, 1, 3, 7 èëè 9 ôèêñèðàíè òî÷êè.

Ïîíåæå îñâåí òðèòå STS(7) (îò äåôèíèöèÿòà) íÿìà äðóãè ïîäñèñòåìè STS(7)

( Ëåìà 3.2.1), àâòîìîðôèçúì íà Óèëñîíîâà STS(21) òðÿáâà äà èçîáðàçÿâà âñÿêà îò
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òðèòå ïîäñèñòåìè â íÿêîÿ îò äðóãèòå (àâòîìîðôèçúì îò ðåä 2 èëè 3) èëè â ñåáå

ñè ( òîãàâà ÷àñò îò òî÷êîâèòå îðáèòè ñà îðáèòè ñïðÿìî àâòîìîðôèçúì íà STS(7),

òîåñò îò ðåä 2, 3 èëè 7). Çàòîâà 2, 3 è 7 ñà âúçìîæíèòå ðåäîâå íà àâòîìîðôèçìè

íà Óèëñîíîâà STS(21).

Äà ðàçãëåäàìå àâòîìîðôèçìèòå, êîèòî òðàíñôîðìèðàò X1, X2, X3 åäíà â äðó-

ãà. Àêî òðàíñôîðìàöèÿòà å öèêëè÷íà (X1 X2 X3), ïîëó÷àâàìå íîìåð 5 îò ãîðíèÿ

ñïèñúê. Àêî (X1 X2)(X3), èìà äâå âúçìîæíîñòè: Àêî òî÷êèòå íà òðåòàòà STS(7)

ñà ôèêñèðàíè ñëåäâà íîìåð 2, à àêî îòèâàò åäíà â äðóãà ïðè àâòîìîðôèçìà îò ðåä

2, ïîëó÷àâàìå íîìåð 3.

Äà ðàçãëåäàìå àâòîìîðôèçìèòå, êîèòî ôèêñèðàò âñÿêà îò òðèòå STS(7). Àêî

àâòîìîðôèçìúò å îò ðåä 2 (ñëåäîâàòåëíî ñ 3 ôèêñèðàíè òî÷êè çà âñÿêà STS(7)),

ñëåäâà íîìåð 1. Àêî àâòîìîðôèçìúò å îò ðåä 7 ñëåäâàò íîìåðà 6 è 7 â çàâèñèìîñò

îò òîâà äàëè òî÷êèòå íà åäíà îò ïîäñèñòåìèòå STS(7) ñà ôèêñèðàíè èëè íå. Àêî

àâòîìîðôèçìúò å îò ðåä 3 (1 ôèêñèðàíà òî÷êà çà âñÿêà STS(7)) ïîëó÷àâàìå íîìåð

4 ñ 3 ôèêñèðàíè òî÷êè. Â ïîñëåäíèÿ ñëó÷àé, âúïðåêè, ÷å 9 < 21/2, íå å âúçìîæíî

òî÷êèòå íà åäíàòà ïîäñèñòåìà äà ñà ôèêñèðàíè, çàùîòî ïîäñèñòåìàòà STS(9) íà

ôèêñèðàíèòå òî÷êè ùå ñúäúðæà ïîäñèñòåìà STS(7), êîåòî å íåâúçìîæíî (7 > 9/2).

Âúâ âñè÷êè ðàçãëåäàíè ñëó÷àè áðîÿò íà ôèêñèðàíèòå áëîêîâå ñå ïîëó÷àâà îò

óñëîâèåòî âñÿêà äâîéêà òî÷êè äà ñå ñúäúðæà òî÷íî â åäèí áëîê.

Âñè÷êè STS(21) ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 7 ñà êëàñèôèöèðàíè â [231]. Íèå óñòà-

íîâèõìå, ÷å ñðåä òÿõ èìà 8 Óèëñîíîâè ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 7 ñúñ 7 ôèêñèðàíè

òî÷êè è 6 ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 7 áåç ôèêñèðàíè òî÷êè. Âñè÷êè òå ïðèòåæàâàò

è àâòîìîðôèçìè îò äðóãè ïðîñòè ðåäîâå. Íèå êîíñòðóèðàìå âñè÷êè íåèçîìîðôíè

Óèëñîíîâè STS(21) ñ âñè÷êè âúçìîæíè àâòîìîðôèçìè îò ðåäîâå 2 è 3. Â ñëåäâà-

ùèÿ ðàçäåë å ïðåäñòàâåí ïîäõîäúò, êîéòî å èçïîëçâàí âúâ âñåêè îò òåçè ñëó÷àè.

3.2.3 Àëãîðèòìè è îñîáåíîñòè íà ïðîãðàìíàòà ðåàëèçàöèÿ

Òåñò çà ìèíèìàëíîñò

Íåêà GX å ãðóïàòà îò ïåðìóòàöèè, êîÿòî ôèêñèðà âñÿêà îò òðèòå ïîäñèñòåìè

îò ðåä 7, êàòî âñÿêà ïåðìóòàöèÿ îò òàçè ãðóïà ðàçìåñòâà òî÷êèòå íà òðèòå ïîäñèñ-

òåìè ïî åäèí è ñúù íà÷èí. Äâå Óèëñîíîâè STS(21) ñà èçîìîðôíè, àêî åäíàòà ñå

èçîáðàçÿâà â äðóãàòà ïðè ïðèëàãàíå íà ïåðìóòàöèÿ îò GX . Çàòîâà òåñòúò çà ìè-

íèìàëíîñò ïðîâåðÿâà äàëè ïåðìóòàöèÿ îò GX òðàíñôîðìèðà äàäåíîòî ÷àñòè÷íî

ðåøåíèå â ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêî. Ïîíåæå |GX | = 168 (ðåäúò íà ãðóïàòà îò àâ-

òîìîðôèçìè íà STS(7)), òîçè òåñò å ìíîãî áúðç, íî ñðåä ïîëó÷åíèòå äèçàéíè èìà

è èçîìîðôíè (òå ñå èçîáðàçÿâàò åäèí â äðóã îò ïåðìóòàöèè, ïðè êîèòî X3 îòèâà

â X1 èëè X2), ò.å. òåñòúò çà ìèíèìàëíîñò å ÷àñòè÷åí. Òîâà íàëàãà ïðèëàãàíåòî íà

òåñò çà èçîìîðôèçúì íà ïúëíèòå ðåøåíèÿ. Òåñòà çà ìèíèìàëíîñò âêëþ÷âàìå íà

ðàçëè÷íè ìåñòà ïðè ðàçëè÷íèòå ñëó÷àè, ÷èåòî îïèñàíèå ñëåäâà.
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Àâòîìîðôèçúì îò ðåä 2 ñ 9 ôèêñèðàíè òî÷êè

Ðàçãëåæäàìå àâòîìîðôèçúì α îò ðåä 2, çàäàäåí ñ

αp = (1)(2)(3)(4, 5)(6, 7)(8)(9)(10)(11, 12)(13, 14)(15)(16)(17)(18, 19)(20, 21)

αb = (1)(2)(3)(4, 5)(6, 7)(8)(9)(10)(11, 12)(13, 14)(15)(16)(17)(18, 19)(20, 21)(22)(23)

(24)(25, 26)(27, 28)(29)(30)(31)(32, 33)(34, 35)(36)(37)(38)(39, 40)(41, 42)...(69, 70).

Ïðåäñòàâÿìå ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò âúâ âèäà, ïîêàçàí íà ôèãóðà 3.3.

Íåèçâåñòíàòà ÷àñò îò íåÿ êîíñòðóèðàìå áëîê ïî áëîê. Òåñò çà ìèíèìàëíîñò

ïðèëàãàìå ñëåä ïîïúëâàíå íà íåèçâåñòíàòà ÷àñò íà áëîêîâå 22 - 28, ò.å ïúðâèòå äâà

ïðàâîúãúëíèêà ñ óäèâèòåëíè (çà êîèòî îñòàâàò 4 âìåñòî 48 ðåøåíèÿ) è íà ïúëíèòå

ðåøåíèÿ. Ïîëó÷àâàìå 984 íåèçîìîðôíè äèçàéíà.

Ôèãóðà 3.3: STS(21) - Àâòîìîðôèçúì îò ðåä 2 ñ 9 ôèêñèðàíè òî÷êè

111 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1111111 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 . . 11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1111111 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 . . . .11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1111111 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

.1 . 1 .1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . 1 . . . 1 . . . 1 . . . 1 . . . 1 . . . 1 . . .

.1 . .1 .1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 . . .1 . . .1 . . .1 . . .1 . . .1 . . .1 . .

. .11 . .1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 . . .1 . . .1 . . .1 . . .1 . . .1 . . .1 .

. .1 .11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 . . .1 . . .1 . . .1 . . .1 . . .1 . . .1

. . . . . . . 111 . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . 1 . . . . . . 1 . . . . . . 1111 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . 1 . . 11 . . . . . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . . . . . 1111 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . 1 . . . .11 . . . . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . . . . . . . . 1111 . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . .1 . 1 .1 . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . 1 . . . . . . 1 . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . .1 . . . .1 . . . .1

. . . . . . . .1 . .1 .1 . . . . . . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . . . . . . . . . . .1 . . 1 . . . . . .1 . .1 .

. . . . . . . . .11 . .1 . . . . . . . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . . . . . . . . . . .1 . . . .11 . . . .1 . .

. . . . . . . . .1 .11 . . . . . . . . . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . .1 . . . . . . . . . . . . . . .1 . .1 . .1 . . 1 . . .

. . . . . . . . . . . . . . 111 . . . . ! . . . . ! . . . . ! . . . . . . . . . . . . . . . . ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . . . 1 . . 11 . . ! . . . . ! . . . . ! . . . . . . . . . . . . . . . . ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . . . 1 . . . .11 ! . . . . ! . . . . ! . . . . . . . . . . . . . . . . ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . . . .1 . 1 .1 . . . . ! . . . ! . . . ! ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . . . .1 . .1 .1 . . . ! . . . ! . . . ! ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . . . . .11 . .1 . . . ! . . . ! . . . ! ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . . . . .1 .11 . . . . ! . . . ! . . . ! ! ! ! !

Àâòîìîðôèçúì îò ðåä 2 ñúñ 7 ôèêñèðàíè òî÷êè

Ðàçãëåæäàìå àâòîìîðôèçúì α, çàäàäåí ñ

αp = (1, 2)(3, 4)...(13, 14)(15)(16)(17)(18)(19)(20)(21)

αb = (1)(2)...(7)(8, 9)(10, 11)...(62, 63)(64)(65)...(70).

Çàïî÷âàìå îò ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò îò ôèãóðà 3.4. Ïúðâî íàìèðàìå âúçìîæ-

íèòå ðåøåíèÿ çà âñè÷êè ôèêñèðàíè áëîêîâå è èì ïðèëàãàìå òåñòà çà ìèíèìàëíîñò.

Ñëåä òîâà èç÷åðïâàìå âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà ôèêñèðàíàòà òî÷êà íà âñåêè íåôèê-

ñèðàí áëîê. Ïîëó÷àâàìå 1256 íåèçîìîðôíè äèçàéíà.

Àâòîìîðôèçúì îò ðåä 2 ñ 3 ôèêñèðàíè òî÷êè

Ðàçãëåæäàìå àâòîìîðôèçúì α, çàäàäåí ñ

αp = (1, 2)(3, 4)(5, 6)...(17, 18)(19)(20)(21),

αb = (1)(2)(3)(4, 5)(6, 7)...(62, 63)(64)(65)...(69)(70).
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Ôèãóðà 3.4: STS(21) - Àâòîìîðôèçúì îò ðåä 2 ñúñ 7 ôèêñèðàíè òî÷êè
....... 1.1.1. .. .. .. .. 1.1.1.1.1.1. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. 1 . . . . . .

....... .1.1.1 .. .. .. .. .1.1.1.1.1.1 .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. 1 . . . . . .

....... 1. .. .. 1.1. .. .. .1 .. .. .. .. .. 1.1.1.1.1. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 1 . . . . .

....... .1 .. .. .1.1 .. .. 1. .. .. .. .. .. .1.1.1.1.1 .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . 1 . . . . .

....... 1. .. .. .. .. 1.1. .. .1 .. .. .. .. .1 .. .. .. .. 1.1.1.1. .. .. .. .. .. .. . . 1 . . . .

....... .1 .. .. .. .. .1.1 .. 1. .. .. .. .. 1. .. .. .. .. .1.1.1.1 .. .. .. .. .. .. . . 1 . . . .

....... .. 1. .. 1. .. 1. .. .. .. .1 .. .. .. .. .1 .. .. .. .1 .. .. .. 1.1.1. .. .. .. . . . 1 . . .

....... .. .1 .. .1 .. .1 .. .. .. 1. .. .. .. .. 1. .. .. .. 1. .. .. .. .1.1.1 .. .. .. . . . 1 . . .

....... .. 1. .. .. 1. .. 1. .. .. .. .1 .. .. .. .. .1 .. .. .. .1 .. .. .1 .. .. 1.1. .. . . . . 1 . .

....... .. .1 .. .. .1 .. .1 .. .. .. 1. .. .. .. .. 1. .. .. .. 1. .. .. 1. .. .. .1.1 .. . . . . 1 . .

....... .. .. 1.1. .. .. 1. .. .. .. .. .1 .. .. .. .. .1 .. .. .. .1 .. .. .1 .. .1 .. 1. . . . . . 1 .

....... .. .. .1.1 .. .. .1 .. .. .. .. 1. .. .. .. .. 1. .. .. .. 1. .. .. 1. .. 1. .. .1 . . . . . 1 .

....... .. .. 1. .. 1.1. .. .. .. .. .. .. .1 .. .. .. .. .1 .. .. .. .1 .. .. .1 .. .1.1 . . . . . . 1

....... .. .. .1 .. .1.1 .. .. .. .. .. .. 1. .. .. .. .. 1. .. .. .. 1. .. .. 1. .. 1.1. . . . . . . 1

111.... .. .. .. .. .. .. .. !! !! !! !

1..11.. .. .. .. .. .. .. .. !! !! !! !

1....11 .. .. .. .. .. .. .. !! !! !! !

.1.1.1. .. .. .. .. .. .. .. !! !! !! !

.1..1.1 .. .. .. .. .. .. .. !! !! !! !

..11..1 .. .. .. .. .. .. .. !! !! !! !

..1.11. .. .. .. .. .. .. .. !! !! !! !

Ïðåîáðàçóâàìå ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò äî òàçè íà ôèãóðà 3.5. Äà ðàçã-

ëåäàìå ñâîéñòâàòà íà òàçè ìàòðèöà. ×àñòòà, êîÿòî ñúîòâåòñòâà íà íåòðèâèàëíèòå

òî÷êîâè è áëîêîâè îðáèòè ( ðåäîâå 1 - 18 è êîëîíè 8 - 63 íà ôèãóðà 3.5 ) ñå ñúñòîè

îò öèðêóëàíòè îò ðåä 2. Àêî çàìåñòèì íåíóëåâèòå öèðêóëàíòè ñ 1, à îñòàíàëèòå

ñ 0, ïîëó÷àâàìå ìàòðèöà îò íóëè è åäèíèöè ñ ðàçìåðè 9 × 28. Òÿ ìîæå äà áú-

äå ðàçøèðåíà äî ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò íà 2-(10,3,2) äèçàéí ÷ðåç äîáàâÿíå ïî

åäèíñòâåí íà÷èí íà åäèí ðåä è äâå êîëîíè.

Ôèãóðà 3.5: STS(21) - Àâòîìîðôèçúì îò ðåä 2 ñ 3 ôèêñèðàíè òî÷êè
... . . . . 1 . 1 . 1 . . . . . . . . . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . .

... . . . . .1 .1 .1 . . . . . . . . .1 .1 .1 .1 .1 .1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . .

... . . . . 1 . . . . . 1 . 1 . . . . . .1 . . . . . . . . . . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 . . . . .

... . . . . .1 . . . . .1 .1 . . . . 1 . . . . . . . . . . . .1 .1 .1 .1 .1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 . . . . .

... . . . . 1 . . . . . . . . . 1 . 1 . . . .1 . . . . . . . . .1 . . . . . . . . 1 . 1 . 1 . 1 . . . . . . . . . . . . . . .1 . . . .

... . . . . .1 . . . . . . . . .1 .1 . . 1 . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . .1 .1 .1 .1 . . . . . . . . . . . . . .1 . . . .

... . . . . . . 1 . . . 1 . . . 1 . . . . . . . .1 . . . . . . . . .1 . . . . . . .1 . . . . . . 1 . 1 . 1 . . . . . . . . . .1 . . .

... . . . . . . .1 . . .1 . . .1 . . . . . . 1 . . . . . . . . . 1 . . . . . . . 1 . . . . . . . .1 .1 .1 . . . . . . . . .1 . . .

... . . . . . . 1 . . . . . 1 . . . 1 . . . . . . . .1 . . . . . . . . .1 . . . . . . .1 . . . . .1 . . . . 1 . 1 . . . . . . .1 . .

... . . . . . . .1 . . . . .1 . . .1 . . . . . . 1 . . . . . . . . . 1 . . . . . . . 1 . . . . . 1 . . . . . .1 .1 . . . . . .1 . .

... . . . . . . . . 1 . 1 . . . . . 1 . . . . . . . . . .1 . . . . . . . . .1 . . . . . . .1 . . . . .1 . . .1 . . 1 . . . . . .1 .

... . . . . . . . . .1 .1 . . . . .1 . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . 1 . . . . . . . 1 . . . . . 1 . . . 1 . . . .1 . . . . .1 .

... . . . . . . . . 1 . . . 1 . 1 . . . . . . . . . . . . . .1 . . . . . . . . .1 . . . . . . .1 . . . . .1 . . .1 .1 . . . . . .1

... . . . . . . . . .1 . . .1 .1 . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . 1 . . . . . . . 1 . . . . . 1 . . . 1 . 1 . . . . . . .1

.1. 1 . 1 . . . . . . . . . . . . . . . ! ! ! ! ! ! ! . . . . . . .

.1. .1 .1 . . . . . . . . . . . . . . ! ! ! ! ! ! ! . . . . . . .

..1 1 . .1 . . . . . . . . . . . . . . ! ! ! ! ! ! ! . . . . . . .

..1 .11 . . . . . . . . . . . . . . . ! ! ! ! ! ! ! . . . . . . .

111 . . . . . . . . . . . . . . . . . . ! ! ! ! ! ! !

1.. 11 . . . . . . . . . . . . . . . . ! ! ! ! ! ! !

1.. . . 11 . . . . . . . . . . . . . . ! ! ! ! ! ! !

Çàïî÷âàìå îò ìàòðèöèòå íà èíöèäåíòíîñò íà 2-(10,3,2) äèçàéíèòå (òå ñà 46),

êîèòî ñúäúðæàò ïîäñèñòåìà STS(7), èçòðèâàìå ïî âñåâúçìîæíèòå íà÷èíè åäèí

ðåä è äâå êîëîíè è çàìåñòâàìå âñÿêà 0 ñ ìàòðèöà îò 4 íóëè, à âñÿêà åäèíèöà - ñ
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öèðêóëàíòà îò ðåä äâå. Ñëåä ïúëåí òåñò çà åêâèâàëåíòíîñò íàìèðàìå 71 íååêâèâà-

ëåíòíè ðåøåíèÿ çà ïúðâèòå 18 ðåäà íà ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò íà òúðñåíèòå

äèçàéíè. Íàêðàÿ äîáàâÿìå òðèòå ôèêñèðàíè ðåäà ïî âñè÷êè âúçìîæíè íà÷èíè è

ñëåä òåñòà çà èçîìîðôèçúì îñòàâàò 7617 íåèçîìîðôíè äèçàéíà.

Àâòîìîðôèçúì îò ðåä 3 ñ 3 ôèêñèðàíè òî÷êè

Ðàçãëåæäàìå àâòîìîðôèçúì α îò ðåä 3, çàäàäåí ñ

αp = (1, 2, 3)(4, 5, 6)...(16, 17, 18)(19)(20)(21),

αb = (1, 2, 3)(4, 5, 6)...(19, 20, 21)(22)(23)(24)(25)(26, 27, 28)(29, 30, 31)...(68, 69, 70).

Ðàáîòèì ñ ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò îò ôèãóðà 3.6.

Ôèãóðà 3.6: STS(21) - Àâòîìîðôèçúì îò ðåä 3 ñ 3 ôèêñèðàíè òî÷êè
1. .1 . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . 1 . . . . . 1 . . . . . 1 . . . . . 1 . . . . . 1 . . . . . 1 . . . . . 1 . . . . .

.1 . .1 . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . .

. .1 . .1 . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . .

1 . . .11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . 1 . . . . . 1 . . . . . 1 . . . . . 1 . . . . . 1 . . . . . 1 . .

.1 .1 .1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 .

. .111. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1 . . . . .1

. . . . . . 1 . .1 . . . . . . . . .1 . . 1 . . . . . . . . . . . 1 . . 1 . . .1 . .1 . . .1 . .1 . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . .1 . .1 . . . . . . . .1 . . .1 . . . . . . . . . . .1 . .1 . . .1 . .11 . . 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . .1 . .1 . . . . . . .1 . . . .1 . . . . . . . . . . .1 . .11 . . 1 . . .1 . .1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . 1 . . .11 . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . 1 . . .1 . .1 . . .1 . .1

. . . . . . .1 .1 .1 . . . . . . . . . . . . . .1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 . .1 . . .1 . .11 . . 1 . .

. . . . . . . .111. . . . . . . . . . . . . . . .1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 . .11 . . 1 . . .1 . .1 .

. . . . . . . . . . . . 1 . .1 . . . .1 . ! ! ! ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . .1 . .1 . . .1 . ! ! ! ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . . .1 . .1 . .1 . ! ! ! ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . 1 . . .11 . . . . ! ! ! ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . .1 .1 .1 . . . . ! ! ! ! ! ! !

. . . . . . . . . . . . . .111. . . . . ! ! ! ! ! ! !

111. . . . . . . . . . . . . . . . . .1111111 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . 111. . . . . . . . . . . .1 . . . . . . 111111 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . 111. . . . . .1 . . . . . . . . . . . . ! ! ! ! ! !

Ñ ïîìîùòà íà ëîêàëíèÿ ïîäõîä ïîñòðîÿâàìå 485 íåèçîìîðôíè äèçàéíà.

Àâòîìîðôèçúì îò ðåä 3 áåç ôèêñèðàíè òî÷êè

Ðàçãëåæäàìå àâòîìîðôèçúì α, çàäàäåí ñ

αp = (1, 8, 15)(2, 9, 16)(3, 10, 17)(4, 11, 18)(5, 12, 19)(6, 13, 20)(7, 14, 21).

Ðàáîòèì ñ ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò îò ôèãóðà 3.1. Äà îçíà÷èì ñ (l,m, n)

áëîê ñ òî÷êè l, 7 + m è 14 + n. Ïðè òîçè àâòîìîðôèçúì äèçàéíúò ñúäúðæà è

áëîêîâåòå (m,n, l) è (n, l,m). Àêî m = n = l áëîêúò å ôèêñèðàí. Îò ôèãóðà 3.1

ñå âèæäà, ÷å ìîæåì äà ôèêñèðàìå áëîêîâå 22, 30, 38, 46, 54, 62, 70. Ïðè ôèêñèðàíå

íà âñè÷êèòå ïîëó÷àâàìå àâòîìîðôèçúì ñúñ 7 ôèêñèðàíè áëîêà. Êîãàòî ðàçãëåæ-

äàìå ñëó÷àÿ ñ åäèí ôèêñèðàí áëîê, áåç çàãóáà íà îáùíîñò ìîæåì äà èçáåðåì

áëîê 22. Èìà äâà íååêâèâàëåíòíè íà÷èíà çà èçáèðàíå íà 4 ôèêñèðàíè áëîêà, ò.å.

22, 30, 38, 46 è 22, 30, 38, 62. ×åòèðèòå ñëó÷àÿ ðàçãëåæäàìå ñ ïîìîùòà íà ëîêàëíèÿ

ïîäõîä è ïîëó÷àâàìå 469 íåèçîìîðôíè äèçàéíà.
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3.2.4 Êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè

Ðåçóëòàòèòå çà STS(21) ñà ïðåäñòàâåíè â Tàáëèöà 3.1, êúäåòî â êîëîíà ab å

äàäåí áðîÿò íà äèçàéíèòå ñ àâòîìîðôèçúì îò ðåä a ñ b ôèêñèðàíè òî÷êè. Ñ èçïîë-

çâàíå íà (3.4) ïîëó÷àâàìå, ÷å áðîÿò íà Óèëñîíîâèòå STS(21) ñ òðèâèàëíèÿ àâòî-

ìîðôèçúì å 2156186 è ñëåäîâàòåëíî âñè÷êè STS(21) îò Óèëñîíîâ òèï ñà 2166351.

Êîíñòðóèðàíèòå Óèëñîíîâè STS(21) ñà òåñòâàíè çà ðàçðåøèìèñò è äâîéíà ðàçðå-

øèìîñò. Â Òàáëèöà 3.1 Nrd å áðîÿò íà ðàçðåøèìèòå äèçàéíè, à Nr - íà íåèçîìîð-

ôíèòå ðåçîëþöèè. Ñðåä òÿõ íÿìà äâîéíî-ðàçðåøèìè.

Òàáëèöà 3.1: Óèëñîíîâè STS(21)

Kîíñòðóêòèâåí àâòîìîðôèçúì
|Aut| 29 33 23 30 27 70 77 All

1 2156186
2 636 7239 1039 8914
3 317 368 685
4=22 271 208 52 271
6=2.3 126 95 71 102 197
8=23 41 39 27 41
9=32 3 3 3

12=22.3 6 1 4 5 6
16=24 4 4 4 4
18=2.32 7 2 7 5 7
21=3.7 2 2 2
24=23.3 17 11 17 6 10 17
42=2.3.7 6 6 2 4 6
48=24.3 2 2 2 2 2
72=23.32 5 5 5 5 4 5
126=2.32.7 1 1 1 1 1
144=24.32 1 1 1 1 1 1
294=2.3.72 1 1 1 1 1
882=2.32.72 1 1 1 1 1 1

1008=24.32.7 1 1 1 1 1 1 1

All 984 485 7617 469 1256 6 8 2166351

Ðàçðåøèìîñò

|Aut| Nrd Nr

1 10981 12030
2 352 677
3 67 127
4 23 51
6 19 53
8 5 19
9
12
16 1 1
18 2 10
21 1 1
24 6 21
42 4 7
48
72 1 11
126 1 4
144
294 1 2
882 1 4
1008 1 18

Total 11466 13036

Ñ ïîäõîä ïîäîáåí íà îïèñàíèÿ â ïðåäõîäíèÿ ðàçäåë êîíñòðóèðàìå è âñè÷êè

Óèëñîíîâè STS(19) ñ íåòðèâèàëíè àâòîìîðôèçìè. Ðåçóëòàòèòå ñà ïðåäñòàâåíè â

Òàáëèöà 3.2, êúäåòî s â îçíà÷åíèåòî íà êîíñòðóêòèâíèÿ àâòîìîðôèçúì îçíà÷à-

âà, ÷å òîé òðàíñôîðìèðà åäíà â äðóãà ïîäñèñòåìèòå STS(7), äîêàòî â îñòàíàëèòå

ñëó÷àè òðàíñôîðìèðà âñÿêà îò òÿõ â ñåáå ñè.

Óèëñîíîâà STS(19) ìîæå äà ñúäúðæà ïîâå÷å îò 3 ïîäñèñòåìè STS(7) è ïîðà-

äè òîâà êëàñèôèêàöèÿòà íà Óèëñîíîâèòå STS(19) ñ íåòðèâèàëíè àâòîìîðôèçìè

íå ìîæå äà ñå èçïîëçâà çà îïðåäåëÿíå íà áðîÿ íà íåèçîìîðôíèòå äèçàéíè ñ òðèâè-

àëíèÿ àâòîìîðôèçúì ïî íà÷èí, ïîäîáåí íà ïîêàçàíèÿ çà STS(21). Òÿ ìîæå äà ñå

èçïîëçâà, îáà÷å, çà ïðîâåðêà íà âåðíîñòòà íà ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè, àêî äèçàéíè-
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Òàáëèöà 3.2: Óèëñîíîâè STS(19) ñ íåòðèâèàëíè àâòîìîðôèçìè

|Aut| 23s 27 27s 31s 31 37 Nd

2 126 230 482 838
3 41 64 105
4 98 137 74 137
6 16 12 40 22 8 38 68
8 8 8 8 8

12 18 21 18 11 10 21
18 2 8 2 10 8 10
54 2 2 2 2 2
108 1 1 1 1 1 1 1
144 1 1 1 1 1 1
432 1 1 1 1 1 1 1

Total 271 411 635 81 23 124 1192

òå ñ òðèâèàëíà ãðóïà ñà ïîñòðîåíè ïî íÿêàêúâ íà÷èí. Èçñëåäâàíåòî íà äèçàéíèòå

(9297 íà áðîé) ñ òðèâèàëåí àâòîìîðôèçúì (ïîñòðîåíè â [T5] îò ñúàâòîðèòå) ïî-

êàçâà, ÷å íèêîé îò òÿõ íå ñúäúðæà ïîâå÷å îò òðè ïîäñèñòåìè STS(7). Òîãàâà çà

Óèëñîíîâèòå STS(19) å â ñèëà:

∑
aut

NautW3!(6!)3

autW
= 3036!5!9408, (3.5)

êúäåòî autW å ðåäúò íà ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè íà äèçàéíà, êîÿòî ìîæå äà áúäå

ãåíåðèðàíà îò ïåðìóòàöèè íà òðèòå ïîäðåäåíè STS(7) è òî÷êèòå íà âñÿêà îò òÿõ.

Òàçè ãðóïà íå ñúâïàäà ñ ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè ñàìî çà ïîñëåäíèòå òðè

äèçàéíà îò Òàáëèöà 3.2. Òå èìàò ïî 12 ïîäñèñòåìè STS(7) è çà òÿõ autW = |Aut|/4.
Èçñëåäâàíèÿòà îò íàñòîÿùàòà ÷àñò ñà âêëþ÷åíè â ñúâìåñòíàòà íè ñòàòèÿ [T5]

ñ Petteri Kaski, Patric �Osterg�ard è Ðîñåí Çëàòàðñêè.
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3.3 Äâîéíè íà ïðîåêòèâíàòà ðàâíèíà îò ðåä 4

3.3.1 Âúâåäåíèå

Äâîéíèòå íà äàäåí äèçàéí ñà äðóã ñëó÷àé, â êîéòî å èçâåñòåí îáùèÿò áðîé

(çàåäíî ñ èçîìîðôíèòå). Âñåêè 2-(v, k, λ) äèçàéí îáóñëàâÿ ñúùåñòâóâàíåòî íà 2-

(v, k,mλ) äèçàéíè (çà öÿëî m > 1), êîèòî íàðè÷àìå êâàçèêðàòíè íà 2-(v, k, λ)

äèçàéíà. Åäèí êâàçèêðàòåí 2-(v, k,mλ) å ðàçäåëèì íà m 2-(v, k, λ) äèçàéíà àêî

ñúùåñòâóâà ðàçáèâàíå íà áëîêîâåòå ìó íàm ñúâêóïíîñòè, âñÿêà îò êîèòî ôîðìèðà

2-(v, k, λ) äèçàéí. Çà m = 2 êâàçèêðàòíèòå äèçàéíè ñå íàðè÷àò êâàçèäâîéíè, à

ðàçäåëèìèòå êâàçèäâîéíè äèçàéíè � äâîéíè.

Ùå îçíà÷àâàìå ñ (D1 ∪ D2) äâîåí äèçàéí, êîéòî ìîæå äà áúäå ðàçäåëåí íà

äâàòà äèçàéíà D1 è D2. Ðàçäåëÿíåòî íà äâîéíèÿ äèçàéí D ñ ïàðàìåòðè t-(v, k, 2λ)

ìîæåì äà ïðåäñòàâèì ÷ðåç äâå ìíîæåñòâà îò ïîëîâèíàòà áëîêîâå, âñÿêî îò êîèòî

ôîðìèðà 2-(v, k, λ) äèçàéí. Åäíî î÷åâèäíî ðàçäåëÿíå íà äâîéíèÿ äèçàéí (D1∪D2)

å {D1, D2}; ðåäúò íà èçáðîÿâàíå íà ñúñòàâíèòå äèçàéíè íå å îò çíà÷åíèå. Ùå

èçïîëçâàìå îçíà÷åíèåòî D2 = µD1, â êîåòî µ å ïåðìóòàöèÿ íà òî÷êèòå íà D1, ñ

êîÿòî ñå ïîëó÷àâà D2. Äâîéíèòå äèçàéíè ìîãàò äà áúäàò ðàçäåëèìè ïî ïîâå÷å îò

åäèí íà÷èí.

Äâå ðàçäåëÿíèÿ {D1, D2} è {D3, D4} íà åäèí è ñúù äâîåí äèçàéí ñà åêâèâàëåí-

òíè òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà ïåðìóòàöèÿ µ òàêàâà, ÷å D3 = µD1

è D4 = µD2, èëè D4 = µD1 è D3 = µD2. Äâîåí äèçàéí, êîéòî èìà, ñ òî÷íîñò äî

åêâèâàëåíòíîñò , ñàìî åäíî ðàçäåëÿíå å óíèêàëíî ðàçäåëèì.

Ðàçäåëèìèòå 2-(21, 5, 2) äèçàéíè ñà îáåêò íà íàñòîÿùèÿ ðàçäåë. Ùå ïîêà-

æåì, ÷å òå ñà óíèêàëíî ðàçäåëèìè. Ñ òî÷íîñò äî åêâèâàëåíòíîñò, èìà åäèíñòâåí

2-(21, 5, 1) äèçàéí (ïðîåêòèâíàòà ðàâíèíà îò ðåä 4 - PG(2, 4)) è ðàçäåëèìèòå 2-

(21, 5, 2) äèçàéíè ñà íåãîâè äâîéíè. Ïúðâàòà äîëíà ãðàíèöà çà áðîÿ íà ðàçäåëèìè-

òå 2-(21, 5, 2) äèçàéíè å èçâåäåíà â [181] è å 10. Äîëíè ãðàíèöè çà áðîÿ íà äâîéíèòå

íà ïðîåêòèâíè ðàâíèíè ñà ïðåäñòàâåíè â [137] è [138]. Ñïîðåä òÿõ äâîéíèòå íà

ïðîåêòèâíàòà ðàâíèíà îò ðåä 4 ñà ïîíå 24.

Òóê íèå èçáðîÿâàìå ðàçäåëèìèòå 2-(21, 5, 2) äèçàéíè, êàòî êîíñòðóèðàìå òåçè

îò òÿõ, êîèòî èìàò íåòðèâèàëíè àâòîìîðôèçìè è ÷ðåç òÿõ èç÷èñëÿâàìå áðîÿ íà

âñè÷êè ðàçäåëèìè 2-(21, 5, 2). Òîâà å âúçìîæíî, çàùîòî òå ñúäúðæàò ïîääèçàéíè 2-

(21, 5, 1) ñ èçâåñòíè ñâîéñòâà. Îñâåí â ðàçäåë 3.2, ïðèìåðè çà èçáðîÿâàíå íà äèçàéíè

ñ ïîääèçàéíè ñà äàäåíè â [157], [158], [249].

Â [13] ñà êîíñòðóèðàíè âñè÷êè 2-(21, 5, 2) äèçàéíè ñ àâòîìîðôèçìè îò íå÷åòåí

ïðîñò ðåä. Òå ñà 22998 íà áðîé, êàòî ñðåä òÿõ èìà 4170 ðàçäåëèìè. Çà íóæäèòå

íà íàñòîÿùàòà ðàáîòà îñòàâà äà áúäàò ïîñòðîåíè ðàçäåëèìèòå 2-(21, 5, 2) äèçàéíè

ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 2. Èìà äâà òèïà òàêèâà àâòîìîðôèçìè, ò.å. êîèòî èçîá-

ðàçÿâàò âñåêè îò ñúñòàâíèòå 2-(21, 5, 1) äèçàéíè â ñåáå ñè è òàêèâà, êîèòî èçîáðà-

çÿâàò åäèíèÿ 2-(21, 5, 1) â äðóãèÿ (è îáðàòíîòî). Íèå ïîñòðîÿâàìå âñè÷êèòå 40485
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äèçàéíà îò ïúðâèÿ òèï è âñè÷êèòå 991957 îò âòîðèÿ è èçñëåäâàìå ãðóïèòå îò àâòî-

ìîðôèçìèòå èì. Ïî òÿõ ïðåñìÿòàìå, ÷å áðîÿò íà âñè÷êè äâîéíè íà ïðîåêòèâíàòà

ðàâíèíà îò ðåä 4 å 1746461307.

3.3.2 Äâîéíè íà óíèêàëíî ðàçäåëèì äèçàéí

Îòòóê íàòàòúê ðàçãëåæäàìå äâîéíè íà åäèíñòâåíè çà äàäåíèòå ïàðàìåòðè

(ñ òî÷íîñò äî èçîìîðôèçúì) äèçàéíè. Çàòîâà âìåñòî (D1 ∪D2) ÷åñòî èçïîëçâàìå

îçíà÷åíèåòî (D∪ϕD), êúäåòî ñúñòàâíèÿò äèçàéí ϕD å ïîëó÷åí îò D ñ ïåðìóòàöèÿ

ϕ íà òî÷êèòå.

Â îñòàíàëàòà ÷àñò íà òîçè ðàçäåë ñ D ùå îçíà÷àâàìå 2-(v, k, λ) äèçàéí, à

ñ (D ∪ ϕD) óíèêàëíî ðàçäåëèì äâîåí íà D. Ñ G îçíà÷àâàìå ïúëíàòà ãðóïà îò

àâòîìîðôèçìè íà D, ñ Gϕ � îáùàòà ÷àñò íà ïúëíèòå ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè íà

D è ϕD, à ñ Ĝϕ � ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà äâîéíèÿ äèçàéí (D ∪ ϕD).

Ìíîæåñòâîòî oò âñè÷êè v! ïåðìóòàöèè ϕ íà òî÷êèòå íà D ìîæå äà áúäå ðàç-

äåëåíî íà êëàñîâå CG(ϕ), êúäåòî CG(ϕ) å ìíîæåñòâî îò ïåðìóòàöèè ψ, òàêîâà, ÷å

äâîéíèÿò (D ∪ ψD) å èçîìîðôåí íà (D ∪ ϕD). Òîãàâà

v! =
∑
CG(ϕ)

|CG(ϕ)| (3.6)

Â ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå îïðåäåëÿìå ðàçìåðà íà êëàñà íà èçîìîðôèçúì CG(ϕ),

ñúäúðæàù ïåðìóòàöèÿòà ϕ.

Òâúðäåíèå 3.3.1. Çà ìíîæåñòâîòî CG(ϕ) îò òî÷êîâè ïåðìóòàöèè ψ, çà êîèòî

(D ∪ ψD) å èçîìîðôåí íà (D ∪ ϕD) å â ñèëà:

CG(ϕ) = GϕG ∪ Gϕ−1G.

Áðîÿò íà òåçè ïåðìóòàöèè å

|CG(ϕ)| =
{
|G|2/|Gϕ| àêî GϕG = Gϕ−1G,
2|G|2/|Gϕ| â ïðîòèâåí ñëó÷àé, ò.e. àêî GϕG ∩ Gϕ−1G = ∅ .

(3.7)

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ψ ∈ GϕG. Òîãàâà ∃α, β ∈ G : ψ = βϕα. Ñëåäîâàòåëíî

(D∪ψD) å èçîìîðôåí íà (D∪ϕD) ïîíåæå β−1(D∪βϕαD) = (D∪ϕD). Àíàëîãè÷íî,

àêî ψ ∈ Gϕ−1G, òî ∃α, β ∈ G : ψ = βϕ−1α, è (D ∪ ψD) å èçîìîðôåí íà (D ∪ ϕD)

ïîíåæå ϕβ−1(D ∪ βϕ−1αD) = (ϕD ∪D).

Îáðàòíî, àêî (D∪ψD) å èçîìîðôåí íà (D∪ϕD), òî ïîíåæå (D∪ϕD) å óíèêàë-

íî ðàçäåëèì, ñà âúçìîæíè ñàìî äâà ñëó÷àÿ. Â ïúðâèÿ ñúùåñòâóâà ïåðìóòàöèÿ µ,

çà êîÿòî µD = D è µϕD = ψD, îò êúäåòî ñëåäâà, ÷å µ ∈ G è ϕ−1µ−1ψ ∈ G è çàòîâà

ψ ∈ GϕG. Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé ñúùåñòâóâà ïåðìóòàöèÿ µ òàêàâà, ÷å µD = ψD è

µϕD = D, îòêúäåòî ñëåäâà µ−1ψ ∈ G è µϕ ∈ G è ïîðàäè òîâà ψ ∈ µG è µ ∈ Gϕ−1
⇒ ψ ∈ Gϕ−1G.
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Îò òåîðèÿòà çà ñúñåäíèòå êëàñîâå [117, Theorem 2.19] ñëåäâà, ÷å |GϕG| =

|Gϕ−1G| = |G|2/|Gϕ|, à GϕG ∩ Gϕ−1G = ∅ èëè GϕG = Gϕ−1G. Òîãàâà |GϕG ∪
Gϕ−1G| = 2|G|2/|Gϕ| àêî GϕG ∩ Gϕ−1G = ∅ è |GϕG ∪ Gϕ−1G| = |G|2/|Gϕ| â
ïðîòèâåí ñëó÷àé.

Òâúðäåíèå 3.3.2. Àêî GϕG = Gϕ−1G, ñúùåñòâóâà ω ∈ Ĝϕ òàêàâà, ÷å (D∪ϕD) =

(D∪ωD). Ïåðìóòàöèÿòà ω èçîáðàçÿâà D âúâ ϕD è îáðàòíîòî. Àêî |Gϕ| = 1, òî

ω å îò ðåä 2.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïîíåæå GϕG = Gϕ−1G, òî ϕ−1 ∈ GϕG è ñëåäîâàòåëíî ∃ρ, σ ∈
G : ϕ−1 = ρϕσ. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ϕρϕσ = 1, ò.å. ϕρϕ ∈ G.

Íåêà ω = ϕρ. Òîãàâà ωD = ϕρD = ϕD. Ïîíåæå ωϕ ∈ G, ωϕD = D, (D∪ϕD) =

(D ∪ ωD) è ω èçîáðàçÿâà D âúâ ϕD è îáðàòíîòî.

Îò ω2D = D è ω2ϕD = ϕD ñëåäâà, ÷å ω2 ∈ Gϕ. Àêî |Gϕ| = 1, òîâà îçíà÷àâà

ω2 = 1.

Ñëåäñòâèå 3.3.3. Àêî |Ĝϕ| = 1, òî |CG(ϕ)| = 2|G|2.

Íåêà Ni (N
′
i) å áðîÿò íà êëàñîâåòå íà èçîìîðôèçúì CG(ϕ), çà êîèòî |Gϕ| = i è

GϕG ∩ Gϕ−1G = ∅ (GϕG = Gϕ−1G). Èçïîëçâàéêè (3.7), ìîæåì äà ïðåîáðàçóâàìå

ðàâåíñòâîòî (3.6) äî

v! = 2|G|2N1 + |G|2N ′1 +
∑
i>1

2|G|2

i
Ni +

∑
i>1

|G|2

i
N ′i . (3.8)

Íåêà N å îáùèÿò áðîé íåèçîìîðôíè äâîéíè íà D. Òîãàâà

N = N1 +N ′1 +
∑
i>1

Ni +
∑
i>1

N ′i . (3.9)

Àêî çíàåì áðîÿ íà äâîéíèòå íà D ñ íåòðèâèàëíè àâòîìîðôèçìè, ò.e. çíàåì N ′1,

êàêòî è Ni è N
′
i çà âñÿêî i > 1, ìîæåì äà èçïîëçâàìå ðàâåíñòâî (3.8), çà äà ïîëó÷èì

áðîÿ N1 íà äâîéíèòå íà D ñ òðèâèàëåí àâòîìîðôèçúì, à ñëåä òîâà îò (3.9) äà

ïðåñìåòíåì ïúëíèÿ áðîé N íà äâîéíèòå íà D.

Ñëåäñòâèå 3.3.4. Åäèí 2-(v,k,λ) äèçàéí D, íà êîéòî âñè÷êè äâîéíè ñà óíèêàëíî

ðàçäåëèìè, èìà íàé-ìàëêî v!/(2|G|2) íåèçîìîðôíè äâîéíè (G å ïúëíàòà ãðóïà îò

àâòîìîðôèçìè íà D).

Âñè÷êè êâàçèäâîéíè íà ïðîåêòèâíèòå ðàâíèíè îò ðåäîâå 2 è 3 áÿõà èçâåñ-

òíè ïðåäè íàñòîÿùîòî èçñëåäâàíå. Ñ òî÷íîñò äî èçîìîðôèçúì èìà 4 äâîéíè íà

ïðîåêòèâíàòà ðàâíèíà îò ðåä 2 è 184 íà ïðîåêòèâíàòà ðàâíèíà îò ðåä 3. Íèå

óñòàíîâèõìå, ÷å òå ñà óíèêàëíî ðàçäåëèìè è óäîâëåòâîðÿâàò ðàâåíñòâàòà (3.8) è

(3.9).

Ñúùî òàêà ïðîâåðèõìå äàëè (3.8) è (3.9) ñà â ñèëà çà äâîéíèòå íà àôèííèòå

ðàâíèíè îò ðåäîâå 2, 3 è 4. Íàé-òÿñíî ñâúðçàíè ñ íàñòîÿùèÿ ðåçóëòàò ñà äâîéíèòå
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íà àôèííàòà ðàâíèíà îò ðåä 4, ÷èÿòî óíèêàëíà ðàçäåëèìîñò ñëåäâà îò ðàçãëåæ-

äàíèÿòà â ðàçäåë 3.3.3 . Âñè÷êè äâîéíè íà àôèííàòà ðàâíèíà îò ðåä 4 ñà ìåæäó

ðàçðåøèìèòå 2-(16, 4, 2) äèçàéíè, êîíñòðóèðàíè â [149], çà êîèòî äèçàéíèòå ñ íåòðè-

âèàëíè àâòîìîðôèçìè ñà äîñòúïíè îò ñòðàíèöàòà íà àâòîðèòå. Íèå óñòàíîâèõìå,

÷å 9102 îò òÿõ ñà ðàçäåëèìè è ñ ðàâåíñòâà (3.8) è (3.9) íàìåðèõìå, ÷å áðîÿò íà

äâîéíèòå íà àôèííàòà ðàâíèíà îò ðåä 4 å 320061. Ñ íàø ñîôòóåð êîíñòðóèðàõìå

ïî äðóã íà÷èí âñè÷êè òåçè äâîéíè è ïîëó÷èõìå ñúùèÿ ðåçóëòàò.

Èçáðîÿâàíåòî íà äâîéíèòå íà ïðîåêòèâíàòà ðàâíèíà îò ðåä 4 å îáåêò íà

ðàçäåë 3.3.6.

3.3.3 2-(21,5,2) äèçàéíèòå ñà óíèêàëíî-ðàçäåëèìè

Çà äà äîêàæåì, ÷å 2-(21,5,2) äèçàéíèòå ñà óíèêàëíî-ðàçäåëèìè ðàçãëåæäàìå

âñè÷êè ðàçëè÷íè ðàçäåëÿíèÿ è ïîêàçâàìå, ÷å ñà åêâèâàëåíòíè. Âñè÷êè ðàçäåëÿ-

íèÿ, ðàçëè÷íè îò òðèâèàëíîòî ðàçäåëÿíå {D1, D2}, ìîæåì äà ïðåäñòàâèì âúâ âèäà

{Da
1 ∪Db

2, D
a
2 ∪Db

1}, êúäåòî ñúâêóïíîñòèòå îò áëîêîâå Da
1 è D

b
1 ôîðìèðàò D1, D

a
2 è

Db
2 � D2, D

a
1 è D

b
2 � D3 è D

b
1 è D

a
2 � D4, à D1, D2, D3 è D4 ñà èçîìîðôíè ïîìåæäó

ñè:

D2 D3

↗↖ ↗ ↖
Da

1D
b
1D

a
2D

b
2 Da

1D
b
1D

a
2D

b
2

↘↙ ↘↙
D1 D4

Áåç çàãóáà íà îáùíîñò ïðèåìàìå, ÷å a ÷àñòèòå èìàò íàé-ìàëêî òîëêîâà áëî-

êîâå, êîëêîòî ñúîòâåòíèòå b ÷àñòè è, ÷å Db
1 è Db

2 íÿìàò îáùè áëîêîâå (àêî èìà

òàêèâà, ìîæåì äà ãè ïðåìåñòèì â a ÷àñòèòå).

Òâúðäåíèå 3.3.5. Íåêà n å áðîÿò íà áëîêîâåòå â Db
1 (D

b
2), à βi � áðîÿò íà òåçè

áëîêîâå îò Db
1 (D

b
2), êîèòî ñúäúðæàò òî÷êàòà i (i = 1, 2, . . . , v). Òîãàâà:

(a) Âñÿêà òî÷êà å â åäèí è ñúù áðîé áëîêîâå íà Da
1 è íà Da

2 (D
b
1 è D

b
2).

(b) Âñÿêà äâîéêà òî÷êè å â åäèí è ñúù áðîé áëîêîâå íà Da
1 è D

a
2 (D

b
1 è D

b
2).

(c) Àêî D1 å ïðîåêòèâíà ðàâíèíà îò ðåä q (ò.e. 2-(q2 + q + 1, q + 1, 1) design), å

â ñèëà:

βi 6= 1, i = 1, 2, . . . , v (3.10)
v∑
i=1

βi = n(q + 1) (3.11)

v∑
i=1

β2
i = n(n+ q) (3.12)

n ≤ q2 + q

2
(3.13)
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Äîêàçàòåëñòâî. (a) Db
1 èD

a
1 (èëèD

a
2) îáðàçóâàò 2-(v, k, λ) äèçàéí è ïîðàäè òîâà

òî÷êà i å â r − βi áëîêà íà Da
1 (D

a
2).

(b) Íåêà äâîéêàòà òî÷êè (i,j) å â λij áëîêà íà Db
1. Ïîíåæå D

b
1 è Da

1 (èëè Da
2)

îáðàçóâàò 2-(v, k, λ) äèçàéí, äâîéêàòà òî÷êè (i,j) å â λ−λij áëîêà íà Da
1 (D

a
2).

(c) Â 2-(q2 + q + 1, q + 1, 1) äèçàéí âñåêè äâà áëîêà èìàò òî÷íî åäíà îáùà òî÷êà.

Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëíà òî÷êà i. Àêî îòäåëèì ïîäìíîæåñòâî Sq îò q áëîêà,

èíöèäåíòíè ñ òî÷êàòà i (âñè÷êè òàêèâà áëîêîâå ñà q + 1), òî íåâëèçàùèÿò â

Sq áëîê ñ òî÷êà i å èíöèäåíòåí ñ âñè÷êèòå q òî÷êè, êîèòî íå ñà â áëîêîâå oò

Sq. Ñëåäîâàòåëíî òîçè áëîê å ôèêñèðàí ñ èçáîðà íà îñòàíàëèòå q áëîêà. Àêî

βi = 1, òî Da
1(Da

2) èìà q áëîêà, ñúäúðæàùè òî÷êà i. Òîãàâà áëîêúò îò Db
1,

ñúäúðæàù òî÷êàòà i, ùå å ñúùèÿ êàòî áëîêà îò Db
2, ñúäúðæàù òî÷êà i, íî

íèå ïðèåìàìå, ÷å Db
1 è D

b
2 íÿìàò îáùè áëîêîâå, çàòîâà å â ñèëà (3.10).

(3.11) ñå ïîëó÷àâà ñ ïðåáðîÿâàíå ïî äâà íà÷èíà íà åäèíèöèòå â ìàòðèöàòà íà

èíöèäåíòíîñò íà Db
1 (D

b
2).

Âñåêè 2-(q2 + q + 1, q + 1, 1) äèçàéí å ñèìåòðè÷åí è îò óñëîâèåòî λ = 1, ïðè-

ëîæåíî âúðõó áëîêîâåòå íà Db
1 (D

b
2) ÷àñòòà ïîëó÷àâàìå

(
n
2

)
=
∑v

i=1

(
βi
2

)
. Êàòî

èçïîëçâàìå è (3.11) ñëåäâà (3.12).

Db
1 (D

b
2) èìà íå ïîâå÷å áëîêîâå îò D

a
1(Da

2). Çàòîâà n ≤ bv/2c è òîãàâà (3.13) å
â ñèëà.

Òâúðäåíèå 3.3.6. Âñåêè ðàçäåëèì 2-(21,5,2) äèçàéí å óíèêàëíî-ðàçäåëèì.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà q = 4, ñèñòåìàòà îò ðàâåíñòâà (3.10), (3.11), (3.12) è (3.13)

èìà ðåøåíèÿ ñàìî çà n = 6, 8, 9, 10. Çà âñåêè îò òåçè ñëó÷àè ïðàâèì èç÷åðïâàùî

òúðñåíå çà ñòðóêòóðè, óäîâëåòâîðÿâàùè (a) è (b) íà Òâúðäåíèå 3.3.5 ïî ñëåäíèÿ

íà÷èí:

• Ïîñòðîÿâàìå ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íååêâèâàëåíòíè Db
1.

• Çà âñÿêî ïîñòðîåíî Db
1, íàìèðàìå ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íååêâèâàëåíòíè D

b
2,

òàêèâà, ÷å Db
1 è D

b
2 íÿìàò îáùè áëîêîâå.

• Çà âñÿêà êîíñòðóèðàíà äâîéêà Db
1 è Db

2, íàìèðàìå âñè÷êè íååêâèâàëåíòíè

a-÷àñòè (Da
1 èëè Da

2), è óñòàíîâÿâàìå, ÷å âñè÷êè ïîëó÷åíè ðàçäåëÿíèÿ ñà

åêâèâàëåíòíè.

Ïðè n = 6 èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå çà ñòîéíîñòèòå íà βi. Òî å (215, 06), ò.å.

15 äâîéêè è 6 íóëè. Ñ òî÷íîñò äî åêâèâàëåíòíîñò ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí íà÷èí äà

èçáåðåì 6-òòå áëîêà îò Db
1, íî çà íåãî íÿìà ñúîòâåòåí D

b
2. Ñëåäîâàòåëíî n = 6 å

íåâúçìîæíî.

Ïðè n = 8 åäèíñòâåíî ðåøåíèå çà βi å (42, 216, 03). Ñ òî÷íîñò äî åêâèâàëåíòíîñò

ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí íà÷èí äà èçáåðåì 8-òå áëîêà íà Db
1 è åäèíñòâåí íà÷èí äà
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Ôèãóðà 3.7: Ðàçäåëÿíå ïðè n = 8

Da
1 Db

1︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷
1 1111 . . . . . . . . . . . . . . . .

1 . . . . 1111 . . . . . . . . . . . .
1 . . . . . . . . 1111 . . . . . . . .
1 . . . . . . . . . . . . 1111 . . . .
1 . . . . . . . . . . . . . . . . 1111

. 1. . . 1. . . 1. . . 1. . . . . . 1

. . 1. . . 1. . . 1. . . 1. . . . . 1

. . . 1. . . 1. . . 1. . . 1. . . . 1

. . . . 1 . . . 1 . . . 1 . . . 1 . . . 1

. . 1. . . . 1. . . . 1 1. . . . . 1.

. 1. . . . . . 1 . . 1. . 1. . . . 1.

. . . . 1 1. . . . 1. . . . 1. . . 1.

. . . 1. . 1. . 1. . . . . . 1 . . 1.

. . . 1. . . . 1 . 1. . 1. . . . 1. .

. . . . 1 . . 1. 1. . . . 1. . . 1. .

. 1. . . . 1. . . . . 1 . . 1. . 1. .

. . 1. . 1. . . . . 1. . . . 1 . 1. .

. . . . 1 . 1. . . . 1. 1. . . 1. . .

. . . 1. 1. . . . . . 1 . 1. . 1. . .

. . 1. . . . . 1 1. . . . . 1. 1. . .

. 1. . . . . 1. . 1. . . . . 1 1. . .

Da
2 Db

2︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷
1 . . . . 1111 . . . . . . . . . . . .

1 . . . . . . . . 1111 . . . . . . . .
1 1111 . . . . . . . . . . . . . . . .
1 . . . . . . . . . . . . . . . . 1111
1 . . . . . . . . . . . . 1111 . . . .

. 1. . . 1. . . 1. . . 1. . . . . . 1

. . 1. . . 1. . . 1. . . 1. . . . . 1

. . . 1. . . 1. . . 1. . . 1. . . . 1

. . . . 1 . . . 1 . . . 1 . . . 1 . . . 1

. . 1. . . . 1. . . . 1 1. . . . . 1.

. 1. . . . . . 1 . . 1. . 1. . . . 1.

. . . . 1 1. . . . 1. . . . 1. . . 1.

. . . 1. . 1. . 1. . . . . . 1 . . 1.

. . . 1. . . . 1 . 1. . 1. . . . 1. .

. . . . 1 . . 1. 1. . . . 1. . . 1. .

. 1. . . . 1. . . . . 1 . . 1. . 1. .

. . 1. . 1. . . . . 1. . . . 1 . 1. .

. . . . 1 . 1. . . . 1. 1. . . 1. . .

. . . 1. 1. . . . . . 1 . 1. . 1. . .

. . 1. . . . . 1 1. . . . . 1. 1. . .

. 1. . . . . 1. . 1. . . . . 1 1. . .

ïîñòðîèì Db
2. Çà åäèíñòâåíàòà êîìáèíàöèÿ Db

1 è Db
2 èìà 12 íååêâèâàëåíòíè Da

1

(Da
2). Çà âñè÷êè ïîëó÷åíè ðàçäåëÿíèÿ (åäíî îò òÿõ å ïîêàçàíî íà ôèãóðà 3.7),

ñúùåñòâóâàò ïåðìóòàöèè ϕa è ϕb, çà êîèòî:

• D2 = ϕbϕaD1

• Db
2 = ϕbD

b
1, D

a
1 = ϕbD

a
1 , D

a
2 = ϕbD

a
2 , (ϕb)

2 = 1.

• Da
2 = ϕaD

a
1 , D

b
1 = ϕaD

b
1, D

b
2 = ϕaD

b
2.

Ðàçäåëÿíåòî {Da
1 ∪Db

2, D
a
2 ∪Db

1} å åêâèâàëåíòíî íà ðàçäåëÿíåòî {D1, D2}, çà-
ùîòî ϕb(D

a
1 ∪Db

2) = (Da
1 ∪Db

1) = D1 è ϕb(D
a
2 ∪Db

1) = (Da
2 ∪Db

2) = D2.

Èìà 3 ðåøåíèÿ çà βi àêî n = 9:

(51, 34, 214, 02), (43, 31, 215, 02) è (39, 29, 03). Ñàìî çà òðåòîòî îò òÿõ ìîãàò äà áúäàò

èçáðàíè äåâåò áëîêà îò 2-(21, 5, 1) äèçàéí è òî ïî íà÷èí, åäèíñòâåí ñ òî÷íîñò äî

åêâèâàëåíòíîñò. Çà íåãî íå ñúùåñòâóâà Db
2.

Èìà 3 ðåøåíèÿ çà βi ïðè n = 10: (51, 42, 33, 214, 01), (45, 215, 01) è (42, 38, 29, 02).

Ñ âòîðèÿ è òðåòèÿ ìîæå äà áúäå íàìåðåíî Db
1, íî çà íåãî íÿìà D

b
2.

Ïîðàäè òîâà âñåêè 2-(21, 5, 2) äèçàéí å óíèêàëíî-ðàçäåëèì.
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3.3.4 Àëãîðèòúì çà êîíñòðóèðàíå íà äâîéíè äèçàéíè

Öåë íà çàäà÷àòà.

Äàäåíè ñà äâà t-(v, k, λ) äèçàéíà D1 è D2. Òðÿáâà äà ïîñòðîèì âñè÷êè íåèçî-

ìîðôíè t-(v, k, 2λ) äèçàéíè, êîèòî ñà ðàçäåëèìè íà èçîìîðôíè íà D1 è D2. Âñè÷êè

òàêèâà äèçàéíè (çàåäíî ñ èçîìîðôíèòå) ñà v! íà áðîé è ìîãàò äà áúäàò ïîëó÷åíè

êàòî êúì áëîêîâåòå íà D1 äîáàâèì òåçè íà ϕD2, êúäåòî ϕ å ïåðìóòàöèÿ íà òî÷êè-

òå íà D2. Òîãàâà çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî êîíñòðóèðàíåòî íà âñè÷êè ïåðìóòàöèè ϕ,

êîèòî âîäÿò äî íåèçîìîðôíè äèçàéíè.

Êîíñòðóêòèâíè óñëîâèÿ.

Âúçìîæíî å êîíêðåòíàòà çàäà÷à äà èçèñêâà êîíñòðóèðàíåòî ñàìî íà äâîéíè äè-

çàéíè îò îïðåäåëåí âèä. Òîãàâà íàëàãàìå íÿêàêâè äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ çà âèäà

íà ïåðìóòàöèèòå ϕ è ñòðîèì ñàìî òàêèâà, êîèòî îòãîâàðÿò íà òÿõ.

Ìíîæåñòâî íà òúðñåíå.

Òîâà ñà ÷èñëàòà îò 1 äî v, êîèòî ñ òúðñåíå ñ âðúùàíå íàðåæäàìå íà v ìåñòà ïî

âñåâúçìîæíèòå íà÷èíè, óäîâëåòâîðÿâàùè êîíñòðóêòèâíèòå óñëîâèÿ.

Ïðåäâàðèòåëíî íàìèðàìå âñè÷êè àâòîìîðôèçìè íà D1 è D2 (ïúëíèòå ãðóïè

îçíà÷àâàìå ñ G1 è G2). Ñëåä òîâà ãåíåðèðàìå â ëåêñèêîãðàôñêè ðåä âñè÷êè ïåð-

ìóòàöèè, êîèòî îòãîâàðÿò íà êîíñòðóêòèâíèòå óñëîâèÿ. Èçîìîðôíèòå ðåøåíèÿ

îòõâúðëÿìå ñ òåñòà çà ìèíèìàëíîñò.

Òåñò çà ìèíèìàëíîñò.

Ïðè íàìèðàíå íà òåêóùàòà ïåðìóòàöèÿ ϕ, ïðîâåðÿâàìå äàëè ñúùåñòâóâàò

α ∈ G2 è β ∈ G1, òàêèâà, ÷å βϕα å ïåðìóòàöèÿ, êîÿòî å ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêà

îò ϕ è óäîâëåòâîðÿâà êîíñòðóêòèâíèòå óñëîâèÿ. Àêî íàìåðèì òàêèâà α è β, òî

ïîíåæå β−1(D1 ∪ βϕαD2) = (D1 ∪ ϕD2), îòõâúðëÿìå òåêóùîòî ðåøåíèå, çàùîòî å

åêâèâàëåíòíî íà ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêî îò íåãî, êîåòî âå÷å å ãåíåðèðàíî.

Àêî D1 è D2 ñà èçîìîðôíè äèçàéíè ïðîâåðÿâàìå è çà α ∈ G2 è β ∈ G1, òàêèâà,

÷å βϕ−1α å ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêà îò ϕ (âèæ Òâúðäåíèå 3.3.1) è óäîâëåòâîðÿâà

êîíñòðóêòèâíèòå óñëîâèÿ. Â òîçè ñëó÷àé ñúùî îòõâúðëÿìå òåêóùîòî ðåøåíèå.

Àêî êîíñòðóèðàíèòå äâîéíè äèçàéíè ñà óíèêàëíî-ðàçäåëèìè, ñ ïðèëàãàíåòî

íà íàñòîÿùèÿ òåñò çà ìèíèìàëíîñò ïîñòðîÿâàìå ñàìî íåèçîìîðôíè äèçàéíè.

Êàêòî îáèêíîâåíî, òðÿáâà âíèìàòåëíî äà ïðåöåíèì äàëè êîíñòðóêòèâíèòå

óñëîâèÿ ïîçâîëÿâàò ïðèëàãàíåòî íà òåñòà âúðõó ÷àñòè÷íè ðåøåíèÿ. Ïðèìåðè çà

òîâà ñà äàäåíè â ñëåäâàùèÿ ðàçäåë. Òàì ñà ïîêàçàíè è íà÷èíè äà íàìàëèì áðîÿ

íà ðàçãëåæäàíèòå ïåðìóòàöèè βϕα è βϕ−1α.
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Ïðåäèìñòâà.

Âúïðåêè, ÷å àëãîðèòúìúò å åêñïîíåíöèàëåí, ïðèëàãàíåòî íà òåñòà çà ìèíè-

ìàëíîñò íå âúðõó ïîëó÷åíèòå äèçàéíè, à âúðõó ïåðìóòàöèèòå, êîèòî ãè ãåíåðèðàò,

ïîçâîëÿâà óñïåøíîòî ìó èçïîëçâàíå â çàäà÷èòå îò òàçè ÷àñò.

Ñðàâíåíèå ñ äðóãè àëãîðèòìè.

Íÿêîëêî ãîäèíè ñëåä ïóáëèêóâàíåòî íà íàñòîÿùèòå èçñëåäâàíèÿ Ìàòåâà [176]

ðàçðàáîòè ïîäîáåí àëãîðèòúì, íî ñ äîïúëíèòåëíî îò÷èòàíå íà îðáèòèòå íà ñòàáè-

ëèçàòîðèòå â G1 è G2 íà òî÷êèòå îò ÷àñòè÷íîòî ðåøåíèå, êîåòî ïîçâîëÿâà ãåíåðè-

ðàíåòî íà ïî-ìàëúê áðîé ïåðìóòàöèè ϕ.

3.3.5 Ðàçäåëèìè 2-(21, 5, 2) ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 2

Àâòîìîðôèçìè, çà êîèòî |Gϕ| 6= 1

Ðàçãëåæäàìå (D1 ∪ D2) ñ ïúëíà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè îò ðåä 2s (s ≥ 1)

è |Gϕ| 6= 1. Òîãàâà D1 è D2 èìàò îáùè àâòîìîðôèçìè îò ðåä 2. Åäèí 2-(21, 5, 1)

äèçàéí èìà àâòîìîðôèçìè îò ðåä 2 ñ 5 ôèêñèðàíè òî÷êè è àâòîìîðôèçìè îò ðåä

2 ñúñ 7 ôèêñèðàíè òî÷êè (ôèãóðè 3.8 è 3.9).

Íèå ïîñòðîÿâàìå âñè÷êè äâîéíè äèçàéíè ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 2, êîèòî ñà

àâòîìîðôèçìè åäíîâðåìåííî íà D1 è D2. Ðàçãëåæäàìå äâàòà âúçìîæíè ñëó÷àÿ:

Àâòîìîðôèçúì îò ðåä 2 ñ 5 ôèêñèðàíè òî÷êè: Èçïîëçâàìå ìàòðèöà-

òà íà èíöèäåíòíîñò íà D1, ïðåäñòàâåíà íà ôèãóðà 3.8 è àâòîìîðôèçúì γ, êîéòî

äåéñòâà íà òî÷êèòå íà äâîéíèÿ äèçàéí êàòî

(1)(2) · · · (5) (6, 7)(8, 9) · · · (20, 21) , à íà áëîêîâåòå êàòî

(1)(2) · · · (5) (6, 7)(8, 9) · · · (20, 21) (22)(23) · · · (26) (27, 28)(29, 30) · · · (41, 42) .

Àâòîìîðôèçúì îò ðåä 2 ñúñ 7 ôèêñèðàíè òî÷êè: Ðàçãëåæäàìå ìàòðè-

öàòà íà èíöèäåíòíîñò íà D1, ïðåäñòàâåíà íà ôèãóðà 3.9 è àâòîìîðôèçúì δ, êîéòî

äåéñòâà íà òî÷êèòå íà äâîéíèÿ äèçàéí êàòî

(1)(2) · · · (7) (8, 9)(10, 11) · · · (20, 21) , à íà áëîêîâåòå êàòî

(1)(2) · · · (7) (8, 9) · · · (20, 21) (22)(23) · · · (28) (29, 30) · · · (41, 42) .

Íåêà D2 = ϕD1. Òîãàâà ϕ å ïåðìóòàöèÿ, êîÿòî:

(a) èçîáðàçÿâà âñÿêà ôèêñèðàíà (îòíîñíî γ èëè δ) òî÷êà âúâ ôèêñèðàíà òî÷êà;

(b) èçîáðàçÿâà äâå òî÷êè îò åäíà è ñúùà îðáèòà (îòíîñíî γ èëè δ) â òî÷êè îò

åäíà è ñúùà îðáèòà.

Äèçàéíèòå êîíñòðóèðàìå ñ ìîäèôèêàöèÿ íà àëãîðèòúìà îò ðàçäåë 3.3.4 êàòî

óñëîâèÿòà (a) è (b) ñà êîíñòðóêòèâíèòå óñëîâèÿ. Òå ñà òàêèâà, ÷å ïîçâîëÿâàò

ïðèëàãàíåòî íà òåñòà çà ìèíèìàëíîñò âúðõó ÷àñòè÷íè ðåøåíèÿ, ò.å. àêî òåêóùî

å íàìåðåíà ñàìî ÷àñò îò ïåðìóòàöèÿòà ϕ (ïúðâèòå íÿêîëêî òî÷êè), òî íåïîñòðîå-

íàòà îùå ÷àñò íå çàâèñè îò ïîñòðîåíàòà. Çàòîâà, àêî βϕα èëè βϕ−1α èçîáðàçÿâà
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Ôèãóðà 3.8: Äèçàéíúò D1 (àâòîìîðôèçúì îò ðåä 2 ñ 5 ôèêñèðàíè òî÷êè)

1 1 1 1 1 . . . . . . . . . . . . . . . .
1 . . . . 1 1 1 1 . . . . . . . . . . . .
1 . . . . . . . . 1 1 1 1 . . . . . . . .
1 . . . . . . . . . . . . 1 1 1 1 . . . .
1 . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1 1 1

. 1 . . . 1 . . . 1 . . . 1 . . . 1 . . .

. 1 . . . . 1 . . . 1 . . . 1 . . . 1 . .

. 1 . . . . . 1 . . . 1 . . . 1 . . . 1 .

. 1 . . . . . . 1 . . . 1 . . . 1 . . . 1

. . 1 . . 1 . . . . 1 . . . . 1 . . . . 1

. . 1 . . . 1 . . 1 . . . . . . 1 . . 1 .

. . 1 . . . . 1 . . . . 1 1 . . . . 1 . .

. . 1 . . . . . 1 . . 1 . . 1 . . 1 . . .

. . . 1 . 1 . . . . . 1 . . . . 1 . 1 . .

. . . 1 . . 1 . . . . . 1 . . 1 . 1 . . .

. . . 1 . . . 1 . 1 . . . . 1 . . . . . 1

. . . 1 . . . . 1 . 1 . . 1 . . . . . 1 .

. . . . 1 1 . . . . . . 1 . 1 . . . . 1 .

. . . . 1 . 1 . . . . 1 . 1 . . . . . . 1

. . . . 1 . . 1 . . 1 . . . . . 1 1 . . .

. . . . 1 . . . 1 1 . . . . . 1 . . 1 . .

Ôèãóðà 3.9: Äèçàéíúò D1 (àâòîìîðôèçúì îò ðåä 2 ñúñ 7 ôèêñèðàíè òî÷êè)

1 1 . 1 . . . 1 1 . . . . . . . . . . . .
. 1 1 . 1 . . . . 1 1 . . . . . . . . . .
. . 1 1 . 1 . . . . . 1 1 . . . . . . . .
. . . 1 1 . 1 . . . . . . 1 1 . . . . . .
1 . . . 1 1 . . . . . . . . . 1 1 . . . .
. 1 . . . 1 1 . . . . . . . . . . 1 1 . .
1 . 1 . . . 1 . . . . . . . . . . . . 1 1

1 . . . . . . . . . 1 1 . 1 . . . 1 . . .
1 . . . . . . . . 1 . . 1 . 1 . . . 1 . .

. 1 . . . . . . . . . . 1 1 . 1 . . . 1 .

. 1 . . . . . . . . . 1 . . 1 . 1 . . . 1

. . 1 . . . . 1 . . . . . . 1 1 . 1 . . .

. . 1 . . . . . 1 . . . . 1 . . 1 . 1 . .

. . . 1 . . . . . 1 . . . . . . 1 1 . 1 .

. . . 1 . . . . . . 1 . . . . 1 . . 1 . 1

. . . . 1 . . 1 . . . 1 . . . . . . 1 1 .

. . . . 1 . . . 1 . . . 1 . . . . 1 . . 1

. . . . . 1 . 1 . 1 . . . 1 . . . . . . 1

. . . . . 1 . . 1 . 1 . . . 1 . . . . 1 .

. . . . . . 1 . 1 1 . 1 . . . 1 . . . . .

. . . . . . 1 1 . . 1 . 1 . . . 1 . . . .
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ïîñòðîåíàòà ÷àñò â ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêà, ìîæåì äà îòõâúðëèì ÷àñòè÷íîòî

ðåøåíèå. Òîâà çíà÷èòåëíî óñêîðÿâà ïðåñìÿòàíèÿòà.

Òåñò çà ìèíèìàëíîñò. Ïîíåæå ðåäúò íà ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè G íà

2-(21, 5, 1) äèçàéí å 120960, ïðîâåðêàòà íà âñè÷êè 1209602 êîìáèíàöèè å òâúðäå

áàâíà. Çàòîâà èçáèðàìå α è β èçìåæäó ñëó÷àéíî ïîäáðàíà èçâàäêà îò åëåìåíòè íà

G. Íàêðàÿ îòñÿâàìå èçîìîðôíèòå ðåøåíèÿ (êîèòî ñà ìíîãî ìàëêî) ñ ïúëåí òåñò

çà èçîìîðôèçúì.

Ïî òîçè íà÷èí ïîñòðîÿâàìå 9564 íåèçîìîðôíè äâîéíè ñ àâòîìîðôèçúì îò ðåä

2 ñ 5 ôèêñèðàíè òî÷êè è 31094 ñ àâòîìîðôèçúì îò ðåä 2 ñúñ 7 ôèêñèðàíè òî÷êè.

Îáùèÿò áðîé íà äèçàéíèòå å 40485, çàùîòî 173 èìàò åäíîâðåìåííî àâòîìîðôèçìè

îò ðåä 2 ñ 5 è ñúñ 7 ôèêñèðàíè òî÷êè. Ìåæäó òÿõ 305 äèçàéíà ïðèòåæàâàò è

àâòîìîðôèçúì oò íå÷åòåí ïðîñò ðåä.

Ðåçóëòàòèòå ñà ïàðàëåëíî ïîëó÷åíè îò ñúàâòîðèòå ñ àëãîðèòúì, ïðè êîéòî

ïúðâî ñå ïîëó÷àâàò âñè÷êè íååêâèâàëåíòíè ðåøåíèÿ çà íåòðèâèàëíèòå îðáèòè, à

ñëåä òîâà ñå äîáàâÿò ïî âñåâúçìîæíèòå íà÷èíè ôèêñèðàíèòå òî÷êè è áëîêîâå è

îòíîâî ñå îòñÿâàò èçîìîðôíèòå ðåøåíèÿ.

Aâòîìîðôèçìè îò ðåä 2 ñ |Gϕ| = 1

Òðÿáâà äà ïîñòðîèì âñè÷êè äèçàéíè (D ∪ ϕD), çà êîèòî ϕ å ïåðìóòàöèÿ îò

ðåä 2 (Òâúðäåíèå 3.3.2). Íåêà ϕ = {ϕ1, ϕ2, . . . ϕv}. Ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè íà

ïðîåêòèâíàòà ðàâíèíà îò ðåä 4 å äâîéíî òðàíçèòèâíà, çàòîâà áåç çàãóáà íà îáùíîñò

ôèêñèðàìå åäíà íåòðèâèàëíà îðáèòà, ò.å. çà âñè÷êè ïîñòðîåíè ïåðìóòàöèè ϕ1 = 2

è ϕ2 = 1.

Èçïîëçâàìå ìîäèôèêàöèÿ íà àëãîðèòúìà îò ïðåäíèÿ ðàçäåë 3.3.4. Kîíñò-

ðóêòèâíèòå óñëîâèÿ èçèñêâàò:

• ϕ1 = 2, ϕ2 = 1

• Àêî ϕa = b, òî ϕb = a çà âñè÷êè a, b = 1, 2, . . . v (ïåðìóòàöèÿòà å îò ðåä 2).

Òåñò çà ìèíèìàëíîñò. Àêî ϕ å îò ðåä 2, òî ϕ = ϕ−1 è βϕα ñúùî å îò ðåä

2, ò.å.

βϕαβϕα = 1⇒ ϕαβϕ = β−1α−1 ⇒ ϕαβϕ ∈ G.

Íî ϕ−1αβϕ å ñúùî àâòîìîðôèçúì íà ϕD. Ñëåäîâàòåëíî ϕαβϕ ∈ Gϕ. If |Gϕ| =
1, òî αβ = 1⇒ β = α−1. Ïîíåæå |Gϕ| = 1 çà ïîâå÷åòî äèçàéíè, êîíñòðóèðàíè ïî

òîçè íà÷èí, òî â òåñòà çà ìèíèìàëíîñò âìåñòî βϕα òúðñèì α−1ϕα, êîÿòî å ëåêñè-

êîãðàôñêè ïî-ìàëêà îò ϕ è àêî íàìåðèì òàêàâà, îòõâúðëÿìå òåêóùîòî ðåøåíèå.

Çàäà÷àòà ñòàâà ðåøèìà áëàãîäàðåíèå íà áúðçèíàòà íà òîçè òåñò çà ìèíèìàëíîñò.

Ïðèëîæåíèÿò íàêðàÿ ïúëåí òåñò çà èçîìîðôèçúì îòõâúðëÿ ìíîãî ìàëêà ÷àñò îò

íàìåðåíèòå äèçàéíè.

Êîíñòðóêòèâíèòå óñëîâèÿ, îáà÷å, ñà òàêèâà, ÷å òåñò çà ìèíèìàëíîñò, íà ïðàê-

òèêà, íå ìîæåì äà ïðèëàãàìå íà ÷àñòè÷íè ðåøåíèÿ, ò.å. ìîæåì ñàìî, àêî êîãàòî
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ñìå ïîñòðîèëè {ϕ1, ϕ2, . . . ϕw} çà íÿêàêâî w < v, òî ϕa ≤ w çà âñÿêî a ≤ w è

íàìåðèì α, çà êîÿòî (α−1ϕα)a ≤ w çà âñÿêî a ≤ w.

Ïîñòðîÿâàìå 991957 íåèçîìîðôíè äèçàéíà ñ àâòîìîðôèçúì îò ðåä 2, êîéòî

èçîáðàçÿâà åäèíèÿ ñúñòàâåí äèçàéí â äðóãèÿ. Çà 984549 îò òÿõ ðåäúò íà ïúëíàòà

ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè å 2 è |Gϕ| = 1. Ðåçóëòàòèòå ñà ïðîâåðåíè ñ äâå ðàçëè÷íè

ïðîãðàìíè ðåàëèçàöèè (íà àâòîðà è íà ñúàâòîð, êîéòî èçïîëçâà ñîôòóåðà nauty

[187] íà McKay çà ôèíàëíèÿ ïúëåí òåñò çà èçîìîðôèçúì).

3.3.6 Êëàñèôèêàöèÿ íà äâîéíèòå íà ïðîåêòèâíàòà ðàâíèíà îò ðåä 4

Ñïîðåä ñëåäñòâèå 3.3.4 áðîÿò íà íåèçîìîðôíèòå äâîéíè íà ïðîåêòèâíàòà ðàâ-

íèíà îò ðåä 4 å íàé-ìàëêî 1745944200. Çà äà îïðåäåëèì òo÷íèÿ èì áðîé ñ ðàâåíñòâà

(3.8) è (3.9), òðÿáâà äà ïîñòðîèì âñè÷êè äèçàéíè ñ íåòðèâèàëíè àâòîìîðôèçìè.

Ïî-òî÷íî, òîâà îçíà÷àâà, ÷å òðÿáâà äà ïîñòðîèì äâîéíèòå äèçàéíè,

� çà êîèòî |Gϕ| 6= 1 è äà îïðåäåëèì Ni è N
′
i , i > 1, è

� çà êîèòî |Gϕ| = 1 è GϕG = Gϕ−1G è äà íàìåðèì áðîÿ N ′1.

Âñè÷êè 2-(21, 5, 2) äèçàéíè ñ àâòîìîðôèçìè îò íå÷åòåí ïðîñò ðåä ñà êîíñò-

ðóèðàíè â [13]. Ñðåä òÿõ èìà 4170 ðàçäåëèìè, êîèòî èçïîëçâàìå çà íàñòîÿùàòà

êëàñèôèêàöèÿ. Îñòàíàëèòå äèçàéíè èìàò àâòîìîðôèçìè îò ðåä 2 è ñà ïîñòðîåíè

â ðàçäåë 3.3.5.

Êëàñèôèêàöèîííèòå ðåçóëòàòè ñà äàäåíè â Òàáëèöà 3.3. Ðåäúò íà ïúëíàòà

ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà äâîéíèòå äèçàéíè å äàäåí â êîëîíà |Ĝϕ|, ðåäúò íà îá-
ùàòà ïîäãðóïà íà ïúëíèòå ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè íà D è ϕD � â êîëîíà |Gϕ|),
à äàëè GϕG = Gϕ−1G ïîêàçâà òðåòàòà êîëîíà îò òàáëèöàòà. Â êîëîíà N

(′)
|Gϕ| å

áðîÿò íà íåèçîìîðôíèòå äâîéíè ñ äàäåíèòå ñâîéñòâà. Áðîÿò1 íà äèçàéíèòå â êëà-

ñà íà èçîìîðôèçúì íà äâîéíèòå äèçàéíè (îïðåäåëåí ñïîðåä Òâúðäåíèå 3.3.1) å

ïðåäñòàâåí â êîëîíà |CG(ϕ)|/|G|. Ïðîèçâåäåíèåòî íà ñòîéíîñòèòå â êîëîíè N (′)
|Gϕ| è

|CG(ϕ)|/|G| å çàïèñàíî â ïîñëåäíàòà êîëîíà N (′)
|Gϕ| × |CG(ϕ)|/|G|.

Ðàçïîëàãàéêè ñ êëàñèôèêàöèÿòà íà âñè÷êèòå 1028899 äâîéíè ñ íåòðèâèàëíè

àâòîìîðôèçìè, íèå èçïîëçâàìå (3.8) è (3.9) çà äà íàìåðèì áðîÿ íà íåèçîìîðôíè-

òå äâîéíè äèçàéíè ñ òðèâèàëíèÿ àâòîìîðôèçúì. Òîçè áðîé å 1745432408. Çàòîâà

ïúðâèÿò (ñèâ) ðåä íà Òàáëèöà 3.3 å ïîëó÷åí îò äàííèòå â îñòàíàëèòå ðåäîâå. Áðî-

ÿò íà âñè÷êè äâîéíè 2-(21, 5, 2) äèçàéíè å 1746461307 è å äîñòà áëèçúê äî äîëíàòà

ãðàíèöà ñïîðåä Ñëåäñòâèå 3.3.4.

Ðåçóëòàòèòå îò íàñòîÿùàòà ÷àñò 3.3 ñà ïîëó÷åíè ñúâìåñòíî ñ Veerle Fack, Joost

Winne è Ðîñåí Çëàòàðñêè è ñà ïóáëèêóâàíè â [T4].

1Çà äà èçáåãíåì òâúðäå ãîëåìèòå ÷èñëà, ñòîéíîñòèòå â ïîñëåäíèòå äâå êîëîíè ñà ðàçäåëåíè íà |G| =
120960, ò.e. íà ðåäà íà ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà ïðîåêòèâíàòà ðàâíèíà îò ðåä 4.
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Òàáëèöà 3.3: Êëàñèôèêàöèÿ íà äâîéíèòå íà ïðîåêòèâíàòà ðàâíèíà îò ðåä 4

|Ĝϕ| |Gϕ| GϕG
?
=

Gϕ−1G
N

(′)
|Gϕ|

|CG(ϕ)|
|G| N

(′)
|Gϕ| ×

|CG(ϕ)|
|G|

1 1 íå 1 745 432 408 241 920 422 255 008 143 360
2 1 äà 984 549 120 960 119 091 047 040
2 2 íå 33 631 120 960 4 068 005 760
3 3 íå 2 764 80 640 222 888 960
4 2 äà 5 709 60 480 345 280 320
4 4 íå 389 60 480 23 526 720
5 5 íå 26 48 384 1 257 984
6 3 äà 1 019 40 320 41 086 080
6 6 íå 67 40 320 2 701 440
8 4 äà 345 30 240 10 432 800
8 8 íå 17 30 240 514 080
9 9 íå 1 26 880 26 880
10 5 äà 30 24 192 725 760
12 6 äà 167 20 160 3 366 720
12 12 íå 2 20 160 40 320
14 7 äà 2 17 280 34 560
14 14 íå 1 17 280 17 280
16 8 äà 55 15 120 831 600
16 16 íå 3 15 120 45 360
18 9 äà 18 13 440 241 920
18 18 íå 1 13 440 13 440
21 21 íå 1 11 520 11 520
24 12 äà 24 10 080 241 920
28 14 äà 2 8 640 17 280
30 15 äà 1 8 064 8 064
32 16 äà 20 7 560 151 200
32 32 íå 1 7 560 7 560
36 18 äà 15 6 720 100 800
40 20 äà 1 6 048 6 048
42 21 äà 2 5 760 11 520
48 24 äà 3 5 040 15 120
54 27 äà 1 4 480 4 480
64 32 äà 7 3 780 26 460
96 48 äà 4 2 520 10 080
96 96 íå 1 2 520 2 520
108 54 äà 2 2 240 4 480
120 60 äà 1 2 016 2 016
128 64 äà 2 1890 3 780
192 96 äà 4 1 260 5 040
252 126 äà 1 960 960
256 128 äà 1 945 945
384 96 äà 1 1 260 1 260
384 192 äà 1 630 630
480 240 äà 1 504 504
576 288 äà 1 420 420
1152 288 äà 1 420 420
1152 576 äà 1 210 210
1536 384 äà 1 315 315
3840 1920 äà 1 63 63

120960 120960 äà 1 1 1

|Ĝϕ| |Gϕ| GϕG
?
=

Gϕ−1G
N

(′)
|Gϕ|

|CG(ϕ)|
|G| N

(′)
|Gϕ| ×

|CG(ϕ)|
|G|

Âñè÷êè 1 746 461 307
21!/|G| =

422 378 820 864 000
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Ãëàâà 4

Ñïðåäîâå íà PG(n, 2)

4.1 Äåôèíèöèè, îçíà÷åíèÿ è ïðåäâàðèòåëíè ðåçóëòàòè

Íåêà îòíà÷àëî äà ïðèïîìíèì (äåôèíèöèè 1.1.22 - 1.1.24), ÷å t-ñïðåäúò â

PG(n, q) ïðåäñòàâëÿâà ðàçáèâàíå íà òî÷êèòå íà ïðîåêòèâíîòî ïðîñòðàíñòâî íà

t-ìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà è, ÷å äâà ñïðåäà ñà åêâèâàëåíòíè, àêî ñúùåñòâóâà àâ-

òîìîðôèçúì íà ïðîåêòèâíîòî ïðîñòðàíñòâî, êîéòî èçîáðàçÿâà åäèíèÿ â äðóãèÿ.

Îáèêíîâåíî 1-ñïðåäîâåòå íàðè÷àìå ñïðåäîâå èëè ñïðåäîâå îò ïðàâè.

Äåôèíèöèÿ 4.1.1. Åäèí ñïðåä S â PG(n, 2) å ðåãóëÿðåí (ãåîìåòðè÷åí), àêî

çà âñåêè òðè ïðàâè a, b, c ∈ S: èëè c ∈ 〈a, b〉, èëè c íå ñúäúðæà òî÷êè îò 〈a, b〉.
Êàêòî îáèêíîâåíî, ñ 〈a, b〉 îçíà÷àâàìå íàé-ìàëêîòî ïîäïðîñòðàíñòâî, ñúäúðæà-

ùî ïðàâèòå a è b.

Äåôèíèöèÿ 4.1.2. Ïîä (n, q, r, s) êíèãà ðàçáèðàìå ñúâêóïíîñò îò r-ìåðíè ïîä-

ïðîñòðàíñòâà â PG(n, q), íàðå÷åíè ñòðàíèöè, êîèòî ïîêðèâàò öÿëîòî ïðîåê-

òèâíî ïðîñòðàíñòâî è ñå ïðåñè÷àò â îáùî s-ìåðíî ïîäïðîñòðàíñòâî, íàðå÷åíî

ãðúáíàê è òàêîâà, ÷å âñÿêà òî÷êà èçâúí ãðúáíàêà å â òî÷íî åäíà ñòðàíèöà.
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Äåôèíèöèÿ 4.1.3. Åäèí t-ñïðåä â PG(n, q) å (n, q, r, s) êíèæåí t-ñïðåä, àêî

òî÷êèòå îò âñÿêà ñòðàíèöà íà (n, q, r, s) êíèãà è òî÷êèòå îò íåéíèÿ ãðúáíàê ñå

ðàçáèâàò íà t-ìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà îò òîçè t-ñïðåä.

Âúçìîæíî å äà ñúùåñòâóâà t-ñïðåä, êîéòî å êíèæåí ñïðåä çà ðàçëè÷íè áàçèñíè

(n, q, r, s) êíèãè.

Äåôèíèöèÿ 4.1.4. Åäèí (n, q, r, s) êíèæåí t-ñïðåä å öèêëè÷åí âúðõó ñòðàíè-

öèòå, àêî èìà àâòîìîðôèçúì, êîéòî ïåðìóòèðà ñòðàíèöèòå â åäèí öèêúë.

Ñïðåäîâåòå â ïðîåêòèâíè ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿâàò èíòåðåñ è çàðàäè ïðè-

ëîæåíèÿòà ñè â äðóãè îáëàñòè. Â êðèïòîãðàôèÿòà ãè ñâúðçâàò ñ ëèíåéíè øèôðè

[202], a â Òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî ñ êîäîâå ñ êîíñòàíòíà ðàçìåðíîñò è ñïðåä êîäîâå

[83], [84], [173].

Ñïðåäîâåòå ñà îáåêò íà ìíîæåñòâî ñòàòèè. Îáùè êîíñòðóêöèè ñà ïðåäñòàâå-

íè â [17] è [131]. Ìàêñèìàëíàòà ãîëåìèíà íà íåòðèâèàëíè ìàêñèìàëíè ÷àñòè÷íè

ñïðåäîâå å îáåêò íà [25], [44], [45], [90], [111], [112], [113]. Èçâåñòíè ñà è íåìàë-

êî êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè çà ñïðåäîâå. Van Dam êëàñèôèöèðà ñïðåäîâå â

PG(3, 4)\PG(3, 2) [243], à Gordon, Shaw è Soicher � ÷àñòè÷íèòå ñïðåäîâå â PG(4, 2)

[103]. Jha è Johnson îïèñâàò ãðóïèòå îò àâòîìîðôèçìè íà ñïðåäîâå â PG(3, q) ñ

ëèíåéíè ãðóïè îò ðåä q(q + 1) [123], [124], à Johnson íà òåçè ñ íÿêîëêî ãðóïè îò

ðåä q + 1 [130].

Îñòàíàëèòå êëàñèôèêàöèè ñà êîìïþòúðíè. Ñ ïîìîùòà íà ïàêåòà GRAPE îò

GAP [96] Soicher [217] ïðàâè êîíñòðóêòèâíà êëàñèôèêàöèÿ ñ òî÷íîñò äî åêâèâà-

ëåíòíîñò íà âñè÷êè ÷àñòè÷íè ñïðåäîâå â PG(3, 2), PG(4, 2) è PG(3, 3), íà âñè÷êè

ìàêñèìàëíè ÷àñòè÷íè ñïðåäîâå â PG(3, 4) è íà ìàêñèìàëíèòå ÷àñòè÷íè ñïðåäîâå

â PG(3, 7) ñ 45 åëåìåíòà, êîèòî ñà èíâàðèàíòíè îòíîñíî ãðóïà îò ðåä 5. Ïî-êúñíî

Blokhuis, Brouwer è Wilbrink êëàñèôèöèðàò âñè÷êè ìàêñèìàëíè ÷àñòè÷íè ñïðåäîâå

â PG(3, 7) ñ 45 åëåìåíòà [33].

Â ñëåäâàùèòå ðàçäåëè êëàñèôèöèðàìå âñè÷êè ñïðåäîâå â PG(5, 2), âñè÷êè

êíèæíè ñïðåäîâå â PG(5, 2) è íÿêîè âèäîâå êíèæíè ñïðåäîâå â PG(7, 2) ñ ìîäè-

ôèêàöèè íà àëãîðèòúìà, îïèñàí â ðàçäåë 4.2.

4.2 Àëãîðèòúì çà êîíñòðóèðàíå íà âñè÷êè (ñ òî÷íîñò äî
ïðîåêòèâíà åêâèâàëåíòíîñò) ñïðåäîâå íà PG(n, 2)

Íåêà (l1, l2) è (l′1, l
′
2) ñà äâå ïðîèçâîëíè äâîéêè íåïðåñè÷àùè ñå ïðàâè îò

PG(n, 2). Òîãàâà ñúùåñòâóâà àâòîìîðôèçúì α íà ïðîåêòèâíîòî ïðîñòðàíñòâî, êîé-

òî èçîáðàçÿâà åäíàòà äâîéêà â äðóãàòà. Òîâà íè äàâà ïðàâî äà ôèêñèðàìå äâå îò

ïðàâèòå íà ñïðåäîâåòå, êîèòî êîíñòðóèðàìå. Áåç çàãóáà íà îáùíîñò ùå ñ÷èòàìå,

÷å êîíñòðóèðàíèòå ñïðåäîâå ñúäúðæàò ïðàâèòå l1 è l2.
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4.2.1 Ìíîæåñòâî íà òúðñåíå

Òî ñúäúðæà âñè÷êè ïðàâè îò PG(n, 2), êîèòî íÿìàò îáùè òî÷êè ñ l1 è l2. Ïîä-

ðåæäàìå ãè â ëåêñèêîãðàôñêè ðåä è çà âñÿêà îò òÿõ íàìèðàìå è çàïàçâàìå ïî

åäèí àâòîìîðôèçúì, êîéòî ÿ èçîáðàçÿâà â l1 è åäèí, êîéòî ÿ èçîáðàçÿâà â l2, êàòî

ôèêñèðà l1.

4.2.2 Êîíñòðóèðàíå íà ñïðåäà

Ñòðîèì ãî ñ äîáàâÿíå íà ïðàâèòå åäíà ïî åäíà ñ èç÷åðïâàùî òúðñåíå ñ âðúùàíå

(ðàçäåë 1.2.2). Àêî êúì òåêóùèÿ ÷àñòè÷åí ñïðåä ñìå äîáàâèëè m ïðàâè, òî m+ 1-

âàòà èçáèðàìå ìåæäó ïðàâèòå îò ìíîæåñòâîòî íà òúðñåíå, êîèòî:

• ñúäúðæàò íàé-ìàëêàòà òî÷êà, êîÿòî íå å â íèêîÿ îò âå÷å èçáðàíèòå ïðàâè;

• íå ñúäúðæàò òî÷êè îò âå÷å èçáðàíèòå ïðàâè.

4.2.3 Åôåêòèâíîñò

Àëãîðèòúìúò å åêñïîíåíöèàëåí. Ðåàëíàòà ìó åôåêòèâíîñò è ïðèëîæèìîñò ïðè çà-

äà÷èòå îò íàñòîÿùàòà ãëàâà ñå äúëæè íà ñðàâíèòåëíî áúðçèÿ òåñò çà ìèíèìàëíîñò

íà ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ.

4.2.4 Òåñò çà ìèíèìàëíîñò íà ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ

Äà îçíà÷èì ñ N áðîÿ íà ïðàâèòå îò ñïðåäà, à ñ Np � áðîÿ íà ïðàâèòå îò ÷àñ-

òè÷íîòî ðåøåíèå. Ïðîâåðÿâàìå äàëè íÿêîé îò àâòîìîðôèçìèòå íà ïðîåêòèâíîòî

ïðîñòðàíñòâî íå òðàíñôîðìèðà ÷àñòè÷íîòî ðåøåíèå â ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêî.

Ïîíåæå áðîÿò íà âñè÷êè àâòîìîðôèçìè å òâúðäå ãîëÿì, èçïîëçâàìå íàëè÷èåòî íà

ôèêñèðàíè åëåìåíòè.

Íåêà S1 è S2 ñà äâà åêâèâàëåíòíè ñïðåäà îò êîíñòðóèðàíèòå ñ 2 ôèêñèðàíè

ïðàâè l1 è l2 è íåêà α ∈ G èçîáðàçÿâà ïðàâèòå îò S1 â ïðàâè îò S2. Íåêà αli = l1 è

αlj = l2. Íåêà èìà è äðóã àâòîìîðôèçúì β ∈ G, êîéòî èçîáðàçÿâà òåçè ïðàâè ïî

ñúùèÿ íà÷èí, ò.å. βli = l1 è βlj = l2. Ñúùåñòâóâà ϕ ∈ G, òàêúâ, ÷å α = ϕβ. Òîãàâà

ϕ = αβ−1, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ϕ ôèêñèðà ïðàâèòå l1 è l2. Ñëåäâà, ÷å âñåêè àâòîìîð-

ôèçúì, êîéòî èçîáðàçÿâà ïðàâèòå îò S1 â ïðàâè îò S2, ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî

ïðîèçâåäåíèå íà α è íÿêîé îò àâòîìîðôèçìèòå, êîèòî ôèêñèðàò ïðàâèòå l1 è l2.

Ïðîâåðÿâàìå ñàìî ñ ÷àñò îò àâòîìîðôèçìèòå íà ïðîåêòèâíîòî ïðîñòðàíñòâî,

ò.å ñ àâòîìîðôèçìèòå ϕlβljαli , êúäåòî:

- αli èçîáðàçÿâà ïðàâàòà li â l1,

- βlj ôèêñèðà l1 è èçîáðàçÿâà ïðàâàòà lj â l2,

- ϕl å àâòîìîðôèçúì, ôèêñèðàù ïðàâèòå l1 è l2.

Òóê li è lj ñà ïðàâè îò ñïðåäà, ÷èèòî áðîé å ñúîòâåòíî Np è Np − 1. Íåêà a å

ðåäà íà ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè, ôèêñèðàùà ïðàâèòå l1 è l2. Òîãàâà l = 1, 2, ..., a.
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Ñëåäîâàòåëíî â ïðîâåðêàòà çà ìèíèìàëíîñò èçïîëçâàìå íàé-ìíîãî N(N − 1)a îò

àâòîìîðôèçìèòå íà ïðîåêòèâíîòî ïðîñòðàíñòâî è òîâà ïðàâè êëàñèôèêàöèÿòà âúç-

ìîæíà.

Èç÷èñòåí îò ïîäðîáíîñòèòå, òåñòúò çà ìèíèìàëíîñò èçïúëíÿâà ñëåäíîòî:

for( i=1; i<=Np; i++) // Np ïðàâè â ÷àñòè÷íîòî ðåøåíèå

{

construct π1 = αli
for( j=1; j<=Np; j++) if(π1lj > l1) // îñâåí ïúðâàòà èìà îùå Np−1 ïðàâè â ÷àñòè÷íîòî ðåøåíèå

{

construct π2 = βπ1ljπ1
for( l=1; l<=a; l++)

{

construct π = ϕlπ2
if Smaller(π) return false;

}

}

}

return true;

Ôóíêöèÿòà Smaller(π) äàâà ïîëîæèòåëåí îòãîâîð, àêî àâòîìîðôèçìúò π èçîá-

ðàçÿâà òåêóùîòî ðåøåíèå â ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêî. Êîãàòî ïðèëàãàìå òåñòà

âúðõó öåëè ðåøåíèÿ, ïðîìåíÿìå ìàëêî ôóíêöèÿòà Smaller, òàêà, ÷å äà ìîæåì äà

ïðåáðîèì ñëó÷àèòå, â êîèòî π èçîáðàçÿâà ñïðåäà â ñåáå ñè è ïî òîçè íà÷èí â ïðî-

öåñà íà êîíñòðóèðàíå äà îïðåäåëèì è ðåäà íà ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè.

4.2.5 Ìîäèôèêàöèè

Àêî ðàçìåðíîñòòà íà ïðîåêòèâíîòî ïðîñòðàíñòâî å ïî-ãîëÿìà îò 3, èëè ñòðî-

èì ñàìî ñïðåäîâå ñ íÿêàêâè äîïúëíèòåëíè ñâîéñòâà, ìîãàò äà áúäàò ôèêñèðàíè

ïîâå÷å îò äâå ïðàâè îò ñïðåäà, êîåòî âîäè äî êîíñòðóèðàíåòî íà ïî-ìàëúê áðîé

ðåøåíèÿ è äî îùå ïî-áúðç òåñò çà ìèíèìàëíîñò. Òî÷íî òàêèâà ñà ñëó÷àèòå, ðàçãëå-

äàíè â ñëåäâàùèòå òðè ðàçäåëà - â ðàçäåë 4.3 ôèêñèðàíèòå ïðàâè ñà 3, â 4.4 � 6, à â

4.5 � 7. Âúâ âñåêè îò òåçè ñëó÷àè, îáà÷å, å íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëíî äà íàìåðèì

è çàïàçèì àâòîìîðôèçìè, êîèòî èçîáðàçÿâàò ïðàâèòå îò ìíîæåñòâîòî íà òúðñåíå

âúâ ôèêñèðàíàòà ÷àñò, êàòî âçåìåì ïðåäâèä ïîäïðîñòðàíñòâàòà, äåôèíèðàíè îò

ôèêñèðàíèòå ïðàâè. Ïîäðîáíîñòèòå ñà äàäåíè â ñúîòâåòíèòå ðàçäåëè.
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4.3 Êëàñèôèêàöèÿ íà âñè÷êè ñïðåäîâå íà PG(5, 2)

4.3.1 Âúâåäåíèå

Ñ òî÷íîñò äî åêâèâàëåíòíîñò â PG(3, 2) ñúùåñòâóâà åäèí åäèíñòâåí ñïðåä.

Ïðåäè íàñòîÿùàòà ðàáîòà PG(5, 2) áåøå íàé-ìàëêèÿò îòâîðåí ñëó÷àé çà ïúëíà

êëàñèôèêàöèÿ íà ñïðåäîâå â PG(n, 2). Òúðñåéêè àôèííè 2-(64, 16, 5) äèçàéíè ñ

ìèíèìàëåí ðàíã, Mavron, McDonough è Tonchev êîíñòðóèðàò [185] ïîâå÷å îò 30000

ñïðåäà íà PG(5, 2) (áåç äà îòäåëÿò åêâèâàëåíòíèòå) è ãè êëàñèôèöèðàò ñïîðåä ðàí-

ãà íà 2-(64,16,5) äèçàéíà, ïîëó÷åí îò âñåêè îò òÿõ ÷ðåç êîíñòðóêöèÿòà íà Rahilly

[205].

Òóê íèå ïîñòðîÿâàìå âñè÷êè 131044 íååêâèâàëåíòíè ñïðåäà è ïðåäñòàâÿìå

ðåçóëòàòè çà ãðóïèòå îò àâòîìîðôèçìè, êîèòî ãè çàïàçâàò, çà áðîÿ íà ïðàâèòå îò

ñïðåäà, ñúäúðæàùè ñå â òðèìåðíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà è çà ðàíãà íà 2-(64,16,5)

äèçàéíà, ïîëó÷åí ïî Rahilly [205]. Ðåçóëòàòèòå ïîêàçâàò, ÷å âúïðåêè, ÷å íå ñà êîí-

ñòðóèðàëè âñè÷êè ñïðåäîâå, àâòîðèòå íà [185] ñà íàìåðèëè ïðåäñòàâèòåëè ñúñ ñú-

îòâåòíè 2-(64,16,5) äèçàéíè îò âñè÷êè âúçìîæíè ðàíãîâå.

4.3.2 Îñîáåíîñòè íà ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè íà PG(5, 2) è èçïîëçâà-
íåòî èì â êëàñèôèêàöèîííèÿ àëãîðèòúì

Â PG(5, 2) èìà 63 òî÷êè è 651 ïðàâè. Âñÿêî g-ìåðíî ïîäïðîñòðàíñòâî (g =

0, 1, 2, 3, 4) èìà 2g+1−1 òî÷êè è (22g+1+1)/3−2g ïðàâè. Èíöèäåíòíîñòòà íà òî÷êèòå

è ïðàâèòå ñúîòâåòñòâà íà STS(63), à íà òî÷êèòå è õèïåððàâíèíèòå � íà Àäàìàðîâ

2-(63,31,15) äèçàéí. Âñåêè äâå íåïðåñè÷àùè ñå ïðàâè A è B íà PG(5, 2) çàäàâàò

3-ìåðíî ïîäïðîñòðàíñòâî 〈A,B〉. Ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè G íà PG(5, 2)

å èçîìîðôíà íà GL(6, 2), êîÿòî å äâîéíî-òðàíçèòèâíà âúðõó òî÷êèòå. Âñåêè íåéí

àâòîìîðôèçúì ôèêñèðà èëè 0 òî÷êè, èëè âñè÷êè òî÷êè íà íÿêîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Çà âñÿêî ïîäïðîñòðàíñòâî P ñúùåñòâóâà ïîäãðóïà, êîÿòî ôèêñèðà âñè÷êèòå ìó

òî÷êè è å òðàíçèòèâíà âúðõó g-ìåðíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà, êîèòî íÿìàò îáùè òî÷êè

ñ P . Ïîíåæå åäíî ïîäïðîñòðàíñòâî èìà 1, 3, 7, 15, èëè 31 òî÷êè, ðåäúò íà ïúëíàòà

ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè å:

|PGL(6, 2)| = 63(63− 1)(63− 3)(63− 7)(63− 15)(63− 31) = 20158709760.

Ïðàâàòà, êîÿòî å èíöèäåíòíà ñ òî÷êè a, b è c, îçíà÷àâàìå ñ {a, b, c}. Áåç çà-
ãóáà íà îáùíîñò íîìåðèðàìå òî÷êèòå íà PG(5, 2) ñ ÷èñëàòà 1, 2, . . . , 63 òàêà, ÷å

{1, 2, 3}, {4, 5, 6}, . . . , {61, 62, 63} äà å ñïðåä è òî÷êîâîòî ìíîæåñòâî {1, 2, 3, . . . , 15}
äà å 3-ìåðíî ïîäïðîñòðàíñòâî P1.

Çà âñåêè äâå ïðàâè îò ñïðåäà ñúùåñòâóâà àâòîìîðôèçúì, êîéòî ãè èçîáðàçÿ-

âà â ïðàâèòå {1, 2, 3} è {4, 5, 6} è çà âñÿêî 3-ìåðíî ïîäïðîñòðàíñòâî ñúùåñòâóâà

àâòîìîðôèçúì, êîéòî ãî èçîáðàçÿâà â ïîäïðîñòðàíñòâîòî P1 = 〈{1, 2, 3}, {4, 5, 6}〉.
Çà âñÿêà ïðàâà X, êîÿòî å èçâúí P1, èìà àâòîìîðôèçúì, êîéòî ôèêñèðà òî÷-

êèòå íà P1 è èçîáðàçÿâà X â {16, 17, 18}. Ñëåäîâàòåëíî, çà âñÿêî 3-ìåðíî ïîäïðîñ-
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òðàíñòâî P , ñúäúðæàùî òî÷êè 1 è 2 è ðàçëè÷íî îò P1, ñúùåñòâóâà àâòîìîðôè-

çúì, êîéòî ôèêñèðà òî÷êèòå íà P1 è èçîáðàçÿâà P â 3-ìåðíîòî ïîäïðîñòðàíñòâî

P2 = 〈{1, 2, 3}, {16, 17, 18}〉.
Âñåêè ñïðåä èìà ïðàâè èçâúí P1 è, ñëåäîâàòåëíî, ñúùåñòâóâà àâòîìîðôèçúì,

êîéòî ãî èçîáðàçÿâà â ñïðåä, ñúäúðæàù ïðàâèòå {1, 2, 3}, {4, 5, 6}, è {16, 17, 18}.
Çàòîâà íèå ïîñòðîÿâàìå ñàìî ñïðåäîâå, ñúäúðæàùè òåçè òðè ïðàâè.

Çà êîíñòðóèðàíå íà ñïðåäîâåòå èçïîëçâàìå ìîäèôèêàöèÿ íà àëãîðèòúìà îò

ðàçäåë 4.2, ïðè êîÿòî ôèêñèðàíèòå ïðàâè ñà ñ åäíà ïîâå÷å, òàêà, ÷å äîïúëíèòåëíî

çà âñÿêà ïðàâà èçâúí P1 íàìèðàìå è çàïàçâàìå è àâòîìîðôèçúì, êîéòî ôèêñèðà P1

è èçîáðàçÿâà òàçè ïðàâà â {16, 17, 18}. Òåñòà çà ìèíèìàëíîñò ïðèëàãàìå ñëåä íàìè-
ðàíå íà ïúëíî ðåøåíèå. Òîé ïðîâåðÿâà äàëè íÿêîé îò àâòîìîðôèçìèòå ϕlηlmβljαli
èçîáðàçÿâà òåêóùîòî ðåøåíèå â ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêî, êúäåòî:

- αli èçîáðàçÿâà ïðàâàòà li â {1, 2, 3},
- βlj ôèêñèðà {1, 2, 3} è èçîáðàçÿâà ïðàâàòà lj â {4, 5, 6},
- ηlm ôèêñèðà P1 è èçîáðàçÿâà ïðàâàòà lm â {16, 17, 18},
- ϕl å àâòîìîðôèçúì, ôèêñèðàù ïðàâèòå {1, 2, 3}, {4, 5, 6} è {16, 17, 18}.
Òóê li, lj è lm ñà ïðàâè îò ñïðåäà, ÷èèòî áðîé å ñúîòâåòíî 21, 20 è 16. Ãðóïàòà

îò àâòîìîðôèçìè, êîÿòî çàïàçâà òðèòå ïðàâè {1, 2, 3}, {4, 5, 6} è {16, 17, 18} å îò
ðåä 216 è ïîðàäè òîâà l = 1, 2, ..., 216. Ïî òîçè íà÷èí âìåñòî âñè÷êèòå 20158709760

àâòîìîðôèçìè, â òåñòà çà ìèíèìàëíîñò èçïîëçâàìå 1451520 = 21.20.16.216 îò òÿõ,

êîåòî çíà÷èòåëíî ãî óñêîðÿâà è ïðàâè êëàñèôèêàöèÿòà âúçìîæíà.

Òåñòúò çà ìèíèìàëíîñò îò ðàçäåë 4.2.4 ïðèäîáèâà âèäà:

for( i=1; i<=21; i++) // 21 ïðàâè â ñïðåäà

{

construct π1 = αli
for( j=1; j<=21; j++) if(π1lj > l1) // îñâåí ïúðâàòà èìà îùå 20 ïðàâè îò ñïðåäà

{

construct π2 = βπ1ljπ1
for( m=1; m<=21; m++) if(π2lm /∈ 〈l1, l2〉) // 16 ïðàâè îò ñïðåäà ñà èçâúí 〈l1, l2〉

{

construct π3 = ηπ2lmπ2
for( l=1; l<=216; l++)

{

construct π = ϕlπ3
if Smaller(π) return false;

}

}

}

}

return true;
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4.3.3 Êëàñèôèêàöèÿ - ìîäåëè ïî ïîäïðîñòðàíñòâà

Âñè÷êèòå 131044 ñïðåäà è 2-(63,31,15) äèçàéíà îò òî÷êèòå è õèïåððàâíèíèòå

ìîãàò äà áúäàò èçòåãëåíè îò http://www.moi.math.bas.bg/˜ svetlana. Ðåäîâåòå íà

ãðóïèòå îò àâòîìîðôèçìè, êîèòî ãè çàïàçâàò, ñà ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöà 4.1.

Òàáëèöà 4.1: Ðåä íà ãðóïèòå îò àâòîìîðôèçìè íà ñïðåäîâåòå

ðåä 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 16 18 21 24 32 36 42

ñïðåäîâå 128474 2108 173 84 17 96 3 17 4 1 19 1 3 7 1 7 3 5 1

ðåä 48 64 72 96 108 192 288 324 384 480 576 1152 1728 5760 362880

ñïðåäîâå 3 1 1 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Çà âñåêè ñïðåä íàìèðàìå 2-ðàíãà íà ñúîòâåòñòâàùèÿ ìó ÷ðåç êîíñòðóêöèÿòà

íà Rahilly [205] àôèíåí 2-(64,16,5) äèçàéí. Ñàìî äâà ñïðåäà èìàò ìèíèìàëíèÿ ðàíã

16. Òå ñà êîíñòðóèðàíè è â [185]. Ðåçóëòàòèòå çà ðàíãà ñà äàäåíè â Òàáëèöà 4.2.

Òàáëèöà 4.2: Ðàíã íà ñúîòâåòíèòå 2-(64,16,5) äèçàéíè

ðàíã 16 17 18 19 20 21 22 all

äèçàéíè 2 3 14 29 192 6101 124703 131044

Ñ òî÷íîñò äî åêâèâàëåíòíîñò èìà òî÷íî åäèí ðåãóëÿðåí ñïðåä. Îçíà÷àâàìå

ñ ni áðîÿ íà òðèìåðíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà, ñúäúðæàùè i ïðàâè îò ñïðåäà, i =

0, 1, 2, 3, 4, 5. Èìà 238 ðàçëè÷íè ðàçïðåäåëåíèÿ (n2, n3, n4, n5) íà ïðàâèòå îò ñïðåäà

â òðèìåðíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà. Ùå ãè íàðè÷àìå ìîäåëè. Ñòîéíîñòèòå íà n1 è n0

íå ñà âêëþ÷åíè, çàùîòî ìîãàò äà áúäàò ïðåñìåòíàòè ïî ôîðìóëèòå: n1 = 735 −
5n5 − 4n4 − 3n3 − 2n2 è n0 = 651− n5 − n4 − n3 − n2 − n1. Ìîäåëúò íà ðåãóëÿðíèÿ

ñïðåä å (0, 0, 0, 21), à ìîäåëúò íà 6-òå íååêâèâàëåíòíè ñïðåäà ñ íàé-ìíîãî äâå ïðàâè

â åäíî è ñúùî 3-ìåðíî ïîäïðîñòðàíñòâî å (6, 210, 0, 0).

Âñè÷êè ìîäåëè ñà ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöè 4.3 è 4.4, êúäåòî N å áðîÿò íà

íååêâèâàëåíòíèòå ñïðåäîâå ñ äàäåíèÿ ìîäåë, auts ñà ðåäîâåòå íà ãðóïèòå îò àâòî-

ìîðôèçìè, à rs ñà 2-ðàíãîâåòå íà 2-(64,16,5) äèçàéíèòå.

Èçñëåäâàíèÿòà â òàçè ÷àñò ñà ñúâìåñòíè ñúñ Çëàòêà Ìàòåâà è ñà ïóáëèêóâàíè

â [T7].
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Òàáëèöà 4.3: Ìîäåëè ïî ïîäïðîñòðàíñòâà, N ≥ 12

N n2 n3 n4 n5 rs auts
12194 168 14 0 0 20 21 22 1 2 7
11707 171 13 0 0 20 21 22 1 2
11342 165 15 0 0 20 21 22 1 2 3 5 6
10563 174 12 0 0 20 21 22 1 2 3 6
9663 162 16 0 0 19 20 21 22 1 2 6
8613 177 11 0 0 21 22 1 2
7633 159 17 0 0 20 21 22 1 2
6834 180 10 0 0 20 21 22 1 2 5
5427 156 18 0 0 20 21 22 1 2 3 6
4768 183 9 0 0 20 21 22 1 2 3
3598 153 19 0 0 20 21 22 1 2
3135 186 8 0 0 20 21 22 1 2
2920 159 15 1 0 20 21 22 1 2 3 6
2848 156 16 1 0 20 21 22 1 2 4
2645 162 14 1 0 20 21 22 1 2 3 4 6
2465 153 17 1 0 20 21 22 1 2 3
2182 165 13 1 0 20 21 22 1 2
2034 150 20 0 0 20 21 22 1 2 5
1884 150 18 1 0 20 21 22 1 2 3 4 6
1861 189 7 0 0 20 21 22 1 2 7
1792 168 12 1 0 20 21 22 1 2 3 4 6
1185 147 19 1 0 20 21 22 1 2
1109 171 11 1 0 20 21 22 1 2 3
1040 192 6 0 0 20 21 22 1 2 3 6 9
1016 147 21 0 0 20 21 22 1 2 3 7
779 174 10 1 0 20 21 22 1 2
733 144 20 1 0 20 21 22 1 2 3 4 6
603 150 16 2 0 20 21 22 1 2 3 4
558 147 17 2 0 20 21 22 1 2 3
515 144 22 0 0 20 21 22 1 2
492 195 5 0 0 21 22 1 2 5 15
489 153 15 2 0 20 21 22 1 2 3
468 144 18 2 0 21 22 1 2 3 6
427 177 9 1 0 21 22 1 2 3
406 156 14 2 0 21 22 1 2 3 4
394 141 21 1 0 20 21 22 1 2 3
308 141 19 2 0 20 21 22 1 2 3
277 180 8 1 0 20 21 22 1 2 3
269 159 13 2 0 20 21 22 1 2 3
215 138 20 2 0 20 21 22 1 2 3 4
207 198 4 0 0 21 22 1 2
207 138 22 1 0 20 21 22 1 2 4
187 141 23 0 0 21 22 1 2
159 162 12 2 0 21 22 1 2 3
143 144 16 3 0 20 21 22 1 2 3 4 6
137 183 7 1 0 20 21 22 1 2
124 138 18 3 0 19 21 22 1 2 4 6

N n2 n3 n4 n5 rs auts
120 141 17 3 0 21 22 1 2 3
111 147 15 3 0 20 21 22 1 2 3
108 165 11 2 0 21 22 1 2
104 135 21 2 0 21 22 1 2 3
100 150 14 3 0 20 21 22 1 2 3 4
94 138 24 0 0 20 21 22 1 2 9
73 135 23 1 0 20 21 22 1 2 3
68 140 20 0 1 19 20 21 22 1 2 4 5
66 146 18 0 1 21 22 1 2 3 6
66 132 22 2 0 21 22 1 2 4
63 186 6 1 0 20 21 22 1 2 3 6
60 152 16 0 1 18 19 20 21 22 1 2 4 8 24 32
58 132 24 1 0 20 21 22 1 2
57 201 3 0 0 22 1 3
57 135 19 3 0 21 22 1 2 3
56 168 10 2 0 20 21 22 1 2 4
55 132 20 3 0 20 21 22 1 2 3 4
47 134 20 1 1 20 21 22 1 2 3 4
46 132 18 4 0 20 21 22 1 2 4 6
41 138 16 4 0 21 22 1 2 4
36 153 13 3 0 21 22 1
33 128 22 1 1 21 22 1 2
32 171 9 2 0 21 22 1 2 3
32 156 12 3 0 20 21 22 1 2 3 4 6 18
31 134 22 0 1 21 22 1 2
29 135 17 4 0 20 21 22 1 2 3
28 128 24 0 1 18 19 20 21 22 1 2 4 6 8 16 48 96
27 164 12 0 1 19 20 22 1 2 3 4 6 8 18
26 135 25 0 0 21 22 1 2
25 128 20 2 1 20 21 22 1 2 3 6
24 141 15 4 0 21 22 1 2 3
23 174 8 2 0 21 22 1 2 3
22 189 5 1 0 21 22 1 2
22 140 18 1 1 21 22 1 2 3 6
20 204 2 0 0 21 22 1 2
19 122 22 2 1 21 22 1 2 6
18 144 14 4 0 21 22 1 2 4
18 129 21 3 0 20 21 22 1 2 3
17 134 18 2 1 21 22 1 2 3
17 129 23 2 0 21 22 1 2
16 129 25 1 0 21 22 1 2
14 132 16 5 0 21 22 1 2 6
13 134 16 3 1 21 22 1 2 4 6
13 122 18 4 1 20 21 22 1 2 3 6 12
12 159 11 3 0 21 22 1 2
12 158 14 0 1 21 22 1 2
12 132 26 0 0 21 22 1 2

100



Òàáëèöà 4.4: Ìîäåëè ïî ïîäïðîñòðàíñòâà, N ≤ 12

N n2 n3 n4 n5 rs auts
12 126 24 2 0 21 22 1 2 3
12 122 24 1 1 20 21 22 1 2 4
11 150 12 4 0 21 22 1 2 6
11 146 16 1 1 20 21 22 1 2 4 6
11 116 24 2 1 19 20 21 22 2 4
10 162 10 3 0 21 22 1 2
10 126 22 3 0 21 22 1 2
10 122 20 3 1 21 22 1 2
9 158 12 1 1 20 21 22 2 4 12
9 138 14 5 0 21 22 1 2 3
9 126 26 1 0 21 22 1 2 3
8 192 4 1 0 20 21 22 1 2 4
8 140 16 2 1 20 22 1 2 4
8 135 15 5 0 21 22 1 3
8 129 19 4 0 20 21 22 1 2
7 177 7 2 0 21 22 1 2
7 176 8 0 1 18 19 20 21 22 2 4 8 32
7 165 9 3 0 20 22 1 3 6
7 147 13 4 0 21 22 1 3
7 129 17 5 0 21 22 1 2
7 116 22 3 1 21 22 1 2
7 104 24 4 1 18 19 21 22 6 8 16 24
6 210 0 0 0 20 22 3 5 21
6 152 14 1 1 21 22 1 2 3 4
6 144 12 5 0 21 22 1 2 3 4 6
6 126 20 4 0 21 22 1 2
6 120 24 3 0 20 21 22 1 2 12
5 207 1 0 0 22 1
5 180 6 2 0 21 22 1 2 6
5 170 10 0 1 21 22 2 10
5 132 14 6 0 21 22 1 2 4
5 126 18 5 0 20 21 22 1 2 4 6
5 120 26 2 0 20 21 22 1 2 6
5 116 26 1 1 22 1 2
5 116 18 5 1 19 20 21 22 2 6
4 186 4 2 0 21 22 2
4 174 6 3 0 19 20 22 1 2 6 12
4 128 18 3 1 22 1 2 3
4 128 16 4 1 18 19 21 8 24 64 96
4 126 16 6 0 20 22 1 2 6
4 123 23 3 0 21 22 1 2 3
4 122 16 5 1 21 22 1 2 4
4 110 24 3 1 21 22 2 3
4 110 18 6 1 20 21 2 4 6
4 100 18 6 2 20 21 22 4 6 12
3 198 2 1 0 21 22 1 2
3 171 7 3 0 22 1 2
3 156 10 4 0 21 22 1 2

N n2 n3 n4 n5 rs auts
3 152 6 5 1 22 4 12 36
3 146 12 3 1 22 4 12
3 129 15 6 0 21 22 1 3
3 123 21 4 0 21 2 6
3 114 24 4 0 21 22 2 6
3 112 26 0 2 20 21 2 4
2 200 0 0 1 18 96 480
2 176 0 4 1 18 19 24 192
2 170 8 1 1 20 4
2 168 8 3 0 22 1 2
2 152 12 2 1 22 2 6
2 150 10 5 0 21 22 2 12
2 138 12 6 0 22 1 12
2 128 12 6 1 22 6 18
2 126 28 0 0 19 22 1 42
2 123 25 2 0 22 1
2 120 14 8 0 22 4 6
2 116 28 0 1 19 20 2 8
2 116 20 4 1 22 1 2
2 112 24 1 2 22 2 6
2 112 18 4 2 21 22 6 12
2 110 28 1 1 21 2
2 110 26 2 1 22 2 3
2 110 16 7 1 20 21 4
2 106 24 2 2 22 2 6
2 104 32 0 1 18 19 8 32
2 104 28 2 1 21 2 6
2 104 26 3 1 22 2
2 100 24 3 2 22 6
2 100 22 4 2 21 6
2 98 18 8 1 20 12 18
2 94 12 10 2 19 22 12 18
1 183 5 2 0 22 1
1 182 6 0 1 22 6
1 180 4 3 0 21 2
1 177 5 3 0 22 3
1 176 6 1 1 22 12
1 164 10 1 1 21 2
1 164 8 2 1 19 4
1 160 0 0 5 16 5760
1 156 8 5 0 22 2
1 153 11 4 0 22 1
1 152 8 4 1 17 96
1 147 11 5 0 22 3
1 146 14 2 1 20 2
1 141 13 5 0 22 1
1 140 12 4 1 22 6
1 138 10 7 0 21 2

N n2 n3 n4 n5 rs auts
1 136 18 0 2 20 12
1 134 12 5 1 22 12
1 132 12 7 0 22 2
1 129 27 0 0 22 1
1 129 9 9 0 22 9
1 126 12 8 0 22 2
1 126 0 9 3 22 324
1 124 16 3 2 20 12
1 123 19 5 0 21 2
1 123 17 6 0 22 3
1 122 26 0 1 22 2
1 120 22 4 0 22 2
1 120 20 5 0 22 2
1 120 18 6 0 22 2
1 120 12 9 0 20 36
1 118 24 0 2 22 6
1 117 27 2 0 22 2
1 114 26 3 0 22 2
1 114 22 5 0 22 2
1 114 20 6 0 21 2
1 114 16 8 0 22 4
1 114 12 10 0 21 6
1 112 12 7 2 21 18
1 110 22 4 1 21 2
1 110 20 5 1 20 4
1 110 12 9 1 20 12
1 108 26 4 0 21 6
1 108 18 3 3 22 36
1 106 22 3 2 19 12
1 106 18 5 2 22 6
1 104 18 7 1 21 6
1 104 16 8 1 18 24
1 104 8 12 1 19 48
1 100 26 2 2 21 4
1 100 20 5 2 22 2
1 94 20 6 2 21 6
1 90 18 6 3 22 18
1 90 6 12 3 20 36
1 88 24 0 5 18 288
1 80 24 8 1 21 48
1 80 0 20 1 18 576
1 70 24 3 5 20 36
1 64 32 0 5 17 384
1 64 24 4 5 19 72
1 64 0 16 5 17 1152
1 60 18 6 6 20 108
1 48 0 12 9 18 1728
1 0 0 0 21 16 362880
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4.4 Êëàñèôèêàöèÿ íà âñè÷êè êíèæíè ñïðåäîâå íà PG(5, 2)

4.4.1 Âúâåäåíèå

Êîãàòî êëàñèôèêàöèÿòà íà âñè÷êè êîìáèíàòîðíè ñòðóêòóðè ñ äàäåíè ïàðà-

ìåòðè å íåâúçìîæíà, îáèêíîâåíî ðàçãëåæäàìå ñàìî òåçè îò òÿõ, êîèòî ïðèòåæàâàò

ïîâå÷å ñèìåòðèÿ, êàòî íàé-÷åñòî òîâà ñà ñòðóêòóðè ñ ãîëåìè ãðóïè îò àâòîìîðôèç-

ìè. Ïðè êíèæíèòå ñïðåäîâå ñòàâà âúïðîñ çà ïîâå÷å ñèìåòðèÿ, íî â ãåîìåòðè÷íèòå

ñâîéñòâà.

Äåôèíèðàíåòî è ðàçãëåæäàíåòî íà êíèæíè ñïðåäîâå å èäåÿ íà Ronald Shaw.

Íÿêîëêî ãîäèíè ïðåäè íèå ñ Ìàòåâà äà ïóáëèêóâàìå ïúëíàòà êëàñèôèêàöèÿ íà

ñïðåäîâåòå íà PG(5, 2) (ðàçäåë 4.3), Shaw êëàñèôèöèðà èçöÿëî òåîðåòè÷íî 9-òå

êíèæíè ñïðåäà â PG(5, 2), à McDonough ïðàâè ÷àñòè÷íà ïðîâåðêà íà ðåçóëòàòà

ìó ñ êîìïþòúð. Ñëåä âðåìå ïî äàííèòå îò ïúëíàòà êëàñèôèêàöèÿ íà ñïðåäîâåòå

íà PG(5, 2) Shaw óñòàíîâÿâà, ÷å òî÷íî 9 ñïðåäà ñúäúðæàò âñè÷êèòå ïåò ïðàâè íà

ïîíå ïåò òðèìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà è ñëåäîâàòåëíî òîâà ìîãàò äà áúäàò íåãîâèòå

êíèæíè ñïðåäîâå. Òîâà ñå ïîòâúðäè îò êîìïþòúðíàòà êëàñèôèêàöèÿ íà âñè÷êè

êíèæíè ñïðåäîâå íà PG(5, 2), êîÿòî å îáåêò íà íàñòîÿùèÿ ðàçäåë.

4.4.2 Ñâîéñòâà íà êíèæíèòå ñïðåäîâå íà PG(5, 2) è àëãîðèòìèòå çà êîí-
ñòðóèðàíåòî èì

Çàäà÷àòà ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ïîäñëó÷àé íà îïèñàíàòà â ðàçäåë 4.3.2,

íî ïðè íàëîæåíè äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ, êîèòî ðàçãëåæäàìå òóê.

Ñïðåä â PG(5, 2) èìà 21 ïðàâè. Ãðúáíàêúò íà (5, 2, 3, 1) êíèæåí ñïðåä å ïðàâà.

Êíèæíèÿò ñïðåä èìà 5 ñòðàíèöè p1, p2, . . . , p5, âñÿêà îò êîèòî å 3-ìåðíî ïîäïðîñ-

òðàíñòâî îò 5 ïðàâè (ãðúáíàêúò è 4 äðóãè ïðàâè îò ñïðåäà).

Áåç çàãóáà íà îáùíîñò ñòðîèì (5, 2, 3, 1) êíèæåí ñïðåä ñ ïðàâè l1, l2, . . . l21
(íîìåðàöèÿòà íà ïðàâèòå îòãîâàðÿ íà ðåäà íà äîáàâÿíåòî èì êúì ÷àñòè÷íîòî

ðåøåíèå), êîéòî äà îòãîâàðÿ íà ñëåäíèòå óñëîâèÿ: l1 å ãðúáíàêúò, à ñòðàíèöè-

òå ñúäúðæàò ïðàâèòå: p1 : l1, l2, l3, l4, l5; p2 : l1, l6, l7, l8, l9; p3 : l1, l10, l11, l12, l13;
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p4 : l1, l14, l15, l16, l17; p5 : l1, l18, l19, l20, l21.

Ïîíåæå ñïðåäúò â PG(3, 2) å åäèíñòâåí ñ òî÷íîñò äî åêâèâàëåíòíîñò, ïî íà÷èí,

ïîäîáåí íà òîçè â ðàçäåë 4.3, áåç çàãóáà íà îáùíîñò ìîæåì äà ôèêñèðàìå ïúðâè-

òå 6 ïðàâè l1, l2, . . . l6. Çà ïîñòðîÿâàíå íà ñïðåäîâåòå èçïîëçâàìå ìîäèôèêàöèÿ íà

àëãîðèòúìà îò ðàçäåë 4.3.2, êîÿòî ñúáëþäàâà ãîðíèòå èçèñêâàíèÿ çà ñòðàíèöèòå.

Íàïðèìåð, àêî òåêóùîòî ðåøåíèå ñúäúðæà 15 ïðàâè, òî ñëåäâàùàòà ïðàâà äî-

áàâÿìå, ñàìî àêî å îò ïîäïðîñòðàíñòâîòî 〈l1, l14〉. Òåçè èçèñêâàíèÿ ìíîãîêðàòíî

íàìàëÿâàò áðîÿ íà ïîëó÷åíèòå ðåøåíèÿ. Êîíñòðóèðàíèòå ñïðåäîâå ñà ñàìî 2048

(îò òÿõ 9 íåèçîìîðôíè), äîêàòî áåç óñëîâèÿòà çà êíèæåí ñïðåä, ïðè ñúùîòî ôèêñè-

ðàíå íà ïúðâèòå 6 òî÷êè, êàòî ïúðâèòå 5 ñà îò åäíî ïîäïðîñòðàíñòâî, ñå ïîëó÷àâàò

15296512 (696 íåèçîìîðôíè) ñïðåäà. Òîâà ïîêàçâà êîëêî ñèëíî ðåñòðèêòèâíè ñà

óñëîâèÿòà çà êíèæíîñò íà ñïðåäà.

Òåñòà çà ìèíèìàëíîñò îò ðàçäåë 4.3.2 äîïúëâàìå äî:

for( i=1; i<=21; i++) // 21 ïðàâè â ñïðåäà

{

construct π1 = αli
for( j=1; j<=21; j++) if(π1lj > l1) // îñâåí ïúðâàòà èìà îùå 20 ïðàâè îò ñïðåäà

{

construct π2 = βπ1ljπ1
for( h=1; h<=21; h++) if(π2lh ∈ 〈l1, l2〉) if(π2lh > l2) // îùå 3 ïðàâè â 〈l1, l2〉

{

construct π3 = γπ2lhπ2
for( k=1; k<=21; k++) if(π3lk ∈ 〈l1, l2〉) if(π3lk > l3)// îùå 2 ïðàâè â 〈l1, l2〉

{

construct π4 = δπ3lkπ3
for( m=1; m<=21; m++) if(π4lm /∈ 〈l1, l2〉) // 16 ïðàâè èçâúí 〈l1, l2〉

{

construct π5 = ηπ4lmπ4
for( l=1; l<=18; l++)

{

construct π = ϕlπ5
if Smaller(π) return false;

}

}

}

}

}

}

return true;

Òåñòúò ïðîâåðÿâà äàëè íÿêîé îò àâòîìîðôèçìèòå ϕlηlmδlkγlhβljαli (íà áðîé
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21.20.3.2.16.18 = 725760) èçîáðàçÿâà òåêóùîòî ðåøåíèå â ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêî.

Òåñòà çà ìèíèìàëíîñò ïðèëàãàìå ñëåä íàìèðàíå íà ïúëíî ðåøåíèå.

Òúé êàòî ôèêñèðàìå ïúðâèòå 6 ïðàâè, îñâåí îïèñàíèòå â 4.3 àâòîìîðôèçìè,

çà ïðàâèòå îò ìíîæåñòâîòî íà òúðñåíå, êîèòî ñà îò òðèìåðíîòî ïîäïðîñòðàíñòâî

〈l1, l2〉 çàïàçâàìå îùå äâà àâòîìîðôèçìà:
� γlh , èçîáðàçÿâàù lh â l3 è ôèêñèðàù l1 è l2,

� δlk , èçîáðàçÿâàù lk â l4 è ôèêñèðàù l1, l2 è l3 (Òóê òðÿáâà äà ïîÿñíèì, ÷å

àâòîìîðôèçúì, êîéòî ôèêñèðà åäíà ïðàâà, ìîæå äà íå ôèêñèðà òî÷êèòå, ñ êîèòî

å èíöèäåíòíà, à äà ãè èçîáðàçÿâà åäíà â äðóãà).

4.4.3 Êëàñèôèêàöèÿ - èíâàðèàíòè è ñâîéñòâà

Ðåçóëòàòèòå ñà ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöà 4.5. Êàêòî â ðàçäåë 4.3.2 ñ ni îç-

íà÷àâàìå áðîÿ íà òðèìåðíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà, ñúäúðæàùè i ïðàâè îò ñïðåäà,

i = 2, 3, 4, 5, ñ N � áðîÿ íà íååêâèâàëåíòíèòå ñïðåäîâå, ñ auts � ðåäîâåòå íà ãðóïè-

òå îò àâòîìîðôèçìè è ñ rs � 2-ðàíãîâåòå íà ñúîòâåòíèòå 2-(64,16,5) äèçàéíè. Ïðàâè

âïå÷àòëåíèå, ÷å âñè÷êè êíèæíè ñïðåäîâå ñà ñ áîãàòè ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè è,

÷å è äâàòà ñïðåäà, êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà 2-(64,16,5) äèçàéíè ñ ìèíèìàëåí ðàíã, ñà

êíèæíè ñïðåäîâå.

Òàáëèöà 4.5: Ìîäåëè ïî ïîäïðîñòðàíñòâà

N n2 n3 n4 n5 rs auts
1 160 0 0 5 16 5760
1 88 24 0 5 18 288
1 70 24 3 5 20 36
1 64 32 0 5 17 384
1 64 24 4 5 19 72
1 64 0 16 5 17 1152
1 60 18 6 6 20 108
1 48 0 12 9 18 1728
1 0 0 0 21 16 362880

Ðåçóëòàòèòå îò íàñòîÿùàòà ÷àñò ñà ïóáëèêóâàíè â [T10] çàåäíî ñ òåîðåòè÷íîòî

äîêàçàòåëñòâî íà Shaw è ÷àñòè÷íàòà ïðîâåðêà íà McDonough.
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4.5 Êëàñèôèêàöèÿ íà íÿêîè âèäîâå êíèæíè ñïðåäîâå íà
PG(7, 2)

4.5.1 Âúâåäåíèå

Ñàìî 9 îò âñè÷êèòå 131044 ñïðåäà â PG(5, 2) ñà êíèæíè, íî ñå îêàçâà, ÷å ñà

ñðåä íàé-èíòåðåñíèòå, çàùîòî:

• Òå ñà ìàëêà ÷àñò îò âñè÷êè ñïðåäîâå è ïîðàäè òîâà ñà ïî-ëåñíè çà êëàñèôè-
êàöèÿ.

• Äîïúëíèòåëíèòå ãåîìåòðè÷íè ñâîéñòâà ñà ïðè÷èíà äà î÷àêâàìå:

� ìíîãî êíèæíè ñïðåäîâå ñ áîãàòè ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè;

� ñâîéñòâà, êîèòî ñà òåîðeòè÷íî ïðåäñêàçóåìè.

• Êëàñèôèêàöèÿòà íà êíèæíèòå ñïðåäîâå â PG(5, 2) (ðàçäåë 4.5) å ïîêàçàòåëíà:

� âñè÷êèòå 9 ñïðåäà èìàò áîãàòè ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè;

� òå ñà åäèíñòâåíèòå ñïðåäîâå, ïðè êîèòî íàé-ìàëêî ïåò 3-ìåðíè ïîäïðîñ-

òðàíñòâà ñå ïîêðèâàò íàïúëíî îò ïðàâè îò ñïðåäà;

� èìåííî ïðåäñêàçóåìîñòòà íà íÿêîè ñâîéñòâà íàïðàâè âúçìîæíà è òåîðå-

òè÷íàòà èì êëàñèôèêàöèÿ.

Âñè÷êî òîâà íè ìîòèâèðà çà ïî-íàòàòúøíè èçñëåäâàíèÿ íà êíèæíè ñïðåäîâå.

Â [T11] ñà èçâåäåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíåòî íà êíèæíè ñïðåäîâå,

êàêòî è íà êíèæíè ñïðåäîâå ñ íÿêîè äîïúëíèòåëíè ñâîéñòâà:

Òåîðåìà 4.5.1.1. (n, q, r, s) êíèãà ñúùåñòâóâà, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

r − s äåëè n− s.

Òåîðåìà 4.5.1.2. Áðîÿò íà ñòðàíèöèòå íà (n, q, r, s) êíèãà å

N = 1 + qr−s + q2(r−s) + ... + q(a−1)(r−s), (4.1)

êúäåòî a = (n− s)/(r − s).

Òåîðåìà 4.5.1.3. Àêî ñúùåñòâóâà (n, q, r, s) êíèæåí t-ñïðåä, òî íåãîâèòå ïàðà-

ìåòðè n, r, s, t óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà:

(i) r − s | n− s, (ii) t+ 1 | s+ 1, (iii) t+ 1 | r + 1 . (4.2)

Àêî òåçè óñëîâèÿ ñà â ñèëà, âñåêè t-ñïðåä SL íà ãðúáíàêà L íà (n, q, r, s) êíèãà

ìîæå äà áúäå ðàçøèðåí äî (n, q, r, s) êíèæåí t-ñïðåä.

Äåôèíèöèÿ 4.5.1. Åäèí (n, q, r, s) êíèæåí t-ñïðåä å öèêëè÷åí, àêî èìà àâòî-

ìîðôèçúì, êîéòî ïåðìóòèðà ñòðàíèöèòå ìó â åäèí öèêúë (P1, P2, . . . , PN).
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Òåîðåìà 4.5.1.4. Íåêà SL å t-ñïðåä â íÿêîå s-ìåðíî ïîäïðîñòðàíñòâî L íà PG(n, q).

Àêî óñëîâèÿòà (4.2) ñà â ñèëà, ñúùåñòâóâà öèêëè÷åí (n, q, r, s) êíèæåí t-ñïðåä ñ

ãðúáíàê L.

Ñëåäñòâèå 4.5.1. Öèêëè÷åí (n, 2, n−2, n−4) êíèæåí ñïðåä ñ 5 ñòðàíèöè ñúùåñ-

òâóâà çà âñÿêî íå÷åòíî n ≥ 5.

Ïðèìåð 4.5.1. Ñ òî÷íîñò äî åêâèâàëåíòíîñò èìà äâà öèêëè÷íè (5, 2, 3, 1) êíèæ-

íè ñïðåäà � ðåãóëÿðíèÿ ñïðåä (t1 â Òàáëèöà 4.6), è òîçè, êîéòî å ïîä íîìåð t9 â

Òàáëèöà 4.6. Ïðè öèêëè÷åí (7, 2, 5, 3) êíèæåí ñïðåä àâòîìîðôèçìúò îò ðåä 5 èëè

ôèêñèðà âñè÷êèòå ïåò ïðàâè íà ãðúáíàêà, èëè ãè ïåðìóòèðà â öèêúë îò ðåä 5.

4.5.2 Âèäîâå êíèæíè ñïðåäîâå â PG(7, 2) è àëãîðèòìèòå, ñ êîèòî ãè
êîíñòðóèðàìå

Â íàñòîÿùèÿ ðàçäåë ïðåäñòàâÿìå êëàñèôèêàöèÿ íà (7, 2, 5, 3) êíèæíè ñïðå-

äîâå, îòãîâàðÿùè íà íÿêîè äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ. Â PG(7, 2) èìà 255 òî÷êè è

10795 ïðàâè. Âñåêè ñïðåä èìà 85 ïðàâè. Ãðúáíàêúò íà (7, 2, 5, 3) êíèæåí ñïðåä å

3-ìåðíî ïîäïðîñòðàíñòâî, ñúäúðæàùî 5 ïðàâè îò ñïðåäà, êîèòî ùå îçíà÷àâàìå ñ

l1, l2, l3, l4 è l5. Ñïðåäúò èìà 5 ñòðàíèöè. Îçíà÷àâàìå ãè ñ P1, P2, P3, P4 è P5. Âñÿêà

ñòðàíèöà å 5-ìåðíî ïîäïðîñòðàíñòâî ñ 21 ïðàâè îò ñïðåäà (5-òå ïðàâè íà ãðúáíàêà

è 16 äðóãè).

Íåâúçìîæíîñòòà äà êëàñèôèöèðàìå âñè÷êè êíèæíè ñïðåäîâå â PG(7, 2) íè

êàðà äà òúðñèì äîïúëíèòåëíè ñâîéñòâà. Òèïúò íà ñïðåäîâåòå â ïåòòå ñòðàíèöè

èçïîëçâàìå, çà äà äåôèíèðàìå ñëåäíèòå òðè òèïà (7, 2, 5, 3) êíèæíè ñïðåäîâå, ò.å.

• (7, 2, 5, 3)1:

ïðàâèòå íà âñÿêà ñòðàíèöà îáðàçóâàò (5, 2, 3, 1) êíèæåí ñïðåä ñ ãðúáíàê l1

• (7, 2, 5, 3)2:

ïðàâèòå íà ñòðàíèöà Pi îáðàçóâàò (5, 2, 3, 1) êíèæåí ñïðåä ñ ãðúáíàê li çà

i = 1, 2, 3, 4, 5.
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• (7, 2, 5, 3)3:

âñè÷êè îñòàíàëè (7, 2, 5, 3) êíèæíè ñïðåäîâå.

Ñ (7, 2, 5, 3)1(2) îçíà÷àâàìå ñïðåäîâå, êîèòî ñà èëè (7, 2, 5, 3)1 èëè (7, 2, 5, 3)2,

à ñ (7, 2, 5, 3)1+2 � ñïðåäîâå, êîèòî ñà åäíîâðåìåííî (7, 2, 5, 3)1 è (7, 2, 5, 3)2.

Ïî-íàòàòúê ðàçãëåæäàìå ñàìî (7, 2, 5, 3)1(2) êíèæíè ñïðåäîâå (áåç äà ãî îáÿñ-

íÿâàìå äîïúëíèòåëíî). Ïîíåæå èìà äåâåò (5, 2, 3, 1) êíèæíè ñïðåäà, ðàçãëåæäàìå

äåâåò òèïà ñòðàíèöè ñïîðåä êíèæíèòå ñïðåäîâå, êîèòî ñúäúðæàò, ò.å. t1, t2, ...t9.

Èíâàðèàíòèòå íà ñúîòâåòíèòå (5, 2, 3, 1) êíèæíè ñïðåäîâå ñà ïðåäñòàâåíè â Òàáëè-

öà 4.6, êúäåòî |Aut| å ðåäà íà ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè, à ni � áðîÿò íà 3-ìåðíèòå

ïîäïðîñòðàíñòâà, ñúäúðæàùè i ïðàâè îò ñïðåäà. Ñòðàíèöè îò òèï t1 ñúäúðæàò

ðåãóëÿðíèÿ ñïðåä â PG(5, 2).

Òàáëèöà 4.6: Äåâåòòå (5, 2, 3, 1) êíèæíè ñïðåäà äåôèíèðàò äåâåò òèïà ñòðàíèöè
íà (7, 2, 5, 3)1(2) êíèæíè ñïðåäîâå

òèï ñòðàíèöà |Aut| n3 n4 n5
t1 362880 0 0 21
t2 1728 0 12 9
t3 1152 0 16 5
t4 108 18 6 6
t5 72 24 4 5

òèï ñòðàíèöà |Aut| n3 n4 n5
t6 384 32 0 5
t7 36 24 3 5
t8 288 24 0 5
t9 5760 0 0 5

Òèïúò íà (7, 2, 5, 3)1(2) êíèæåí ñïðåä å a1a2a3a4a5, êúäåòî tai å òèïúò íà i-

òà ñòðàíèöà. Êíèæíèòå ñïðåäîâå (7, 2, 5, 3)1(2) ñà ìàëêà ÷àñò îò âñè÷êè (7, 2, 5, 3)

êíèæíè ñïðåäîâå, íî è òÿõíàòà ïúëíà êëàñèôèêàöèÿ å íåâúçìîæíà ïî íàøèÿ íà-

÷èí. Çàòîâà êëàñèôèöèðàìå ñàìî

1. (7, 2, 5, 3)1 è (7, 2, 5, 3)2 êíèæíè ñïðåäîâå ñ èçîìîðôíè ñòðàíèöè è îò òèïîâå

11111, 22222, 33333 è 99999;

2. (7, 2, 5, 3)1+2 êíèæíè ñïðåäîâå oò âñè÷êè âúçìîæíè òèïîâå.

Òî÷êèòå íà PG(7, 2) ñúîòâåòñòâàò íà íåíóëåâèòå 8-ìåðíè âåêòîðè íàä GF (2).

Îò òÿõ íàìèðàìå ïîäïðîñòðàíñòâàòà è ïîñòðîÿâàìå ñâúðçàíèòå ñ òÿõ äèçàéíè. Íà

255-òå âåêòîðà (òî÷êè) äàâàìå íîìåðà px òàêèâà, ÷å ψ(px) = x, êúäåòî x (x =

1, 2, . . . 255) å öÿëîòî ÷èñëî, ÷èåòî äâîè÷íî ïðåäñòàâÿíå îòãîâàðÿ íà ñúîòâåòíèÿ

âåêòîð, à ôóíêöèÿòà ψ å äàäåíà ñ Òàáëèöà 4.7. Òîâà ñïåöèôè÷íî ïîäðåæäàíå íà

òî÷êèòå èçáèðàìå, çà äà ñà â ñèëà ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

• ïúðâèòå 15 òî÷êè ñà îò åäíî è ñúùî 3-ìåðíî ïîäïðîñòðàíñòâî,

• ïúðâèòå 63 òî÷êè ñà îò åäíî è ñúùî 5-ìåðíî ïîäïðîñòðàíñòâî,

• òî÷êèòå px, px+1 è px+2 ñà îò åäíà ïðàâà çà x ≡ 1(mod 3),

• ïðàâèòå (p1, p2, p3), (p4, p5, p6), . . . , (p253, p254, p255) îáðàçóâàò ðåãóëÿðåí êíè-

æåí ñïðåä.
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Òàáëèöà 4.7: ψ

px x

1 1
2 2
3 3
4 4
5 8
6 12
7 5
8 10
9 15
10 6
11 11
12 13
13 7
14 9
15 14
16 16
17 32
18 48
19 17
20 34
21 51
22 18
23 35
24 49
25 19
26 33
27 50
28 20
29 40
30 60
31 21
32 42

px x

33 63
34 22
35 43
36 61
37 23
38 41
39 62
40 24
41 44
42 52
43 25
44 46
45 55
46 26
47 47
48 53
49 27
50 45
51 54
52 28
53 36
54 56
55 29
56 38
57 59
58 30
59 39
60 57
61 31
62 37
63 58
64 64

px x

65 128
66 192
67 65
68 130
69 195
70 66
71 131
72 193
73 67
74 129
75 194
76 68
77 136
78 204
79 69
80 138
81 207
82 70
83 139
84 205
85 71
86 137
87 206
88 72
89 140
90 196
91 73
92 142
93 199
94 74
95 143
96 197

px x

97 75
98 141
99 198
100 76
101 132
102 200
103 77
104 134
105 203
106 78
107 135
108 201
109 79
110 133
111 202
112 80
113 160
114 240
115 81
116 162
117 243
118 82
119 163
120 241
121 83
122 161
123 242
124 84
125 168
126 252
127 85
128 170

px x

129 255
130 86
131 171
132 253
133 87
134 169
135 254
136 88
137 172
138 244
139 89
140 174
141 247
142 90
143 175
144 245
145 91
146 173
147 246
148 92
149 164
150 248
151 93
152 166
153 251
154 94
155 167
156 249
157 95
158 165
159 250
160 96

px x

161 176
162 208
163 97
164 178
165 211
166 98
167 179
168 209
169 99
170 177
171 210
172 100
173 184
174 220
175 101
176 186
177 223
178 102
179 187
180 221
181 103
182 185
183 222
184 104
185 188
186 212
187 105
188 190
189 215
190 106
191 191
192 213

px x

193 107
194 189
195 214
196 108
197 180
198 216
199 109
200 182
201 219
202 110
203 183
204 217
205 111
206 181
207 218
208 112
209 144
210 224
211 113
212 146
213 227
214 114
215 147
216 225
217 115
218 145
219 226
220 116
221 156
222 232
223 117
224 158

px x

225 235
226 118
227 159
228 233
229 119
230 157
231 234
232 120
233 148
234 236
235 121
236 150
237 239
238 122
239 151
240 237
241 123
242 149
243 238
244 124
245 152
246 228
247 125
248 154
249 231
250 126
251 155
252 229
253 127
254 153
255 230

Çà êîíñòðóèðàíå íà ñïðåäîâåòå èçïîëçâàìå ìîäèôèêàöèÿ íà àëãîðèòúìà îò

ðàçäåë 4.2. Ïðàâèòå íà ñïðåäà îçíà÷àâàìå ñ l1, l2, . . . , l85 è ïîñòðîÿâàìå ñàìî ñïðå-

äîâå ñúñ ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

• Ïðàâèòå l1, l2, l3, l4, è l5 îáðàçóâàò ãðúáíàêà

• Îñâåí ïðàâèòå íà ãðúáíàêà, Pi ñúäúðæà è ïðàâèòå l16(i−1)+a, êúäåòî i =

1, 2, ..., 5 è a = 6, 7, ...21.

• Ïðàâèòå lj, lj+1, lj+2 è lj+3 ñà îò åäíà è ñúùà ñòðàíèöà íà (5, 2, 3, 1) êíèæíèÿ

ñïðåä â Pi (i = 1, 2, ..., 5) àêî j = 16(i− 1) + b, êúäåòî b = 6, 10, 14, 18.

Áåç çàãóáà íà îáùíîñò ôèêñèðàìå ñåäåì ïðàâè îò ñïðåäà, ò.å. l1 = (p1, p2, p3),

l2 = (p4, p5, p6), . . . , l6 = (p16, p17, p18) è l22 = (p64, p65, p66). Òîâà ôèêñèðàíå å âúç-

ìîæíî, çàùîòî ñïðåäúò â PG(3, 2) (îò ïðàâèòå l1, l2, l3, l4, è l5) å åäèíñòâåí ñ òî÷-

íîñò äî åêâèâàëåíòíîñò, à ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè íà PG(7, 2), êîÿòî ôèêñèðà

3(5)-ìåðíî ïîäïðîñòðàíñòâî, å òðàíçèòèâíà âúðõó ïðàâèòå èçâúí íåãî.

Îñòàíàëèòå ïðàâè èçáèðàìå îò ìíîæåñòâîòî íà òúðñåíå D, ñúñòîÿùî ñå îò
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âñè÷êè ïðàâè, íåïðåñè÷àùè íèêîÿ îò ñåäåìòå ôèêñèðàíè ïðàâè. Áðîÿò èì å 1747

(äîêàòî âñè÷êè ïðàâè íà ïðîåêòèâíîòî ïðîñòðàíñòâî ñà 10795). Òåñò çà ìèíè-

ìàëíîñò íà ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ ïðèëàãàìå ñëåä äîáàâÿíå íà öÿëà ñòðàíèöà îò

êíèæíèÿ (7, 2, 5, 3) ñïðåä, ò.å. ñëåä äîáàâÿíå íà ïðàâèòå l21, l37, l53, l69 èëè l85. Tîé

ïðèäîáèâà âèäà:

for( i=1; i<=85; i++) // 85 ïðàâè â ñïðåäà

{

construct π1 = αli
for( j=1; j<=85; j++) if(π1lj > l1) // îñâåí ïúðâàòà èìà îùå 84 ïðàâè îò ñïðåäà

{

construct π2 = βπ1ljπ1
for( h=1; h<=85; h++) if(π2lh ∈ 〈l1, l2〉) if(π2lh > l2) // îùå 3 ïðàâè â 〈l1, l2〉

{

construct π3 = γπ2lhπ2
for( k=1; k<=85; k++) if(π3lk ∈ 〈l1, l2〉) if(π3lk > l3)// îùå 2 ïðàâè â 〈l1, l2〉

{

construct π4 = δπ3lkπ3
for( m=1; m<=85; m++) if(π4lm /∈ 〈l1, l2〉) // 80 ïðàâè èçâúí 〈l1, l2〉

{

construct π5 = ηπ4lmπ4
if Smaller(π5) return false;

for( s=1; s<=85; s++) if(π5ls /∈ 〈l1, l2, l6〉) // 64 èçâúí 〈l1, l2, l3〉

{

construct π6 = ρπ5lsπ5
for( l=1; l<=108; l++)

{

construct π = ϕlπ6
if Smaller(π) return false;

}

}

}

}

}

}

}

return true;

Â òîçè òåñò èçïîëçâàìå ïðåäâàðèòåëíî çàïàçåíèòå àâòîìîðôèçìè, îò êîèòî:

� αli èçîáðàçÿâà ïðàâàòà li â l1,

� βlj ôèêñèðà l1 è èçîáðàçÿâà ïðàâàòà lj â l2,

� γlh èçîáðàçÿâà lh â l3, êàòî ôèêñèðà l1 è l2,
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� δlk èçîáðàçÿâà lk â l4, êàòî ôèêñèðà l1, l2 è l3,

� ηlm ôèêñèðà 〈l1, l2〉 è èçîáðàçÿâà ïðàâàòà lm â l6,

� ρls ôèêñèðà 〈l1, l2, l6〉 è èçîáðàçÿâà ïðàâàòà ls â l22,
� ϕl å àâòîìîðôèçúì, ôèêñèðàù ïðàâèòå l1, l2, ...l6 è l22.

Ñ ãîðíèòå àâòîìîðôèçìè èçîáðàçÿâàìå ïðàâèòå îò ñïðåäà â ïúðâèòå øåñò ôèê-

ñèðàíè ïðàâè l1, l2, ...l6 ïî âñè÷êèòå 85.84.3.2.80 íà÷èíà (ò.å. 85 íà÷èíà çà l1, 84

çà l2, 3 çà l3, 2 çà l4 è 80 çà l6). Àêî ïî òîçè íà÷èí ïîëó÷èì ëåêñèêîãðàôñêè ïî-

ìàëêî ðåøåíèå çà ïúðâàòà ñòðàíèöà (ïúðâèòå 21 ïðàâè), îòõâúðëÿìå òåêóùîòî

÷àñòè÷íî ðåøåíèå. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé èçáèðàìå ïðàâà, êîÿòî äà èçîáðàçèì â l22
(ïî âñè÷êè 64 íà÷èíà) è ïðèëàãàìå 108-òå àâòîìîðôèçìè, êîèòî çàïàçâàò âñè÷êè

ôèêñèðàíè ïðàâè. Àêî íÿêîé îò òÿõ èçîáðàçÿâà òåêóùîòî ðåøåíèå â ëåêñèêîãðàô-

ñêè ïî-ìàëêî, îòõâúðëÿìå òåêóùîòî ÷àñòè÷íî ðåøåíèå.

4.5.3 Êëàñèôèêàöèÿ - êíèæíè ñïðåäîâå ñ èçîìîðôíè ñòðàíèöè, èíâà-
ðèàíòè

Êëàñèôèêàöèîííèòå ðåçóëòàòè ñà îáîáùåíè â ñëåäâàùèòå òàáëèöè. Â òÿõ ñà

èçïîëçâàíè ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ:

• cov5 - áðîé 5-ìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà, êîèòî ñà èçöÿëî ïîêðèòè îò ïðàâè îò

ñïðåäà. Òîçè áðîé å íàé-ìàëêî 5, çàùîòî êíèæíèòå ñïðåäîâå, êîèòî ðàçãëåæ-

äàìå, èìàò 5 ñòðàíèöè.

• cov3 - áðîé 3-ìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà, êîèòî ñà èçöÿëî ïîêðèòè îò ïðàâè îò

ñïðåäà. Òîçè áðîé å íàé-ìàëêî 21, çàùîòî âñÿêà ñòðàíèöà íà (7, 2, 5, 3)1(2)
êíèæåí ñïðåä ñúäúðæà ãðúáíàêà è ÷åòèðè äðóãè 3-ìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà.

• Sp - áðîé 3-ìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà, êîèòî ñà èçöÿëî ïîêðèòè îò ïðàâè îò

ñïðåäà è ñà ãðúáíàöè. Âúçìîæíî å äà ñìå êîíñòðóèðàëè (7, 2, 5, 3)t ñïðåä,

äîêàòî íÿêîè îò òåçè Sp ãðúáíàöè äà ñà ãðúáíàöè íà (7, 2, 5, 3)t′ êíèæåí ñïðåä,

êúäåòî t 6= t′. Àêî Sp = 1, ñïðåäà íàðè÷àìå ïðîñò.

• lSp - áðîé íà ïðàâèòå îò ñïðåäà, êîèòî çàåäíî ñ êîÿ äà å ïðàâà îò ñïðåäà

çàäàâàò èçöÿëî ïîêðèòî 3-ìåðíî ïîäïðîñòðàíñòâî. Òàêàâà ïðàâà å ãðúáíàê

íà (7, 2, 3, 1) êíèæåí ñïðåä è áè ìîãëà äà å ãðúáíàê íà íÿêîÿ îò ñòðàíèöèòå

íà (7, 2, 5, 3)1 êíèæåí ñïðåä. Çà (7, 2, 5, 3)1 lSp å íàé-ìàëêî 1.

• |Aut| - ðåä íà ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà ñïðåäà.

• spr - áðîé íà ñïðåäîâåòå ñ òàêèâà èíâàðèàíòè

(7, 2, 5, 3)1 è (7, 2, 5, 3)2 êíèæíè ñïðåäîâå ñ èçîìîðôíè ñòðàíèöè

Óñòàíîâÿâàìå, ÷å âñè÷êèòå (7, 2, 5, 3)1(2) êíèæíè ñïðåäîâå oò òèï 11111 ñà

(7, 2, 5, 3)1+2 êíèæíè ñïðåäîâå. Òåõíèÿò áðîé å 13, êàòî åäèíèÿò å ðåãóëÿðíèÿò
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ñïðåä ñ åêñòðåìàëíè ñòîéíîñòè íà èíâàðèàíòèòå. Êëàñèôèêàöèîííèòå ðåçóëòàòè

ñà ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöà 4.8.

Òàáëèöà 4.8: (7, 2, 5, 3)1/(7, 2, 5, 3)2 êíèæíè ñïðåäîâå îò òèï 11111

|Aut| spr

432 = 33.24 1
1152 = 32.27 1
3456 = 33.27 1
6480 = 5.34.24 1
9216 = 32.210 1

13824 = 33.29 1
15360 = 5.3.210 1
18432 = 32.211 1
73728 = 32.213 1
207360 = 5.34.29 1
221184 = 33.213 1

1105920 = 5.33.213 1
5922201600 = 17.7.52.35.213 1

All 13

cov5 Sp lSp cov3 |Aut| spr

5 1 5 101 1152 - 18432 4
6 1 5 101 432 1
9 2 5 101 3456 - 13824 2
10 2 5 102 6480 1
21 21 5 101 73728 - 1105920 3
25 22 6 117 207360 1
85 357 85 357 5922201600 1

All 13

Â Òàáëèöè 4.9 äî 4.14 ñà ïðåäñòàâåíè êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè çà (7, 2, 5, 3)1(2)
êíèæíè ñïðåäîâå ñúñ ñòðàíèöè îò òèïîâå t2, t3 è t9. Áðîÿò íà ñïðåäîâåòå ñúñ ñòðà-

íèöè îò òèïîâå t4 . . . t8 å çíà÷èòåëíî ïî-ãîëÿì è êëàñèôèêàöèÿ ñ íàøèòå ñðåäñòâà

íå å âúçìîæíà. Ñðåä ñïðåäîâåòå oò òèï 22222 èìà 188 êíèæíè (7, 2, 5, 3)1+2 ñïðåäa.

Âñè÷êè (7, 2, 5, 3)1+2 êíèæíè ñïðåäîâå

Óñïÿõìå äà êëàñèôèöèðàìå âñè÷êè (7, 2, 5, 3)1+2 êíèæíè ñïðåäîâå (Òàáëèöà

4.15), çàùîòî áðîÿò èì å ñðàâíèòåëíî ìàëúê ïîðàäè ìíîãîòî äîïúëíèòåëíè ñâîéñ-

òâà. Êíèæíèòå (5, 2, 3, 1) ñïðåäîâå â ÷åòèðè îò òåõíèòå ñòðàíèöè òðÿáâà äà èìàò

íàé-ìàëêî äâå ïðàâè, êîèòî ñà ãðúáíàöè íà ñúîòâåòíèÿ (5, 2, 3, 1) ñïðåä è íàé-ìàëêî

äåâåò 3-ìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà òðÿáâà äà ñà èçöÿëî ïîêðèòè îò ïðàâè îò ñïðåäà.

Òåçè óñëîâèÿ ñà â ñèëà ñàìî çà ñòðàíèöè îò òèïîâå t1 è t2 (Òàáëèöà 4.6). Çàòîâà

ñàìî åäíà îò ñòðàíèöèòå íà (7, 2, 5, 3)1+2 ìîæå äà å îò ïðîèçâîëåí òèï, îñòàíàëèòå

÷åòèðè òðÿáâà äà ñà îò òèïîâå t1 èëè t2.

Êîíñòðóèðàíèòå ñïðåäîâå è èíâàðèàíòèòå èì ñà äîñòúïíè îíëàéí. Òå ìîãàò äà

áúäàò èçòåãëåíè îò http://www.moi.math.bas.bg/∼svetlana è äà áúäàò èçïîëçâàíè
îò âñåêè, êîéòî ïðîÿâÿâà èíòåðåñ. Èçñëåäâàíèÿòà îò òàçè ÷àñò ñà ñúâìåñòíè ñ

Ronald Shaw è ñà ïóáëèêóâàíè â [T11].
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Òàáëèöà 4.9: (7, 2, 5, 3)1 êíèæíè ñïðåäîâå îò òèï 22222

|Aut| spr

1 57823
2 8624
3 1344
4 = 22 655
6 = 3.2 2027
8 = 23 264
9 = 32 31
12 = 3.22 305

|Aut| spr

16 = 24 14
18 = 32.2 445
24 = 3.23 236
32 = 25 10
36 = 32.22 87
48 = 3.24 35
54 = 33.2 74
72 = 32.23 95

|Aut| spr

96 = 3.25 60
108 = 33.22 23
120 = 5.3.23 1
144 = 32.24 6
162 = 34.2 5
192 = 3.26 2
216 = 33.23 22
288 = 32.25 37

|Aut| spr

324 = 34.22 4
360 = 5.32.23 3
384 = 3.27 10
432 = 33.24 2
576 = 32.26 1
648 = 34.23 3
864 = 33.25 13

1080 = 5.33.23 2

|Aut| spr

1152 = 32.27 12
1296 = 34.24 1
1440 = 5.32.25 1
3456 = 33.27 7
4320 = 5.33.25 1
4608 = 32.29 1
5184 = 34.26 1

13824 = 33.29 2
20736 = 34.28 1
41472 = 34.29 1
69120 = 5.33.29 1

All 72292

cov5 Sp lSp cov3 |Aut| spr

5 1 1 41 1 - 1152 57333
6 1 1 41 - 57 1 - 1080 12360
7 1 1 42 - 57 3 - 324 102
9 2 1 41 - 93 1 - 3456 2174
10 2 1 42 - 93 6 - 1296 36
13 3 1 105 3456 1
13 3 2 57 - 93 5184 - 20736 2
21 21 1 41 - 147 1 - 69120 274
22 21 1 66 - 147 108 - 1080 9
25 22 2 153 41472 1

All 72292

Òàáëèöà 4.10: (7, 2, 5, 3)2 êíèæíè ñïðåäîâå îò òèï 22222

|Aut| spr

1 1469324
2 38311
3 18944
4 = 22 494

|Aut| spr

6 = 3.2 4568
8 = 23 143
9 = 32 426

12 = 3.22 163

|Aut| spr

15 = 5.3 2
18 = 32.2 463
24 = 3.23 111
27 = 33 5

|Aut| spr

32 = 25 4
36 = 32.22 29
54 = 32.2 27
60 = 5.3.22 2

|Aut| spr

72 = 32.23 48
96 = 3.25 12

108 = 32.22 4
216 = 32.23 5
288 = 32.25 11
432 = 32.24 1
576 = 32.26 1
864 = 32.25 4
2160 = 5.33.24 2

All 1533104

cov5 Sp lSp cov3 |Aut| spr

5 1 0 41 - 136 1 - 72 1522305
5 1 1 41 1 - 288 130
6 1 0 41 - 137 1 - 72 10471
6 1 1 41 - 45 2 - 54 32
7 1 0 42 - 135 2 - 108 72
9 2 0 41 - 57 3 - 432 62
9 2 1 41 - 57 6 - 864 20
10 2 0 48 - 129 108 - 2160 6
21 21 1 41 - 57 72 - 864 6

All 1533104
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Òàáëèöà 4.11: (7, 2, 5, 3)1 êíèæíè ñïðåäîâå îò òèï 33333

|Aut| spr

1 6769
2 395
3 153
4 = 22 25771
6 = 3.2 34
8 = 23 1387

12 = 3.22 1267
16 = 24 17811
24 = 3.23 249
32 = 25 1259
36 = 32.22 16
48 = 3.24 3115
64 = 26 176
72 = 32.23 14

|Aut| spr

96 = 3.25 297
128 = 28 61
144 = 32.24 72
192 = 3.26 2531
256 = 28 7
288 = 32.25 14
320 = 5.26 1
384 = 3.28 365
512 = 29 3
576 = 32.26 51
768 = 3.28 66
960 = 5.3.26 1

1152 = 32.27 39
1536 = 3.28 24

|Aut| spr

1920 = 5.3.27 1
2304 = 32.28 13
3072 = 3.29 3
3840 = 5.3.28 2
4608 = 32.29 6
5760 = 5.32.27 1
6144 = 3.210 2
9216 = 32.210 1
11520 = 5.32.28 1
18432 = 32.211 2
27648 = 33.210 1
55296 = 33.211 1
73728 = 32.213 1

184320 = 5.32.212 1
All 61984

cov5 Sp lSp cov3 |Aut| spr

5 1 1 21 1 - 1536 41293
6 1 1 21 - 22 4 - 144 10656
9 2 1 21 - 37 16 - 4608 7010
21 21 1 21 - 149 192 - 184320 3025

All 61984

Òàáëèöà 4.12: (7, 2, 5, 3)2 êíèæíè ñïðåäîâå îò òèï 33333

|Aut| spr

1 344357
2 5998
3 3446
4 = 22 43808
6 = 3.2 294
8 = 23 994
9 = 32 25

|Aut| spr

12 = 3.22 2862
16 = 24 65
18 = 32.2 10
24 = 3.23 186
32 = 25 6
36 = 32.22 6
48 = 3.24 31

|Aut| spr

60 = 5.3.22 3
72 = 32.23 1
96 = 3.25 14
120 = 5.3.23 2
240 = 5.3.24 2
360 = 5.32.23 1

All 402111

cov5 Sp lSp cov3 |Aut| spr

5 1 0 21 - 93 1 - 360 402111

All 402111
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Òàáëèöà 4.13: (7, 2, 5, 3)1 êíèæíè ñïðåäîâå îò òèï 99999

|Aut| spr

1 1
2 2
4 = 22 5
8 = 23 4

12 = 3.22 2
16 = 24 2

|Aut| spr

24 = 3.23 2
32 = 25 4
48 = 3.24 13
64 = 26 6
96 = 3.25 8
128 = 27 4

|Aut| spr

144 = 32.24 1
192 = 3.26 5
256 = 28 2
384 = 3.27 6
512 = 28 2
768 = 3.28 2

|Aut| spr

960 = 5.3.26 1
1024 = 29 2
1152 = 32.27 1
1536 = 3.29 3
2048 = 211 1
3072 = 3.210 2

|Aut| spr

3840 = 5.3.28 1
4608 = 32.29 1
6144 = 3.211 1
11520 = 5.32.28 1
12288 = 3.212 1
18432 = 32.211 1

All 87

cov5 Sp lSp cov3 |Aut| spr

5 1 1 21 1 - 6144 62
6 1 1 21 - 22 4 - 48 8
9 2 1 21 - 37 32 - 4608 9
21 21 1 21 - 85 384 - 18432 8

All 87

Òàáëèöà 4.14: (7, 2, 5, 3)2 êíèæíè ñïðåäîâå îò òèï 99999

|Aut| spr

1 86
2 26
3 17
4 = 22 19
6 = 3.22 14

|Aut| spr

8 = 23 15
9 = 32 1

12 = 3.22 7
16 = 24 4
18 = 32.2 2

|Aut| spr

24 = 3.23 5
32 = 25 6
36 = 32.22 2
72 = 32.23 2
80 = 5.24 1

|Aut| spr

96 = 3.25 2
240 = 5.3.24 1
360 = 5.32.23 1

All 211

cov5 Sp lSp cov3 |Aut| spr

5 1 0 21 - 25 1 - 360 211

All 211
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Òàáëèöà 4.15: (7, 2, 5, 3)1+2 êíèæíè ñïðåäîâå

a) ðàçëè÷íè òèïîâå, x = 1, 2, . . . 9

|Aut| 1111x 1112x 1122x 12222 22222 spr

1 7 512 1954 40 8 2521
2 67 254 418 37 36 812
3 16 228 573 40 857
4 = 22 58 653 1203 27 6 1947
6 = 3.2 86 197 123 51 32 489
8 = 23 6 468 398 40 20 932
9 = 32 2 4 4 10

12 = 3.22 61 753 380 6 4 1204
16 = 24 67 118 216 401
18 = 32.2 53 38 9 14 16 130
24 = 3.23 46 468 115 34 20 683
32 = 25 109 73 71 3 4 260
36 = 32.22 23 26 2 2 2 55
48 = 3.24 102 376 84 562
54 = 33.2 17 4 3 4 28
64 = 26 43 25 18 86
72 = 32.23 41 147 9 20 8 225
96 = 3.25 135 171 24 9 12 351
128 = 27 56 1 57
144 = 32.24 12 25 2 39
192 = 3.26 90 13 6 109
216 = 33.23 19 27 2 5 53
288 = 32.25 51 51 3 7 11 123
384 = 3.27 141 5 146
576 = 32.26 11 6 1 18
648 = 34.23 3 4 7
864 = 33.25 10 13 1 1 4 29

1152 = 32.27 79 7 86
1728 = 33.26 2 2
3456 = 33.27 20 2 22
6912 = 33.28 2 1 3

All 12247

b) ñàìî îò òèï 1111x

|Aut| spr

108 = 33.22 3
162 = 34.2 2
256 = 28 15
432 = 33.24 3
512 = 29 9
768 = 3.28 24
1024 = 210 4
1536 = 3.29 41
2048 = 211 1
2304 = 32.28 11
3072 = 3.210 4
4608 = 32.29 40
6144 = 3.211 5
6480 = 5.34.24 1
9216 = 32.210 3

10368 = 34.27 1
12288 = 3.212 2
13824 = 33.29 18
15360 = 5.3.210 1
18432 = 32.211 9
20736 = 34.28 2
27648 = 33.210 1
36864 = 32.212 2
41472 = 34.29 1
55296 = 33.211 1
73728 = 32.213 1
110592 = 33.212 1
207360 = 5.34.29 1
221184 = 33.213 1

1105920 = 5.33.213 2
1658880 = 5.34.212 1

17.7.52.35.213 1

All 212

cov5 Sp lSp cov3 |Aut| spr

5 1 1 41 - 89 1 - 18432 8921
5 1 2 77 - 89 24 - 4608 19
5 1 5 101 1152 - 18432 4
6 1 1 41 - 93 1 - 1728 2543
6 1 2 89 36 - 216 4
6 1 5 101 432 1
7 1 1 78 - 90 18 - 162 14
7 1 2 90 216 1
9 2 1 41 - 149 1 - 13824 741
9 2 2 89 216 - 13824 6
9 2 5 101 3456 - 13824 2
10 2 1 81 - 96 54 - 648 7

cov5 Sp lSp cov3 |Aut| spr

10 2 2 93 648 1
10 2 5 102 6480 1
13 3 1 102 - 150 648 - 10368 6
21 21 1 41 - 277 2 - 1105920 176
21 21 2 89 3456 - 13824 2
21 21 5 101 73728 - 1105920 3
22 21 1 129 648 1
25 22 1 198 - 246 20736 2
25 22 2 153 41472 1
25 22 6 117 207360 1
37 41 2 297 1658880 1
85 357 85 357 5922201600 1

All 12459
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Ãëàâà 5

Ðàçðåøèìè äèçàéíè è

t-ïàðàëåëèçìè íà PG(n, q)

Â òàçè ãëàâà ñà ñúáðàíè çàäà÷è, êîèòî âêëþ÷âàò êëàñèôèêàöèÿ (ñ òî÷íîñò äî

èçîìîðôèçúì) íà ðåçîëþöèèòå íà äàäåí äèçàéí èëè ñàìî íà òåçè îò òÿõ, êîèòî

ñà èíâàðèàíòíè îòíîñíî èçáðàíà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè îò ïðîñò ðåä. ×àñò îò

ðåçóëòàòèòå êàñàÿò t-ïàðàëåëèçìè íà PG(n, q). Ïîñëåäíèòå ìîãàò äà áúäàò ðàçã-

ëåæäàíè êàòî ðåçîëþöèè íà äèçàéíà îò òî÷êèòå è t-ìåðíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà íà

PG(n, q).

5.1 Äåôèíèöèè, îçíà÷åíèÿ è ïðåäâàðèòåëíè ðåçóëòàòè

Ðåçîëþöèèòå íà êîìáèíàòîðíèòå äèçàéíè èìàò ðàçíîîáðàçíè âàæíè ïðèëî-

æåíèÿ (âèæ, íàïðèìåð, [66], [83], [114], [135], [211], [222], [236]). Ñïåöèàëåí èí-

òåðåñ ïðåäñòàâëÿâàò ðåçîëþöèèòå íà öèêëè÷íè äèçàéíè, êàêâèòî ðàçãëåæäàìå â

ðàçäåë 5.5, îðòîãîíàëíèòå ðåçîëþöèè, çà êàêâèòî ñòàâà âúïðîñ â ðàçäåë 5.6 è t-

ïàðàëåëèçìèòå (ðåçîëþöèèòå íà äèçàéíèòå îò òî÷êèòå è t-ìåðíèòå ïîäïðîñòðàíñ-

òâà íà PG(d, q)), êàêâèòî ðàçãëåæäàìå â ðàçäåë 5.7.

Èíòåðåñúò êúì t-ñïðåäîâåòå è t-ïàðàëåëèçìèòå â PG(n, q) âúçíèêâà çàðàäè

ñúîòâåòñòâèåòî íà òðàíñëàöèîííè ðàâíèíè [81], íî ñå îêàçâà, ÷å òå èìàò îùå ìíîãî

âðúçêè ñ äðóãè ìàòåìàòè÷åñêè îáåêòè, êàêòî è ðàçíîîáðàçíè ïðèëîæåíèÿ. Ìíî-

æåñòâàòà îò âçàèìíî îðòîãîíàëíè ïàðàëåëèçìè íà PG(3, q) ñà ñâúðçàíè ñ ïðî-

åêòèâíè ðàâíèíè îò ðåä q(q + 1) [42], [129], ñúîòâåòñòâèåòî èì íà ðåçîëþöèè íà

Ùàéíåðîâè ñèñòåìè âîäè äî êðèïòîãðàôñêè ïðèëîæåíèÿ ïðè àíîíèìíè (2, q+ 1)-

ïðàãîâè ñõåìè [222], à â Òåîðèÿòà íà êîäèðàíåòî t-ïàðàëåëèçìèòå ñå èçïîëçâàò â

êîíñòðóêöèè íà øóìîçàùèòíè êîäîâå ñ êîíñòàíòíà ðàçìåðíîñò, ñúäúðæàùè ëèô-

òèíãîâè MRD êîäîâå [83], [216].

Êîíñòðóêöèÿ íà ïàðàëåëèçìè â PG(d, 2) å ïðåäëîæåíà îò Zaicev, Zinoviev è

Semakov [253] è íåçàâèñèìî îò òÿõ îò Baker [24], à íà ïàðàëåëèçìè â PG(2n−1, q) îò

Beutelspacher [28]. Ìíîæåñòâî êîíñòðóêöèè íà ïàðàëåëèçìè â PG(3, q) ñà äàäåíè
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îò Denniston [77], [78], Johnson [126], [127], Johnson è Pomareda [134], Penttila è

Williams [201].

Êëàñèôèêàöèè ñ ïîìîùòà íà êîìïþòúð è ïðè ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíè àâòî-

ìîðôèçìè ñà ïðàâåíè îò Prince [203], [204], Stinson è Vanstone [223], Sarmiento [208]

[209], Topalova è Zhelezova [238], [241], [240], Zhelezova [259]. Íåîòäàâíà Betten [27]

êëàñèôèöèðà âñè÷êè ïàðàëåëèçìè íà PG(3, 3).

Çà îòäåëÿíå íà èçîìîðôíèòå ðåøåíèÿ ïðè êîìïþòúðíè êëàñèôèêàöèè ñúñ

çàäàäåíè àâòîìîðôèçìè ìîæå äà ñå èçïîëçâà íîðìàëèçàòîðà íà çàäàäåíàòà ãðóïà

îò àâòîìîðôèçìè [204], [208], [238], [241], [240], [259]. Èäåÿòà å ñëåäíàòà:

Íåêà GD å ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè íà äèçàéíà, Gc å çàäàäåíàòà ãðóïà îò

àâòîìîðôèçìè íà èçîìîðôíèòå ðåçîëþöèè R è R′. Íåêà

R′ = ϕR.

Èçáèðàìå α ∈ Gc. Òîãàâà ϕR = αϕR è ñúîòâåòíî R = ϕ−1αϕR, ò.å. ϕ−1αϕ ñúùî å

àâòîìîðôèçúì íà R. Òîãàâà R å èíâàðèàíòíà, êàêòî îòíîñíî Gc, òàêà è îòíîñíî

ϕ−1Gcϕ. Òåçè äâå ãðóïè èëè ñúâïàäàò, èëè ñà ñïðåãíàòè ïîäãðóïè íà GD. Àêî

ϕ−1Gcϕ = Gc,

òî ϕ å îò íîðìàëèçàòîðà N(Gc) íà Gc â GD, êîéòî ñå äåôèíèðà êàòî

N(Gc) = {g ∈ GD | gGcg
−1 = Gc}.

Íåêà G å ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà R. Àêî ϕ íå å îò íîðìàëèçàòîðà

N(Gc), íî ϕ
−1Gcϕ è Gc ñà ñïðåãíàòè ïîäãðóïè íà G (òîâà âèíàãè å èçïúëíåíî àêî

Gc å Ñèëîâà ïîäãðóïà íà GD), òî ïîíåæå ϕ íå å àâòîìîðôèçúì íà R, òðÿáâà äà

ñúùåñòâóâà àâòîìîðôèçúì ψ íà R, çà êîéòî

ϕ−1Gcϕ = ψGcψ
−1.

Òîãàâà Gc = ϕψGcψ
−1ϕ−1 è ñëåäîâàòåëíî ϕψ ∈ N(Gc). Ïîíåæå ϕψR = ϕR, òî çà

äà óñòàíîâèì äàëè ñà èçîìîðôíè ðåçîëþöèèòå R è R′, å äîñòàòú÷íî äà ïðîâåðèì

äàëè ñúùåñòâóâà ïåðìóòàöèÿ îò íîðìàëèçàòîðà N(Gc), êîÿòî èçîáðàçÿâà R â R′.

Òóê òðÿáâà äà îòáåëåæèì, ÷å ïî òîçè íà÷èí ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè

íà ðåçîëþöèèòå íå ìîæå äà áúäå íàìåðåíà â ïðîöåñà íà òÿõíîòî êîíñòðóèðàíå è

òÿ íå å îïðåäåëåíà â êëàñèôèêàöèèòå íà ïàðàëåëèçìè ñúñ çàäàäåíè àâòîìîðôèçìè

íà íÿêîè àâòîðè, íàïðèìåð [203], [204], [208] è [209]. Â ðàçäåë 5.7 îò íàñòîÿùàòà

äèñåðòàöèÿ çà öåëòà ñà èçïîëçâàíè àëãîðèòìèòå, îïèñàíè â ðàçäåëè 5.3 è 5.4.

Ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè å åäíà è ñúùà çà ïðîåêòèâíîòî ïðîñòðàíñòâî è

âñè÷êè ñâúðçàíè ñ íåãî äèçàéíè, çàòîâà çà íàìèðàíå íà ïîðàæäàùî ìíîæåñòâî îò

ïåðìóòàöèè çà íåÿ è íÿêîè ïîäãðóïè, íóæíè çà íàïðàâåíèòå êëàñèôèêàöèè, èç-

ïîëçâàìå ñèìåòðè÷íèÿ äèçàéí îò òî÷êèòå è õèïåððàâíèíèòå, êîéòî èìà íàé-ìàëêî

áëîêîâå îò âñè÷êè ñâúðçàíè ñ PG(n, q) äèçàéíè è ñëåäîâàòåëíî òåçè ïðåñìÿòàíèÿ

ñòàâàò íàé-áúðçî íà íåãî. Çà íàìèðàíå íà íîðìàëèçàòîðà N(Gc) è íÿêîè îò íåîá-

õîäèìèòå ïîäãðóïè èçïîëçâàìå GAP [96].
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5.2 Àëãîðèòúì çà êëàñèôèêàöèÿ íà ðåçîëþöèè ñúñ çàäàäåíè
àâòîìîðôèçìè îò ïðîñò ðåä

5.2.1 Öåëè

Êëàñèôèêàöèÿ ñ òî÷íîñò äî èçîìîðôèçúì íà âñè÷êè ðåçîëþöèè íà äàäåí

äèçàéí, êîèòî ïðèòåæàâàò çàäàäåí àâòîìîðôèçúì α îò ïðîñò ðåä p

5.2.2 Ìíîæåñòâî íà òúðñåíå

Òî ñå ñúñòîè îò âñè÷êè áëîêîâå íà äèçàéíà, êîèòî ïðåäâàðèòåëíî ñîðòèðàìå

â ëåêñèêîãðàôñêè ðåä. Èìà äâå âúçìîæíîñòè çà äúëæèíàòà íà îðáèòàòà íà åäèí

ïàðàëåëåí êëàñ ñïðÿìî α: äúëæèíà p èëè äúëæèíà 1 (ôèêñèðàí ïàðàëåëåí êëàñ).

5.2.3 Êîíñòðóèðàíå íà ïàðàëåëíèòå êëàñîâå

Êëàñîâåòå ñòðîèì áëîê ïî áëîê ñ èç÷åðïâàùî òúðñåíå ñ âðúùàíå (ðàçäåë

1.2.2). Àêî êúì òåêóùèÿ ïàðàëåëåí êëàñ ñìå äîáàâèëè n áëîêà, òî n+ 1-âèÿ èçáè-

ðàìå ìåæäó áëîêîâåòå, êîèòî:

• ñúäúðæàò íàé-ìàëêàòà òî÷êà, êîÿòî íå å â íèêîé îò âå÷å èçáðàíèòå áëîêîâå

íà òåêóùèÿ êëàñ;

• íå ñúäúðæàò òî÷êè îò âå÷å èçáðàíèòå áëîêîâå íà êëàñà.

Äîòóê ïîäõîäúò å êàòî ïðè àëãîðèòúìà îò ðàçäåë 1.2.9. Íàëè÷èåòî íà àâòî-

ìîðôèçìà α íàëàãà è äîïúëíèòåëíè êîíñòðóêòèâíè óñëîâèÿ çà îðáèòèòå íà

áëîêîâåòå îò åäèí è ñúù ïàðàëåëåí êëàñ:

• Âñåêè äâà áëîêà îò íåôèêñèðàí ïàðàëåëåí êëàñ òðÿáâà äà ñà îò ðàçëè÷íè

áëîêîâè îðáèòè íà α.

• Àêî åäèí áëîê å âúâ ôèêñèðàí ïàðàëåëåí êëàñ, òî è âñè÷êè áëîêîâå îò íåãî-
âàòà îðáèòà ñïðÿìî α òðÿáâà äà áúäàò â òîçè ïàðàëåëåí êëàñ.

Êàòî èìàìå ïðåäâèä äàëè òåêóùî ñòðîåíèÿò ïàðàëåëåí êëàñ å ôèêñèðàí èëè íå,

ïðåäè äà äîáàâèì íîâ áëîê êúì íåãî, íèå ïðîâåðÿâàìå äàëè åäíîòî îò ãîðíèòå äâå

óñëîâèÿ å â ñèëà çà íåãî è âñåêè îò âå÷å äîáàâåíèòå êúì ïàðàëåëíèÿ êëàñ áëîêîâå.

5.2.4 Òåñò çà ìèíèìàëíîñò íà ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ

Òîçè òåñò ïðèëàãàìå ñëåä ïîñòðîÿâàíå èçöÿëî íà âñåêè ïîðåäåí ïàðàëåëåí

êëàñ. Ñ íåãî ïðîâåðÿâàìå äàëè íÿêîé îò àâòîìîðôèçìèòå íà äèçàéíà íå èçîáðàçÿâà

÷àñòè÷íîòî ðåøåíèå â ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêî. Àêî ãî èçîáðàçÿâà â ñåáå ñè, òî

òîé å àâòîìîðôèçúì íà ðåçîëþöèÿòà.
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Àêî áðîÿò íà àâòîìîðôèçìèòå íà äèçàéíà íå å ïðåêàëåíî ãîëÿì è ìîæåì äà

íàïðàâèì òàçè ïðîâåðêà çà âñåêè îò òÿõ, òî ïî òîçè íà÷èí â ïðîöåñà íà êîíñòðó-

èðàíå îïðåäåëÿìå è ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà ðåçîëþöèÿòà. Ïðè ìíîãî

ãîëÿìà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà äèçàéíà, îáà÷å, òåñòúò çà ìèíèìàëíîñò ïðî-

âåðÿâà äàëè êîíñòðóèðàíèòå ðåçîëþöèè ñ äàäåí àâòîìîðôèçúì ñå èçîáðàçÿâàò â

ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêè ñàìî îò àâòîìîðôèçìè îò íîðìàëèçàòîðà N íà ïðåä-

âàðèòåëíî çàäàäåíàòà ãðóïà. Â òàêúâ ñëó÷àé ñå íàëàãà äîïúëíèòåëíî îïðåäåëÿíå

íà ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà ðåçîëþöèÿòà. Èçïîëçâàíèòå àëãîðèòìè ñà

ïðåäñòàâåíè â ñëåäâàùèòå äâå ÷àñòè.

5.3 Àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîð-
ôèçìè íà ðåçîëþöèÿ

Òîçè àëãîðèòúì ïðåäñòàâëÿâà ìîäèôèêàöèÿ íà àëãîðèòúìà çà íàìèðàíå íà

àâòîìîðôèçìèòå íà äèçàéí, îïèñàí â ðàçäåë 1.2.8. Ðàçëèêèòå êàñàÿò îñíîâíî ôóí-

êöèÿòà SameDes, êîÿòî çàìåíÿìå ñúñ SameParallel. Ôóíêöèÿòà SameParallel ïðî-

âåðÿâà äàëè äàäåíàòà ïåðìóòàöèÿ íà òî÷êèòå èçîáðàçÿâà ïúðâèòå n ðåäà îò ìàò-

ðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò íà âñåêè ïàðàëåëåí êëàñ â òàçè íà äðóã ïàðàëåëåí êëàñ.

bool SameParallel(int n)

{

int j, k;

bool done[R+1];

for(j=1; j<=R; j++) done[j] = false;

for(j=1; j<=R; j++)

{

for(k=1; k<=R; k++) if(!done[k]) if(SameClasses(j, k, n)) break;

if(k>R) return false;

else done[k] = true;

}

return true;

}

Òóê R å áðîÿò íà ïàðàëåëíèòå êëàñîâå, à ôóíêöèÿòà SameClasses(j,k,n) ïðî-

âåðÿâà äàëè ïúðâèòå n ðåäà îò ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò íà j-ÿ ïàðàëåëåí êëàñ

ñå èçîáðàçÿâàò â ïúðâèòå n ðåäà îò òàçè íà k-ÿ ïàðàëåëåí êëàñ.

Â íÿêîëêî îò ðàçãëåæäàíèòå ñëó÷àè òîçè àëãîðèòúì ñå îêàçâà òâúðäå áàâåí

çà ðàçãëåæäàíèòå ïàðàìåòðè. Òîãàâà èëè èçïîëçâàìå àëãîðèòúìà îò ñëåäâàùàòà

÷àñò, èëè íàñòîÿùèÿ, íî íà ïàðàëåëíèÿ êîìïþòúð BlueGene, êúäåòî å âúçìîæíî

êîìïþòúðúò äà ðàáîòè åäíîâðåìåííî ïî íàìèðàíåòî íà ãðóïèòå îò àâòîìîðôèçìè

íà 512 ðåçîëþöèè. Ïîäõîäúò íè å ñëåäíèÿò: Âñåêè îò 512-òòå ïðîöåñîðà èìà ñâîé

íîìåð 0 ≤ a < 512 è âñÿêà ðåçîëþöèÿ å ñ ïîðåäåí íîìåð 0 ≤ b < m. Âñåêè
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ïðîöåñîð ïðî÷èòà âñÿêà ðåçîëþöèÿ, íî íàìèðà íåéíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè

ñàìî àêî b ≡ a (mod 512).

5.4 Àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîð-
ôèçìè íà ðåçîëþöèÿ ñ äàäåí àâòîìîðôèçúì

Ïðè ìíîãî ãîëÿìà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà äèçàéíà òåñòúò çà ìèíèìàëíîñò

ïðîâåðÿâà äàëè êîíñòðóèðàíèòå ðåçîëþöèè ñ äàäåí àâòîìîðôèçúì ñå èçîáðàçÿâàò

â ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêè ñàìî îò àâòîìîðôèçìè îò íîðìàëèçàòîðàN íà ïðåäâà-

ðèòåëíî çàäàäåíàòà ãðóïà. Çàòîâà ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà íàìåðåíèòå

ðåçîëþöèè íå ìîæå äà áúäå îïðåäåëåíà â ïðîöåñà íà êîíñòðóèðàíåòî èì. Â íàñ-

òîÿùèÿ ðàçäåë ñà îïèñàíè ðàçðàáîòåíèòå àëãîðèòìè çà íåéíîòî íàìèðàíå, êîèòî

ñå îñíîâàâàò íà ãåíåðèðàíåòî íà ñïðåãíàòè íà çàäàäåíèÿ àâòîìîðôèçúì.

Êàê äà èçáðîèì êëàñîâåòå îò ñïðåãíàòè ïîäãðóïè íà ãîëÿìà ãðóïà è äà íà-

ìåðèì ïî åäèí ïðåäñòàâèòåë îò âñåêè êëàñ å âúïðîñ, ðàçãëåæäàí â ðåäèöà ñòàòèè,

íàïðèìåð [49], [51], [52], [88], [116], [188], [246]. Íî çà íàøèòå öåëè å íåîáõîäèì íå

ïî åäèí ïðåäñòàâèòåë îò âñåêè êëàñ, à âñè÷êè åëåìåíòè íà äàäåí êëàñ. Â ñîôòó-

åðíàòà ñèñòåìà çà êîìïþòúðíà àëãåáðà GAP [96] èìà ôóíêöèÿ, êîÿòî ãè íàìèðà,

íî ñúõðàíåíèåòî íà âñè÷êè ñïðåãíàòè åëåìåíòè èçèñêâà ìíîãî ïàìåò. Òîâà ïðà-

âè òàçè ôóíêöèÿ íåèçïîëçâàåìà, àêî ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè å òâúðäå ãîëÿìà.

Ïî-íàòàòúøíèòå íè ðàçãëåæäàíèÿ ïîêàçâàò, ÷å â íàøèÿ ñëó÷àé ìîæåì äà èçïîëç-

âàìå ñàìî ÷àñò îò ñïðåãíàòèòå åëåìåíòè (íåîáõîäèìî ìíîæåñòâî). Òóê ñà îïèñàíè

àëãîðèòìèòå çà òÿõíîòî ãåíåðèðàíå è èçïîëçâàíå.

5.4.1 Ñïðåãíàòèòå åëåìåíòè â ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè

Ðàçãëåæäàìå ðåçîëþöèÿ R, êîÿòî å èíâàðèàíòíà îòíîñíî ïîäãðóïàòà Gc íà

ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè GD íà äèçàéíà. Íåêà R èìà àâòîìîðôèçúì

α ∈ G, α /∈ N(Gc),

êúäåòî G å ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà R, à N(Gc) å íîðìàëèçàòîðúò íà

Gc â GD. Ðåçîëþöèÿòà R å èíâàðèàíòíà è îòíîñíî α−1Gcα.

Íåêà GN+C å ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè íà R, ñúäúðæàùà âñè÷êè åëåìåíòè îò

N(Gc), êîèòî ñà àâòîìîðôèçìè íà R è âñè÷êè ïîäãðóïè íà GD, êîèòî ñà ñïðåãíàòè

íà Gc è ñå ñúñòîÿò îò àâòîìîðôèçìè íà R. Íåêà

α /∈ GN+C .

Îò äåôèíèöèÿòà íà GN+C ñëåäâà, ÷å Gc è α
−1Gcα ñà ïîäãðóïè íà GN+C . Àêî Gc

è α−1Gcα ñà ñïðåãíàòè ïîäãðóïè íà GN+C (òîâà âèíàãè å òàêà àêî Gc å Ñèëîâà

ïîäãðóïà íà GD), òî ñúùåñòâóâà β ∈ GN+C òàêàâà, ÷å α−1Gcα = β−1Gcβ è Gc =

αβ−1Gcβα
−1, ò.å. αβ−1 ∈ N(Gc). Íåêà αβ

−1 = γ ∈ N(Gc). Òîãàâà
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α = γβ, êúäåòî γ ∈ N(Gc) è β ∈ GN+C .

Çàòîâà ìîæåì äà èçïîëçâàìå ñëåäíèÿ àëãîðèòúì:

Îñíîâåí àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè G íà ðåçî-

ëþöèÿ, àêî çíàåì Ñèëîâà ïîäãðóïà Gc íà G:

1. Íàìèðàìå GN - ïîäãðóïàòà íà N(Gc), îòíîñíî êîÿòî R å èíâàðèàíòíà.

2. Íàìèðàìå ïîäãðóïèòå íà GD, êîèòî ñà ñïðåãíàòè íà Gc è çàïàçâàò R.

3. Àêî íèêîÿ ñïðåãíàòà íà Gc íå çàïàçâà R, òî ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè

íà R å GN è â òàêúâ ñëó÷àé ïðîïóñêàìå ñëåäâàùèòå òðè ñòúïêè.

4. Íàìèðàìå ãðóïàòà GN+C , ïîðîäåíà îò ãåíåðàòîðèòå íà GN è ïîäãðóïèòå íà

GD, êîèòî ñà ñïðåãíàòè íà Gc è çàïàçâàò R.

5. Çà âñè÷êè β ∈ GN+C è γ ∈ N(Gc) ïðîâåðÿâàìå äàëè βγ å àâòîìîðôèçúì íà

R è àêî å òàêà, ãî ñúõðàíÿâàìå.

6. Íàìèðàìå ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè G, êîÿòî ñå ïîðàæäà îò GN+C è

àâòîìîðôèçìèòå, íàìåðåíè íà ñòúïêà 5.

Àêî Gc å Ñèëîâà ïîäãðóïà íà GD, òî òÿ å Ñèëîâà ïîäãðóïà è íà GN+C è òîãàâà

ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè G ìîæå äà áúäå íàìåðåíà ñ òîçè àëãîðèòúì. Ñ

ìàëêî ïîâå÷å âíèìàíèå, îáà÷å, òîé ìîæå äà áúäå èçïîëçâàí è â ñëó÷àè, êîãàòî Gc

íå å Ñèëîâà ïîäãðóïà íà GD. Íàé-ãîëÿì å âèíàãè áðîÿò íà ðåçîëþöèèòå, êîèòî

ñà èíâàðèàíòíè ñàìî îòíîñíî Gc. Çà òÿõ àëãîðèòúìúò ïðèêëþ÷âà íà ñòúïêà 3, à

äîòàì íÿìà èçèñêâàíèÿ çà Gc. Óñëîâèåòî Gc äà å Ñèëîâà ïîäãðóïà íà GN+C å ëåñíî

ïðîâåðèìî è îáèêíîâåíî íå å â ñèëà ñàìî çà ìàëúê áðîé ðåçîëþöèè ñ äîñòà áîãàòè

ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè. Â òàêúâ ñëó÷àé å âúçìîæíî àëãîðèòúìúò äà íàìåðè íå

G, à íåéíà ïîäãðóïà G′. Òîãàâà ìîæå äà ñå îïèòà ñúùèÿ àëãîðèòúì, íî êàòî âìåñòî

Gc ñå èçïîëçâà äðóãà ïîäãðóïà íà G
′.

Àêî Gc å öèêëè÷íà ãðóïà îò ïðîñò ðåä, òî âñÿêà ñïðåãíàòà íà Gc ïîäãðóïà íà

GD ñå ãåíåðèðà îò åäíà îò ñïðåãíàòèòå ïåðìóòàöèè íà äàäåíà ïåðìóòàöèÿ c ∈ Gc.

Ïîðàäè òîâà ñòúïêè 2, 3 è 4 íà îñíîâíèÿ àëãîðèòúì ìîãàò äà áúäàò çàìåíåíè ñúñ

ñëåäíèòå:

2. Âçåìàìå ïðîèçâîëíà ïåðìóòàöèÿ c ∈ Gc è ïðîâåðÿâàìå äàëè R å èíâàðèàíòíà

îòíîñíî íÿêîÿ îò ñïðåãíàòèòå �è ïåðìóòàöèè.

3. Àêî íèêîÿ ñïðåãíàòà ïåðìóòàöèÿ íà c íå çàïàçâà R, òî ïúëíàòà ãðóïà îò àâ-

òîìîðôèçìè íà R å GN è â òàêúâ ñëó÷àé ïðîïóñêàìå ñëåäâàùèòå òðè ñòúïêè.

4. Íàìèðàìå ãðóïàòà GN+C , ãåíåðèðàíà îò ïîðàæäàùèòå íà GN è ñïðåãíàòèòå

ïåðìóòàöèè íà c, êîèòî çàïàçâàò R

Àêî Gc íå å öèêëè÷íà ãðóïà îò ïðîñò ðåä, ìîæåì äà èçïîëçâàìå íÿêîÿ îò

íåéíèòå ïîäãðóïè îò ïðîñò ðåä. Çà ñòúïêà 2 ñà íåîáõîäèìè âñè÷êè ñïðåãíàòè ïåð-

ìóòàöèè íà ïåðìóòàöèÿ îò ïðîñò ðåä c ∈ GD.
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5.4.2 Êîíñòðóèðàíå íà ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè

Íåêà Sg = {g1, g2, . . . gm} å ãåíåðèðàùî ìíîæåñòâî íà GD. Îçíà÷àâàìå ñ Cc
öåíòðàëèçàòîðà íà c â GD, à ñ n áðîÿ íà ñïðåãíàòèòå ïåðìóòàöèè íà c ∈ GD, êúäå-

òî n = |GD|/|Cc|. Ïîñòðîÿâàìå ñïðåãíàòèòå ïåðìóòàöèè íà íÿêîëêî ðóíäà. Ïðåäè
ðóíä 1 ìíîæåñòâîòî îò êîíñòðóèðàíèòå ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè ñúäúðæà åäèí åëå-

ìåíò � ïåðìóòàöèÿòà c. Íà ðóíä r êúì ñïðåãíàòèòå ïåðìóòàöèè, êîíñòðóèðàíè íà

r− 1-ÿ ðóíä, ñå äîáàâÿò íîâè, êàòî ñå èçïîëçâà Sg. Àëãîðèòúìúò ñïèðà ñëåä ðóíä

r, àêî íèòî åäíà íîâà ñïðåãíàòà ïåðìóòàöèÿ íå å äîáàâåíà íà òîçè ðóíä.

Àëãîðèòúì 1: Êîíñòðóèðàíå íà âñè÷êè ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè

Òîçè àëãîðèòúì íàìèðà ìíîæåñòâîòî Sall îò âñè÷êè n ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè.

Íà ðóíä r ñå èçïúëíÿâà ñëåäíîòî:

for each δ which was added to Sall at round r − 1

{

for j = 1, 2, . . .m

{

construct δj = g−1j δgj
if δj /∈ Sall then add δj to Sall.

}

}

Ëåìà 5.4.1. Àëãîðèòúì 1 ãåíåðèðà âñè÷êè ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè íà c ∈ GD,

àêî c å îò ïðîñò ðåä.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà α−1cα å ñïðåãíàòà ïåðìóòàöèÿ íà c è íåêà α = gi1gi2 . . . gis .

Òîãàâà g−1i1 cgi1 ùå áúäå äîáàâåíà êúì Sall íà ðóíä 1, g−1i2 g
−1
i1
cgi1gi2 íà ðóíä 2 è

g−1is . . . g−1i2 g
−1
i1
cgi1gi2 . . . gis íà ðóíä s.

5.4.3 Ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè, êîèòî ìîæåì äà íå êîíñòðóèðàìå

Íàøàòà öåë å äà íàìåðèì ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè G íà ðåçîëþöèÿ

R ñ àâòîìîðôèçúì c îò ïðîñò ðåä p ïî ãîðíèÿ ìåòîä. Âñúùíîñò íè òðÿáâà GN+C .

Çàòîâà òðÿáâà äà ïîñòðîèì ãðóïàòà, ãåíåðèðàíà îò âñè÷êè ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè

íà c, êîèòî ñà àâòîìîðôèçìè íà R. Íåêà δ å ñïðåãíàòà ïåðìóòàöèÿ íà c. Ïîíåæå δk

çàïàçâà R òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî δ çàïàçâà R, ìíîæåñòâîòî îò ñïðåãíàòèòå

ïåðìóòàöèè, êîèòî íè òðÿáâàò, ìîæå äà ñúäúðæà ñàìî ïî åäíà îò ñòåïåíèòå íà

âñÿêà ñïðåãíàòà ïåðìóòàöèÿ. Îñâåí òîâà c−iδci å àâòîìîðôèçúì íà R òîãàâà è

ñàìî òîãàâà, êîãàòî δ å àâòîìîðôèçúì íà R.

Íåîáõîäèìî ìíîæåñòâî îò ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè íà cùå íàðè÷àìå

ìíîæåñòâîòî îò ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè, çà êîèòî:

� Àêî δ å ñïðåãíàòà ïåðìóòàöèÿ íà c è δ /∈ S, òî ∃ k, i òàêèâà, ÷å c−iδkci ∈ S.
� Àêî δ ∈ S, òî c−iδkci /∈ S çà k = 2, . . . p− 1, i = 1, . . . p− 1.
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Ëåìà 5.4.2. Ðàçãëåæäàìå ðåçîëþöèÿ R ñ àâòîìîðôèçúì c îò ïðîñò ðåä p. Ãðóïà-

òà, ãåíåðèðàíà îò âñè÷êè ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè íà c, êîèòî ñà àâòîìîðôèçìè

íà R, ìîæå äà áúäå íàìåðåíà àêî ðàçïîëàãàìå ñ íåîáõîäèìîòî ìíîæåñòâî S îò

ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè íà c.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî δ çàïàçâà R è δ /∈ S, òî ïî äåôèíèöèÿòà çà íåîáõîäèìî

ìíîæåñòâî ∃ k, i òàêèâà, ÷å c−iδkci ∈ S. Àêî δ çàïàçâà R, òî c−iδkci ñúùî ÿ çàïàçâà.
Ïîíåæå c å àâòîìîðôèçúì íà R, δk ñúùî å àâòîìîðôèçúì è δ ∈

〈
c−iδkci

〉
.

Ïðîâåðêàòà äàëè åäíà ñïðåãíàòà ïåðìóòàöèÿ çàïàçâà R èëè íå, å ñðàâíèòåëíî

ñëîæíà è çàòîâà å îò ãîëÿìî çíà÷åíèå äà èçïîëçâàìå íåîáõîäèìîòî ìíîæåñòâî

âìåñòî ìíîãî ïî-ãîëÿìîòî ìíîæåñòâî îò âñè÷êè ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè. Àêî âå÷å

ñìå êîíñòðóèðàëè ìíîæåñòâîòî Sall îò âñè÷êè ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè (íàïðèìåð ñ

Àëãîðèòúì 1), òîãàâà íåîáõîäèìîòî ìíîæåñòâî S ìîæåì äà íàìåðèì ñ îáèêíîâåí

ïîñëåäîâàòåëåí òåñò:

S = ∅
for each δ ∈ Sall
{

if New(δ) add δ to S.

}

Ôóíêöèÿòà New âðúùà true àêî c−iδkci /∈ S çà i = 0, 1, . . . p−1 è k = 1, . . . p−1.

Àëãîðèòúì 1 å ïîëèíîìèàëåí (O(n2)), íî èìà íóæäà îò ìíîãî ïàìåò. Àêî íÿìà

äîñòàòú÷íî ïàìåò çà Àëãîðèòúì 1, ìîæåì äà èçïîëçâàìå ñëåäíèÿ Àëãîðèòúì 2:

Àëãîðèòúì 2: Êîíñòðóèðàíå íà íåîáõîäèìî ìíîæåñòâî îò ñïðåãíàòè

ïåðìóòàöèè

Òîâà å ìîäèôèêàöèÿ íà Àëãîðèòúì 1, êîÿòî íàìèðà íåîáõîäèìî ìíîæåñòâî

îò ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè S ⊆ Sall. Íà ðóíä r ñå èçâúðøâà ñëåäíîòî:

for each δ which was added to S at round r − 1

{

for j = 1, 2, . . .m

{

for i = 0, 1, . . . p− 1

{

construct δi,j = g−1j c−iδcigj (1)

if New(δi,j) then add δi,j to S.

}

}

}

Ôóíêöèÿòà New âðúùà ïîëîæèòåëåí îòãîâîð, àêî c−iδki,jc
i /∈ S çà âñÿêî i =

0, 1, . . . p− 1 è âñÿêî k = 1, . . . p− 1.
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Ëåìà 5.4.3. Àëãîðèòúì 2 ãåíåðèðà íåîáõîäèìî ìíîæåñòâî S îò ñïðåãíàòè ïåð-

ìóòàöèè íà c ∈ GD, êúäåòî c å îò ïðîñò ðåä p.

Äîêàçàòåëñòâî. Àëãîðèòúì 2 íå çàïàçâà âñè÷êè ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè (çàïàçâà

ñàìî íåîáõîäèìî ìíîæåñòâî), íî âñúùíîñò êîíñòðóèðà âñè÷êè. Çà äà ìîæå âñè÷êè

ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè äà áúäàò êîíñòðóèðàíè íà ðóíä r, íàìèðàìå ñïðåãíàòèòå

íà âñè÷êè (íå ñàìî íà çàïàçåíèòå) ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè, êîèòî ñìå êîíñòðóèðàëè

íà ðóíä r − 1.

Íåêà δ = α−1cα å ñïðåãíàòà ïåðìóòàöèÿ íà c. Òîãàâà

δ2 = α−1cαα−1cα = α−1c2α.

Ñëåäîâàòåëíî

δk = α−1ckα.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å δ è δk ñå ðàçìíîæàâàò ïî åäèí è ñúù íà÷èí íà âñåêè ðóíä.

Ïîðàäè òîâà íàëè÷èåòî íà ñàìî åäíà îò ñòåïåíèòå íà âñÿêà ñïðåãíàòà ïåðìóòàöèÿ

â íåîáõîäèìîòî ìíîæåñòâî íå âîäè äî çàãóáà íà ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè.

Íåêà ñïðåãíàòàòà ïåðìóòàöèÿ δ = α−1cα äà å çàïàçåíà íà ðóíä r− 1, à ñïðåã-

íàòàòà ïåðìóòàöèÿ

ρ = c−iα−1ckαci

äà å êîíñòðóèðàíà, íî äà íå å çàïàçåíà. Îò ðåä (1) íà àëãîðèòúìà ñëåäâà, ÷å

c−iα−1cαci = ρ1−k

ùå ñå ðàçìíîæè íà ðóíä r. Ïîíåæå ρ è ρ1−k ñå ðàçìíîæàâàò ïî-íàòàòúê ïî ñúùèÿ

íà÷èí, íÿìà çàãóáà íà ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè.

5.4.4 Çàêëþ÷èòåëíè áåëåæêè

Íåêà íàìåðèì áðîÿ nn íà ñïðåãíàòèòå ïåðìóòàöèè â íåîáõîäèìîòî ìíîæåñòâî

S.

nn = nc + nr,

êúäåòî nc å áðîÿ íà ñïðåãíàòèòå ïåðìóòàöèè îò S, çà êîèòî Gc å îò òåõíèÿ öåí-

òðàëèçàòîð, à nr � íà îñòàíàëèòå. Íåêà ïîñòðîèì îò âñÿêà ñïðåãíàòà ïåðìóòàöèÿ

δ ∈ S ñïðåãíàòèòå ïåðìóòàöèè

c−iδci

çà i = 0, 1, . . . p− 1. Ùå ïîëó÷èì ìíîæåñòâî Sa îò

nc + pnr

ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè. Ðàçãëåæäàìå ñïðåãíàòà ïåðìóòàöèÿ

δ = ψ−1cψ
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îò Sa. Îò íåÿ ìîæåì äà ïîëó÷èì ñïðåãíàòèòå ïåðìóòàöèè

ψ−1ckψ

çà k = k1, k2, . . . kh, êúäåòî h å áðîÿò íà ñòåïåíèòå íà c, êîèòî ñà â åäèí ñïðåãíàò

êëàñ ñ c. Òàêà ïîëó÷àâàìå âñè÷êè n ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè íà c è

n = h(nc + pnr).

Ïîíåæå nc å ìàëêî â ñðàâíåíèå ñ nr, áðîÿò íà ñïðåãíàòèòå ïåðìóòà-

öèè â íåîáõîäèìîòî ìíîæåñòâî å ïðèáëèçèòåëíî hp ïúòè ïî-ìàëúê

îò áðîÿ íà âñè÷êè ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè â êëàñà.

Àëãîðèòúì 2 å ëåñåí çà ðåàëèçàöèÿ è ïåñòè ïàìåò. Òîé ìîæå äà ñå èçïîëçâà è

â çàäà÷è, çà êîèòî ñà íåîáõîäèìè âñè÷êè ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè, çàùîòî îò âñÿêà

ñïðåãíàòà ïåðìóòàöèÿ îò íåîáõîäèìîòî ìíîæåñòâî S ìîæåì äèðåêòíî äà ïîëó÷èì

ph èëè h ñïðåãíàòè ïåðìóòàöèè, êîèòî íå ñà îò S è òîâà ñà âñè÷êè ñïðåãíàòè

ïåðìóòàöèè.

Àëãîðèòìèòå îò òaçè ÷àñò ñà ïóáëèêóâàíè â [T12]. Îñâåí â çàäà÷è îò íàñòîÿ-

ùàòà ãëàâà, òå ñà èçïîëçâàíè óñïåøíî â [238], [239], [240] è [241].

5.5 Ðåçîëþöèè íà öèêëè÷íè äèçàéíè ñ ìàëêè ïàðàìåòðè

5.5.1 Âúâåäåíèå

Åäíà ðåçîëþöèÿ å òî÷êîâî öèêëè÷íà (point-cyclic), àêî ïðèòåæàâà àâòîìîð-

ôèçúì, êîéòî ïåðìóòèðà òî÷êèòå â åäèí öèêúë. Ñàìî öèêëè÷íè äèçàéíè ìîãàò äà

èìàò òî÷êîâî öèêëè÷íè ðåçîëþöèè. Åäèí äèçàéí å òî÷êîâî öèêëè÷íî ðàçðåøèì

(point-cyclically resolvable), àêî èìà íàé-ìàëêî åäíà òî÷êîâî öèêëè÷íà ðåçîëþöèÿ.

Ðåçîëþöèè ñ áîãàòè ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè ïðåäñòàâëÿâàò îñîáåí èíòåðåñ ñ

îãëåä íà íÿêîè ïðèëîæåíèÿ (Íàïðèìåð, òî÷êîâî öèêëè÷íè ðåçîëþöèè íà Ùàéíå-

ðîâè ñèñòåìè ñå èçïîëçâàò â êîíñòðóêöèè íà íÿêîè âèäîâå øóìîçàùèòíè êîäîâå

[104], [135]). Çàòîâà ðåçîëþöèèòå íà öèêëè÷íè äèçàéíè ñà îáåêò íà ìíîæåñòâî ñòà-

òèè.

Îáùè êîíñòðóêöèè íà ðåçîëþöèè íà öèêëè÷íè äèçàéíè ñà ïðåäñòàâåíè â [97],

[159], [190], [191]. Öèêëè÷íèòå STS(v) ñà ðàçðåøèìè òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãà-

òî v ≡ 3 (mod 6) è v ≥ 15. Èçâåñòíè ñà íÿêîëêî êîìïþòúðíè êëàñèôèêàöèè

íà KTS(v) îò öèêëè÷íè äèçàéíè. Âñè÷êè ðåçîëþöèè íà STS(15) [139] è íà öèê-

ëè÷íèòå STS(21) [179] ñà íàìåðåíè. Òî÷êîâî öèêëè÷íè KTS(21) è KTS(39) ñà

ðàçãëåäàíè â [160], KTS(33) îò öèêëè÷íè äèçàéíè è ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 11 ñà

êîíñòðóèðàíè â [237], à òî÷êîâî öèêëè÷íèòå KTS(27) ñà ÷àñò îò êîíñòðóèðàíèòå

â [68] òðàíçèòèâíè KTS(27). Ñúùåñòâóâàò îùå ìíîãî èçñëåäâàíèÿ íà KTS(v) ñ

v ≤ 39, íî íà àâòîðà íå ñà èçâåñòíè äðóãè êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè çà îñòàíà-

ëèòå ñëó÷àè íà öèêëè÷íè STS(v), êîèòî ðàçãëåæäàìå â òîçè ðàçäåë.
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Öåëòà íà íàñòîÿùàòà ðàáîòà å îò åäíà ñòðàíà êîíñòðóèðàíåòî íà íîâèKTS(v),

à îò äðóãà èçñëåäâàíå íà ñâîéñòâàòà íà âñè÷êè èçâåñòíè ðåçîëþöèè íà öèêëè÷íè

STS(v) ñ v ≤ 39, êàêòî è ñúáèðàíåòî èì è ïðåäîñòàâÿíåòî íà web-äîñòúï äî òÿõ ñ

îãëåä íà âúçìîæíè áúäåùè ïðèëîæåíèÿ è òåîðåòè÷íè èçñëåäâàíèÿ.

5.5.2 Îñîáåíîñòè, êîèòî êàñàÿò êîíñòðóêòèâíèÿ àëãîðèòúì

Öèêëè÷íè 2-(v,k,1) äèçàéíè ñ ìàëêè ïàðàìåòðè ñà êëàñèôèöèðàíè çà ïúðâè

ïúò â [70]. Òàçè êëàñèôèêàöèÿ å ðàçøèðåíà çà íÿêîè ñëåäâàùè ïàðàìåòðè â [19].

Ïîíåæå âñè÷êè íåîáõîäèìè äèçàéíè ñà íàëè÷íè, â íàñòîÿùèÿ ðàçäåë ñå èíòåðåñó-

âàìå ñàìî îò êîíñòðóèðàíåòî è èçñëåäâàíåòî íà òåõíèòå ðåçîëþöèè.

Çà êîíñòðóèðàíåòî íà âñè÷êè íåèçîìîðôíè ðåçîëþöèè èçïîëçâàìå àëãîðèòú-

ìà îò ðàçäåë 1.2.9, à íà íåèçîìîðôíèòå ðåçîëþöèè ñúñ çàäàäåí àâòîìîðôèçúì �

ìîäèôèêàöèÿ íà àëãîðèòúìà îò ðàçäåë 5.2. Ìîäèôèêàöèÿòà å ñâúðçàíà ñ èçïîë-

çâàíåòî íà ñëåäíèòå äîïúëíèòåëíè êîíñòðóêòèâíè óñëîâèÿ, íàëîæåíè îò

çàäàäåíèÿ àâòîìîðôèçúì α îò ïðîñò ðåä p.

Ïîíåæå áðîÿò íà ïàðàëåëíèòå êëàñîâå å (v − 1)/2, òðÿáâà äà èìà íàé-ìàëêî

cf =
v − 1

2
mod p

ïàðàëåëíè êëàñà, êîèòî ñà ôèêñèðàíè îò α. Áðîÿò íà áëîêîâåòå â åäèí ïàðàëåëåí

êëàñ å v/3 è ñëåäîâàòåëíî ôèêñèðàí ïàðàëåëåí êëàñ òðÿáâà äà ñúäúðæà íàé-ìàëêî

bf =
v

3
mod p

ôèêñèðàíè áëîêà. Çàòîâà îòíîñíî α òðÿáâà äà èìà:

• íàé-ìàëêî bfcf ôèêñèðàíè áëîêà è

• íàé-ìàëêî cf (
⌊
v
3p

⌋
+ bf ) áëîêîâè îðáèòè òàêèâà, ÷å âñÿêà òî÷êà ñå ñúäúðæà â

íå ïîâå÷å îò åäèí áëîê íà îðáèòàòà.

Aëãîðèòúìúò çàïî÷âà ñ ïðîâåðêà íà òåçè äâå óñëîâèÿ è ñïèðà, àêî íå ñà â ñèëà.

5.5.3 Êëàñèôèêàöèÿ - òèïîâå ñïîðåä êúñàòà îðáèòà íà äèçàéíà, òî÷êîâî
öèêëè÷íè ðåçîëþöèè

Èíâàðèàíòè íà ðåçîëþöèèòå

Áëîêîâåòå íà öèêëè÷íà STS(v) ñ v ≡ 3 (mod 6) ñå ðàçáèâàò îò àâòîìîðôèçìà

îò ðåä v íà (v − 3)/6 ïúëíè îðáèòè ñ äúëæèíà v è åäíà êúñà îðáèòà ñ äúëæèíà

v/3. Â [190] ñà äåôèíèðàíè òðè òèïà òî÷êîâî öèêëè÷íè ðåçîëþöèè íà Ùàéíåðî-

âè ñèñòåìè îò òðîéêè â çàâèñèìîñò îò ðîëÿòà íà êúñàòà áëîêîâà îðáèòà â òåçè

ðåçîëþöèè. Ïî ïîäîáåí íà÷èí ìîæåì äà äåôèíèðàìå òðè òèïà ðåçîëþöèè (êîèòî

ìîãàò è äà íå ñà òî÷êîâî öèêëè÷íè) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Åäíà ðåçîëþöèÿ íà öèêëè÷íà Ùàéíåðîâà ñèñòåìà îò òðîéêè å îò òèï
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• T1, àêî êúñàòà îðáèòà å ïàðàëåëåí êëàñ âúâ âñè÷êè ðåçîëþöèè îò êëàñà íà

èçîìîðôèçúì.

• T2, àêî êúñàòà îðáèòà íå å ïàðàëåëåí êëàñ â íèêîÿ ðåçîëþöèÿ îò êëàñà íà

èçîìîðôèçúì.

• T3, àêî êúñàòà îðáèòà å ïàðàëåëåí êëàñ â íÿêîè ðåçîëþöèè îò êëàñà íà èçî-

ìîðôèçúì è íå å â îñòàíàëèòå.

Â íàñòîÿùîòî èçñëåäâàíå çà âñÿêà êîíñòðóèðàíà ðåçîëþöèÿ ñà îïðåäåëåíè

òèïà, ðåäà íà ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè è îðáèòèòå íà ïàðàëåëíèòå êëàñîâå

ñïðÿìî òàçè ãðóïà. Èçáðîåíèòå ñâîéñòâà ñà ïðåäñòàâåíè â òàáëèöè ñ ïî 8 êîëîíè.

Ïúðâèòå ÷åòèðè ñúäúðæàò èíâàðèàíòèòå íà ïîñòðîåíèòå ðåçîëþöèè:

• autD � ðåä íà ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà äèçàéíà

• autR � ðåä íà ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà ðåçîëþöèÿòà

• T � òèï íà ðåçîëþöèÿòà

• orbR � áðîé íà îðáèòèòå, íà êîèòî ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà ðåçî-

ëþöèÿòà ðàçáèâà ïàðàëåëíèòå êëàñîâå

Áðîÿò íà ðåøåíèÿòà ñúñ ñúîòâåòíèòå èíâàðèàíòè å ïðåäñòàâåí â ïîñëåäíèòå

÷åòèðè êîëîíè:

• D � áðîé íà äèçàéíèòå, îò êîèòî ñà ïîëó÷åíè ðåçîëþöèèòå

• Dcyc � áðîé íà òåçè èçìåæäó âñè÷êèòå D äèçàéíà, îò êîèòî ñà ïîëó÷åíè

òî÷êîâî öèêëè÷íè ðåçîëþöèè

• R � áðîé íà ðåçîëþöèèòå ñ òåçè èíâàðèàíòè

• Rcyc � áðîé íà òî÷êîâî öèêëè÷íèòå èçìåæäó âñè÷êèòå R ðåçîëþöèè

Ñëåäâàò íÿêîè êîìåíòàðè âúðõó ñâîéñòâàòà íà êîíñòðóèðàíèòå ðåçîëþöèè.

KTS(15)

Âñè÷êèòå ñåäåì KTS(15) ñà äîáðå ïîçíàòè [139]. Èìà äâå öèêëè÷íè STS(15)

ñ ïúëíè ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè îò ðåäîâå 60 è 20160. Åäíàòà îò òÿõ å ðàçðåøè-

ìà (Òàáëèöà 6.3.3.1) è òîâà å òàçè STS(15), êîÿòî ñúîòâåòñòâà íà èíöèäåíòíîñòòà

íà òî÷êèòå è ïðàâèòå íà PG(3, 2). Òÿ èìà äâå íåèçîìîðôíè ðåçîëþöèè, ñúîòâåò-

ñòâàùè íà äîáðå èçâåñòíèòå äâîéíî-òðàíçèòèâíè ïàðàëåëèçìè íà PG(3, 2) [128].

Òðàíçèòèâíîñòòà, îáà÷å, å âúðõó ïàðàëåëíèòå êëàñîâå (orbR = 1), äîêàòî òåçè

ðåçîëþöèè íå ñà òî÷êîâî öèêëè÷íè.
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Òàáëèöà 5.1: Ðåçîëþöèè íà öèêëè÷íèòå STS(15)
autD autR T orbR D Dcyc R Rcyc

20160 168 3 1 1 0 2 0

KTS(21)

Èìà 7 öèêëè÷íè STS(21) ñ ïúëíè ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè îò ðåäîâå 21, 42,

126(2), 504, 882 è 1008. Òðè îò òÿõ ñà ðàçðåøèìè ñ 26 íåèçîìîðôíè ðåçîëþöèè,

êîíñòðóèðàíè â [179] (Taáëèöà 5.2). Äâå îò òÿõ ñà òî÷êîâî öèêëè÷íè è ñà íàìåðåíè

è â [160]. Îùå äâå ðåçîëþöèè èìàò ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè îò ðåä 21, íî íå ñà

òî÷êîâî öèêëè÷íè.

Òàáëèöà 5.2: Ðåçîëþöèè íà öèêëè÷íèòå STS(21)
autD autR T orbR D Dcyc R Rcyc

126 9 2 4 1 0 3 0
126 63 2 2 1 1 1 1
882 3 2 4 1 0 1 0
882 9 3 4 1 0 1 0
882 21 2 2 1 0 1 0
882 63 3 2 1 1 1 1
1008 1 1 10 1 0 10 0
1008 3 1 6 1 0 7 0
1008 21 1 4 1 0 1 0

� 1 � � � � 10 0
� 3 � � � � 8 0
� 9 � � � � 4 0
� 21 � � � � 2 0
� 63 � � � � 2 2

126 � � � 1 1 4 1
882 � � � 1 1 4 1
1008 � � � 1 0 18 0

� � � � 3 2 26 2

KTS(27)

Îñåìòå öèêëè÷íè STS(27) ñà ñ ïúëíè ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè îò ðåä 27.

×åòèðè îò òÿõ ñà ðàçðåøèìè è âîäÿò äî 19336 íåèçîìîðôíè ðåçîëþöèè (Taáëè-

öà 5.3). Íèêîÿ îò òÿõ íÿìà òðèâèàëíà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè. Òðàíçèòèâíèòå

KTS(27) ñà êîíñòðóèðàíè â [68]. Ñðåä òÿõ ñà êîíñòðóèðàíèòå òóê 4 òî÷êîâî öèê-

ëè÷íè KTS(27).
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Òàáëèöà 5.3: Ðåçîëþöèè íà öèêëè÷íèòå STS(27)
autD autR T orbR D Dcyc R Rcyc

27 3 1 9 2 0 8 0
27 3 1 11 2 0 64 0
27 3 1 13 2 0 112 0
27 3 2 9 3 0 390 0
27 3 2 11 2 0 5088 0
27 3 2 13 2 0 13648 0
27 9 1 7 2 0 4 0
27 9 2 3 1 0 2 0
27 9 2 5 2 0 16 0
27 27 1 3 2 2 4 4

27 3 � � � � 19310 0
27 9 � � � � 22 0
27 27 � � � � 4 4

27 � � � 4 2 19336 4

KTS(33)

Èìà 84 öèêëè÷íè STS(33) ñ ïúëíè ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè îò ðåäîâå 33(78),

66(3), 165(2) è 330(1). Ñåäåìäåñåò è äåâåò îò òÿõ ïðèòåæàâàò îáùî 28 ðåçîëþöèè

ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 11 (êîèòî ñà êîíñòðóèðàíè â [237]), 141022 ðåçîëþöèè ñ

àâòîìîðôèçìè îò ðåä 3 è 703296 ðåçîëþöèè ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 2. Âñè÷êè äè-

çàéíè, êîèòî ïðèòåæàâàò ðåçîëþöèè ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 11, èìàò è ðåçîëþöèè

ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 3, íî íÿìàò òî÷êîâî öèêëè÷íè ðåçîëþöèè (Taáëèöà 5.4).

Íÿìà ðåçîëþöèè ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 5.

Òàáëèöà 5.4: Ðåçîëþöèè íà öèêëè÷íè STS(33) ñ íåòðèâèàëíè àâòîìîðôèçìè
autD autR T orbR D Dcyc R Rcyc

33 11 1 6 13 0 18 0
33 11 2 6 8 0 10 0
33 3 2 8 76 0 127621 0
33 3 1 6 11 0 13 0
66 3 2 8 3 0 13388 0
66 2 1 11 3 0 7646 0
66 2 2 11 3 0 695650 0

� 11 � � � � 28 0
� 3 � � � � 141022 0
� 2 � � � � 703296 0

33 � � � 76 0 127662 0
66 � � � 3 0 716684 0

� � � � 79 0 844346 0
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KTS(39)

Öèêëè÷íèòå STS(39) ñà 798 è ïðèòåæàâàò ïúëíè ãðóïè îò àâòîìîðôèçìè îò

ðåäîâå 39(730), 78(4), 117(55), 156(2), 234(4), 468(2) è 3042(1). Ñðåä òÿõ èìà 375

ñ ðåçîëþöèè ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 13 áåç ôèêñèðàíè òî÷êè (Òàáëèöà 5.5). Òóê

òðÿáâà äà îáúðíåì âíèìàíèå íà òîâà, ÷å àâòîìîðôèçúì îò ðåä 13 ñ ôèêñèðàíè

òî÷êè (åäèí îò äèçàéíèòå èìà òàêúâ) íå ìîæå äà ôèêñèðà ïàðàëåëåí êëàñ è ïî-

ðàäè òîâà íå ìîæå äà áúäå àâòîìîðôèçúì íà ðåçîëþöèÿ. Áðîÿò íà ðåçîëþöèèòå ñ

àâòîìîðôèçìè îò ðåä 13 å 2827. Ñðåä òÿõ èìà 528 òî÷êîâî öèêëè÷íè (êîíñòðóèðà-

íè è â [160]). Íÿêîè îò îñòàíàëèòå ðåçîëþöèè èìàò ïúëíà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè

îò ðåä 39, íî íå ñà òî÷êîâî öèêëè÷íè. Ïîëó÷àâàò ñå îò äèçàéíè ñ ãðóïè îò àâ-

òîìîðôèçìè îò ðåäîâå 117, 234 è 3042. Ñàìî ðåçîëþöèèòå íà äèçàéíà ñ ãðóïà îò

àâòîìîðôèçìè îò ðåä 3042 ñà îò òèï T3.

Òàáëèöà 5.5: Ðåçîëþöèè íà öèêëè÷íè STS(39) ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 13
autD autR T orbR D Dcyc R Rcyc

39 13 1 7 187 0 769 0
39 13 2 7 44 0 601 0
39 39 2 3 252 252 462 462
117 13 1 7 21 0 327 0
117 13 2 7 13 0 354 0
117 39 1 7 20 0 33 0
117 39 1 5 28 0 50 0
117 39 2 7 9 0 14 0
117 39 2 5 19 0 23 0
117 39 2 3 22 8 42 20
117 117 2 3 27 27 41 41
234 13 1 7 4 0 39 0
234 13 2 7 4 0 55 0
234 39 1 7 3 0 3 0
234 39 1 5 2 0 2 0
234 39 2 5 2 0 3 0
234 39 2 3 2 2 2 2
234 117 2 3 1 1 2 2
3042 13 3 7 1 0 3 0
3042 39 3 7 1 0 1 0
3042 117 3 3 1 1 1 1

� 13 � � � � 2148 0
� 39 � � � � 635 484
� 117 � � � � 44 44

39 � � � 322 252 1832 462
117 � � � 48 36 884 61
234 � � � 4 3 106 4
3042 � � � 1 1 5 1

� � � � 375 292 2827 528
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Ðåçóëòàòèòå, ïîëó÷åíè â òàçè ÷àñò ñà â ñúîòâåòñòâèå ñ âñè÷êè ïðåäâàðèòåëíî

èçâåñòíè èçñëåäâàíèÿ è êîíñòðóêöèè íà äðóãè àâòîðè. Ôàéëîâå ñ êîíñòðóèðàíèòå

ðåçîëþöèè ìîãàò äà áúäàò èçòåãëåíè îò http://www.moi.math.bas.bg/∼ svetlana.

Èçñëåäâàíèÿòà ñà ïóáëèêóâàíè â [T13].

5.6 Ðåçîëþöèè íà STS(21) ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 3 ñ 3 ôèê-
ñèðàíè òî÷êè è 7 ôèêñèðàíè áëîêà

5.6.1 Âúâåäåíèå

Âñè÷êè Ùàéíåðîâè ñèñòåìè îò òðîéêè îò ðåäîâå v ≤ 19 ñà êëàñèôèöèðàíè

[69], [150]. Ïîðàäè òîâà STS(21) ñà ïîíàñòîÿùåì Ùàéíåðîâèòå ñèñòåìè îò òðîéêè

ñ íàé-ìàëêèòå ïàðàìåòðè, êîèòî âñå îùå íå ñà êëàñèôèöèðàíè. Îñâåí òîâà òå ñà

è Ùàéíåðîâèòå ñèñòåìè îò òðîéêè ñ íàé-ìàëêèòå ïàðàìåòðè, çà êîèòî âñå îùå íå

ñå çíàå äàëè ñðåä òÿõ ñúùåñòâóâàò äâîéíî-ðàçðåøèìè.

Wilson äîêàçâà, ÷å íåèçîìîðôíèòå STS(21) ñ òðè ïîäñèñòåìè STS(7) ñà íàé-

ìàëêî 2160980 [249]. Â ÷àñò 3.2 óñòàíîâÿâàìå, ÷å òî÷íèÿò áðîé íà òåçè äèçàéíè å

2166351. Îò òÿõ ñå ïîëó÷àâàò 13036 íåèçîìîðôíè Êèðêìàíîâè ñèñòåìè îò òðîéêè.

Êëàñèôèêàöèè íà äðóãè ïî-ìàëêè êëàñîâå STS(21) ñà ïðàâåíè îò íÿêîëêî

àâòîðè � Mathon, Phelps è Rosa [179], [180], Tonchev [231], Kapralov è Topalova [143].

Â òåçè ñòàòèè ñà êîíñòðóèðàíè îáùî 2049 íåèçîìîðôíè STS(21) è 215 KTS(21).

Êëàñèôèêàöèÿòà íà STS(21) ñ íÿêîè àâòîìîðôèçìè îò ðåä 3, ñ àâòîìîðôèçìè îò

ðåä 2 è áåç àâòîìîðôèçìè å îòâîðåí ïðîáëåì.

Ðåçîëþöèèòå íà STS(v) ñå íàðè÷àò Êèðêìàíîâè ñèñòåìè îò òðîéêè îò ðåä

v ( KTS(v) ). Âñè÷êè Êèðêìàíîâè ñèñòåìè îò òðîéêè îò ðåä 21 ñ íåòðèâèàëíè

àâòîìîðôèçìè ñà êîíñòðóèðàíè â [62].

Â íàñòîÿùèÿ ðàçäåë å ïðåäñòàâåíà êëàñèôèêàöèÿòà íà âñè÷êè STS(21) ñ àâ-

òîìîðôèçìè îò ðåä 3 ñ 3 ôèêñèðàíè òî÷êè è 7 ôèêñèðàíè áëîêà. Ïîëó÷åíèòå 2963

íåèçîìîðôíè äèçàéíà ñà êëàñèôèöèðàíè ñïîðåä òÿõíàòà ðàçðåøèìîñò è ðåäà íà

ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè. Ñðåä òÿõ èìà 28 ðàçðåøèìè äèçàéíà ñ 40 Êèðêìàíîâè

ñèñòåìè îò òðîéêè îò ðåä 21. Íèòî åäèí îò ðàçðåøèìèòå äèçàéíè íå å äâîéíî-

ðàçðåøèì.

5.6.2 Ïîñòðîÿâàíå íà äèçàéíèòå è ðåçîëþöèèòå èì

Íåêà D å 2-(21, 3, 1) äèçàéí ñ àâòîìîðôèçúì ϕ îò ðåä 3, ôèêñèðàù 3 òî÷êè è

7 áëîêà. Áåç çàãóáà íà îáùíîñò çàäàâàìå ϕ ñ ïåðìóòàöèÿòà

(1, 2, 3)(4, 5, 6)(7, 8, 9)(10, 11, 12)(13, 14, 15)(16, 17, 18)(19)(20)(21)

íà òî÷êèòå è ïåðìóòàöèÿòà

(1, 2, 3)(4, 5, 6)...(61, 62, 63)(64)(65)(66)(67)(68)(69)(70)
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íà áëîêîâåòå. Òîãàâà ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò íà D å îò âèäà:

a1,1 a1,2 a1,3 a1,4 a1,5 a1,6 a1,7 a1,8 a1,9 a1,10 . . . a1,21 i o o o o o o
a2,1 a2,2 a2,3 a2,4 a2,5 a2,6 a2,7 a2,8 a2,9 a2,10 . . . a2,21 o i o o o o o
a3,1 a3,2 a3,3 a3,4 a3,5 a3,6 a3,7 a3,8 a3,9 a3,10 . . . a3,21 o o i o o o o
a4,1 a4,2 a4,3 a4,4 a4,5 a4,6 a4,7 a4,8 a4,9 a4,10 . . . a4,21 o o o i o o o
a5,1 a5,2 a5,3 a5,4 a5,5 a5,6 a5,7 a5,8 a5,9 a5,10 . . . a5,21 o o o o i o o
a6,1 a6,2 a6,3 a6,4 a6,5 a6,6 a6,7 a6,8 a6,9 a6,10 . . . a6,21 o o o o o i o
111 111 111 000 000 000 000 000 000 000 . . . 000 0 0 0 0 0 0 1
000 000 000 111 111 111 000 000 000 000 . . . 000 0 0 0 0 0 0 1
000 000 000 000 000 000 111 111 111 000 . . . 000 0 0 0 0 0 0 1

êúäåòî ai,j, i = 1, 2, . . . , 6, j = 1, 2, . . . , 21 ñà öèðêóëàíòè îò ðåä 3, i = (1, 1, 1)t,

o = (0, 0, 0)t.

Íåêà ñ mi,j, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, j = 1, 2, . . . , 21 îçíà÷èì áðîÿ íà åäèíèöèòå â

ðåä/ñòúëá íà ai,j. Çà ìàòðèöàòà M = (mi,j)6×21 ñà â ñèëà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

21∑
j=1

mi,j = 9, i = 1, 2, . . . , 6 (5.1)

3∑
j=1

mi,j = 1,
6∑
j=4

mi,j = 1,
9∑
j=7

mi,j = 1, i = 1, 2, . . . , 6 (5.2)

21∑
j=1

m2
i,j = 9, i = 1, 2, . . . , 6 (5.3)

21∑
j=1

mi1,jmi2,j = 3, 1 ≤ i1 < i2 ≤ 6. (5.4)

Îò (5.1) è (5.3) ñëåäâà, ÷å mi,j ìîæå äà å èëè 0, èëè 1. Êàòî îò÷åòåì è (5.2)

è (5.4) âèæäàìå, ÷å M ìîæå äà áúäå ðàçøèðåíà ïî åäèíñòâåí íà÷èí äî ìàòðèöà

íà èíöèäåíòíîñò íà 2-(7,3,3) äèçàéí ÷ðåç äîáàâÿíå íà ðåä, êîéòî çàïî÷âà ñ äåâåò

1-öè, ñëåäâàíè îò äâàíàäåñåò 0-ëè.

Èìà 10 íåèçîìîðôíè 2-(7,3,3) äèçàéíà [182]. ×ðåç îòðÿçâàíå ïî âñè÷êè âúç-

ìîæíè íà÷èíè íà åäèí ðåä îò âñÿêà îò 10-òå ìàòðèöè íà èíöèäåíòíîñò, ñå ïîëó-

÷àâàò 21 íååêâèâàëåíòíè ðåøåíèÿ çà M . Â 20 îò òåçè ðåøåíèÿ êîëîíèòå, êîèòî

èìàò äâå 1-öè ìîãàò äà áúäàò ðàçïðåäåëåíè â òðè ãðóïè îò ïî òðè êîëîíè (5.2)

ïî åäèíñòâåí íà÷èí. Ñàìî çà åäíà îò ìàòðèöèòå èìà äâå âúçìîæíîñòè. Ïî òîçè

íà÷èí ïîëó÷àâàìå 22 ìàòðèöè, êîèòî ïîñëå ðàçøèðÿâàìå äî äèçàéíè, êàòî çàìå-

íÿìå 1-òå â òÿõ ñ öèðêóëàíòè îò ðåä 3 (ñ åäíà 1-öà âúâ âñåêè ðåä/ñòúëá) ïî âñè÷êè

âúçìîæíè íà÷èíè (âèæ ðàçäåë 1.2.5). Òîãàâà äîáàâÿìå ôèêñèðàíàòà ÷àñò îò ìàò-

ðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò è òàêà ïîëó÷àâàìå 2963 íåèçîìîðôíè 2-(21,3,1) äèçàéíà.

Ðåçîëþöèèòå íà äèçàéíèòå íàìèðàìå ñ àëãîðèòúìà, îïèñàí â ðàçäåë 1.2.9.
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5.6.3 Êëàñèôèêàöèÿ

Ïîñòðîÿâàìå 2963 íåèçîìîðôíè äèçàéíà, îò êîèòî 28 ñà ðàçðåøèìè è âîäÿò

äî 40 ðåçîëþöèè. Òðè îò äèçàéíèòå (ñ ïúëíà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè îò ðåä 9)

ïðèòåæàâàò è àâòîìîðôèçúì îò ðåä 3 áåç ôèêñèðàíè òî÷êè è ñúñ 7 ôèêñèðàíè

áëîêà è ñà êîíñòðóèðàíè è â [143]. Îñòàíàëèòå ñà íîâè.

Â Òàáëèöà 5.6 å ïðåäñòàâåíà êëàñèôèêàöèÿ íà êîíñòðóèðàíèòå äèçàéíè ñïî-

ðåä ðåäà íà ïúëíàòà èì ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè è áðîÿ íà ðåçîëþöèèòå èì, à â

Òàáëèöà 5.7 ñà äàäåíè ãðóïèòå îò àâòîìîðôèçìè íà êîíñòðóèðàíèòå ðåçîëþöèè.

Ñ AutD îçíà÷àâàìå ðåäà íà ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè, ñ Des áðîÿ íà äèçàéíèòå,

ñ RDes áðîÿ íà ðàçðåøèìèòå ìåæäó òÿõ è ñ Res áðîÿ íà íåèçîìîðôíèòå ðåçîëþ-

öèè. Ñàìî åäíà îò âñè÷êèòå 40 ðåçîëþöèè å ñ òðèâèàëíà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè,

îñòàíàëèòå ñà êîíñòðóèðàíè è â [62].

Òàáëèöà 5.6: Ðåä íà ïúëíàòà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè íà STS(21) ñ àâòîìîð-
ôèçìè îò ðåä 3 ñ 3 ôèêñèðàíè òî÷êè è 7 ôèêñèðàíè áëîêà

AutD 3 6 9 12 18 27 36 54 108 Îáùî

Des 2868 46 25 4 14 3 1 1 1 2963

RDes 17 8 2 1 28

Res 17 13 2 8 40

Òàáëèöà 5.7: Aâòîìîðôèçìè íà KTS(21)

AutD AutR Des Res

3 1 1 1
3 3 16 16
9 3 2 2
9 9 8 11
18 9 2 2
27 3 1 1
27 9 1 3
27 27 1 4

Áàçèñíèòå áëîêîâå íà äèçàéíèòå ñ ðåä íà ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè ïî-ãîëÿì

îò 12 ñà ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöà 5.8, êúäåòî ôèêñèðàíèòå áëîêîâå ñà ïðîïóñíàòè.

Èçñëåäâàíèÿòà îò òàçè ÷àñò ñà ïóáëèêóâàíè â [T3].
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Òàáëèöà 5.8: Áàçèñíè áëîêîâå íà íÿêîè äèçàéíè
Des B1 B4 B7 B10B13B16B19B22B25B28B31B34B37B40B43B46B49B52B55B58B61 AutD

1 7 13 1 7 13 1 7 13 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 4 4
1 4 10 16 6 12 18 5 11 17 7 9 8 10 12 11 7 9 8 10 12 11 108

19 19 19 20 20 20 21 21 21 13 14 15 16 17 18 16 17 18 13 14 15

1 7 13 1 7 13 1 7 13 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 4 4
2 4 10 16 6 12 18 5 11 17 7 9 8 10 12 11 7 9 8 10 12 11 18

19 19 19 20 20 20 21 21 21 13 14 15 16 17 18 18 16 17 13 14 15

1 7 13 1 7 13 1 7 13 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 4 4
3 4 10 16 6 12 18 5 11 17 7 9 8 10 12 11 7 9 8 10 12 11 54

19 19 19 20 20 20 21 21 21 13 14 15 18 16 17 17 18 16 13 14 15

1 7 13 1 7 13 1 7 13 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 4 4
4 4 10 16 6 12 18 5 11 17 7 9 8 10 12 11 7 9 8 10 11 12 18

19 19 19 20 20 20 21 21 21 13 14 18 15 16 17 14 18 16 13 15 17

1 7 13 1 7 13 1 7 13 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 4 4
5 4 10 16 6 12 18 5 11 17 7 9 8 12 10 11 7 9 8 10 12 11 36

19 19 19 20 20 20 21 21 21 13 14 16 15 18 17 14 16 17 15 13 18

1 7 13 1 7 10 1 7 10 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 4 4
6 4 10 16 6 13 16 5 16 13 7 9 8 10 11 15 7 8 9 10 12 14 18

19 19 19 20 20 20 21 21 21 12 13 18 14 16 17 11 13 17 15 16 18

1 7 13 1 7 10 1 7 10 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 4 4
7 4 10 16 6 13 16 5 16 13 7 9 8 10 11 13 7 8 9 10 12 13 18

19 19 19 20 20 20 21 21 21 12 14 18 15 16 17 11 15 17 14 16 18

1 7 13 1 7 10 1 7 10 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 4 4
8 4 10 16 6 13 16 5 16 13 7 9 8 11 10 14 7 8 9 12 10 15 18

19 19 19 20 20 20 21 21 21 12 13 16 15 17 18 11 13 16 14 18 17

1 4 13 1 7 10 7 10 1 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 4 7
9 7 10 16 4 13 16 14 18 6 5 9 8 12 13 15 7 9 8 12 11 12 18

19 19 19 20 20 20 21 21 21 17 10 11 14 18 16 15 17 18 13 14 16

1 4 13 1 7 10 7 10 1 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 4 7
10 7 10 16 4 13 16 14 18 6 5 9 8 11 13 14 9 7 8 12 11 11 18

19 19 19 20 20 20 21 21 21 18 12 10 15 17 16 14 16 18 15 13 18

1 4 13 1 4 10 7 1 10 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 7 7
11 10 7 16 7 13 16 16 4 13 6 5 8 9 11 13 8 9 12 11 10 15 18

19 19 19 20 20 20 21 21 21 14 16 12 15 18 17 10 17 14 16 14 17

1 4 13 1 4 10 7 1 10 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 7 7
12 10 7 16 7 13 16 16 4 13 6 5 8 9 11 15 8 9 12 10 12 15 18

19 19 19 20 20 20 21 21 21 14 17 12 13 18 16 11 17 14 18 13 17

1 4 13 1 4 10 7 1 10 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 7 7
13 10 7 16 8 13 17 16 4 13 6 5 9 7 12 14 8 9 10 11 10 13 18

19 19 19 20 20 20 21 21 21 13 16 11 15 17 18 12 16 15 17 14 18

1 4 13 1 4 10 7 1 10 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 7 7
14 10 7 16 8 13 17 16 4 13 6 5 9 7 12 15 8 9 10 12 11 13 18

19 19 19 20 20 20 21 21 21 13 18 11 14 17 16 11 16 15 18 15 18

1 7 10 1 7 10 7 4 1 1 1 1 1 1 1 4 4 4 4 4 7
15 4 16 13 6 17 14 14 18 10 5 9 8 12 15 14 8 7 10 12 14 11 18

19 19 19 20 20 20 21 21 21 7 11 13 18 16 17 11 13 15 17 16 18

1 4 7 1 4 7 4 1 7 1 1 1 1 1 1 4 4 4 7 7 7
16 10 16 13 12 18 15 10 13 16 4 6 5 11 15 14 12 11 15 12 10 11

19 19 19 20 20 20 21 21 21 7 8 9 18 16 17 13 14 17 14 18 17 18

1 4 7 1 4 7 1 4 7 1 1 1 1 1 1 4 4 4 7 7 7
17 10 13 16 15 17 10 18 10 14 4 6 5 12 11 14 12 11 15 12 11 13 27

19 19 19 20 20 20 21 21 21 7 8 9 13 16 17 14 18 16 15 17 18

1 4 7 1 4 7 1 4 7 1 1 1 1 1 1 4 4 4 7 7 7
18 10 13 16 13 16 10 18 12 15 4 6 5 12 11 15 11 10 15 12 11 14 27

19 19 19 20 20 20 21 21 21 7 8 9 14 17 16 14 18 17 13 18 17

1 4 7 1 4 7 1 4 7 1 1 1 1 1 1 4 4 4 7 7 7
19 10 13 16 15 17 10 17 12 13 4 6 5 12 11 14 11 10 15 12 11 15 27

19 19 19 20 20 20 21 21 21 7 8 9 13 16 18 14 16 18 14 18 17

1 4 7 7 4 1 1 4 7 1 10 1 1 1 1 1 7 4 4 7 4
20 13 16 10 18 15 12 17 11 14 15 13 4 6 5 9 11 12 8 10 11 13 18

19 20 21 19 21 20 21 19 20 16 16 7 8 10 14 18 17 17 14 13 18
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5.7 2-ïàðàëåëèçìè íà PG(5, 2) ñ àâòîìîðôèçúì îò ðåä 31

5.7.1 Âúâåäåíèå

Òðàíçèòèâíîñò è äâîéíà òðàíçèòèâíîñò ïðè t-ïàðàëåëèçìèòå å ðàçãëåæäàíà

îò Johnson [128] è îò Johnson è Montinaro [132], êîèòî äîêàçâàò, ÷å ñúùåñòâóâàò

ñàìî äâà äâîéíî òðàíçèòèâíè 1-ïàðàëåëèçìè. Â [132] òå ïîêàçâàò, ÷å âúïðîñúò

çà ñúùåñòâóâàíåòî íà òðàíçèòèâíè t-ïàðàëåëèçìè â PG(n, q) çà t > 1 å îòâîðåí.

Sarmiento êëàñèôèöèðà 2-ïàðàëåëèçìèòå íà PG(5, 2), êîèòî ñà èíâàðèàíòíè îò-

íîñíî öèêëè÷íà ãðóïà îò ðåä 63 [209], íî íèêîé îò òÿõ íå å òðàíçèòèâåí. Ñëåä ïóá-

ëèêóâàíåòî â [T8] íà ðåçóëòàòèòå îò èçñëåäâàíèÿòà â íàñòîÿùèÿ ðàçäåë, Johnson è

Montinaro îïðåäåëÿò ñòðóêòóðàòà íà ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè íà òðàíçèòèâåí ïà-

ðàëåëèçúì íà PG(n, q) [133] è äîêàçâàò, ÷å òðàíçèòèâíè t-ïàðàëåëèçìè â PG(n, q)

ìîãàò äà ñúùåñòâóâàò ñàìî çà t = 1, èëè çà t = 2 è (n, q) = (5, 2) èëè (n, q) = (5, 3).

×àñò îò êîíñòðóèðàíèòå òóê 2-ïàðàëåëèçìè íà PG(5, 2) èìàò ïúëíà ãðóïà

îò àâòîìîðôèçìè îò ðåä 155 è ñà ïúðâèÿò èçâåñòåí ïðèìåð çà òðàíçèòèâíè

t-ïàðàëåëèçìè ïðè t > 1.

Îðòîãîíàëíîñò ïðè t-ïàðàëåëèçìèòå å èçñëåäâàíà îò Fuji-Hara [94] è Stinson

è Vanstone [223], êàòî ïîñëåäíèòå íàìèðàò ìíîæåñòâî îò 6 âçàèìíî îðòîãîíàëíè

1-ïàðàëåëèçìè íà PG(5, 2). Êëàñèôèöèðàíèòå îò Sarmiento 2-ïàðàëåëèçìè [209] ñà

ñ îáù ñïðåä, çàòîâà íÿìà âçàèìíî îðòîãîíàëíè ìåæäó òÿõ.

Â íàñòîÿùàòà ãëàâà ñà èçñëåäâàíè çà âçàèìíà îðòîãîíàëíîñò 92-òà òðàíçè-

òèâíè 2-ïàðàëåëèçìè íà PG(5, 2). Ïðåäñòàâåíî å ìíîæåñòâî îò 10 âçàèìíî îðòîãî-

íàëíè 2-ïàðàëåëèçìè. Òîâà å ïúðâèÿò ïðèìåð çà îðòîãîíàëíè t-ïàðàëåëèçìè ïðè

t > 1.

5.7.2 Êîíñòðóèðàíå íà ïàðàëåëèçìèòå

Ðàçãëåæäàìå PG(5, 2), ò.å. ïðîåêòèâíî ïðîñòðàíñòâî ñ ðàçìåðíîñò n = 5 è ðåä

q = 2. Òî å ñ 63 òî÷êè è 651 ïðàâè è èìà ïúëíà ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè G, êîÿòî

å èçîìîðôíà íà GL(6, 2) è å îò ðåä |G| = 20158709760 = 31.72.5.34.215.

Òî÷êèòå íà PG(5, 2) îïðåäåëÿìå ÷ðåç ñúîòâåòñòâèåòî èì íà 6-ìåðíèòå íåíó-

ëåâè âåêòîðè (v1, v2, v3, v4, v5, v6) íàä GF (2). Ïîäðåæäàìå òåçè 85 âåêòîðà â íàðàñ-

òâàù ëåêñèêîãðàôñêè ðåä è èì äàâàìå íîìåðà òàêà, ÷å (1, 0, 0, 0, 0, 0) ñúîòâåòñòâà

íà òî÷êà íîìåð 1, à (1, 1, 1, 1, 1, 1) � íà íîìåð 63. Òîãàâà ïîñòðîÿâàìå ñâúðçàíèòå

ñ ïðîåêòèâíîòî ïðîñòðàíñòâî äèçàéíè (çàäàäåíè îò èíöèäåíòíîñòòà íà òî÷êèòå

è t-ìåðíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà) è íàìèðàìå ãåíåðàòîðèòå íà ïúëíàòà èì ãðóïà îò

àâòîìîðôèçìè G.

Âñåêè 2-ïàðàëåëèçúì íà PG(5, 2) ñå ñúñòîè îò 155 ñïðåäà ñ ïî 9 åëåìåíòà.

Äèçàéíúò îò òî÷êèòå è äâóìåðíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà íà PG(5, 2) å ñ ïàðàìåòðè

2-(63, 7, 15) è èìà b = 1395 áëîêà (ñúîòâåòñòâàùè íà äâóìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà).

Íà ðåçîëþöèèòå ìó (âñÿêà ñúñ 155 ïàðàëåëíè êëàñà ñ ïî 9 áëîêà) ñúîòâåòñòâàò
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2-ïàðàëåëèçìè.

Ïîíåæå 31 äåëè ðåäà íà G, íî 312 íå ãî äåëè, âñÿêà ïîäãðóïà îò ðåä 31 å

Ñèëîâà. Âñè÷êè Ñèëîâè 31-ïîäãðóïè íà G ñà ñïðåãíàòè è çà äà ïîñòðîèì âñè÷êè

íååêâèâàëåíòíè t-ïàðàëåëèçìè ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 31, áåç îãðàíè÷åíèå íà îá-

ùíîñòòà ìîæåì äà êîíñòðóèðàìå ñàìî òåçè, êîèòî ñà èíâàðèàíòíè ñïðÿìî åäíà îò

ïîäãðóïèòå îò ðåä 31 - ùå ÿ îçíà÷èì ñ G31. Òÿ ñå ïîðàæäà îò åëåìåíòà γ (Ôèãóðà

5.2).

Êîãàòî ðåçîëþöèÿòà å èíâàðèàíòíà ñïðÿìî G31, òî òàçè ãðóïà ðàçáèâà ïàðà-

ëåëíèòå �è êëàñîâå íà 5 îðáèòè ñ äúëæèíà 31. Çà äà ïîñòðîèì òàêàâà ðåçîëþöèÿ

å äîñòàòú÷íî äà çíàåì ïî åäèí ïàðàëåëåí êëàñ (ëèäåð) îò âñÿêà îò ïåòòå îðáèòè

(ôèãóðà 5.1)

Çà îòñÿâàíåòî íà èçîìîðôíèòå 2-ïàðàëåëèçìè ñ òåñòà çà ìèíèìàëíîñò íà

÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ íè å íåîáõîäèì íîðìàëèçàòîðúò N(G31) íà G31 â G, êúäå-

òî N(G31) = {g ∈ G | gG31g
−1 = G31}. Òîé å ïîäãðóïà îò ðåä 155 è ñå ïîðàæäà îò

åëåìåíòèòå γ è ϕ (Ôèãóðà 5.2).

Ñ àëãîðèòúìà, îïèñàí â ðàçäåë 5.2, ïîëó÷àâàìå âñè÷êè (12312) íåèçîìîðôíè

2-ïàðàëåëèçìè ñ àâòîìîðôèçìè îò ðåä 31, à ñ àëãîðèòúìà îò ðàçäåë 5.3 íàìèðàìå

ðåäà íà ïúëíèòå ãðóïè îò àâòîìîðôèçìèòå èì.

5.7.3 Íàìèðàíå íà ìíîæåñòâà îò âçàèìíî îðòîãîíàëíè ïàðàëåëèçìè

Èçñëåäâàìå çà âçàèìíà îðòîãîíàëíîñò òðàíçèòèâíèòå ðåçîëþöèè ñ àâòîìîð-

ôèçìè îò ðåä 155 íà 2-(63, 7, 15) äèçàéíà îò òî÷êèòå è 2-ìåðíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà

íà PG(5, 2). Ðàçãëåæäàìå ðåçîëþöèèòå â ðåäà, â êîéòî ñìå ãè ïîñòðîèëè. Ïðåäè

òúðñåíåòî çà âñÿêà îò òÿõ îòáåëÿçâàìå äâîéêèòå áëîêîâå, ó÷àñòâàùè â åäèí è ñúù

ïàðàëåëåí êëàñ.

Âñÿêà ðåçîëþöèÿ äî 91-âàòà èçáèðàìå êàòî íà÷àëî íà ìíîæåñòâî îò îðòîãî-

íàëíè ðåçîëþöèè. Çà âñÿêà ðåçîëþöèÿ ñëåä èçáðàíàòà çà íà÷àëî ïðîâåðÿâàìå äàëè

ïðèòåæàâà äâîéêè áëîêîâå îò åäèí è ñúù ïàðàëåëåí êëàñ, êîèòî äà ñúâïàäàò ñ íÿ-

êîè îò çàïèñàíèòå äîñåãà â ìíîæåñòâîòî. Àêî å òàêà, òÿ íå ìîæå äà å îðòîãîíàëíà

íà òåêóùîòî ìíîæåñòâî îò îðòîãîíàëíè ðåçîëþöèè. Òàçè ïðîâåðêà ïðîäúëæàâà

äî 92-òà ðåçîëþöèÿ, çàùîòî òúðñèì ìàêñèìàëíèòå ìíîæåñòâà. Çà âñÿêî ïîëó÷åíî

ìíîæåñòâî ïðîâåðÿâàìå äàëè íå ñå ñúäúðæà â íÿêîå, ïîñòðîåíî ïðåäè òîâà ñ äðóãà

íà÷àëíà ðåçîëþöèÿ, çàùîòî òîãàâà íÿìà äà å ìàêñèìàëíî.
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Ôèãóðà 5.1: Êîíñòðóèðàíå íà ðåçîëþöèè ñ G31 íà 2-(63, 7, 15) äèçàéíà îò òî÷êèòå è
2-ìåðíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà íà PG(5, 2)

à)ïàðàëåëåí êëàñ, ëèäåð íà îðáèòà

1 8 9 10 11 12 13 14 15
2 16 19 21 22 23 20 18 17
3 24 26 31 29 27 25 28 30
4 33 37 34 38 35 39 32 36
5 41 44 40 45 47 42 46 43
6 49 54 55 48 52 51 50 53
7 57 63 60 59 56 62 60 58

á) ðåçîëþöèÿ, ïðåäñòàâåíà ñ ëèäåðèòå íà îðáèòè

1 8 9 10 11 12 13 14 15
2 16 19 21 22 23 20 18 17
3 24 26 31 29 27 25 28 30
4 33 37 34 38 35 39 32 36
5 41 44 40 45 47 42 46 43
6 49 54 55 48 52 51 50 53
7 57 63 60 59 56 62 60 58

1 4 5 6 7 8 11 13 15
2 27 24 10 9 20 21 23 22
3 31 29 12 14 28 30 26 25
16 33 41 34 50 35 38 39 32
17 37 44 36 53 43 45 42 47
18 58 49 40 59 55 51 48 54
19 62 52 46 60 63 56 61 57

1 4 5 6 7 8 11 12 13
2 10 17 9 18 23 22 16 19
3 14 20 15 21 31 29 28 30
24 32 40 50 34 33 39 35 38
25 36 45 52 37 41 44 47 43
26 42 57 59 48 54 49 51 53
27 46 60 61 55 62 58 63 56

1 4 5 6 7 10 11 13 15
2 8 24 17 9 16 20 19 22
3 12 29 23 14 26 31 30 25
36 48 42 40 18 33 34 32 35
37 52 47 46 21 43 41 45 44
38 56 50 57 27 49 54 51 53
39 60 55 63 28 59 61 62 58

1 4 5 6 7 8 9 13 15
2 25 11 10 17 20 19 18 23
3 29 14 12 22 28 26 31 24
40 35 16 49 34 36 38 32 33
41 39 21 55 37 44 47 45 46
42 58 27 59 51 48 53 50 54
43 62 30 61 52 56 60 63 57
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5.7.4 Êëàñèôèêàöèÿ - ïúðâèòå òðàíçèòèâíè t-ïàðàëåëèçìè çà t > 1.

Êîíñòðóèðàíèòå íåèçîìîðôíè 2-ïàðàëåëèçìè ñà 12312 íà áðîé. Äåâåòäåñåò è

äâà îò òÿõ ñà èíâàðèàíòíè ñïðÿìî N(G31). Òå èìàò ïúëíà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè

îò ðåä 155, êîÿòî å òðàíçèòèâíà âúðõó ñïðåäîâåòå. Òàêà ïîëó÷àâàìå ïúðâèòå è

çàñåãà åäèíñòâåíè ïðèìåðè çà òðàíçèòèâíè t-ïàðàëåëèçìè ñ t > 1. Îñòàíàëèòå

2-ïàðàëåëèçìè ñà ñ ïúëíà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè îò ðåä 31.

Ðåçóëòàòèòå îò èçñëåäâàíåòî íà òðàíçèòèâíèòå ïàðàëåëèçìè çà îðòîãîíàëíîñò

ñà ïîêàçàíè â òàáëèöà 5.9, à åäíî îò ìíîæåñòâàòà ñ 10 âçàèìíî îðòîãîíàëíè 2-

ïàðàëåëèçìè, ïðåäñòàâåíè ñ ïî åäèí ñïðåä âñåêè (ïîíåæå ïúëíàòà èì ãðóïà å

òðàíçèòèâíà âúðõó ñïðåäîâåòå), å äàäåíî íà ôèãóðà 5.2.

Òàáëèöà 5.9: Ìíîæåñòâà îò âçàèìíî îðòîãîíàëíè 2-ïàðàëåëèçìè ñ åäíà è ñúùà
ïúëíà ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè îò ðåä 155

ìàêñèìàëíè âñè÷êè

2-MOR 0 2308
3-MOR 0 20602
4-MOR 27 72504
5-MOR 2234 106322
6-MOR 9263 67549
7-MOR 6930 19242
8-MOR 1413 2563
9-MOR 98 192
10-MOR 10 10

Ñëåä ãîðíèòå ðåçóëòàòè è òåîðåòè÷íèòå ðàçãëåæäàíèÿ íà Johnson è Montinaro

[133] âúïðîñúò çà ñúùåñòâóâàíåòî íà òðàíçèòèâíè t-ïàðàëåëèçìè â PG(n, q) çà

t > 1 îñòàâà îòâîðåí ñàìî çà PG(5, 3).

Èçñëåäâàíèÿòà â òàçè ÷àñò ñà ñúâìåñòíè ñúñ Ñòåëà Æåëåçîâà. Òå ñà ïóáëèêó-

âàíè â [T8] è ñà îòðàçåíè â äèñåðòàöèÿòà íà Æåëåçîâà çà ïðèñúæäàíå íà íàó÷íàòà

è îáðàçîâàòåëíà ñòåïåí äîêòîð [3].
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Ôèãóðà 5.2: Äåñåò âçàèìíî îðòîãîíàëíè 2-ïàðàëåëèçìè ñ ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè G155

Ãåíåðàòîðè íà G155:

γ=(1,34,9,50,13,49,45,58,29,53,46,26,22,5,33,41,57,61,62,30,21,37,42,25,54,14,17,38,10,18,6)
(2)(3,32,11,48,15,51,47,56,31,55,44,24,20,7,35,43,59,63,60,28,23,39,40,27,52,12,19,36,8,16,4)

ϕ=(1)(2)(3)(4,16,36,27,43)(5,17,37,26,42)(6,18,38,25,41)(7,19,39,24,40)(8,12,28,56,35)(9,13,29,57,34)
(10,14,30,58,33)(11,15,31,59,32)(20,52,63,48,47)(21,53,62,49,46)(22,54,61,50,45)(23,55,60,51,44)

1 2
1 8 9 10 11 12 13 14 15 1 8 9 10 11 12 13 14 15
2 16 19 23 20 18 17 21 22 2 16 23 22 17 19 20 21 18
3 24 26 29 31 30 28 27 25 3 24 30 28 26 31 25 27 29
4 34 36 33 39 35 37 32 38 4 39 36 32 35 34 33 37 38
5 42 45 43 44 47 40 46 41 5 47 45 42 40 46 44 43 41
6 50 55 54 51 49 52 53 48 6 55 51 54 50 49 53 48 52
7 58 62 60 56 61 57 59 63 7 63 58 60 57 61 56 62 59

3 4
1 8 9 10 11 12 13 14 15 1 8 9 10 11 12 13 14 15
2 17 19 20 22 23 21 18 16 2 17 21 18 22 19 23 16 20
3 25 26 30 29 27 24 28 31 3 25 28 24 29 31 26 30 27
4 38 33 39 32 35 36 34 37 4 39 33 35 37 38 32 34 36
5 46 40 45 43 47 41 44 42 5 47 40 41 46 42 45 44 43
6 55 50 51 54 52 49 48 53 6 54 52 49 51 53 55 50 48
7 63 59 57 61 56 60 62 58 7 62 61 59 56 57 58 60 63

5 6
1 8 9 10 11 12 13 14 15 1 8 9 10 11 12 13 14 15
2 18 20 19 21 16 22 17 23 2 20 18 16 22 21 19 17 23
3 26 29 25 30 28 27 31 24 3 28 27 26 29 25 30 31 24
4 33 37 36 32 38 34 35 39 4 35 39 32 36 33 37 34 38
5 41 44 46 43 42 47 45 40 5 43 46 42 47 45 40 44 41
6 51 49 55 53 54 52 50 48 6 55 53 48 50 52 54 51 49
7 59 56 61 62 58 57 60 63 7 63 60 58 57 56 59 61 62

7 8
1 8 9 10 11 12 13 14 15 1 8 9 10 11 12 13 14 15
2 22 20 17 19 21 23 18 16 2 23 21 18 16 22 20 19 17
3 30 29 27 24 25 26 28 31 3 31 28 24 27 26 25 29 30
4 39 35 36 32 37 33 38 34 4 33 38 39 32 34 37 36 35
5 47 42 46 43 41 44 40 45 5 41 47 45 43 46 40 42 44
6 49 55 53 51 48 54 52 50 6 54 51 53 48 52 49 55 50
7 57 62 63 56 60 59 58 61 7 62 58 63 59 56 60 57 61

9 10
1 8 9 10 11 12 13 14 15 1 8 9 10 11 12 13 14 15
2 23 17 19 21 16 22 20 18 2 23 20 16 19 21 22 18 17
3 31 24 25 30 28 27 26 29 3 31 29 26 24 25 27 28 30
4 34 33 37 38 39 36 32 35 4 37 33 35 39 34 38 36 32
5 42 40 47 45 43 41 46 44 5 45 40 41 44 46 43 42 47
6 53 48 54 51 55 50 52 49 6 50 53 51 52 55 48 54 49
7 61 57 60 56 59 63 58 62 7 58 60 57 63 59 61 56 62
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Ãëàâà 6

Öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè

êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå,

öèêëè÷íè äèçàéíè, àíòèêîíôëèêòíè

è ñèëíè àíòèêîíôëèêòíè êîäîâå

Íàñòîÿùàòà ãëàâà îáåäèíÿâà êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè çà îáåêòè, êîèòî ñà

ðàçëè÷íè, íî èìàò ñõîäíà öèêëè÷íà ñòðóêòóðà è ìíîæåñòâî âðúçêè ïîìåæäó ñè,

êîåòî îïðåäåëÿ è ñõîäíèÿ ïîäõîä êúì êëàñèôèêàöèîííàòà çàäà÷à â òåçè ñëó÷àè.

Çà êðàòêîñò êîäîâåòå, ðàçãëåæäàíè â òàçè ãëàâà, ùå íàðè÷àìå è ñ îáùîòî èìå

êîäîâå ñ öèêëè÷íà ñòðóêòóðà.

6.1 Äåôèíèöèè è îçíà÷åíèÿ

Äåôèíèöèÿ 6.1.1. Äâîè÷íèÿò (v, k, λ) öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîíåí êîíñòàí-

òíî-òåãëîâåí (CPCW) êîä C å êîëåêöèÿ îò {0, 1} ïîñëåäîâàòåëíîñòè ñ äúë-

æèíà v è òåãëî ïî Õåìèíã k, òàêaâa, ÷å:

v−1∑
i=0

x(i)x(i⊕ j) ≤ λ, 1 ≤ j ≤ v − 1 (6.1)

v−1∑
i=0

x(i)y(i⊕ j) ≤ λ, 0 ≤ j ≤ v − 1 (6.2)

çà âñè÷êè äâîéêè ðàçëè÷íè ïîñëåäîâàòåëíîñòè x, y ∈ C.

Âñåêè (v, k, λ) CPCW êîä ìîæå äà áúäå äåôèíèðàí è ïî ñëåäíèÿ íà÷èí, êîéòî

å ïî-óäîáåí çà íàøèòå ðàçãëåæäàíèÿ:

Äåôèíèöèÿ 6.1.2. Âñåêè (v, k, λ) öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîíåí êîíñòàíòíî-òåãëî-

âåí êîä e êîëåêöèÿ C = {C1, . . . , Cs} îò k-åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà (êîäîâè äó-
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ìè) íà Zv, òàêèâà ÷å âñåêè äâå ðàçëè÷íè òðàíñëàöèè íà êîäîâà äóìà èìàò íàé-

ìíîãî λ îáùè åëåìåíòa è âñåêè äâå òðàíñëàöèè íà äâå ðàçëè÷íè êîäîâè äóìè

ñúùî èìàò íàé-ìíîãî λ îáùè åëåìåíòà:

|Ci ∩ (Ci ⊕ t)| ≤ λ, 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ t ≤ v − 1 (6.3)

|Ci ∩ (Cj ⊕ t)| ≤ λ, 1 ≤ i < j ≤ s, 0 ≤ t ≤ v − 1 (6.4)

Âñåêè CPCW êîä ìîæå äà áúäå ðàçãëåæäàí êàòî (v, k, λ, λ) îïòè÷åí îðòîãîíà-

ëåí êîä (ÎÎÑ) è çàòîâà ñëåäâàùèòå íÿêîëêî ïîíÿòèÿ è äåôèíèöèè ñà àíàëîãè÷íè

íà òåçè çà ÎÎÑ.

Çà âñÿêà êîäîâà äóìà C = {c1, c2, . . . , ck} íà CPCW êîä îçíà÷àâàìå ñ 4′C
ìóëòèìíîæåñòâîòî îò ñòîéíîñòè íà ðàçëèêèòå ci − cj, i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , k.

Íàé-ìíîãî λ ðàçëèêè ñà åäíàêâè. Íåêà äà îçíà÷èì ñ 4C ñúîòâåòíîòî íà ìóëòèì-

íîæåñòâîòî 4′C ìíîæåñòâî. Àêî λ = 1, òî ∆C1

⋂
∆C2 = ∅ çà äâå êîäîâè äóìè C1

è C2 îò (v, k, 1) CPCW êîä.

Äåôèíèöèÿ 6.1.3. (v, k, 1) CPCW êîä å ñúâúðøåí, àêî

|
s⋃
i=1

∆Ci| = v − 1,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å âñè÷êè âúçìîæíè íåíóëåâè ðàçëèêè ñà ïîêðèòè.

Äåôèíèöèÿ 6.1.4. (v, k, 1) Åäèí CPCW êîä å g-ðåãóëÿðåí àêî íåïîêðèòèòå ðàç-

ëèêè è íóëàòà îáðàçóâàò àäèòèâíà ïîäãðóïà íà Zv îò ðåä g è ñ ãåíåðèðàù åëå-

ìåíò v/g. Ñúâúðøåíèòå êîäîâå ñà 1-ðåãóëÿðíè.

Äåôèíèöèÿ 6.1.5. Åäèí CPCW êîä å ìàêñèìàëåí, àêî èìà ìàêñèìàëíèÿ âúçìî-

æåí (çà äàäåíèòå ïàðàìåòðè) áðîé êîäîâè äóìè.

Äåôèíèöèÿ 6.1.6. Ðàçíîñòíà (v, k, λ) ôàìèëèÿ íàðè÷àìå ìíîæåñòâî C =

{C1, . . . , Cs}, êúäåòî Ci = {ci1 , ci2 , . . . , cik} ñà k-åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà íà Zv,

òàêèâà, ÷å âñåêè íåíóëåâ åëåìåíò íà Zv ñå ñðåùà òî÷íî λ ïúòè ñðåä ðàçëèêèòå

cij − cil çà 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j 6= l ≤ k.

Äåôèíèöèÿ 6.1.7. Íåêà V = {Pi}vi=1 äà å êðàéíî ìíîæåñòâî îò òî÷êè è B =

{Bj}bj=1 äà å êðàéíà êîëåêöèÿ îò k-åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà íà V , íàðå÷åíè

áëîêîâå. D = (V,B) å ÷àñòè÷åí äèçàéí ñ ïàðàìåòðè t-(v,k,λ), àêî âñÿêî t-

åëåìåíòíî ïîäìíîæåñòâî íà V ñå ñúäúðæà â íàé-ìíîãî λ áëîêà íà B.

×àñòè÷íèòå äèçàéíè ñå íàðè÷àò ñúùî îïàêîâêè [224] èëè ïàêåòèðàùè äèçàéíè

[95]. Íèå ùå ãè íàðè÷àìå ÷àñòè÷íè äèçàéíè ñëåäâàéêè [60].

Äåôèíèöèÿ 6.1.8. Åäèí t-(v,k,λ) äèçàéí (÷àñòè÷åí äèçàéí) å öèêëè÷åí, àêî

ñúùåñòâóâà àâòîìîðôèçúì α, êîéòî ïåðìóòèðà òî÷êèòå ìó â åäèí öèêúë è

ñòðîãî öèêëè÷åí, àêî âñÿêà îðáèòà îòíîñíî òîçè àâòîìîðôèçúì å ñ äúëæèíà

v (íÿìà êúñè îðáèòè).
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Âñåêè (v, k, λ) CPCW êîä ñúîòâåòñòâà íà ñòðîãî öèêëè÷åí (λ+1)-(v, k, 1) ÷àñ-

òè÷åí äèçàéí è âñåêè ñòðîãî öèêëè÷åí t-(v, k, 1) ÷àñòè÷åí äèçàéí ñúîòâåòñòâà íà

(v, k, t− 1)-CPCW êîä çà λ ≥ 1 è t ≥ 2 [60]. Ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò íà ñòðîãî

öèêëè÷åí t-(v, k, 1) ÷àñòè÷åí äèçàéí ñúäúðæà ïîäìàòðèöè, êîèòî ñà öèðêóëàíòè

îò ðåä v. Âñÿêà öèðêóëàíòà ñúîòâåòñòâà íà ñúâêóïíîñòòà îò åäíà êîäîâà äóìà íà

(v, k, t− 1)-CPCW êîä è íåéíèòå òðàíñëàöèè (ôèã. 6.1).

Äåôèíèöèÿ 6.1.9. Äâîè÷åí êîíñòàíòíî-òåãëîâåí êîä (CWC) ñ äúëæèíà

n, òåãëî w è ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå d å ñúâêóïíîñò îò äâîè÷íè âåêòîðè ñ äúë-

æèíà n (êîäîâè äóìè), êîèòî èìàò òî÷íî w íåíóëåâè ïîçèöèè è Õåìèíãîâîòî

ðàçñòîÿíèå ìåæäó âñåêè äâå îò òÿõ å ïîíå d.

CWC å öèêëè÷åí, àêî ïðè öèêëè÷íîòî çàâúðòàíå íà âñÿêà êîäîâà äóìà ñå

ïîëó÷àâà äðóãà êîäîâà äóìà. Öèêëè÷åí CWC ñúîòâåòñòâà íà (n,w,w−d/2) CPCW

êîä (ôèã. 6.1).

Âðúçêàòà ñ ÷àñòè÷íèòå äèçàéíè ïîêàçâà, ÷å îïòè÷íèòå îðòîãîíàëíè êîäîâå

è CPCW êîäîâåòå ìîãàò äà ñå ðàçãëåæäàò ñúùî è êàòî öèêëè÷íè êîìáèíàòîðíè

ñòðóêòóðè. Àâòîìîðôèçìèòå íà öèêëè÷íàòà ãðóïà îò ðåä v ñúïîñòàâÿò íà âñÿêà

öèðêóëàíòíà ìàòðèöà îò ðåä v öèðêóëàíòíà ìàòðèöà îò ðåä v. Åòî çàùî çà öèê-

ëè÷íè êîìáèíàòîðíè ñòðóêòóðè è çà ðàçãëåæäàíèòå êîäîâå ñ öèêëè÷íà ñòðóêòóðà

ñå äåôèíèðà ìóëòèïëèêàòèâíà åêâèâàëåíòíîñò [70], [91].

Äåôèíèöèÿ 6.1.10. Äâà (v, k, λ) CPCW êîäà C è C ′ ñà ìóëòèïëèêàòèâíî

åêâèâàëåíòíè, àêî ìîãàò äà áúäàò ïîëó÷åíè åäèí îò äðóã ÷ðåç ïðèëàãàíå íà

àâòîìîðôèçúì íà Zv è çàìÿíà íà êîäîâà äóìà ñ íÿêîÿ îò íåéíèòå òðàíñëàöèè.

Äåôèíèöèÿ 6.1.11. Àíòèêîíôëèêòåí êîä ñ äúëæèíà v çà k àêòèâíè ïîòðå-

áèòåëè íàðè÷àìå ìíîæåñòâî C ⊆ {0, 1}v îò äâîè÷íè âåêòîðè ñ Õåìèíãîâî òåãëî

k, òàêîâà, ÷å öèêëè÷íèòå çàâúðòàíèÿ x′, y′ íà äâå ðàçëè÷íè äóìè x, y ∈ C èìàò

íàé-ìíîãî åäíà åäíàêâà êîîðäèíàòà, ò.å. dist(x′, y′) ≥ 2k − 2, êúäåòî dist(x′, y′)

å Õåìèíãîâîòî ðàçñòîÿíèå ìåæäó x′ è y′, à ïîä öèêëè÷íî çàâúðòàíå íà äóìàòà

ðàçáèðàìå m-êðàòíî öèêëè÷íî çàâúðòàíå çà ïðîèçâîëíî m.

Îòíîâî èçïîëçâàìå ñëåäíàòà ïî-óäîáíà çà íàñ äåôèíèöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 6.1.12. Âñåêè (v, k) àíòèêîíôëèêòåí êîä C ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå

êàòî ñúâêóïíîñò îò k-åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà íà Zv (êîäîâè äóìè), òàêèâà,

÷å

∆(X) ∩∆(Y ) = ∅ X, Y ∈ C,

êúäåòî êàêòî è ïðè CPCW êîäîâåòå ñ ∆(X) è ∆(Y ) îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâàòà

îò íåíóëåâèòå ðàçëèêè ìåæäó åëåìåíòèòå íà êîäîâèòå äóìè.

Âñåêè (v, k) àíòèêîíôëèêòåí êîä å åêâèâàëåíòåí íà (v, k, k, 1) OOC.
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Ôèãóðà 6.1: Ñúîòâåòñòâèÿ

a) - Îïòèìàëåí (41,5,1) CPCW êîä
- Îïòèìàëåí (41,5,1) ÎÎÑ

C 4C
{0, 1, 4, 11, 29} {1, 3, 4, 7, 10, 11, 12, 13, 16, 18, 23, 25, 28, 29, 30, 31, 34, 37, 38, 40}

{0, 2, 8, 17, 22} {2, 5, 6, 8, 9, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 22, 24, 26, 27, 32, 33, 35, 36, 39}

b) - Ñúîòâåòíèÿò öèêëè÷åí 2-(41,5,1) ÷àñòè÷åí äèçàéí
- Ñúîòâåòíèÿò öèêëè÷åí êîíñòàíòíî-òåãëîâåí êîä ñ äúëæèíà 41, òåãëî 5 è ìèíèìàëíî

ðàçñòîÿíèå 8
0 10000000000010000000000000000010000001001 10000000000000000001000010000000010000010

1 11000000000001000000000000000001000000100 01000000000000000000100001000000001000001

2 01100000000000100000000000000000100000010 10100000000000000000010000100000000100000

3 00110000000000010000000000000000010000001 01010000000000000000001000010000000010000

4 10011000000000001000000000000000001000000 00101000000000000000000100001000000001000

5 01001100000000000100000000000000000100000 00010100000000000000000010000100000000100

6 00100110000000000010000000000000000010000 00001010000000000000000001000010000000010

7 00010011000000000001000000000000000001000 00000101000000000000000000100001000000001

8 00001001100000000000100000000000000000100 10000010100000000000000000010000100000000

9 00000100110000000000010000000000000000010 01000001010000000000000000001000010000000

10 00000010011000000000001000000000000000001 00100000101000000000000000000100001000000

11 10000001001100000000000100000000000000000 00010000010100000000000000000010000100000

12 01000000100110000000000010000000000000000 00001000001010000000000000000001000010000

13 00100000010011000000000001000000000000000 00000100000101000000000000000000100001000

14 00010000001001100000000000100000000000000 00000010000010100000000000000000010000100

15 00001000000100110000000000010000000000000 00000001000001010000000000000000001000010

16 00000100000010011000000000001000000000000 00000000100000101000000000000000000100001

17 00000010000001001100000000000100000000000 10000000010000010100000000000000000010000

18 00000001000000100110000000000010000000000 01000000001000001010000000000000000001000

19 00000000100000010011000000000001000000000 00100000000100000101000000000000000000100

20 00000000010000001001100000000000100000000 00010000000010000010100000000000000000010

21 00000000001000000100110000000000010000000 00001000000001000001010000000000000000001

22 00000000000100000010011000000000001000000 10000100000000100000101000000000000000000

23 00000000000010000001001100000000000100000 01000010000000010000010100000000000000000

24 00000000000001000000100110000000000010000 00100001000000001000001010000000000000000

25 00000000000000100000010011000000000001000 00010000100000000100000101000000000000000

26 00000000000000010000001001100000000000100 00001000010000000010000010100000000000000

27 00000000000000001000000100110000000000010 00000100001000000001000001010000000000000

28 00000000000000000100000010011000000000001 00000010000100000000100000101000000000000

29 10000000000000000010000001001100000000000 00000001000010000000010000010100000000000

30 01000000000000000001000000100110000000000 00000000100001000000001000001010000000000

31 00100000000000000000100000010011000000000 00000000010000100000000100000101000000000

32 00010000000000000000010000001001100000000 00000000001000010000000010000010100000000

33 00001000000000000000001000000100110000000 00000000000100001000000001000001010000000

34 00000100000000000000000100000010011000000 00000000000010000100000000100000101000000

35 00000010000000000000000010000001001100000 00000000000001000010000000010000010100000

36 00000001000000000000000001000000100110000 00000000000000100001000000001000001010000

37 00000000100000000000000000100000010011000 00000000000000010000100000000100000101000

38 00000000010000000000000000010000001001100 00000000000000001000010000000010000010100

39 00000000001000000000000000001000000100110 00000000000000000100001000000001000001010

40 00000000000100000000000000000100000010011 00000000000000000010000100000000100000101
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Â ÷àñò 6.5 êîíñòðóèðàìå è ñèëíè àíòèêîíôëèêòíè êîäîâå (SCAC), êî-

èòî ñà àíòèêîíôëèêòíè êîäîâå, îòãîâàðÿùè íà íÿêîè äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ.

Îòòóê íàòàòúê ùå ðàçãëåæäàìå êîäîâèòå äóìè íà âñè÷êè êîäîâå ñ öèêëè÷íà

ñòðóêòóðà êàòî ïîäìíîæåñòâà íà Zv. Êàêòî ïðè ÎÎÑ, âúðõó êîäîâèòå äóìè íà

CPCW, CAC è SCAC äåôèíèðàìå ëåêñèêîãðàôñêà íàðåäáà ïî ñëåäíèÿ íà-

÷èí: Ïðèåìàìå, ÷å c1 < c2 < . . . < ck çà âñÿêà êîäîâà äóìà C = {c1, c2, . . . , ck}.
Òîãàâà C ′ = {c′1, c′2, . . . , c′k} å ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêà îò C ′′ = {c′′1, c′′2, . . . , c′′k}, àêî
|∆(C ′)| < |∆(C ′′)|, èëè àêî |∆(C ′)| = |∆(C ′′)|, íî c′i = c′′i çà i < a, à c′a < c′′a.

Àêî çàìåíèì êîäîâà äóìà C íà êîä ñ öèêëè÷íà ñòðóêòóðà ñ íÿêîÿ íåéíà

òðàíñëàöèÿ C+ t, òî ïîëó÷àâàìå åêâèâàëåíòåí êîä. Çàòîâà, áåç çàãóáà íà îáùíîñò,

ïðèåìàìå, ÷å âñÿêà êîäîâà äóìà å ëåêñèêîãðàôñêè ïî-ìàëêà îò âñè÷êè ñâîè òðàíñ-

ëàöèè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å c1 = 0 è êîãàòî êàçâàìå, ÷å àâòîìîðôèçìúò ϕ èçîáðàçÿâà

C1 â C2, íèå èìàìå ïðåäâèä, ÷å C2 å íàé-ìàëêàòà òðàíñëàöèÿ íà ϕ(C1).

6.2 Àëãîðèòúì çà êëàñèôèêàöèÿ íà êîäîâå ñ öèêëè÷íà ñòðóê-
òóðà ïðè ñðàâíèòåëíî ìàëúê áðîé ðåøåíèÿ

Öèêëè÷íàòà ñòðóêòóðà íà âñè÷êè îáåêòè, ðàçãëåæäàíè â òàçè ãëàâà íè ïîç-

âîëÿâà äà èçïîëçâàìå åäèí è ñúù ïîäõîä êúì çàäà÷àòà çà òÿõíàòà êëàñèôèêàöèÿ.

Âñè÷êè àëãîðèòìè, èçïîëçâàíè çà êëàñèôèêàöèÿ íà îáåêòèòå îò íàñòîÿùàòà ãëàâà,

ìîãàò äà áúäàò ðàçãëåæäàíè êàòî ìîäèôèêàöèè íà àëãîðèòúìà çà êëàñèôèêàöèÿ

íà îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå, îïèñàí â ðàçäåë 1.2.6, çàùîòî èçïîëçâàò ñúùèÿ

íà÷èí íà ïðåäâàðèòåëíî ïîäðåæäàíå è çàïèñâàíå â ìàñèâ íà ìíîæåñòâîòî îò âúç-

ìîæíèòå êîäîâè äóìè è ìíîæåñòâàòà îò ðàçëèêèòå èì. Ïî-òî÷íî, îðáèòèòå íà òåçè

äóìè îòíîñíî ãðóïàòà îò àâòîìîðôèçìè íà Zn ñà ïîäðåäåíè â ìàñèâà åäíà ñëåä

äðóãà ñúîáðàçíî ëåêñèêîãðàôñêàòà íàðåäáà íà òåõíèòå ëèäåðè, êîåòî îñèãóðÿâà

áúðçèíàòà íà òåñòà çà ìèíèìàëíîñò íà ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ.

Âñè÷êî îñòàíàëî â òåçè àëãîðèòìè îòðàçÿâà ñïåöèôè÷íèòå îñîáåíîñòè íà êîí-

ñòðóèðàíèòå îáåêòè. Íà òÿõ å îáúðíàòî âíèìàíèå â ñúîòâåòíèòå ñëåäâàùè ðàçäåëè,

äîêàòî òóê ùå îïèøåì ìîäèôèêàöèÿ íà îñíîâíèÿ àëãîðèòúì, êîÿòî å ïðèëîæèìà

çà âñè÷êè îáåêòè îò òàçè ãëàâà. Òÿ èçïîëçâà ïðîñò äîïúëíèòåëåí òåñò çà ðàçøèðè-

ìîñò íà ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ, êîéòî, îáà÷å, ñå îêàçâà ìíîãî åôåêòèâåí â ñëó÷àèòå,

êîãàòî çà êîíêðåòíèòå ïàðàìåòðè íå ñúùåñòâóâà êîä ñ äàäåíèÿ áðîé êîäîâè äóìè,

èëè ñúùåñòâóâàò ìàëúê áðîé êîäîâå.

Ñ íàðàñòâàíå íà ïàðàìåòúðà k ìàñèâúò ñ âúçìîæíèòå êîäîâè äóìè ñòàâà ìíî-

ãî ãîëÿì, à òúðñåíåòî ñ âðúùàíå áàâíî. Îñâåí òîâà, àêî âå÷å ñìå íàìåðèëè ïúðâèòå

s − 1 îò âñè÷êèòå s êîäîâè äóìè, ïîñëåäíàòà êîäîâà äóìà òðÿáâà äà îòãîâàðÿ íà

òâúðäå ìíîãî óñëîâèÿ è ñëó÷àèòå, êîãàòî òàêàâà íå ñúùåñòâóâà ñà ÷åñòè. Îò äðóãà

ñòðàíà, îáèêíîâåíî áðîÿò íà äóìèòå, çà êîèòî òðÿáâà äà ïðîâåðèì äàëè ñà ïîä-

õîäÿùè, å ìíîãî ãîëÿì. Çàòîâà ïðåäè äà çàïî÷íåì òúðñåíåòî íà ïîñëåäíàòà äóìà
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ïðàâèì òîçè òåñò.

6.2.1 Äîïúëíèòåëåí òåñò çà ðàçøèðèìîñò: ñúùåñòâóâàíå íà ñëåäâàùà
êîäîâà äóìà

Öåëòà ìó å ïî áúðç íà÷èí äà ïðîâåðè ïîäõîäÿùî íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ñú-

ùåñòâóâàíåòî íà ñëåäâàùà êîäîâà äóìà.

Íåêà U å ìíîæåñòâîòî îò ðàçëèêèòå, êîèòî íå ñà ïîêðèòè îò ïúðâèòå s − 1

êîäîâè äóìè. Òåñòúò òúðñè öåëè ÷èñëà a1 < a2 < . . . < ak−1 òàêèâà, ÷å ai, aj, ai −
aj ∈ U , êúäåòî i > j è i, j = 1, . . . , k − 1. Àêî íàìåðè òàêàâà ñúâêóïíîñò îò

÷èñëà, òåñòúò å ïîëîæèòåëåí. Àêî òàêèâà ÷èñëà íÿìà, òåñòúò å îòðèöàòåëåí è

àëãîðèòúìúò ñå âðúùà åäíà ñòúïêà íàçàä, ò.å. òúðñè ñëåäâàùà âúçìîæíîñò çà

s− 1-òà êîäîâà äóìà.

6.2.2 Ïðèëîæèìîñò

Àëãîðèòúìúò å îáèêíîâåíî íÿêîëêî ïúòè ïî-áúðç îò îïèñàíèÿ â ðàçäåë 1.2.6,

àêî áðîÿò íà íåïîêðèòèòå ðàçëèêè å ñðàâíèòåëíî ìàëúê è ìàëêî ïî-áàâåí îò íå-

ãî â îñòàíàëèòå ñëó÷àè. Àêî ìàêñèìàëíèÿò áðîé êîäîâè äóìè çà êîä ñ äàäåíèòå

ïàðàìåòðè íå å ïðåäâàðèòåëíî èçâåñòåí, òðÿáâà íå ñàìî äà íàïðàâèì êëàñèôèêà-

öèÿ íà êîäîâåòå ñ âúçìîæíî íàé-ìíîãî äóìè, íî è íà òåçè ñ åäíà äóìà ïîâå÷å,

çàùîòî çà òÿõ òðÿáâà äà ïîêàæåì, ÷å íå ñúùåñòâóâàò. Èìåííî ïðè ïðîâåðêàòà çà

íåñúùåñòâóâàíå å óäà÷íî äà áúäå âêëþ÷åí äîïúëíèòåëíèÿò òåñò, íî èìà è äðóãè

ñïåöèôè÷íè ñëó÷àè êîãàòî ñå îêàçâà ìíîãî ïîäõîäÿù. Òàêîâà ïðèëîæåíèå, íàï-

ðèìåð, å îïèñàíî â ÷àñò 6.3 çà öèêëè÷íî - ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî - òåãëîâíè

êîäîâå ñ äúëæèíè áëèçêè äî òåçè íà ñúâúðøåíèòå êîäîâå è èìåííî òî íàïðàâè

âúçìîæíî äîêàçàòåëñòâîòî çà íåñúùåñòâóâàíå íà ðàçíîñòíà ôàìèëèÿ ñ ïàðàìåòðè

(127, 7, 1).

Èíà÷å ïîâåäåíèåòî íà äâàòà àëãîðèòúìà å ñõîäíî. Çà ñëó÷àèòå, ðàçãëåäàíè

â íàñòîÿùàòà ãëàâà, âðåìåòî çà êëàñèôèêàöèÿ çà äàäåíè ôèêñèðàíè ïàðàìåòðè å

ìåæäó íÿêîëêî ñåêóíäè è íÿêîëêî äíè íà 3.5 GHz PC. Òî, ðàçáèðà ñå, íàðàñòâà ñ

äúëæèíàòà íà êîäîâåòå, íî ñèëíî çàâèñè è îò ðàçìåðà íà îïòèìàëíèÿ êîä è ãîëå-

ìèíàòà íà ìíîæåñòâîòî íà òúðñåíå (ìàñèâà ñ âúçìîæíèòå êîäîâè äóìè). Êîãàòî

áðîÿò íà êîäîâèòå äóìè å ñðàâíèòåëíî ãîëÿì çà äàäåí äèàïàçîí îò êîäîâè äúëæè-

íè, áðîÿò íà êîíñòðóèðàíèòå êîäîâå å îáèêíîâåíî ìàëúê è êëàñèôèêàöèÿòà ìîæå

äà áúäå ìíîãîêðàòíî ïî-áúðçà îò òàçè çà ñúñåäíè äúëæèíè. Òàêà íàé-èíòåðåñíèòå

îïòèìàëíè êîäîâå ñà íàé-ëåñíè çà ïîëó÷àâàíå.

Ïðèìåð 6.2.1. Äà ðàçãëåäàìå ñèëíè àíòèêîíôëèêòíè êîäîâå ñ k = 5 (Òàáëèöà

6.18). Oïòèìàëíèòå êîäîâå ñ äúëæèíè n = 130 è 132 èìàò 7 êîäîâè äóìè è êëà-

ñèôèêàöèèòå èì îòíåìàò ïî îêîëî ÷àñ, äîêàòî çà n = 131 áðîÿò íà äóìèòå å 6,

èìà ìíîãî êîäîâå è êëàñèôèêàöèÿòà îòíåìà ïî÷òè 4 äåíà. Çà n = 133 êîäîâèòå
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äóìè ñà 8, èìà ñàìî 6 êîäà è òúðñåíåòî ïðèêëþ÷âà çà ïî-ìàëêî îò 2 ìèíóòè.

Ïîäîáíà êàðòèíà ñå íàáëþäàâà è â îñòàíàëèòå äèàïàçîíè îò êîäîâè äúëæèíè

(âèæ Ôèãóðà 6.2), êàêòî è ïðè äðóãè îáåêòè è ïàðàìåòðè.

Ôèãóðà 6.2: Êîìïþòúðíî âðåìå çà êëàñèôèêàöèÿòà íà ñèëíè àíòèêîíôëèêòíè êîäîâå ñ
òåãëî k = 5 è äúëæèíè n = 50, 51, . . . , 148.

6.2.3 Äðóãè àëãîðèòìè çà êîäîâå ñ öèêëè÷íà ñòðóêòóðà

Ïðåäè èçñëåäâàíèÿòà îò íàñòîÿùàòà ãëàâà CPCW êîäîâå ñà êîíñòðóèðàíè â

[60], êúäåòî å ïðåäñòàâåí ïî åäèí ìàêñèìàëåí (v, 4, 2) CPCW êîä çà âñÿêî v ≤ 44 (ñ

3 âúçìîæíè èçêëþ÷åíèÿ), êàòî å èçïîëçâàí àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà ìàêñèìàëíà

êëèêà â ãðàô. Â [256] å îïèñàí åâðèñòè÷åí àëãîðèòúì çà ãåíåðèðàíå íà (v, k, λ, 1)

OOC ñ ãîëÿì áðîé êîäîâè äóìè, íî êîäîâåòå, ïîëó÷åíè ñ íåãî, ðÿäêî ñà îïòèìàëíè,

à çà êëàñèôèêàöèÿ èçîáùî íå ñòàâà âúïðîñ. Êëàñèôèêàöèÿ ñ àëãîðèòúìà, îïèñàí

â ðàçäåë 1.2.6 å ïðàâåíà â [18], [20] è [22].

6.3 Îïòèìàëíè (v, k, 1) äâîè÷íè öèêëè÷íî - ïåðìóòàöèîííè
êîíñòàíòíî - òåãëîâíè êîäîâå è öèêëè÷íè äèçàéíè

6.3.1 Âúâåäåíèå

Öèêëè÷íî - ïåðìóòàöèîííèòå êîäîâå (cyclically permutable codes, CPC) ñà

âúâåäåíè îò Gilbert [102] ïðåç 1963 ãîäèíà. Òå ñà äâîè÷íè áëîêîâè êîäîâå ñ äúë-

æèíà v, òàêèâà ÷å âñÿêà êîäîâà äóìà èìà v ðàçëè÷íè öèêëè÷íè çàâúðòàíèÿ è íèòî

åäíà êîäîâà äóìà íå ìîæå äà áúäå ïîëó÷åíà êàòî öèêëè÷íî çàâúðòàíå íà íÿêîÿ

äðóãà êîäîâà äóìà. Öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííèòå êîíñòàíòíî-òåãëîâíè êîäîâå ñà

åäíîâðåìåííî êîíñòàíòíî-òåãëîâíè è öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè. Òåçè êîäîâå ñà èç-

ñëåäâàíè â [32, 194, 196] è ñà ïðèëîæåíè ïðè êîíñòðóèðàíåòî íà ïîñëåäîâàòåëíîñòè

çà êîìóíèêàöèîííè êàíàëè áåç îáðàòíà âðúçêà, èçïîëçâàíè åäíîâðåìåííî îò ìíîãî

ïîòðåáèòåëè.
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CPCW êîäîâåòå èìàò âàæíè ïðèëîæåíèÿ [31], [61], [66] è ñà îáåêò íà ìíîãî

èçñëåäâàíèÿ (íàïðèìåð [32], [194], [196]).

Íåêà M(v, k, 1) äà å íàé-ãîëåìèÿò âúçìîæåí ðàçìåð íà (v, k, 1) öèêëè÷íî-

ïåðìóòàöèîíåí êîíñòàíòíî-òåãëîâåí êîä. Â ñèëà å ñëåäíàòà ãîðíà ãðàíèöà [61]:

M(v, k, 1) ≤
⌊

(v − 1)

k(k − 1)

⌋
.

CPCW êîäîâå ñ λ = 1, êîèòî äîñòèãàò òàçè ãðàíèöà, ñå íàðè÷àò îïòèìàëíè.

Àêî M(v, k, 1) å òî÷íî (v − 1)/k(k − 1), òî (v, k, 1) öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííèÿò

êîíñòàíòíî-òåãëîâåí êîä å ñúâúðøåí è ñúîòâåòñòâà íà öèêëè÷åí 2-(v, k, 1) äèçàéí

è íà öèêëè÷íà (v, k, 1) ðàçíîñòíà ôàìèëèÿ.

Â [41] å äîêàçàíî, ÷å îïòèìàëåí (v, 3, 1) CPCW êîä ñúùåñòâóâà çà âñè÷êè v ñ

èçêëþ÷åíèå íà v = 6t + 2 è t ≡ 2 èëè 3 (mod 4). Çà k ≥ 4, ïðîáëåìúò çà ñúùåñò-

âóâàíåòî íà îïòèìàëåí (v, k, 1) CPCW êîä îñòàâà íåðåøåí, âúïðåêè íàëè÷èåòî íà

ìíîãî ðåçóëòàòè. CPCW êîäîâå ñ k = 3 è ìàëêè ïàðàìåòðè ñà êëàñèôèöèðàíè â

[22]. Â íàñòîÿùàòà ðàáîòà ðàçãëåæäàìå ñëåäâàùèòå íàé-ìàëêè îòâîðåíè ñëó÷àè,

ò.å. k = 4, 5, 6 è 7.

Ùå ïðåäñòàâèì íàêðàòêî èçâåñòíèòå ðåçóëòàòè çà òåçè òåãëà. Êîìáèíàòîðíè

êîíñòðóêöèè íà îïòèìàëíè (v, k, 1) OOC îò g-ðåãóëàðíè êîäîâå ñ ïî-ìàëêè ïàðà-

ìåòðè ñà ïðåäñòàâåíè â [95] è [251]. Ñúùåñòâóâàíåòî íà îïòèìàëíè (v, 4, 1) CPCW

êîäîâå å òåìà íà ðåäèöà ñòàòèè, ñðåä êîèòî [15], [41], [46], [48], [53], [57] è [244].

Â òÿõ ñà ïðåäëîæåíè êîíñòðóêöèè íà áåçêðàéíè êëàñîâå (v, 4, 1) CPCW êîäîâå çà

íÿêîè ñòîéíîñòè íà v. Èçâåñòíî å, ÷å îïòèìàëåí (v, 4, 1) CPCW êîä ñúùåñòâóâà

[244] çà âñÿêî v ≤ 1212, v 6= 25. Êîíñòðóêöèè íà îïòèìàëíè (v, 5, 1) CPCW êîäîâå

çà äúëæèíè, îòãîâàðÿùè íà íÿêîè óñëîâèÿ ñà ïðåäñòàâåíè â [54], [108], [169], [170],

[226], à çà (v, 6, 1) - â [245].

Íÿêîè ðåçóëòàòè çà CPCW êîäîâå ñëåäâàò îò ðåçóëòàòè çà öèêëè÷íè ðàçíîñ-

òíè ôàìèëèè ñ ïàðàìåòðè (v, 5, 1) [48], [57], [136], (v, 6, 1) [56] è (v, 7, 1) [55]. Â [55]

å äîêàçàíî, ÷å ñúùåñòâóâà (q, 7, 1) öèêëè÷íà ðàçíîñòíà ôàìèëèÿ çà âñÿêî q, êîå-

òî å ñòåïåí íà ïðîñòî ÷èñëî è q ≡ 1 (mod 42) ñ èçêëþ÷åíèå íà q = 43 è, ìîæå

áè, íà q = 127, 211, 316 è íÿêîè q > 261239791. Íàøèòå ðåçóëòàòè êàñàÿò ïúðâèÿ

íåèçÿñíåí ñëó÷àé, êàòî ïîêàçâàò, ÷å (127, 7, 1) öèêëè÷íà ðàçíîñòíà ôàìèëèÿ íå

ñúùåñòâóâà.

Èçâåñòíè ñà ðåêóðñèâíè êîíñòðóêöèè íà CPCW êîäîâå ñ ãîëåìè äúëæèíè îò

CPCW êîäîâå ñ ìàëêè ïàðàìåòðè è íÿêîè äîïúëíèòåëíè ñâîéñòâà [59], [95], [251].

Íàñòîÿùèòå êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè ìîãàò äà áúäàò èçïîëçâàíè â òàêèâà êîí-

ñòðóêöèè.

Ïðåäè íàñòîÿùîòî èçñëåäâàíå íå áÿõà èçâåñòíè êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè

çà (v, k, 1) CPCW êîäîâå çà k = 4, 5, 6 è 7, íî èìàøå êëàñèôèêàöèè íà öèêëè÷íè

2-(v, k, 1) äèçàéíè (öèêëè÷íè Ùàéíåðîâè ñèñòåìè S(2, k, v)). Öèêëè÷íè äèçàéíè ñ

k = 4 áÿõà êëàñèôèöèðàíè ïðåäè [T9] çà v ≤ 64 [70], à ïðåäè [T18] òåçè ñ k = 5
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è v ≤ 85 [19], [70], ñ k = 6 è v ≤ 96 [19], [63], [120] è ñ k = 7 è v ≤ 91 [19], [55].

Ñðåä òÿõ äèçàéíèòå ñ v ≡ 1 (mod k(k − 1)) ñà ñòðîãî öèêëè÷íè è ñúîòâåòñòâàùè

íà (v, k, 1) CPCW êîäîâå, äîêàòî òåçè ñ v ≡ k (mod k(k − 1)) ïðèòåæàâàò è åäíà

êúñà îðáèòà. Ùàéíåðîâèòå ñèñòåìè S(2, 4, v) ïðåäñòàâëÿâàò îñîáåí èíòåðåñ è ñà

èçñëåäâàíè îò ìíîãî àâòîðè, êîåòî ìîæå äà ñå âèäè îò îáçîðà íà Reid è Rosa [207],

ñïîðåä êîéòî êëàñèôèêàöèÿ íà öèêëè÷íè S(2, 4, v) çà v > 64 íå áåøå èçâåñòíà

äî íàñòîÿùàòà ðàáîòà. Êàêòî âå÷å ñïîìåíàõìå, íå áÿõà èçâåñòíè è ïðèìåðè çà

öèêëè÷íè 2-(127, 7, 1) äèçàéíè.

Íèå êëàñèôèöèðàìå ñ òî÷íîñò äî ìóëòèïëèêàòèâíà åêâèâàëåíòíîñò îïòèìàë-

íèòå CPCW êîäîâå ñ k = 4 è v ≤ 76, k = 5 è v ≤ 89, k = 6 è v ≤ 105, è k = 7 è

v ≤ 127. Îò ðåçóëòàòèòå ñëåäâà íåñúùåñòâóâàíåòî íà (127, 7, 1) öèêëè÷íà ðàçíîñ-

òíà ôàìèëèÿ. Ñëåä òîâà êëàñèôèöèðàìå ñ òî÷íîñò äî èçîìîðôèçúì öèêëè÷íèòå

2-(v, 4, 1) äèçàéíè ñ v = 73 (åêâèâàëåíòíè íà (73, 4, 1) öèêëè÷íè ðàçíîñòíè ôàìè-

ëèè) è v = 76. Ñúùî òàêà ïîâòàðÿìå ñ íàøèÿ ñîôòóåð èçâåñòíèòå êëàñèôèêàöèè íà

öèêëè÷íè 2-(v, k, 1) äèçàéíè è ïîëó÷àâàìå ñúùîòî. Ïîðàäè ñúîòâåòñòâèåòî ìåæäó

îïòèìàëíèòå (v, k, 1) CPCW, îïòèìàëíèòå öèêëè÷íè äâîè÷íè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè

êîäîâå ñ òåãëî k è ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå 2(k− 1) è îïòèìàëíèòå (v, k, 1) îïòè÷íè

îðòîãîíàëíè êîäîâå, êëàñèôèêàöèÿòà íà CPCW êîäîâåòå âàæè è çà òÿõ.

6.3.2 Îñîáåíîñòè íà èçïîëçâàíèòå àëãîðèòìè

Îòíà÷àëî êëàñèôèöèðàìå îïòèìàëíèòå (v, k, 1) CPCW êîäîâå è öèêëè÷íèòå

2-(v, k, 1) äèçàéíè ñ òî÷íîñò äî ìóëòèïëèêàòèâíà åêâèâàëåíòíîñò ñ ìîäèôèêàöèè

íà àëãîðèòìèòå, îïèñàíè, ñúîòâåòíî, â ðàçäåë 1.2.6 è ÷àñò 6.2 , êàòî è îò äâàòà

èçêëþ÷âàìå òåñòà çà ðàçøèðèìîñò íà ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ, êîéòî ïðîâåðÿâà òèïà

íà îñòàâàùèòå êîäîâè äóìè, çàùîòî ïðè ðàçãëåæäàíèòå CPCW êîäîâå λa = λb = 1

è âñè÷êè âúçìîæíè äóìè ñà îò åäèí è ñúùè òèï. Ïî òàçè ïðè÷èíà çíàåì è òî÷íèÿ

áðîé íà ðàçëèêèòå, êîèòî îïòèìàëíèÿò çà äàäåíà äúëæèíà êîä íå ïîêðèâà. Êîãàòî

òîé å ìàëúê (ò.å çà äúëæèíè, áëèçêè äî òåçè íà ñúâúðøåíèòå êîäîâå) èçïîëçâàìå

àëãîðèòúìà îò ÷àñò 6.2.

Çà êîíñòðóèðàíåòî íà öèêëè÷íè äèçàéíè ñ êúñà îðáèòà èçïîëçâàìå ìîäèôèêà-

öèÿ íà àëãîðèòìèòå, ïðè êîÿòî îòíà÷àëî ôèêñèðàìå åëåìåíòèòå íà êúñàòà îðáèòà,

÷èèòî ëèäåð å {0, v/k, 2v/k, . . . , (k − 1)v/k}.

6.3.3 Öèêëè÷íè 2-(73, 4, 1), 2-(76, 4, 1) è 2-(127, 7, 1) äèçàéíè - êëàñèôèêà-
öèÿ è èçîìîðôèçúì

Òóê ðàçãëåæäàìå îòâîðåíèòå ïðåäè íàñòîÿùàòà ðàáîòà ñëó÷àè çà êëàñèôè-

êàöèÿ íà öèêëè÷íè äèçàéíè. Ñúâúðøåíèòå (73,4,1) CPCW êîäîâå ñà öèêëè÷íè

2-(73,4,1) äèçàéíè, ÷èèòî áðîé ñ òî÷íîñò äî ìóëòèïëèêàòèâíà åêâèâàëåíòíîñò å

1426986, à ñúâúðøåíèòå (127, 7, 1) CPCW, êàêâèòî óñòàíîâÿâàìå, ÷å íå ñúùåñò-

âóâàò, îòãîâàðÿò íà öèêëè÷íè 2-(127, 7, 1) äèçàéíè. Ñ ìîäèôèêàöèÿ íà îñíîâíèÿ
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àëãîðèòúì êîíñòðóèðàìå öèêëè÷íèòå 2-(76, 4, 1) äèçàéíè. Òå èìàò åäíà êúñà îðáè-

òà ñ äúëæèíà v/4 è áàçèñåí áëîê {0, v/4, v/2, 3v/4}. Ïîëó÷àâàìå 1113024 öèêëè÷íè

2-(76, 4, 1) äèçàéíà.

Ïîíåæå íàìèðàìå âñè÷êè 2-(73, 4, 1), 2-(76, 4, 1) öèêëè÷íè äèçàéíè ñ òî÷íîñò

äî ìóëòèïëèêàòèâíà åêâèâàëåíòíîñò, òðÿáâà äà ïðîâåðèì äàëè èçìåæäó òÿõ íÿìà

èçîìîðôíè. Òóê îïèñâàìå íà÷èíà, ïî êîéòî ïðàâèì òîâà.

Îòíà÷àëî ïðèëàãàìå òåñò çà èçîìîðôèçúì íà öèðêóëàíòèòå, îò êîèòî ñà ñúñ-

òàâåíè äèçàéíèòå.

Òåîðåìà 6.3.3.1. Âñè÷êè öèðêóëàíòè îò ðåä 73(76), îò êîèòî ñà êîíñòðóèðàíè

ìóëòèïëèêàòèâíî íååêâèâàëåíòíèòå 2-(73, 4, 1) (2-(76, 4, 1)) äèçàéíè, ñà èçîìîð-

ôíè ïîìåæäó ñè, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñà ìóëòèïëèêàòèâíî åêâèâàëåí-

òíè.

Äîêàçàòåëñòâî. Íèå ïðîâåðÿâàìå òîâà ñ êîìïþòúð. Çà ïîâå÷åòî ñòîéíîñòè íà

v èçïîëçâàìå íàøèÿ ñîôòóåð çà óñòàíîâÿâàíå íà èçîìîðôèçúì íà äèçàéíè. Çà

íÿêîè ñòîéíîñòè íà v, îáà÷å, òåñòúò çà èçîìîðôèçúì íà öèðêóëàíòè å òðóäíà çà-

äà÷à çà ñîôòóåð çà îáùèÿ ñëó÷àé íà äèçàéíè. Åòî çàùî çà íÿêîè v êîíñòðóèðàìå

ìíîæåñòâîòî îò îáîáùåíè ìíîæèòåëè, äåôèíèðàíè îò Muzychuk [195]. Òå âîäÿò

äî íàáîð îò ïåðìóòàöèè íà Zv, íàðå÷åí îïåðàòèâíî ìíîæåñòâî [195]. Îáîáùå-

íèòå ìíîæèòåëè è ñúîòâåòíîòî îïåðàòèâíî ìíîæåñòâî ñà äåôèíèðàíè çà âñÿêà

ñòîéíîñò íà v. Muzychuk äîêàçâà, ÷å äâå öèðêóëàíòè îò ðåä v ñà èçîìîðôíè, àêî

ìîãàò äà áúäàò èçîáðàçåíè åäíà â äðóãà îò íÿêîÿ ïåðìóòàöèÿ íà îïåðàòèâíîòî

ìíîæåñòâî. Çà äà ïîëó÷èì îïåðàòèâíî ìíîæåñòâî, ïúðâî íàìèðàìå äåëèòåëèòå íà

Zv, òàêèâà, ÷å Zv = a1a2 . . . ar, êúäåòî ai = pαii è pi 6= pj çà i, j = 1, 2, . . . , r, i 6= j.

Âñåêè åëåìåíò x ∈ Zv ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåí ñ r-îðêàòà (x1, x2, . . . , xr), êúäå-

òî xi ∈ Zai è x =
∑r

i=1 xi
∏i−1

l=1 al. Öÿëîòî ÷èñëî xi ïî-íàòàòúê ñå ïðåäñòàâÿ êàòî

(xi0 , xi1 , . . . , xiαi−1), êúäåòî xij ∈ Zpi è xi =
∑αi−1

j=0 xijp
j
i .. Îáîáùåíèÿò ìíîæèòåë å

r-îðêà ( ~m1, ~m2, . . . , ~mr), êúäåòî ~mi = (mi1 ,mi2 , . . .miαi
), mij å âçàèìîïðîñòî ñ pi

è mij < pji
∏i−1

l=1 al. Ïåðìóòàöèÿòà ϕ , ñúîòâåòñòâàùà íà îáîáùåíèÿ ìíîæèòåë, ñå

çàäàâà êàòî: ϕxi =
∑αi−1

j=0 miαi−j
xijp

j
i .

Îò Òåîðåìà 6.3.3.1 íå ñëåäâà, ÷å ìóëòèïëèêàòèâíî íååêâèâàëåíòíèòå öèêëè÷-

íè äèçàéíè ñ v = 37, 40, 49, 52, 61, 64, 73 è 76 ñà íåèçîìîðôíè, òúé êàòî å âúçìîæíî

äâà äèçàéíà D è D′ äà áúäàò òðàíñôîðìèðàíè åäèí â äðóã ÷ðåç ïåðìóòàöèÿ, êîÿòî

èçîáðàçÿâà áëîêîâå îò åäíà è ñúùà öèðêóëàíòà (áëîêîâà îðáèòà ñïðÿìî êîíñòðóê-

òèâíèÿ àâòîìîðôèçúì îò ðåä v) íà D â áëîêîâå îò ðàçëè÷íè öèðêóëàíòè íà D′.

Òåîðåìà 6.3.3.2. Ìóëòèïëèêàòèâíî íååêâèâàëåíòíèòå öèêëè÷íè 2-(73, 4, 1) è

2-(76, 4, 1) äèçàéíè ñà íåèçîìîðôíè.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåèçîìîðôíîñòòà íà 2-(73, 4, 1) äèçàéíèòå ñëåäâà îò ðåçóëòàò

íà P�alfy, êîéòî äîêàçâà â [199], ÷å äâå öèêëè÷íè êîìáèíàòîðíè ñòðóêòóðè ñ áðîé
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íà òî÷êèòå ïðîñòî ÷èñëî ñà èçîìîðôíè òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñà ìóëòèïëè-

êàòèâíî åêâèâàëåíòíè.

Çà âñåêè 2 - (76, 4, 1) äèçàéí èç÷èñëÿâàìå ñëåäíèòå èíâàðèàíòè íà áëîêîâåòå,

à èìåííî: çà âñåêè áëîê B íàìèðàìå âåêòîðà (N0, n1, ..., nvs−3), êúäåòî ni (i =

0, 1, ..., vs − 3) å áðîÿò íà äâîéêèòå áëîêîâå (V,W ), ðàçëè÷íè îò B è òàêèâà, ÷å

ñúùåñòâóâàò òî÷íî i äðóãè áëîêà, êîèòî èìàò îáùà òî÷êà ñ âñåêè îò áëîêîâåòå

B, V , W . Áëîêîâå îò åäíà è ñúùà öèðêóëàíòà èìàò åäíè è ñúùè èíâàðèàíòè. Çà

1112992 îò äèçàéíèòå, âñåêè äâà áëîêà îò ðàçëè÷íè öèðêóëàíòè èìàò ðàçëè÷íè

èíâàðèàíòè. Àêî äâà îò òåçè äèçàéíè ñà èçîìîðôíè, öèðêóëàíòèòå ñå èçîáðàçÿâàò

ïðè òîçè èçîìîðôèçúì â öèðêóëàíòè. Îò Òåîðåìà 6.3.3.1 ñëåäâà, ÷å èçîìîðôèçúì

å âúçìîæåí ñàìî ñðåä îñòàâàùèòå 32 äèçàéíà.

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å D1 è D2 ñà äâà îò òåçè 32 äèçàéíà è èìà ïåðìóòàöèÿ ϕ

íà òî÷êèòå, êîÿòî íå å àâòîìîðôèçúì íà Zv è èçîáðàçÿâà D1 â D2, ò.å. ϕD1 = D2

Îò íà÷èíà íà êîíñòðóèðàíå äâàòà äèçàéíà èìàò ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè G76 ñ

ãåíåðàòîð (1, 2, ..., 76). Íåêà α ∈ G76. Òîãàâà ϕD1 = αϕD1 è ñëåäîâàòåëíî

D1 = ϕ−1αϕD1,

ò.å. ϕ−1αϕ ñúùî å àâòîìîðôèçúì íà D1. Çàòîâà D1 å èíâàðèàíòåí êàêòî ñïðÿìî

G76, òàêà è ñïðÿìî ϕ−1G76ϕ. Àêî ϕ
−1G76ϕ = G76, òî ϕ å àâòîìîðôèçúì íà Zv. Â

ïðîòèâåí ñëó÷àé D1 ïðèòåæàâà àâòîìîðôèçúì îò ðåä 76, êîéòî íå å îò G76. Íèå

íàìèðàìå ãðóïèòå îò àâòîìîðôèçìè íà òåçè 32 äèçàéíà. Âñè÷êè àâòîìîðôèçìè îò

ðåä 76 ñå ãåíåðèðàò îò êîíñòðóêòèâíèÿ àâòîìîðôèçúì (1, 2, ..., 76), ò.e. ϕG76ϕ
−1 =

G76. Ñëåäîâàòåëíî äèçàéíèòå ñà íåèçîìîðôíè.

Òàêà ïîëó÷àâàìå 1426986 íåèçîìîðôíè öèêëè÷íè 2-(73,4,1) äèçàéíà è 1113024

öèêëè÷íè 2-(76, 4, 1) äèçàéíà. Ïîâòàðÿìå è êëàñèôèêàöèÿòà íà öèêëè÷íè 2-(v, 4, 1)

äèçàéíè ñ åäíà êúñà îðáèòà çà v = 40, 52 è 64 è ïîëó÷àâàìå ñúùèÿ áðîé êàòî â

[70].

6.3.4 Êëàñèôèêàöèÿ íà îïòèìàëíè (v, k, 1) äâîè÷íè öèêëè÷íî - ïåðìó-
òàöèîííè êîíñòàíòíî - òåãëîâíè êîäîâå ñ k = 4, 5, 6 è 7 è ìàëêè
äúëæèíè.

Â Òàáëèöè 6.1 � 6.4 ñà ïðåäñòàâåíè ðåçóëòàòèòå îò êëàñèôèêàöèÿòà ñ òî÷íîñò

äî ìóëòèïëèêàòèâíà åêâèâàëåíòíîñò çà îïòèìàëíè (v, k, 1) CPCW êîäîâå . Áóêâà-

òà p ñëåä ñòîéíîñòòà íà v îçíà÷àâà, ÷å êîäîâåòå ñà ñúâúðøåíè (perfect). Áðîÿò íà

êîäîâèòå äóìè å îçíà÷åí ñ s, à ìîùíîñòòà íà îïòèìàëíèÿ êîä ñ sb. Ñàìî çà k = 4

çà âñè÷êè ðàçãëåæäàíè äúëæèíè èìà îïòèìàëíè êîäîâå, ò.å. s = sb. Â îñòàíàëèòå

ñëó÷àè çà äúëæèíè, çà êîèòî íÿìà îïòèìàëåí êîä, êëàñèôèöèðàìå è êîäîâåòå ñ

ìàêñèìàëåí áðîé äóìè (ìàêñèìàëíè êîäîâå). Tàáëèöèòå çàïî÷âàò ñ íàé-ìàëêàòà

äúëæèíà, çà êîÿòî sb = 2. Ôàéëîâåòå ñ âñè÷êè êîíñòðóèðàíè CPCW êîäîâå ìîãàò

äà áúäàò èçòåãëåíè îò http://www.moi.math.bas.bg/∼ tsonka.
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Èçïîëçâàíåòî íà êîíñòðóèðàíèòå êîäîâå çà ïîëó÷àâàíå íà êîäîâå ñ ïî-ãîëåìè

ïàðàìåòðè ÷ðåç èçâåñòíè ðåêóðñèâíè êîíñòðóêöèè íå âèíàãè å ïðîñòà ïðîöåäóðà.

Íàïðèìåð â [59, Corollary 3] å äîêàçàíî, ÷å àêî ñúùåñòâóâà (v, k, 1) CPCW êîä ñ s

êîäîâè äóìè, òî ñúùåñòâóâà (vm, k, 1) CPCW êîä ñ sm êîäîâè äóìè àêî ïðîñòèòå

äåëèòåëè íà m ñà íå ïî-ìàëêè îò k. Àêî âçåìåì íÿêîé îò îïòèìàëíèòå (81, 5, 1)

CPCW êîäîâå (ñ 4 êîäîâè äóìè) è èçáåðåìm = 7, ïîëó÷àâàìå îïòèìàëåí (567, 5, 1)

CPCW êîä ñ 28 êîäîâè äóìè. Â òîçè ñëó÷àé ñúùåñòâóâàíåòî íà òàêúâ êîä ñëåäâà

äèðåêòíî, íî àêî òðÿáâà äà ïîñòðîèì ñàìèÿ êîä, òî ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì

k×m 2-ïðîñòà ìàòðèöà íàä Zm ÷ðåç ñïåöèàëíà êîíñòðóêöèÿ çà r-ïðîñòè ìàòðèöè

è òîãàâà îò åëåìåíòèòå íà òàçè ìàòðèöà è êîäîâèòå äóìè íà êîäà ñ äúëæèíà 81

ïî îïðåäåëåí íà÷èí äà ïîëó÷èì êîäîâèòå äóìè íà êîäà ñ äúëæèíà 567.

Äîñòà ðåêóðñèâíè êîíñòðóêöèè èçïîëçâàò g-ðåãóëÿðíè CPCW êîäîâå [95],

[251]. Çàòîâà çà k = 5, 6 è 7 â Òàáëèöà 6.5 ïðåäñòàâÿìå îòäåëíà êëàñèôèêàöèÿ

íà òåçè îò êîíñòðóèðàíèòå êîäîâå, êîèòî ñà g�ðåãóëÿðíè. Ôàéëîâå ñ òÿõ ìîãàò äà

áúäàò èçòåãëåíè îò ñúùèÿ ñàéò.

Ðåçóëòàòèòå â òàçè ÷àñò ñà ñúâìåñòíè ñ Öîíêà Áàé÷åâà è ñà ïóáëèêóâàíè â

[T9] è [T18].

Òàáëèöà 6.1: Îïòèìàëíè (v,4,1) CPCW êîäîâå

v s êîäîâå

26 2 1
27 2 4
28 2 4
29 2 11
30 2 41
31 2 42
32 2 64
33 2 196
34 2 181
35 2 378
36 2 731
37p 3 2
38 3 12
39 3 96
40 3 86
41 3 338
42 3 998

v s êîäîâå

43 3 1772
44 3 3208
45 3 12428
46 3 9999
47 3 20692
48 3 51510
49p 4 224
50 4 336
51 4 5530
52 4 6382
53 4 28672
54 4 56064
55 4 213662
56 4 263102
57 4 1105056
58 4 1011104
59 4 2575944

v s êîäîâå

60 4 7585950
61p 5 18132
62 5 20736
63 5 529996
64 5 409632
65 5 3774498
66 5 6512840
67 5 18814608
68 5 27675160
69 5 153524880
70 5 204850952
71 5 425759570
72 5 979134632
73p 6 1426986
74 6 2140556
75 6 59992260
76 6 42145856
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Òàáëèöà 6.2: Ìàêñèìàëíè (v,5,1) CPCW êîäîâå

v s sb êîäîâå

41p 2 2 1
42 2 2 0
42 1 2 289
43 2 2 2
44 2 2 2
45 2 2 25
46 2 2 16
47 2 2 36
48 2 2 133
49 2 2 172
50 2 2 328
51 2 2 880
52 2 2 1022
53 2 2 1590
54 2 2 3838
55 2 2 5381
56 2 2 7733

v s sb êîäîâå

57 2 2 14765
58 2 2 14671
59 2 2 19474
60 2 2 61566
61p 3 3 10
62 3 3 0
62 2 3 62088
63 3 3 128
64 3 3 96
65 3 3 640
66 3 3 1308
67 3 3 3936
68 3 3 6424
69 3 3 34264
70 3 3 42312
71 3 3 93112
72 3 3 232842

v s sb êîäîâå

73 3 3 354208
74 3 3 531778
75 3 3 2296603
76 3 3 1987306
77 3 3 4609494
78 3 3 9070318
79 3 3 10004862
80 3 3 19686568
81p 4 4 528
82 4 4 1108
83 4 4 9472
84 4 4 23448
85 4 4 164390
86 4 4 168400
87 4 4 1666288
88 4 4 1654648
89 4 4 7108250

Òàáëèöà 6.3: Ìàêñèìàëíè (v, 6, 1) CPCW êîäîâå

v s sb êîäîâå

61p 2 2 0
61 1 2 1377
62 2 2 0
62 1 2 2185
63 2 2 2
64 2 2 0
64 1 2 2828
65 2 2 0
65 1 2 2929
66 2 2 4
67 2 2 8
68 2 2 20
69 2 2 51
70 2 2 90
71 2 2 162
72 2 2 490
73 2 2 684

v s sb êîäîâå

74 2 2 1065
75 2 2 4385
76 2 2 4152
77 2 2 9046
78 2 2 18548
79 2 2 20646
80 2 2 39532
81 2 2 80680
82 2 2 80806
83 2 2 124738
84 2 2 355448
85 2 2 358766
86 2 2 431172
87 2 2 930464
88 2 2 1028267
89 2 2 1187303
90 2 2 3446742

v s sb êîäîâå

91p 3 3 4
92 3 3 0
92 2 3 3834550
93 3 3 16
94 3 3 20
95 3 3 152
96 3 3 300
97 3 3 1036
98 3 3 1878
99 3 3 12224
100 3 3 12808
101 3 3 43008
102 3 3 110654
103 3 3 215110
104 3 3 347220
105 3 3 2136655
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Òàáëèöà 6.4: Ìàêñèìàëíè (v, 7, 1) CPCW êîäîâå

v s sb êîäîâå

85p 2 2 0
85 1 2 27159
86 2 2 0
86 1 2 32627
87 2 2 0
87 1 2 41221
88 2 2 0
88 1 2 46520
89 2 2 0
89 1 2 33110
90 2 2 0
90 1 2 97826
91 2 2 4
92 2 2 0
92 1 2 70056
93 2 2 0
93 1 2 79117
94 2 2 2

v s sb êîäîâå

95 2 2 10
96 2 2 21
97 2 2 58
98 2 2 78
99 2 2 320
100 2 2 440
101 2 2 882
102 2 2 1930
103 2 2 2982
104 2 2 5276
105 2 2 20219
106 2 2 13954
107 2 2 29324
108 2 2 66854
109 2 2 82224
110 2 2 160614
111 2 2 338142

v s sb êîäîâå

112 2 2 397005
113 2 2 542309
114 2 2 1268036
115 2 2 1645949
116 2 2 2071728
117 2 2 4804470
118 2 2 4369688
119 2 2 7757641
120 2 2 18598700
121 2 2 14406358
122 2 2 19993519
123 2 2 41435642
124 2 2 43048806
125 2 2 64040546
126 2 2 139242441
127p 3 3 0
127 2 3 98528146

Òàáëèöà 6.5: Íåèçîìîðôíè g-ðåãóëÿðíè ìàêñèìàëíè (v,k,1) CPCW êîäîâå

v k s g codes

41p 5 2 1 1
61p 5 3 1 10
63 5 3 3 10
64 5 3 4 4

v k s g codes

65 5 3 5 2
81p 5 4 1 528
82 5 4 2 1108
84 5 4 4 1072

v k s g codes

85 5 4 5 170
88 5 4 8 168
91p 6 3 1 4
91 7 2 7 2
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6.4 Àíòèêîíôëèêòíè êîäîâå

6.4.1 Âúâåäåíèå

Â êîìóíèêàöèîííèòå ñèñòåìè ñ ìíîæåñòâåí äîñòúï áåç îáðàòíà âðúçêà ñå

íàëàãà èçïîëçâàíåòî íà êîäîâå, êîèòî äà ãàðàíòèðàò, ÷å âñåêè èçìåæäó s ïîòåí-

öèàëíè ó÷àñòíèöè â êîìóíèêàöèÿòà ìîæå äà èçïðàòè óñïåøíî ïîíå åäèí ïàêåò ñ

äàííè â ðàìêèòå íà îïðåäåëåí âðåìåâè ïåðèîä, êàòî ñå èìà ïðåäâèä, ÷å íàé-ìíîãî

k ó÷àñòíèöè ñà àêòèâíè åäíîâðåìåííî. Òåçè êîäîâå ñå íàðè÷àò àíòèêîíôëèêòíè

êîäîâå (CAC). Âðåìåâèÿò ïåðèîä å ðàçäåëåí íà ðàâíè èíòåðâàëè, íàðå÷åíè ñëî-

òîâå. Íà âñåêè ó÷àñòíèê â êîìóíèêàöèÿòà ñå äàâà ïî åäíà êîäîâà äóìà, îò ÷èåòî

íåïðåêúñíàòî ïîâòàðÿíå ñå ïîëó÷àâà áåçêðàéíà äâîè÷íà ïðîòîêîëíà ïîñëåäîâà-

òåëíîñò è ó÷àñòíèêúò ìîæå äà îáìåíÿ äàííè ïðåç òåêóùèÿ ñëîò, àêî å â àêòèâíî

ñúñòîÿíèå è ïîðåäíîòî ÷èñëî â ïîñëåäîâàòåëíîñòòà å 1. Òðàíñìèñèÿòà å óñïåøíà,

àêî íÿìà äðóã ó÷àñòíèê, êîéòî äà îáìåíÿ äàííè ïðåç ñúùèÿ ñëîò.

Ïðèìåð 6.4.1. Íåêà âñåêè âðåìåâè ïåðèîä ñå ñúñòîè îò n = 17 ñëîòà, âñè÷-

êè ó÷àñòíèöè ñà M = 4, îò êîèòî k = 3 ìîãàò äà áúäàò àêòèâíè åäíîâðå-

ìåííî è ñå èçïîëçâà CAC ñ äúëæèíà n = 17 è êîäîâè äóìè {1,2,3}, {0,3,6},

{2,6,10}, {0,5,10}. Íà ó÷àñòíèöèòå ñà äàäåíè ïðîòîêîëíè ïîñëåäîâàòåëíîñòè

01110000000000000011100 . . ., 100100100000000001001001000 . . ., è ò.í. Íåêà ïúðâè-

òå 3-ìà ó÷àñòíèöè ñà àêòèâíè ïðåç íÿêîè 17 ïîñëåäîâàòåëíè ñëîòà. Òîãàâà

ñëîò 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

ó÷àñòíèê 1 =========

ó÷àñòíèê 2 === === ===

ó÷àñòíèê 3 === === ===

Ïúðâèÿò ó÷àñòíèê êîìóíèêèðà óñïåøíî ïðåç ñëîò 1, âòîðèÿò ïðåç ñëîò 0,

à òðåòèÿò ïðåç ñëîò 10. Àêî çàïî÷íàò îò äðóãî ìÿñòî â ïðîòîêîëíèòå ïîñëå-

äîâàòåëíîñòè, âìåñòî ñàìèòå êîäîâè äóìè íà êàðòèíàòà ùå ñå ïîÿâÿò òåõíè

öèêëè÷íè çàâúðòàíèÿ è îòíîâî âñåêè ùå êîìóíèêèðà óñïåøíî â ïîíå åäèí ñëîò.

Áðîÿò íà êîäîâèòå äóìè â åäèí òàêúâ êîä îïðåäåëÿ áðîÿ íà ïîòåíöèàëíèòå

ó÷àñòíèöè â êîìóíèêàöèÿòà ïðåç êàíàëà. Ïî òàçè ïðè÷èíà, îñîáåí èíòåðåñ ïðåä-

ñòàâëÿâàò êîäîâåòå ñ ìàêñèìàëåí îáåì (îïòèìàëíè êîäîâå) ïðè ôèêñèðàíè ïàðà-

ìåòðè. Â òàçè ÷àñò êëàñèôèöèðàìå ñ òî÷íîñò äî ìóëòèïëèêàòèâíà åêâèâàëåíòíîñò

îïòèìàëíèòå àíòèêîíôëèêòíè êîäîâå çà k = 3, 4, 5, 6 è 7 àêòèâíè ïîòðåáèòåëè è

ìàëêè äúëæèíè.

Ïðèïîìíÿìå, ÷å âñåêè (n, k) àíòèêîíôëèêòåí êîä C ìîæåì äà ðàçãëåæäà-

ìå êàòî (n, k, k, 1) OOC è êàòî ñúâêóïíîñò îò k-åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà íà Zn
(êîäîâè äóìè), òàêèâà, ÷å

∆(X) ∩∆(Y ) = ∅ X, Y ∈ C.
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Äåôèíèöèÿ 6.4.1. Êàçâàìå, ÷å åäèí (n, k) CAC ñúñ s êîäîâè äóìè å ïëúòåí,

àêî |
⋃s
i=1 ∆Xi| = n− 1, ò.å. âñè÷êè íåíóëåâè ðàçëèêè ñà ïîêðèòè.

Âñåêè ïëúòåí (n, k) CAC ñúîòâåòñòâà íà ñúâúðøåí (n, k, k, 1) OOC.

Ïðèìåð 6.4.2. Çà âñÿêà îò ÷åòèðèòå äóìè íà ïëúòåí (15, 3) CAC å äàäåíî ìíî-

æåñòâîòî îò ðàçëèêèòå è òèïà �è (áðîÿ íà åëåìåíòèòå â ìíîæåñòâîòî îò

ðàçëèêèòå).
X1 = {0, 5, 10} ∆(X1) = {5, 10} T (X1) = 2
X2 = {0, 1, 2} ∆(X2) = {1, 2, 13, 14} T (X1) = 4
X3 = {0, 7, 11} ∆(X3) = {4, 7, 8, 11} T (X1) = 4
X4 = {0, 6, 12} ∆(X4) = {3, 6, 9, 12} T (X1) = 4

Äåôèíèöèÿ 6.4.2. Àêî âñÿêà êîäîâà äóìà èëè íÿêîÿ îò òðàíñëàöèèòå �è èìà

âèäà {0, i, . . . , (k − 1)i}, òî òîçè CAC íàðè÷àìå åêâèäèñòàíòåí.

Äåôèíèöèÿ 6.4.3. Íåêà M(n, k) å ìàêñèìàëíàòà ìîùíîñò íà CAC ñ äúëæèíà

n çà k åäíîâðåìåííî àêòèâíè ïîòðåáèòåëè. Åäèí àíòèêîíôëèêòåí êîä å îïòè-

ìàëåí àêî |C| = M(n, k).

Äåôèíèöèÿ 6.4.4. Äâà (n, k) CAC C è C ′ ñà ìóëòèïëèêàòèâíî åêâèâàëåíòíè,

àêî ìîãàò äà áúäàò ïîëó÷åíè åäèí îò äðóã ÷ðåç ïðèëàãàíå íà àâòîìîðôèçúì íà

Zv è çàìÿíà íà êîäîâà äóìà ñ íÿêîÿ îò íåéíèòå òðàíñëàöèè.

Ñúùåñòâóâàò ìíîæåñòâî âðúçêè ìåæäó CAC è OOC.

Òâúðäåíèå 6.4.1. Âñåêè (n, k) CAC ñúîòâåòñòâà íà (n, k, k, 1) OOC.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïîíåæå ñà k-åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà íà Zn, êîäîâàòà äóìà è

íåéíà òðàíñëàöèÿ ìîãàò äà èìàò íàé-ìíîãî k åäíàêâè åëåìåíòà. Çàòîâà OOC ñ

àâòî-êîðåëàöèÿ k å âñúùíîñò OOC áåç íèêàêâè èçèñêâàíèÿ êúì àâòîêîðåëàöèÿòà.

Àêî êðîñ-êîðåëàöèÿòà å 1, ïîëó÷àâàìå (n, k) CAC.

Åäèí (n, k) CAC ìîæå äà èìà êîäîâè äóìè, êîèòî ñúâïàäàò ñ íÿêîè îò òðàí-

ñëàöèèòå ñè. Ùå ãè íàðè÷àìå CAC-ñïåöèôè÷íè êîäîâè äóìè.

Ïðèìåð 6.4.3. Âúçìîæíè CAC-ñïåöèôè÷íè êîäîâè äóìè íà (12, 4) CAC.

X1 = {0, 1, 6, 7}, X2 = {0, 2, 6, 8}, X3 = {0, 3, 6, 9}, X4 = {0, 4, 6, 10}, X5 =

{0, 5, 6, 11}
âñÿêà îò òÿõ ñúâïàäà ñ íÿêîè îò òðàíñëàöèèòå ñè:

X1 = {0, 1, 6, 7} = {0 + t, 1 + t, 6 + t, 7 + t} çà t = 6,

X2 = {0, 2, 6, 8} = {0 + t, 2 + t, 6 + t, 8 + t} çà t = 6,

X3 = {0, 3, 6, 9} = {0 + t, 3 + t, 6 + t, 9 + t} çà t = 3, 6, 9,

X4 = {0, 4, 6, 10} = {0 + t, 4 + t, 6 + t, 10 + t} çà t = 6,

X5 = {0, 5, 6, 11} = {0 + t, 5 + t, 6 + t, 11 + t} çà t = 6.
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Ïðèìåð 6.4.4. Âúçìîæíè CAC-ñïåöèôè÷íè äóìè íà (n, k) CAC ñ gcd(n, k) > 1.

Íåêà n = t ·m è k = b ·m.
Àêî b = 1, òî {0, t, . . . (m − 1)t} å CAC-ñïåöèôè÷íà êîäîâà äóìà è àêî k å

ïðîñòî ÷èñëî, òÿ å åäèíñòâåíàòà âúçìîæíà. Àêî b = 2, òî çà âñÿêî c < t äóìàòà

{0, c, t, c + t, . . . (m− 1)t, c + (m− 1)t} å CAC-ñïåöèôè÷íà êîäîâà äóìà. Àêî b > 2,

òî {0, c1, . . . cb−1, t, c1 + t, . . . cb−1 + t, . . . (m− 1)t, c1 + (m− 1)t . . . cb−1 + (m− 1)t} å
CAC-ñïåöèôè÷íà êîäîâà äóìà çà 0 < c1 < . . . < cb < t.

Ñúùåñòâóâàò è âðúçêè ìåæäó (n, k) CAC è (n, k, k − 1, 1) OOC. Â îáùèÿ

ñëó÷àé, ëèïñàòà íà àâòîêîðåëàöèîííî óñëîâèå âîäè èëè äî ïîâå÷å êîäîâè äóìè, èëè

äî ïîâå÷å êîäîâå. Èìà, îáà÷å ïàðàìåòðè, çà êîèòî âñè÷êè (n, k) CAC ñà (n, k, k −
1, 1) OOC.

Òâúðäåíèå 6.4.2. Âñåêè (n, k) CAC ñúîòâåòñòâà íà (n, k, k − 1, 1) OOC àêî

gcd(n, k) = 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå åäíà ïðîèçâîëíà CAC-ñïåöèôè÷íà êîäîâà äóìà

X = {x1, x2, . . . xk} = {x1 + t, x2 + t, . . . xk + t} çà t < n. Òîãàâà t|n. Íåêà n = m · t.
Äåôèíèðàìå îðáèòè íà xi, òàêèâà, ÷å xi è xi + r · t ñà â åäíà è ñúùà îðáèòà çà

âñÿêî öÿëî r < n. Äúëæèíàòà íà âñÿêà îðáèòà å m. Íåêà b å áðîÿò íà òåçè îðáèòè.

Òîãàâà k = b · m è çàòîâà gcd(n, k) = m. Ñëåäîâàòåëíî CAC-ñïåöèôè÷íà êîäîâà

äóìà íå ñúùåñòâóâà àêî gcd(n, k) = 1. Çàòîâà çà òàêèâà êîäîâå å â ñèëà êðîñ -

êîðåëàöèÿ k − 1.

Ñëåäñòâèå 6.4.3. Âñåêè îïòèìàëåí CAC ñ äúëæèíà n è òåãëî 3 ìîæå äà áúäå

ðàçãëåæäàí êàòî ìàêñèìàëåí (n, 3, 2, 1) OOC àêî 3 - n, a âñåêè îïòèìàëåí CAC ñ

äúëæèíà n è òåãëî 4 ìîæå äà áúäå ðàçãëåæäàí êàòî ìàêñèìàëåí (n, 4, 3, 1) OOC

àêî 2 - n.

CAC ñà èíòåíçèâíî èçñëåäâàíè. Ñëó÷àÿò k = 3 å íàïúëíî ðåøåí: Levenstein

è Tonchev [167] è Levenshtein [166] ïðåäñòàâÿò êîíñòðóêöèÿ íà îïòèìàëíè CAC

íà äúëæèíà n çà âñÿêî n ≡ 2 (mod 4). Jimbo et al. [125] ïîäîáðÿâàò ãðàíèöàòà

íà Levenstein è äàâàò êîíñòðóêöèÿ íà îïòèìàëíè CAC â ñëó÷àèòå, êîãàòî n ≡
0 (mod 4). Ïî-êúñíî Mishima, Fu è Uruno ïðåäñòàâÿò äèðåêòíè êîíñòðóêöèè íà

îïòèìàëíè CAC ñ äúëæèíà n ≡ 0 (mod 16) [189], à Fu, Lin è Mishima [92] - ñ

äúëæèíàòà n ≡ 4 (mod 8) è ñ òîâà çàòâàðÿò ñëó÷àÿ íà ÷åòíè äúëæèíè. Çà CAC ñ

íå÷åòíà äúëæèíà Levenstein è Tonchev [167] ïðåäñòàâÿò íÿêîè îïòèìàëíè CAC çà

êîíêðåòíè ïðîñòè äúëæèíè, à Levenstein [166] ðàçøèðÿâà ðåçóëòàòà çà îùå íå÷åòíè

äúëæèíè. Wu è Fu äàâàò íåîáõîäèìè è äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíåòî íà

îïòèìàëíè ïëúòíè åêâèäèñòàíòíè CAC ñ äúëæèíà n = 2k ± 1 è òåãëî 3 [250], à

Momihara [192] - çà ïëúòíè åêâèäèñòàíòíè CAC ñ ïðîñòè íå÷åòíè äúëæèíè. Ïî-

êúñíî Momihara, M�uler, Saton è Jimbo [193] ïðåäëàãàò äèðåêòíè è ðåêóðñèâíè

êîíñòðóêöèè çà îïòèìàëíè åêâèäèñòàíòíè CAC. Íàêðàÿ, ïðåç 2014 ã. Fu, Lo è

Shum [93] êîíñòðóðàò îïòèìàëíè CAC çà íå÷åòíè n è k = 3.

156



Êîíñòðóêöèè íà îïòèìàëíè CAC ñ òåãëà 4 and 5 ñà äàäåíè â [193]. Shum and

Wong [214] è Shum, Wong è Chen [215] èçâåæäàò ãîðíè ãðàíèöè çà ðàçìåðà íà CAC,

êîèòî ñà ïðèëîæèìè çà âñÿêàêâè äúëæèíè è òåãëà. Ïðèìåðè çà CAC ñ òåãëà 3, 4

è 5 è ìàëêè äúëæèíè èìà â [234].

Â íàñòîÿùàòà ðàáîòà îïðåäåëÿìå ìíîãî íåèçâåñòíè ïðåäè ñòîéíîñòè íà ìàê-

ñèìàëíèÿ áðîé êîäîâè äóìè M(n, k) íà (n, k) CAC ñ k > 3 è ìàëêè äúëæèíè. Çà

ïîâå÷åòî ðàçãëåæäàíè äúëæèíè ïðåäñòàâÿìå è êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè.

6.4.2 Îñîáåíîñòè íà àíòèêîíôëèêòíèòå êîäîâå, êîèòî ñà îòðàçåíè â
àëãîðèòìèòå

Îáùè îñîáåíîñòè

Ïîðàäè âðúçêàòà íà CAC ñ (n, k, k, 1) OOC, çà êîíñòðóèðàíå íà âñè÷êè êîäîâå

ñ M(n, k) êîäîâè äóìè è çà óñòàíîâÿâàíå íà íåñúùåñòâóâàíåòî íà (n, k) CAC ñ

M(n, k) + 1 êîäîâè äóìè èçïîëçâàìå ìîäèôèêàöèè íà àëãîðèòìèòå, îïèñàíè â

ðàçäåë 1.2.6 è ÷àñò 6.2. Òóê ùå îïèøåì ðàçëè÷íîòî â òåçè ìîäèôèêàöèè.

Áàçîâèÿò àëãîðèòúìúò èçáèðà ïîðåäíàòà êîäîâà äóìà ñðåä âñè÷êè âúçìîæíè

êîäîâè äóìè, êîèòî ãåíåðèðàìå è ïîäðåæäàìå ïðåäè äà çàïî÷íå òúðñåíåòî. Ïîíåæå

ÑÀÑ ñà ÎÎÑ ñ íàé-ãîëÿìàòà âúçìîæíà àâòîêîðåëàöèÿ, ìíîæåñòâîòî íà òúðñåíå å

ìíîãî ãîëÿìî. Çàòîâà òúðñèì âúçìîæíîñòè òî äà áúäå íàìàëåíî ñ ïðåäâàðèòåëíè

ðàçãëåæäàíèÿ è ïî òîçè íà÷èí êîíñòðóèðàíåòî íà êîäîâåòå äà ñòàíå çíà÷èòåëíî

ïî-áúðçî.

Íåêà Tmin å íàé-ìàëêèÿò òèï, çà êîéòî ñúùåñòâóâà âúçìîæíà êîäîâà äóìà.

Íèå êîíñòðóèðàìå êîä ñ ôèêñèðàí áðîé s íà êîäîâèòå äóìè. Òîçè êîä íå ìîæå äà

èìà äóìè îò òèï ïî-ãîëÿì îò Tmax = n − 1 − (s − 1)Tmin è íèå ãè îòñòðàíÿâàìå

îò ìíîæåñòâîòî íà òúðñåíå. Çàòîâà â íÿêîè ñëó÷àè âúçìîæíèòå êîäîâè äóìè çà

êîä ñ ðàçìåð s + 1 ìîãàò äà ñà ìíîãî ïî-ìàëêî îò òåçè çà ðàçìåð s è, ñúîòâåòíî,

òúðñåíåòî ìîæå äà å ìíîãî ïî-áúðçî. Òîâà å åäíà îò ïðè÷èíèòå â íÿêîè ñëó÷àè äà

îïðåäåëÿìå M(n, k), íî äà íå ïðåäñòàâÿìå êëàñèôèêàöèÿ íà îïòèìàëíèòå êîäîâå.

Ïðè ïî-ãîëåìè k êëàñèôèêàöèîííàòà çàäà÷à ñòàâà èç÷èñëèòåëíî ïî-òåæêà.

Çàòîâà çà k = 6 è k = 7 îòñÿâàìå ÷àñò îò êîäîâåòå, êîèòî ñà ðàçëè÷íè êàòî

êîìáèíàòîðíè êîíôèãóðàöèè, íî åäíàêâè îò ãëåäíà òî÷êà íà ïðèëîæåíèåòî èì â

êàíàëèòå ñ ìíîæåñòâåí äîñòúï. Òîâà ïðàâèì êàòî ñëåäâàéêè [250] ñ÷èòàìå, ÷å:

Äåôèíèöèÿ 6.4.5. Äâå êîäîâè äóìè ñà åêâèâàëåíòíè àêî ∆(X) = ∆(Y ).

Ñ äåôèíèöèÿ 6.4.5 íàìàëÿâàìå îùå ïîâå÷å áðîÿ íà âúçìîæíèòå êîäîâè äóìè,

êîåòî óñêîðÿâà òúðñåíåòî. Ìíîæåñòâîòî íà òúðñåíå ñå ñúñòîè îò ïîñëåäîâàòåëíè

îðáèòè îò äóìè, êàòî äóìèòå îò åäíà è ñúùà îðáèòà îòèâàò åäíà â äðóãà ïðè

ïðèëàãàíåòî íà àâòîìîðôèçìèòå íà Zn (ðàçäåë 1.2.6). Ïðè ïîñòðîÿâàíå íà CAC ñ

k = 6 è k = 7 íèå îòñòðàíÿâàìå åäíà îðáèòà îò ìíîæåñòâîòî îò âúçìîæíèòå êîäîâè

äóìè, àêî ìíîæåñòâîòî îò ðàçëèêèòå íà íåéíèÿ ëèäåð X ñúâïàäà ñ ìíîæåñòâîòî
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îò ðàçëèêèòå íà ëèäåðà Y (∆(X) = ∆(Y )).

Îñîáåíîñòè ïðè ïëúòíèòå CAC

Çà íÿêîè ïàðàìåòðè, çà êîèòî íå ñìå óñïåëè äà êëàñèôèöèðàìå âñè÷êè êîäî-

âå, ïðàâèì êëàñèôèêàöèÿ ñàìî íà ïëúòíèòå CAC ñúñ ñëåäíàòà ìîäèôèêàöèÿ íà

êîíñòðóêòèâíèÿ àëãîðèòúì:

Ñïîðåä äåôèíèöèÿ 6.4.5 îòñòðàíÿâàìå åäíà îðáèòà îò ìíîæåñòâîòî îò âúç-

ìîæíèòå êîäîâè äóìè, àêî ìíîæåñòâîòî îò ðàçëèêèòå íà íåéíèÿ ëèäåðX ñúâïàäà ñ

ìíîæåñòâîòî îò ðàçëèêèòå íà ïðîèçâîëíà äóìà Y îò äðóãà îðáèòà (∆(X) = ∆(Y )).

Äîïúëíèòåëåí òåñò çà ðàçøèðèìîñò íà ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ. Íå-

êà ñìå íàìåðèëè r êîäîâè äóìè è T å òèïúò íà r-òàòà èçáðàíà äóìà, à d áðîÿò íà

ïîêðèòèòå ðàçëèêè. Çíàåéêè òèïîâåòå íà îñòàâàùèòå âúçìîæíè êîäîâè äóìè, ñå

îïèòâàìå äà íàìåðèì ñðåä òÿõ òèïîâå T1 . . . T(s−r), çà êîèòî å â ñèëà

d+ T1 + . . . T(s−r) = n− 1.

Àêî íÿìà òàêèâà, òåñòúò âðúùà îòðèöàòåëåí ðåçóëòàò è ðàçãëåæäàìå ñëåäâàùàòà

âúçìîæíîñò çà (r − 1)-âàòà êîäîâà äóìà íà ïëúòíèÿ CAC.

6.4.3 Êëàñèôèêàöèÿ - îáùà è çà ïëúòíè êîäîâå

Çà âñÿêà ñòîéíîñò íà ïàðàìåòðèòå èç÷èñëÿâàìå íàé-äîáðàòà ãîðíà ãðàíèöà çà

ðàçìåðà íà êîäà ñïîðåä ñëåäíèòå òðè ãðàíèöè, èçâåäåíè â [214]:

Ãðàíèöà 1. ([214], Òåîðåìà 1) Çà âñÿêî k ≥ 2, å â ñèëà

lim supn→∞
M(n, k)

n
=

1

2k − 2
.

Ãðàíèöà 2. ([214], Òåîðåìà 5) Àêî äúëæèíàòà íà CAC ñ òåãëî k óäîâëåòâîðÿâà

åäíî îò óñëîâèÿòà:

(i) n å ïðîñòî ÷èñëî,

(ii) âñè÷êè ïðîñòè äåëèòåëè íà n ñà ïî-ãîëåìè èëè ðàâíè íà 2k − 1.

Òîãàâà

M(n, k) ≤
⌊
n− 1

2k − 2

⌋
.

Ãðàíèöà 3. ([214], Òåîðåìà 7) Íåêà p è k − 1 ñà ðàçëè÷íè íå÷åòíè ïðîñòè

÷èñëà è p > 2k−2. Òîãàâà áðîÿò íà êîäîâèòå äóìè íà (k−1)p, k) CAC å íàé-ìíîãî

(p− 1)/2.

Â òàáëèöèòå ñà äàííèòå çà êîäîâå ñ ïîíå 2 êîäîâè äóìè. Çà âñÿêà äúëæèíà å

äàäåíà ñòîéíîñòòà íà M(n, k) è, àêî òÿ å áèëà èçâåñòíà ïðåäè íàñòîÿùîòî èçñëåä-

âàíå, öèòèðàìå ñúîòâåòíàòà ñòàòèÿ, â êîÿòî å îïðåäåëåíà. Îñâåí òîâà â êîëîíà bb

ïðåäñòàâÿìå è íàé-äîáðàòà ãîðíà ãðàíèöà çà ðàçìåðà íà êîäà. Â êîëîíàòà CAC å

çàïèñàí áðîÿò íà íååêâèâàëåíòíèòå îïòèìàëíè êîäîâå.
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Êîäîâåòå ìîãàò äà áúäàò èçòåãëåíè îò http://www.moi.math.bas.bg/∼svetlana.
Òàì å äàäåíà è äîïúëíèòåëíà èíôîðìàöèÿ çà âèäà íà êîäà ñïîðåä òèïà íà êîäîâèòå

äóìè, êàêòî å ïîêàçàíî â ñëåäâàùèÿ ïðèìåð.

Ïðèìåð 6.4.5. Èìà 12 íååêâèâàëåíòíè (34, 4, 4, 1) CAC îò 4 âèäà, êîèòî ñà

ïðåäñòàâåíè êàòî:
0)3: 5-1 6-4
1)6: 5-1 6-3 8-1
2)2: 5-1 6-2 8-2
3)1: 6-4 7-1
Òîâà îçíà÷àâà, ÷å òðèòå êîäà îò âèä 0 èìàò 1 êîäîâà äóìà îò òèï 5 è 4

êîäîâè äóìè îò òèï 6, øåñòòå êîäà îò âèä 1 èìàò åäíà êîäîâà äóìà îò òèï 5,

. . . è ò.í. Äâàòà êîäà îò âèä 2 ñà ïëúòíè, çàùîòî â òîçè ñëó÷àé âñè÷êè ðàçëèêè

ñà ïîêðèòè (5 + 6.2 + 8.2 = 33).

Ïëúòíèòå CAC ïðèòåæàâàò äîïúëíèòåëíè ñâîéñòâà, êîèòî ãè ïðàâÿò èíòå-

ðåñíè êàòî ñòðóêòóðè íà èíöèäåíòíîñò è ïîðàäè òîâà ìîãàò äà ñå îêàæàò ïî-

ïîäõîäÿùè â êîíñòðóêöèè íà äðóãè êîäîâå èëè êîìáèíàòîðíè ñòðóêòóðè. Òàêèâà

ñà, íàïðèìåð, íÿêîè ðåêóðñèâíè êîíñòðóêöèè íà CAC îò ïëúòíè CAC ñ ïî-ìàëêè

äúëæèíè [171].

Óñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíå è êîíñòðóêöèè íà ïëúòíè (n, 3) CAC çà äàäåíè n ñà

ïðåäñòàâåíè â [93], [168], [171], [192] è [250], íî ïîíÿêîãà ïðîâåðêàòà íà óñëîâèÿòà

è ïðèëàãàíåòî íà êîíñòðóêöèèòå å äîñòà ñëîæíî çà òåçè, êîèòî ñå èíòåðåñóâàò îò

êîäîâåòå ñ îãëåä íà íÿêàêâî ïðèëîæåíèå.

Íèå êëàñèôèöèðàìå îïòèìàëíèòå ïëúòíè CAC ñ òåãëà è äúëæèíè, ñúîòâåòíî,

k = 3 è n ≤ 111, k = 4 è n ≤ 120, k = 5 è n ≤ 118, k = 6 è n ≤ 119, è k = 7

è n ≤ 95. Èçïîëçâàíèÿò àëãîðèòúì ïîçâîëÿâà äà îáõâàíåì è ïëúòíè êîäîâå ñ 21

äúëæèíè, çà êîèòî íå å èçâåñòåí áðîÿò íà âñè÷êè îïòèìàëíè CAC.

Ðåçóëòàòèòå ñà ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöè 6.11 äî 6.15, êàòî äúëæèíèòå, çà êîèòî

íå ñúùåñòâóâàò ïëúòíè îïòèìàëíè CAC ñà ïðîïóñíàòè, à áðîÿò íà íååêâèâàëåíò-

íèòå ïëúòíè îïòèìàëíè CAC å äàäåí â êîëîíà TCAC.
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Òàáëèöà 6.6: îïòèìàëíè CAC ñ k = 3 è n ≤ 119
n M(n,3) Re� CAC

9 2 [166] 1
10 2 [167] 1
11 2 [166] 1
12 3 [167] 1
13 3 [166] 1
14 3 [167] 1
15 4 [166] 2
16 3 [167] 6
17 4 [166] 1
18 4 [167] 6
19 4 [166] 3
20 4 [167] 15
21 5 [166] 4
22 5 [167] 1
23 5 [166] 2
24 5 [167] 57
25 6 [166] 2
26 6 [167] 1
27 6 [166] 14
28 6 [167] 14
29 7 [166] 1
30 7 [167] 5
31 7 [167] 2
32 7 [167] 4
33 8 [167] 3
34 8 [167] 1
35 8 [166] 4
36 8 [167] 184
37 9 [166] 1
38 9 [167] 1
39 10 [166] 2
40 8 [167] 3618
41 10 [166] 1
42 10 [167] 3
43 10 [167] 2
44 9 [167] 5452
45 11 [166] 4

n M(n,3) Re� CAC

46 11 [167] 1
47 11 [166] 2
48 10 [167] 63904
49 11 [93] 70
50 12 [167] 1
51 13 [166] 4
52 11 [92] 7452
53 13 [166] 1
54 13 [167] 6
55 13 [166] 2
56 12 [125] 1344
57 14 [93] 5
58 14 [167] 1
59 14 [166] 3
60 13 [92] 294474
61 15 [166] 1
62 15 [167] 1
63 15 [93] 164
64 13 [189] 6666368
65 16 [166] 10
66 16 [167] 3
67 16 [166] 5
68 15 [92] 1600
69 17 [166] 8
70 17 [167] 1
71 17 [166] 4
72 16 [125] 21248
73 17 [93] 205
74 18 [167] 1
75 19 [166] 8
76 16 [92] 18781060
77 18 [93] 192
78 19 [167] 3
79 19 [166] 6
80 17 [189] 10985704
81 19 [93] 12240
82 20 [167] 1

n M(n,3) Re� CAC

83 20 [166] 5
84 19 [92] 39424
85 21 [166] 16
86 21 [167] 1
87 22 [166] 2
88 19 [125] 1263616
89 21 [93] 305
90 22 [167] 8
91 22 [166] 8
92 21 [92] 7221248
93 23 [93] 6
94 23 [167] 1
95 23 [166] 6
96 21 [189] 261242880
97 24 [166] 1
98 24 [167] 1
99 24 [93] 75
100 22 [92] 1839104
101 25 [93] 1
102 25 [167] 3
103 25 [93] 6
104 22 [125] ≥ 1
105 26 [93] ≥ 1
106 26 [167] ≥ 1
107 26 [93] ≥ 1
108 24 [92] ≥ 1
109 27 [93] ≥ 1
110 27 [167] ≥ 1
111 28 [93] 2
112 24 [189] ≥ 1
113 28 [93] ≥ 1
114 28 [167] ≥ 1
115 28 [93] 4
116 25 [92] ≥ 1
117 29 [93] ≥ 1
118 29 [189] ≥ 1
119 29 [93] ≥ 1
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Òàáëèöà 6.7: Îïòèìàëíè CAC ñ k = 4 è n ≤ 152

n M(n,4) bb Re� CAC

16 2 2 [234] 6
17 2 2 [234] 2
18 2 2 [234] 11
19 2 2 [234] 4
20 3 3 [234] 5
21 3 3 [193], [234] 1
22 3 3 [234] 2
23 2 2 [234] 37
24 3 3 [234] 36
25 3 3 [234] 12
26 4 4 [234] 1
27 3 3 [234] 20
28 4 4 [193], [234] 15
29 4 4 [234] 1
30 4 5 78
31 4 5 6
32 5 6 1
33 4 4 [193] 32
34 5 6 12
35 6 6 [193] 4
36 5 6 135
37 6 6 1
38 6 7 4
39 5 5 [193] 60
40 6 7 251
41 6 6 3
42 6 7 53
43 6 7 50
44 7 8 23
45 6 6 [214] 1778
46 7 8 22
47 7 7 2
48 7 8 130
49 8 8 4
50 7 9 4972
51 7 8 121
52 8 9 189
53 7 8 2530
54 8 9 3
55 8 10 318
56 8 10 9110
57 8 8 [193] 82
58 9 10 9
59 9 9 3
60 9 10 423

n M(n,4) bb Re� CAC

61 9 10 5
62 9 11 1594
63 9 11 32
64 10 11 11
65 10 11 6
66 10 11 3
67 10 11 12
68 10 12 3970
69 11 11 [193] 1
70 11 12 15
71 10 11 2386
72 11 12 14
73 11 12 3
74 11 13 971
75 11 13 128
76 12 13 15
77 12 12 [193] 16
78 11 13 221613
79 12 13 3
80 13 14 2
81 12 14 4
82 12 14 18805
83 12 13 1849
84 13 14 1
85 13 15 159
86 13 15 608
87 13 13 [193] 40
88 14 15 37
89 13 14 1916
90 14 15 8
91 14 15 [193] 28
92 14 16 5387
93 15 15 [193] 2
94 14 16 13946
95 14 16 25532
96 14 16 130749
97 15 16 2
98 15 17 205
99 14 17 1252877
100 16 17 45
101 15 16 1014
102 15 17 92768
103 16 17 1
104 17 18 12
105 16 18 100
106 16 18 7100

n M(n,4) bb Re� CAC

107 16 17 643
108 16 18 43485
109 16 18 20426
110 17 19 1089
111 17 18 29
112 17 19 50202
113 17 18 748
114 17 19 44261
115 17 20 408423
116 18 20 2036
117 17 20 ≥ 1
118 18 20 ≥ 1
119 19 19 8
120 18 20 ≥ 1
121 18 20 ≥ 1
122 19 21 109
123 19 20 20
124 20 21 1
125 19 21 13761
126 19 21 ≥ 1
127 19 19 [193] ≥ 1
128 20 22 756
129 19 21 ≥ 1
130 20 22 ≥ 1
131 20 21 ≥ 1
132 20 22 ≥ 1
133 21 22 16
134 21 23 ≥ 1
135 20 23 ≥ 1
136 22 23 164
137 21 22 ≥ 1
138 21 23 ≥ 1
139 23 23 1
140 22 24 ≥ 1
141 23 23 1
142 22 24 ≥ 1
143 22 23 ≥ 1
144 22 24 ≥ 1
145 22 25 ≥ 1
146 23 25 ≥ 1
147 24 25 2
148 23 25 ≥ 1
149 23 24 ≥ 1
150 23 25 ≥ 1
151 23 25 ≥ 1
152 25 26 12
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Òàáëèöà 6.8: Îïòèìàëíè CAC ñ k = 5 è n ≤ 150
n M(n,5) bb Re� CAC

25 2 4 8
26 2 4 1
27 2 4 2
28 2 4 4
29 2 3 11
30 3 4 4
31 3 3 1
32 2 4 94
33 2 5 192
34 2 5 371
35 4 5 3
36 3 5 31
37 4 4 1
38 3 5 26
39 3 5 83
40 4 5 15
41 3 5 205
42 5 6 1
43 3 5 714
44 5 5 [193] 1
45 6 6 [215] 10
46 4 6 124
47 5 5 2
48 4 6 1231
49 5 7 14
50 6 7 18
51 5 7 20
52 6 7 1
53 5 6 77
54 6 7 18
55 6 7 422
56 6 7 7
57 6 8 14
58 7 7 [193] 1
59 6 7 12
60 6 8 4706
61 6 7 378
62 6 8 1255
63 8 8 [215] 20
64 6 8 1791
65 7 9 651
66 7 9 139

n M(n,5) bb Re� CAC

67 7 8 31
68 7 9 28
69 8 9 8
70 8 9 5644
71 7 8 2594
72 7 9 16873
73 8 9 288
74 8 10 42
75 8 10 3600
76 8 10 26
77 8 10 1178517
78 8 10 12675
79 8 9 795
80 8 10 33414
81 9 11 2226
82 8 11 56447
83 8 10 65970
84 8 11 58003106
85 9 11 32302
86 9 11 508
87 10 11 34
88 9 11 518
89 9 11 25634
90 10 12 24
91 10 12 660
92 11 11 [193] 1
93 10 12 6205
94 10 12 30
95 11 12 4498
96 9 12 ≥ 1
97 12 12 2
98 10 13 ≥ 1
99 12 13 136
100 11 13 ≥ 1
101 10 12 ≥ 1
102 10 13 ≥ 1
103 10 12 ≥ 1
104 10 13 ≥ 1
105 11 14 ≥ 1
106 13 13 [193] 1
107 11 13 ≥ 1
108 11 14 ≥ 1

n M(n,5) bb Re� CAC

109 11 13 ≥ 1
110 12 14 3278478
111 12 14 70367
112 11 14 ≥ 1
113 12 14 846
114 12 15 ≥ 1
115 13 15 126761
116 13 15 26
117 14 15 200
118 12 15 ≥ 1
119 13 15 210
120 12 15 ≥ 1
121 13 15 259
122 13 16 2011
123 14 16 1
124 14 16 2
125 14 16 2232
126 13 16 ≥ 1
127 14 15 12
128 13 16 ≥ 1
129 14 17 ≥ 1
130 15 17 276
131 15 16 16
132 14 17 ≥ 1
133 14 17 ≥ 1
134 14 17 ≥ 1
135 15 17 3171
136 14 17 ≥ 1
137 15 17 4
138 14 18 ≥ 1
139 15 17 662
140 15 18 ≥ 1
141 15 18 ≥ 1
142 15 18 ≥ 1
143 15 17 ≥ 1
144 14 18 ≥ 1
145 16 19 ≥ 1
146 15 19 ≥ 1
147 16 19 ≥ 1
148 16 19 ≥ 1
149 16 18 ≥ 1
150 16 19 ≥ 1
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Òàáëèöà 6.9: Îïòèìàëíè CAC ñ k = 6 è n ≤ 122
n M(n,6) bb Re� CACs

36 2 4 175
37 2 3 2
38 2 4 28
39 2 4 99
40 2 5 124
41 2 4 45
42 3 5 30
43 3 4 1
44 2 5 1151
45 2 5 1343
46 2 5 2597
47 2 4 1259
48 3 5 348
49 3 5 36
50 4 6 1
51 3 6 184
52 3 6 357
53 3 5 60
54 4 6 44
55 3 5 433
56 5 6 2
57 4 6 6
58 4 6 20
59 3 5 3387
60 4 7 929
61 4 6 18
62 4 7 565
63 5 7 3
64 4 7 1624

n M(n,6) bb Re� CACs

65 4 6 380
66 5 7 209
67 4 6 913
68 5 7 3
69 5 7 41
70 5 8 541
71 5 7 40
72 5 8 7621
73 5 7 73
74 6 8 24
75 6 8 6
76 6 8 5
77 8 8 [215] 5
78 6 8 914
79 6 7 16
80 6 9 23
81 7 9 1
82 6 9 832
83 6 8 51
84 8 9 216
85 7 8 10
86 7 9 5
87 7 9 45
88 7 9 412
89 6 8 11848
90 7 10 2527
91 8 10 9766
92 7 10 476
93 8 10 4

n M(n,6) bb Re� CACs

94 8 10 2
95 9 9 [214] 1
96 8 10 252
97 8 9 5
98 8 10 65882
99 8 10 3425
100 8 11 43
101 8 10 27
102 9 11 8
103 8 10 4959
104 8 11 14403
105 9 11 7
106 9 11 14
107 8 10 39621
108 9 11 93
109 9 10 2
110 9 12 36
111 9 12 18527
112 9 12 16618
113 9 11 90
114 10 12 23
115 11 11 1
116 9 12 10788
117 9 12 305801
118 10 12 86
119 10 12 1830796
120 10 13 16
121 12 13 5
122 10 13 294

Íàøèòå ðåçóëòàòè íå ñà â ïðîòèâîðå÷èå ñ íèòî åäèí èçâåñòåí íè ïðåäèøåí

ðåçóëòàò, ïî-òî÷íî:

• Âúâ âñè÷êè ñëó÷àè, êîãàòî ñòîéíîñòòà íà M(n, k) áåøå èçâåñòíà, ñ íàøèòå

ïðîãðàìè ïîëó÷èõìå ñúùàòà ñòîéíîñò.

• Âñè÷êè íàìåðåíè îò íàñ ñòîéíîñòè íàM(n, k) ñà ïî-ìàëêè èëè ðàâíè íà òåçè,

êîèòî ïðåñìÿòàìå ñïîðåä òðèòå ãðàíèöè îò [193], [214], [215].

• Êîíñòðóèðàíèÿò â [214] (95, 6) CAC å åêâèâàëåíòåí íà íàìåðåíèÿ îò íàñ è ñå

îêàçâà, ÷å íÿìà äðóã CAC ñ òåçè ïàðàìåòðè.

• Êëàñèôèêàöèÿòà íà îïòèìàëíèòå CAC ñ òåãëî 3 è äúëæèíà n ≤ 98, çà êî-

èòî 3 - n ñúîòâåòñòâà íà êëàñèôèêàöèÿòà íà îïòèìàëíèòå (n, 3, 2, 1) OOC

(Ñëåäñòâèå 6.4.3) ñ äúëæèíà äî 98 îò [22].

• Êëàñèôèêàöèÿòà íà îïòèìàëíèòå CAC ñ òåãëî 4 è äúëæèíà n ≤ 99, çà êî-

èòî 2 - n ñúîòâåòñòâà íà êëàñèôèêàöèÿòà íà îïòèìàëíèòå (n, 4, 3, 1) OOC

(Ñëåäñòâèå 6.4.3) ñ äúëæèíà äî 99 îò [21].

Ðåçóëòàòèòå â òàçè ÷àñò ñà ïîëó÷åíè ñúâìåñòíî ñ Öîíêà Áàé÷åâà è ñà ïóáëè-

êóâàíè â [T14], [T15] è [T16].
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Òàáëèöà 6.10: Îïòèìàëíè CAC ñ k = 7 è n ≤ 96
n M(n,7) bb Re� CACs
49 2 5 396
50 2 5 1
51 2 5 3
52 2 5 7
53 2 4 22
54 2 5 36
55 2 5 89
56 3 5 34
57 3 5 1
58 2 5 726
59 2 4 778
60 2 5 5711
61 2 5 2112
62 2 6 7479
63 4 6 6
64 3 6 66

n M(n,7) bb Re� CACs
65 4 6 1
66 3 6 12
67 3 5 57
68 3 6 70
69 3 6 44
70 4 6 13
71 3 5 405
72 4 6 42
73 4 6 1
74 4 7 3
75 3 7 2717
76 4 7 5
77 5 7 5
78 4 7 22
79 4 6 81
80 4 7 442

n M(n,7) bb Re� CACs
81 4 7 910
82 5 7 1
83 4 6 287
84 5 7 38
85 6 8 1
86 4 8 2187
87 4 8 1932
88 7 8 1
89 5 7 3
90 5 8 269
91 8 8 [215] 6
92 5 8 210
93 5 8 98
94 5 8 51
95 6 8 10
96 5 8 2197

Òàáëèöà 6.11: Ïëúòíè îïòèìàëíè CAC ñ k = 3 è n ≤ 111

n M(n,3) TCAC
13 3 1
15 4 1
16 3 2
17 4 1
18 4 2
19 4 2
20 4 3
21 4 5
23 5 1
24 5 8
25 6 1
27 6 2
28 6 5
29 7 1
30 7 2
31 7 2
32 7 2
33 8 3
35 8 1
36 8 30
37 9 1
39 10 2
40 8 195
41 10 1
42 10 1
43 10 2
44 9 308

n M(n,3) TCAC
47 11 1
48 10 1602
49 11 22
51 13 4
52 11 621
53 13 1
54 13 2
56 12 170
57 14 5
59 14 2
60 13 7702
61 15 1
63 15 46
64 13 101136
65 16 6
66 16 1
67 16 4
68 15 200
69 17 7
71 17 3
72 16 1333
73 17 80
75 19 4
76 16 377203
77 18 78
78 19 1
79 19 5

n M(n,3) TCAC
80 17 209575
81 19 1758
83 20 4
84 19 2464
85 21 10
87 22 2
88 19 39552
89 21 125
90 22 3
91 22 4
92 20 200224
93 23 6
95 23 2
96 21 3411597
97 24 1
99 24 40
100 22 40928
101 25 1
102 25 1
103 25 5
104 22 ≥5000000
105 26 22
107 26 2
108 24 ≥3600000
109 27 2
111 28 2
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Òàáëèöà 6.12: Ïëúòíè îïòèìàëíè CAC ñ k = 4 è n ≤ 118

n M(n,3) TCAC
17 2 1
20 3 2
24 3 2
25 3 1
28 4 4
30 4 2
32 5 1
34 5 1
35 6 1
36 5 13
37 6 1
38 6 2
39 5 1
40 6 24
41 6 2
42 6 3
43 6 11
44 7 6
45 6 66
46 7 6
47 7 1
48 7 24
49 8 1
50 7 350
51 7 4
52 8 18
53 7 225
55 8 37
56 8 310

n M(n,4) TCAC
57 8 3
58 9 1
59 9 1
60 9 57
61 9 4
62 9 302
63 9 2
64 10 6
65 10 5
67 10 4
68 10 629
69 11 0
70 11 9
71 10 440
72 11 11
73 11 3
74 11 294
75 11 38
76 12 5
77 12 1
78 11 26106
79 12 3
80 13 2
82 12 3797
83 12 470
84 13 1
85 13 57
86 13 206
87 13 2

n M(n,4) TCAC
88 14 4
89 13 517
90 14 8
91 14 1
92 14 572
94 14 3827
95 14 4386
96 14 22577
97 15 2
98 15 72
99 14 160321
100 16 21
101 15 337
102 15 17812
104 17 2
105 16 11
106 16 2950
107 16 245
108 16 10812
109 16 6676
110 17 692
112 17 4858
113 17 231
114 17 9480
115 17 95927
116 18 340
117 17 162282
118 18 2455
120 18 45890
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Òàáëèöà 6.13: Ïëúòíè îïòèìàëíè CAC ñ k = 5 è n ≤ 118

n M(n,5) TCAC
43 3 1
45 6 1
47 5 1
50 6 1
54 6 1
55 6 7
56 6 2
60 6 23
61 6 10
62 6 5
63 8 2
64 6 15
65 7 11
66 7 4
67 7 2
69 8 1
70 8 8
71 7 13
72 7 64

n M(n,5) TCAC
73 8 15
75 8 34
77 8 362
78 8 47
79 8 19
80 8 59
81 9 4
82 8 39
83 8 285
84 8 1302
85 9 88
86 9 1
88 9 2
89 9 84
91 10 6
93 10 9
95 11 13
96 9 4214
97 12 2

n M(n,5) TCAC
98 10 25
99 12 2
101 10 468
102 10 1942
103 10 2104
104 10 2028
105 11 1521
107 11 67
108 11 58
109 11 372
110 12 18
111 12 94
112 11 1064
113 12 6
114 12 13
115 13 44
117 14 2
118 12 239

Òàáëèöà 6.14: Ïëúòíè îïòèìàëíè CAC ñ k = 6 è n ≤ 119

n M(n,6) TCAC
42 3 1
62 4 1
66 5 1
69 5 1
72 5 1
77 8 1
84 8 5
88 7 2
89 6 2

n M(n,6) TCAC
90 7 1
91 8 20
94 8 1
96 8 2
98 8 45
99 8 9
100 8 3
103 8 4
104 8 13

n M(n,6) TCAC
107 8 38
108 9 2
111 9 1
112 9 6
116 9 4
117 9 60
119 10 9

Òàáëèöà 6.15: Ïëúòíè îïòèìàëíè CAC ñ k = 7 è n ≤ 95

n M(n,7) TCAC
60 2 1
63 4 2
91 8 1
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6.5 Ñèëíè àíòèêîíôëèêòíè êîäîâå

6.5.1 Âúâåäåíèå

Äîêàòî CAC ñå èçïîëçâàò â êîìóíèêàöèîííèòå ñèñòåìè ñ ìíîæåñòâåí äîñòúï

áåç îáðàòíà âðúçêà, íî ñúñ íàëè÷íà ñèíõðîíèçàöèÿ ïî âðåìå (ñëîò), òî â ñëó÷àèòå,

êîãàòî òàêàâà ñèíõðîíèçàöèÿ íÿìà, ñå èçïîëçâàò êîäîâå, íàðå÷åíè ñèëíè àíòèêîí-

ôëèêòíè êîäîâå (SCAC) [254],[255]. Êîãàòî íÿìà ñèíõðîíèçàöèÿ ïî âðåìå (ñëîò)

ó÷àñòíèöèòå â êîìóíèêàöèÿòà íå çíàÿò êîãà çàïî÷âà ñëîòà è å âúçìîæíî åäèí

ïàêåò äàííè äà ïîïàäíå åäíîâðåìåííî â äâà ñúñåäíè ñëîòà.

Ïðèìåð 6.5.1. Äà ðàçãëåäàìå àíòèêîíôëèêòíèÿ êîä îò ïðèìåð 6.4.1, íî ñúñ

ñëîò-àñèíõðîíåí êàíàë è íåêà âòîðèÿò ó÷àñòíèê å çàïî÷íàë ìàëêî ïî-ðàíî. Òî-

ãàâà

ñëîò 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

ó÷àñòíèê 1 =========

ó÷àñòíèê 2 == = === ===

ó÷àñòíèê 3 === === ===

Â òàçè ñèòóàöèÿ ñàìî òðåòèÿò ó÷àñòíèê ùå êîìóíèêèðà óñïåøíî. Åäèí îò

íà÷èíèòå äà èçáåãíåì ïðèïîêðèâàíåòî å äà óäâîèì áðîÿ íà ñëîòîâåòå è äà ðàçã-

ëåæäàìå êîä ñ äúëæèíà 34 ñ êîäîâè äóìè {2,4,6}, {0,6,12}, {4,12,20}, {0,10,20},

ïîëó÷åíè ÷ðåç óäâîÿâàíå íà åëåìåíòèòå íà êîäîâèòå äóìè íà èçïîëçâàíèÿ CAC

ñ äúëæèíà 17. Íîâèÿò êîä å âå÷å SCAC (âèæ Òåîðåìà 6.5.3).

Êàêòî è ïðè CAC, áðîÿò íà êîäîâèòå äóìè â åäèí òàêúâ êîä îïðåäåëÿ áðîÿ

íà ïîòåíöèàëíèòå ó÷àñòíèöè â êîìóíèêàöèÿòà ïðåç êàíàëà è çàòîâà îñîáåí èíòå-

ðåñ ïðåäñòàâëÿâàò êîäîâåòå ñ ìàêñèìàëåí áðîé äóìè (îïòèìàëíè êîäîâå) ïðè

ôèêñèðàíè ïàðàìåòðè.

Â òîçè ðàçäåë êëàñèôèöèðàìå ñ òî÷íîñò äî ìóëòèïëèêàòèâíà åêâèâàëåíòíîñò

îïòèìàëíèòå SCAC çà k = 3, 4 è 5 àêòèâíè ïîòðåáèòåëè è ìàëêè äúëæèíè.

Ðàçãëåæäàìå A,B ⊂ Zn, òàêèâà, ÷å A ± B = {a ± b (mod n)|a ∈ A, b ∈ B}.
Îçíà÷àâàìå ñ P (n, k) ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè k-åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà íà Zn.

Âñåêè åëåìåíò x ∈ P (n, k) ñúîòâåòñòâà íà äâîè÷íà ïîñëåäîâàòåëíîñò ñ äúëæèíà

n è òåãëî k. Âñåêè ñèëåí àíòèêîíôëèêòåí êîä (SCAC) ñ äúëæèíà n è òåãëî k

ìîæå äà áúäå ðàçãëåæäàí êàòî ïîäìíîæåñòâî íà P (n, k). Åëåìåíòèòå ìó íàðè÷àìå

êîäîâè äóìè.

Çà âñÿêà êîäîâà äóìà X ∈ P (n, k) îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî îò ðàçëèêèòå

ìåæäó âñåêè äâà åëåìåíòà íà X ñ

d(X) = {a− b (mod n)|a, b ∈ X},

ìíîæåñòâîòî îò íåíóëåâèòå ðàçëèêè â X ñ

d∗(X) = d(X)\{0}
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è ñ d∗(X)′ ìíîæåñòâîòî

d∗(X)′ = d∗(X) ∪ (d∗(X) + {1}) ∪ (d∗(X)− {1}).

Òîãàâà CAC è SCAC ìîæåì äà äåôèíèðàìå ÷ðåç d, d∗ è d∗
′
.

Äåôèíèöèÿ 6.5.1. Ñèëåí àíòèêîíôëèêòåí êîä (SCAC) ñ äúëæèíà n è òåãëî k

(çà k åäíîâðåìåííî àêòèâíè ïîòðåáèòåëè) å ïîäìíîæåñòâî C = {X1, . . . , Xs} ⊂
P (n, k) óäîâëåòâîðÿâàùî óñëîâèåòî, ÷å çà âñÿêî j 6= k,

d∗(Xj)
′ ∩ d(Xk) = ∅.

Îçíà÷àâàìå ñ CAC(n, k) (SCAC(n, k)) êëàñà îò âñè÷êè CAC (SCAC) ñ äúë-

æèíà n è òåãëî k, à ñ M(n, k) (MS(n, k)) ìàêñèìàëíèÿ ðàçìåð (áðîé êîäîâè äóìè)

íà êîäîâåòå îò CAC(n, k) (SCAC(n, k)). Êîä ñ ìàêñèìàëíèÿ ðàçìåð ñå íàðè÷à

îïòèìàëåí.

Ïðèìåð 6.5.2. SCAC ñ äúëæèíà 55 è òåãëî 4.

X1 = {0, 11, 22, 33} d(X1) = {0,11,22,33,44}
d∗(X1)

′ = {10,11,12,21,22,23,32,33,34,43,44,45}
X2 = {0, 2, 4, 6} d(X2) = {0,2,4,6,49,51,53}

d∗(X2)
′ = {1,2,3,4,5,6,7,48,49,50,51,52,53,54}

X3 = {0, 13, 27, 41} d(X3) = {0,13,14,27,28,41,42}
d∗(X3)

′ = {12,13,14,15,26,27,28,29,40,41,42,43}
X4 = {0, 8, 17, 25} d(X4) = {0,8,9,17,25,30,38,46,47}

d∗(X4)
′ = {7,8,9,10,16,17,18,24,25,26,29,30,31,37,38,39,45,46,47,48}

Çà X ∈ P (n, k) äåôèíèðàìå

d+(X) = d∗(X) + {0, 1}.

Òîãàâà

Òâúðäåíèå 6.5.1. ([254])

C = {X1, X2, . . . , XM} ∈ SCAC(n, k) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

(i) {1, n− 1} ∩ d∗(Xj) = ∅ çà âñÿêî j;
(ii) d+(Xj) ∩ d+(Xk) = ∅ çà âñÿêî j 6= k.

Ïðèìåð 6.5.3. SCAC ñ äúëæèíà 55 è òåãëî 4.

X1 = {0, 11, 22, 33} d+(X1) = {11,12,22,23,33,34,44,45}
X2 = {0, 2, 4, 6} d+(X2) = {2,3,4,5,6,7,49,50,51,52,53,54}
X3 = {0, 13, 27, 41} d+(X3) = {13,14,15,27,28,29,41,42,43}
X4 = {0, 8, 17, 25} d+(X4) = {8,9,10,17,18,25,26,30,31,38,39,46,47,48}

Äåôèíèöèÿ 6.5.2. Äâå êîäîâè äóìè X è Y ñà åêâèâàëåíòíè àêî d(X) = d(Y ).

Ïðèìåð 6.5.4. Íåêà n = 30. Êîäîâèòå äóìè {0, 6, 12} è {0, 6, 18} ñà åêâèâàëåíò-
íè, d = {0, 6, 12, 18, 24}.
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Äåôèíèöèÿ 6.5.3. Äâà SCAC ñ äúëæèíà n è òåãëî k ñà ìóëòèïëèêàòèâíî åê-

âèâàëåíòíè àêî ìîãàò äà áúäàò ïîëó÷åíè åäèí îò äðóã ÷ðåç ïðèëàãàíå íà àâòî-

ìîðôèçúì íà Zn è çàìÿíà íà êîäîâà äóìà ñ íÿêîÿ îò íåéíèòå òðàíñëàöèè.

Äåôèíèöèÿ 6.5.4. Êîä ñ ìàêñèìàëíèÿ ðàçìåð (MS(n, k)) çà äàäåíèòå ïàðàìåòðè

ñå íàðè÷à îïòèìàëåí.

Îïòèìàëíèòå êîäîâå ïîçâîëÿâàò íà íàé-ãîëÿì áðîé ïîòðåáèòåëè äà êîìóíè-

êèðàò óñïåøíî ïî êàíàëà.

Çà ïúðâè ïúò SCAC ñà ðàçãëåæäàíè â [254], êúäåòî å èçâåäåíà è ãîðíà ãðàíèöà

çà ðàçìåðà íà òàêúâ êîä è ñà êîíñòðóèðàíè SCAC ñ ÷åòíè äúëæèíè.

Òåîðåìà 6.5.2. ([254]) Çà k ≤ n ≤ 2k2

MS(n, k) = 1.

Òåîðåìà 6.5.3. ([254]) Àêî ñúùåñòâóâà C ∈ CAC(n, k) ñ s êîäîâè äóìè, òî ñú-

ùåñòâóâà C ′ ∈ SCAC(2n, k) ñ s êîäîâè äóìè.

Òåîðåìà 6.5.4. ([254, Th. 7]) Íåêà x äåëè n è f(x, k) = x−1−x(dk/xe+d2k/xe+3k).

Ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâî S = {x1, x2, . . . xt}, êúäåòî f(xi, k) > 0 è xi è xj ñà

äåëèòåëè íà n, êîèòî ñà âçàèìíî ïðîñòè (gcd(xi, xj) = 1), i 6= j. Íåêà Φ(S, k) =∑t
i=1 f(xi, k). Äåôèíèðàìå F (n, k) = Φ(S, k) àêî Φ(S ′, k) ≤ Φ(S, k) çà âñÿêî äðóãî

ìíîæåñòâî S ′ = {x1, x2, . . . xt′} îò âçàèìíî ïðîñòè äåëèòåëè íà n. Òîãàâà çà

n ≥ 2k2

MS(n, k) ≤
⌊
n− 2 + F (n, k)

3k − 3

⌋
Èçñëåäâàíèÿòà íà SCAC ïðîäúëæàâàò â [252], [255] è [257], êúäåòî [257] ñå

îòíàñÿ äî èçïîëçâàíåòî íà SCAC è CAC, äîêàòî [252] è [255] ñà ïîñâåòåíè íà SCAC

ñ k = 3. Â òÿõ àâòîðèòå íåçàâèñèìî ïîëó÷àâàò ïî÷òè åäíàêâè ãîðíè ãðàíèöè çà

áðîÿ íà êîäîâèòå äóìè íà SCAC ñ òåãëî òðè è ÷åòíè äúëæèíè, êîèòî ïîäîáðÿâàò

Òåîðåìà 6.5.4 êîãàòî k = 3.

Òåîðåìà 6.5.5. ([255, Th. 7], ïîäîáíî â [252, Th. 18, Th. 19]) Íåêà n ≥ 18. Òîãàâà

MS(n, 3) ≤


n/8 ako n ≡ 0 (mod 8),
(n− 4)/8 ako n ≡ 4 (mod 8),
(n+ 2)/8 ako n ≡ 6 (mod 24),
(n− 2)/8 ako n ≡ 2, 10, 18 (mod 24),
(n− 6)/8 ako n ≡ 14, 22 (mod 24).

Äîêàçàíî å, ÷å òàçè ãðàíèöà å ïëúòíà çà SCAC ñ äúëæèíà n ≡ 4 (mod 8)

[255, Cor.2] è êîãàòî n óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà íà [255, Cor.2, Cor.5] è [252, Th.20,

Th.25, Th.26]. Âúâ âñè÷êè òåçè ñëó÷àè îòáåëÿçâàìå ñúñ (*) ñúîòâåòíèòå MS(n, 3) â

Òàáëèöà 6.16.
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Ïðåäè íàñòîÿùîòî èçñëåäâàíå MS(n, k) è ïðèìåðè çà îïòèìàëíè (n, k) SCAC

íå áÿõà èçâåñòíè çà k = 3, 4, 5 è ãîëÿì áðîé ìàëêè äúëæèíè. Òîâà íè ìîòèâèðà çà

íàøàòà êëàñèôèêàöèÿ.

6.5.2 Äîïúëíèòåëíèòå óñëîâèÿ è èçïîëçâàíèòå àëãîðèòìè

Ïîðàäè âðúçêàòà íà SCAC ñ CAC è, ñúîòâåòíî, ñ OOC, èçïîëçâàìå ìîäèôè-

êàöèÿ íà àëãîðèòúìà, îïèñàí â ðàçäåë 6.4.2 çà êîíñòðóèðàíå íà âñè÷êè êîäîâå ñ

MS(n, k) êîäîâè äóìè, à íà àëãîðèòúìà îò ÷àñò 6.2 çà óñòàíîâÿâàíå íà íåñúùåñò-

âóâàíåòî íà (n, k) SCAC ñ MS(n, k) + 1 êîäîâè äóìè.

Ïðîìåíèòå â äâàòà àëãîðèòúìà çàñÿãàò îñíîâíî âúçìîæíèòå êîäîâè äóìè

(êîèòî ãåíåðèðàìå è ïîäðåæäàìå ïðåäè äà çàïî÷íå òúðñåíåòî), ïðîâåðÿâàíåòî íà

ïîâå÷å óñëîâèÿ ïðè äîáàâÿíå íà ñëåäâàùà êîäîâà äóìà è òåñòà çà ìèíèìàëíîñò íà

÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ.

Âúçìîæíè êîäîâè äóìè:

Îò äåôèíèöèÿ 6.5.1 ñëåäâà, ÷å ìíîæåñòâîòî îò ðàçëèêèòå íà êîäîâà äóìà X

íà SCAC ñ äúëæèíà n íå ìîæå äà ñúäúðæà 1 èëè n− 1, ò.å.

{1, n− 1} ∩ d∗(X) = ∅.

Îòíà÷àëî êîíñòðóèðàìå è çàïàçâàìå âñè÷êè k-åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà íà P (n, k),

÷èèòî ìíîæåñòâà îò ðàçëèêèòå íå ñúäúðæàò 1 èëè n − 1, êàòî ãè ïîäðåæäàìå

ñïîðåä ìîùíîñòòà íà ìíîæåñòâàòà îò ðàçëèêèòå. Àêî èìà íÿêîëêî k-ïîäìíîæåñòâà

ñ åäíàêâè ìíîæåñòâà îò ðàçëèêèòå, îñòàâÿìå ñàìî ëåêñèêîãðàôñêè íàé-ìàëêîòî îò

òÿõ (Äåôèíèöèÿ 6.5.2). Çàïàçâàìå è ñúîòâåòíèòå ìíîæåñòâà d∗. Ìíîæåñòâîòî îò

íåíóëåâèòå ðàçëèêè d∗(X) å ñèìåòðè÷íî, ò.å. àêî z ∈ d∗(X), òî n−z ∈ d∗(X). Çàòîâà

ïàçèì ñàìî ðàçëèêèòå, êîèòî íå ñà ïî-ãîëåìè îò n/2. Âúïðåêè, ÷å Òâúðäåíèå 6.5.1

äàâà ïî-ëåñåí íà÷èí çà ïðîâåðêà íà óñëîâèÿòà, íà êîèòî òðÿáâà äà îòãîâàðÿ åäèí

SCAC, íèå íå ñúõðàíÿâàìå ìíîæåñòâîòî d+(X), çàùîòî òî íå å ñèìåòðè÷íî è,

ñúîòâåòíî ïàçåíåòî íà d+ ðàçëèêèòå èçèñêâà äâîéíî ïîâå÷å ïàìåò.

Òåñò çà ìèíèìàëíîñò íà ÷àñòè÷íèòå ðåøåíèÿ:

Àêî C ∈ SCAC(n, k), òî C ∈ CAC(n, k). Çàòîâà ìîæåì äà äåôèíèðàìå ìóë-

òèïëèêàòèâíà åêâèâàëåíòíîñò íà SCAC ïî ñúùèÿ íà÷èí êàòî çà CAC. Ïðîáëåìúò

å, ÷å êëàñúò íà åêâèâàëåíòíîñò íà åäèí SCAC íå å çàòâîðåí îòíîñíî ïðèëàãàíåòî

íà àâòîìîðôèçúì íà Zn. Ïîñëåäíîòî âîäè äî CAC, íå âñè÷êè îò êîèòî ñà SCAC.

Ïðèìåð 6.5.5. Êîäúò {{0,8,16}, {0,2,4}, {0,6,19}, {0,10,21}} å (32, 3) SCAC. Òîé

å åêâèâàëåíòåí íà êîäà {{0, 8, 16}, {0, 1, 2}, {0, 6, 12}, {0, 7, 14}}, ïîëó÷åí îò íåãî ñ

ïðèëàãàíå íà àâòîìîðôèçìà íà Z32 êîéòî ñå èçðàçÿâà ÷ðåç óìíîæåíèå ïî 3 íà

åëåìåíòèòå íà êîäîâèòå äóìè è òðàíñëàöèè, êàêòî ñëåäâà:

{0, 8, 16} ∗3→ {0, 16, 24} +16→ {0, 8, 16}
{0, 2, 4} ∗3→ {0, 6, 12}
{0, 6, 19} ∗3→ {0, 18, 25} +14→ {0, 7, 14}
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{0, 10, 21} ∗3→ {0, 30, 31} +2→ {0, 1, 2}
Ïîëó÷åíèÿò êîä, îáà÷å, å CAC, íî íå å SCAC, çàùîòî 7 ∈ d+({0, 6, 12}) è

7 ∈ d+({0, 7, 14}).

Çàòîâà íå å âúçìîæíî äà îòõâúðëÿìå åêâèâàëåíòíè ÷àñòè÷íè ðåøåíèÿ, òàêà

êàêòî ïðàâèì ïðè CAC è OOC. Äàæå àêî åêâèâàëåíòíîòî ÷àñòè÷íî ðåøåíèå îòãî-

âàðÿ íà óñëîâèÿòà çà SCAC, òî ìîæå äà ñå îêàæå íåðàçøèðèìî äî SCAC, äîêàòî

òåêóùîòî äà å ðàçøèðèìî. Ïî òàçè ïðè÷èíà òåñò çà ìèìèìàëíîñò íå ïðèëàãàìå

íà ÷àñòè÷íèòå, à ñàìî íà ïúëíèòå ðåøåíèÿ.

6.5.3 Êëàñèôèêàöèÿ - ñðàâíåíèå ñ èçâåñòíèòå êîíñòðóêöèè è ãðàíèöè

Êëàñèôèêàöèîííèòå ðåçóëòàòè ñà ïðåäñòàâåíè â òàáëèöè 6.16, 6.17 è 6.18.

Äúëæèíàòà íà êîäà å äàäåíà â ïúðâàòà êîëîíà, ïðåäâàðèòåëíî èçâåñòíèòå ãðàíè-

öè - âúâ âòîðàòà,MS(n, k) â òðåòàòà è áðîÿò íà ìóëòèïëèêàòèâíî íååêâèâàëåíòíèòå

SCAC â ÷åòâúðòàòà. Ãîðíèòå ãðàíèöè çà k = 3 è ÷åòíè n ñà èç÷èñëåíè ñïîðåä Òåî-

ðåìà 6.5.5, a âúâ âñè÷êè îñòàíàëè ñëó÷àè ñïîðåä Òåîðåìà 6.5.4. Äîëíèòå ãðàíèöè

MSl(n, k) ñà ïîëó÷åíè ñ Òåîðåìà 6.5.3 êàòî ñà èçïîëçâàíè ðàçìåðèòå íà ñúîòâåòíè-

òå îïòèìàëíè CAC, äàäåíè â [T14]. Íå ìîæåì, îáà÷å, äà ñðàâíèì áðîÿ íà (n/2, k)

CAC îò [T14] ñ áðîÿ íà (n, k) SCAC ñ ÷åòíè n è MS(n, k) = MSl(n, k), çàùîòî â

[T14] íe å äåôèíèðàíà åêâèâàëåíòíîñò íà êîäîâè äóìè (Äåôèíèöèÿ 6.5.2), êîåòî

â íÿêîè ñëó÷àè âîäè äî ïî-ãîëÿì áðîé CAC.

Ïðèìåð 6.5.6. Äâà (15, 3) CAC ñ ïî 4 êîäîâè äóìè ñà ïîëó÷åíè â [T14], äîêàòî

òóê ïîñòðîÿâàìå åäèíñòâåí (30,3) SCAC ñ 4 êîäîâè äóìè. Àêî è òóê íå áÿõ-

ìå ïîëçâàëè äåôèíèöèÿ 6.5.2, ùÿõìå äà ïîëó÷èì äâàòà êîäà: {{0,10,20}, {0,2,4},

{0,8,16}, {0,6,12}} è {{0,10,20}, {0,2,4}, {0,8,16}, {0,6,18}} (âèæ ïðèìåð 6.5.4).

Òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà MS(n, k) çà k = 3 ñà îòáåëÿçàíè ñúñ çâåçäà (*) àêî

ñà óòî÷íåíè â [252] èëè [255]. Ðàçìåðúò íà îïòèìàëíèòå êîäîâå ñúâïàäà ñ äîëíàòà

ãðàíèöàMSl(n, k) çà 83% îò ðàçãëåæäàíèòå ÷åòíè äúëæèíè,MS(n, k) = MSl(n, k)+

1 â ïîâå÷åòî îò îñòàíàëèòå ñëó÷àè íà ÷åòíè n è ñàìî MS(80, 3) = MSl(80, 3) + 2

ñ åäèíñòâåí (80, 3) SCAC îò 10 êîäîâè äóìè: {0,2,4}, {0,6,43}, {0,8,16}, {0,10,45},

{0,12,24}, {0,14,47}, {0,18,49}, {0,20,40}, {0,22,51}, {0,26,53}.

Ãîðíàòà ãðàíèöà îò Òåîðåìà 6.5.4 ñå äîñòèãà ñàìî îò ðàçìåðà íà (25, 3) CAC ñ

êîäîâè äóìè {0,2,4}, {0,6,12}, {0,8,16}. Çà k = 3 è ÷åòíè n, îáà÷å, ãîðíàòà ãðàíèöà

îò Òåîðåìà 6.5.5 äîñòèãàò 78% îò ðàçãëåæäàíèòå êîäîâå ñ ÷åòíè äúëæèíè. Äîêàòî

äîëíàòà ãðàíèöà çà ÷åòíè äúëæèíè å êîíñòðóêòèâíà, ïðåäñòàâåíèòå òóê îïòèìàë-

íè SCAC ñ íå÷åòíè äúëæèíè ñà ïúðâèòå ïðèìåðè çà îïòèìàëíè êîäîâå ñ äàäåíèòå

ïàðàìåòðè. Îáèêíîâåíî â äàäåí äèàïàçîí îò áëèçêè êîäîâè äúëæèíè ðàçìåðúò íà

îïòèìàëíèòå êîäîâå ñ íå÷åòíè äúëæèíè å ïî-ìàëúê îò òîçè íà ñúñåäíèòå ÷åòíè.

Ïðèìåð 6.5.7. Ðàçãëåæäàìå k = 4 è äèàïàçîíà îò êîäîâè äúëæèíè îò n = 87

äo n = 91. Íàé-ìàëêàòà ÷åòíà äúëæèíà ñúñ 7 êîäîâè äóìè å n = 88, äîêàòî íàé-
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ìàëêàòà íå÷åòíà ñ êîä ñúñ 7 êîäîâè äóìè å n = 91, êàòî ñúùåñòâóâà åäèíñò-

âåí (91, 4) SCAC ñ êîäîâè äóìè {0,6,12,18}, {0,4,33,62}, {0,10,37,64}, {0,14,35,70},

{0,16,41,66}, {0,2,45,47}, {0,8,31,39}.

Âñúùíîñò íàé-àòðàêòèâíèòå êîäîâå â äàäåí äèàïàçîí îò êîäîâè äúëæèíè ñà

òåçè ñ ìàêñèìàëåí ðàçìåð ïðè ñðàâíèòåëíî ìàëêà äúëæèíà è îáèêíîâåíî òåõíèÿò

áðîé å ñðàâíèòåëíî ìàëúê.

Âñè÷êè êîäîâå ñà ñâîáîäíî äîñòúïíè îíëàéí. Òå ìîãàò äà áúäàò èçòåãëåíè îò

http://www.moi.math.bas.bg/∼svetlana è äà áúäàò èçïîëçâàíè êàêòî â äèðåêòíè

ïðàêòè÷åñêè ïðèëîæåíèÿ, òàêà è çà ïî-íàòàòúøíè èçñëåäâàíèÿ.

Ðåçóëòàòèòå â òîçè ðàçäåë ñà ñúâìåñòíè ñ Öîíêà Áàé÷åâà è ñà ïóáëèêóâàíè â

[T17].
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Òàáëèöà 6.16: Îïòèìàëíè SCAC ñ k = 3 è n ≤ 122. Äîëíè ãðàíèöè îò [254],
ãîðíè ãðàíèöè çà ÷åòíè n îò [255] è [252], çà íå÷åòíè n îò [254].

n bound MS num

18 2 2 1
19 ≤ 2 2 1
20 * 2 2 3
21 ≤ 3 2 6
22 2 2 6
23 ≤ 3 2 8
24 3 3 1
25 ≤ 3 3 1
26 * 3 3 2
27 ≤ 4 3 5
28 * 3 3 7
29 ≤ 4 3 8
30 * 4 4 1
31 ≤ 4 3 23
32 3 - 4 4 2
33 ≤ 5 4 6
34 * 4 4 8
35 ≤ 5 4 5
36 * 4 4 40
37 ≤ 5 4 20
38 4 4 51
39 ≤ 6 4 111
40 4 - 5 4 114
41 ≤ 6 4 162
42 5 5 11
43 ≤ 6 5 1
44 * 5 5 9
45 ≤ 7 5 23
46 5 5 38
47 ≤ 7 5 32
48 5 - 6 5 325
49 ≤ 8 5 131
50 * 6 6 2
51 ≤ 8 6 1
52 * 6 6 7

n bound MS num

53 ≤ 8 6 3
54 6 - 7 6 82
55 ≤ 8 6 12
56 6 - 7 6 166
57 ≤ 9 6 210
58 7 7 2
59 ≤ 9 6 301
60 * 7 7 13
61 ≤ 9 6 1163
62 7 7 22
63 ≤ 10 7 44
64 7 - 8 7 109
65 ≤ 10 7 16
66 8 8 10
67 ≤ 10 7 210
68 * 8 8 4
69 ≤ 11 8 6
70 8 8 15
71 ≤ 11 8 1
72 8 - 9 8 741
73 1≤ 11 8 4
74 9 9 2
75 ≤ 12 8 785
76 * 9 9 4
77 ≤ 12 8 1040
78 10 10 2
79 ≤ 12 8 3874
80 8 - 10 10 1
81 ≤ 13 9 103
82 10 10 3
83 ≤ 13 9 122
84 * 10 10 12
85 ≤ 13 10 1
86 10 10 39
87 ≤ 14 10 15

n bound MS num

88 9 - 11 10 145
89 ≤ 14 10 7
90 11 11 4
91 ≤ 15 10 69
92 * 11 11 3
93 ≤ 15 10 2428
94 11 11 47
95 ≤ 15 10 2194
96 10 - 12 11 548
97 ≤ 15 10 14976
98 11 - 12 12 1
99 ≤ 16 11 301
100 * 12 12 2
101 ≤ 16 11 198
102 13 13 4
103 ≤ 16 11 1624
104 11 - 13 12 163
105 ≤ 17 12 14
106 13 13 3
107 ≤ 17 12 15
108 * 13 13 14
109 ≤ 17 12 126
110 13 13 36
111 ≤ 18 13 6
112 12 - 14 13 84
113 ≤ 18 13 1
114 14 14 19
115 ≤ 18 13 8
116 * 14 14 3
117 ≤ 19 13 817
118 14 14 91
119 ≤ 19 13 745
120 13 - 15 14 524
121 ≤ 19 13 5161
122 15 15 2
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Òàáëèöà 6.17: Îïòèìàëíè SCAC ñ k = 4 è n ≤ 133. Ãðàíèöèòå ñà îò [254].
n bound MS num

32 2 - 3 2 5
33 ≤ 3 2 3
34 2 - 3 2 21
35 ≤ 3 2 15
36 2 - 4 2 63
37 ≤ 3 2 50
38 2 - 4 2 116
39 ≤ 4 2 133
40 3 - 4 3 5
41 ≤ 4 3 2
42 3 - 4 3 4
43 ≤ 4 3 3
44 3 - 5 3 27
45 ≤ 5 3 21
46 2 - 5 3 44
47 ≤ 5 3 35
48 3 - 5 3 164
49 ≤ 5 3 103
50 3 - 5 3 329
51 ≤ 5 3 272
52 4 - 5 4 6
53 ≤ 5 4 4
54 3 - 6 4 9
55 ≤ 6 4 8
56 4 - 6 4 63
57 ≤ 6 4 23
58 4 - 6 4 81
59 ≤ 6 4 71
60 4 - 6 4 544
61 ≤ 6 4 200
62 4 - 6 4 770
63 ≤ 7 4 490
64 5 - 7 5 1
65 ≤ 7 4 2203

n bound MS num

66 4 - 7 5 1
67 ≤ 7 4 4288
68 5 - 7 5 42
69 ≤ 7 5 9
70 6 - 7 6 4
71 ≤ 7 5 15
72 5 - 8 6 5
73 ≤ 7 6 2
74 6 - 8 6 4
75 ≤ 8 6 7
76 6 - 8 6 7
77 ≤ 8 5 1939
78 5 - 8 6 26
79 ≤ 8 6 60
80 6 - 9 6 625
81 ≤ 9 6 158
82 6 - 9 6 365
83 ≤ 9 6 540
84 6 - 9 6 1139
85 ≤ 9 6 2299
86 6 - 9 6 3635
87 ≤ 9 6 2842
88 7 - 9 7 59
89 ≤ 9 6 8846
90 6 - 10 7 10
91 ≤ 9 7 1
92 7 - 10 7 71
93 ≤ 10 7 1
94 7 - 10 7 207
95 ≤ 10 7 75
96 7 - 10 7 1109
97 ≤ 10 7 146
98 8 - 10 8 4
99 ≤ 11 7 817

n bound MS num

100 7 - 11 7 27411
101 ≤ 11 7 2641
102 7 - 11 7 13845
103 ≤ 11 7 8098
104 8 - 11 8 536
105 ≤ 11 8 3
106 7 - 11 8 1
107 ≤ 11 8 24
108 8 - 12 8 268
109 ≤ 11 8 14
110 8 - 12 8 6240
111 ≤ 12 8 174
112 8 - 12 8 11646
113 ≤ 12 8 1454
114 8 - 12 8 7235
115 ≤ 12 8 9816
116 9 - 13 9 33
117 ≤ 13 8 11820
118 9 - 13 9 71
119 ≤ 13 8 40427
120 9 - 13 9 577
121 ≤ 13 9 2
122 9 - 13 9 180
123 ≤ 13 9 9
124 9 - 13 9 6316
125 ≤ 13 9 490
126 9 - 14 9 2005
127 ≤ 13 9 634
128 10 - 14 10 15
129 ≤ 14 9 3156
130 10 - 14 10 127
131 ≤ 14 9 15290
132 10 - 14 10 3
133 ≤ 14 10 6
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Òàáëèöà 6.18: Îïòèìàëíè SCAC ñ k = 5 è n ≤ 148. Ãðàíèöèòå ñà îò [254].
n bound MS num

50 2 - 4 2 8
51 ≤ 4 2 1
52 2 - 4 2 5
53 ≤ 4 2 8
54 2 - 4 2 20
55 ≤ 5 2 99
56 2 - 4 2 66
57 ≤ 4 2 89
58 2 - 4 2 175
59 ≤ 4 2 242
60 3 - 5 3 4
61 ≤ 4 3 1
62 3 - 5 3 3
63 ≤ 5 3 1
64 2 - 5 2 1919
65 ≤ 5 3 21
66 2 - 5 3 17
67 ≤ 5 3 27
68 2 - 5 3 23
69 ≤ 5 3 14
70 4 - 6 4 3
71 ≤ 5 3 100
72 3 - 6 4 2
73 ≤ 5 3 279
74 4 - 6 4 5
75 ≤ 6 4 3
76 3 - 6 4 2
77 ≤ 6 4 9
78 3 - 6 4 3
79 ≤ 6 4 27
80 4 - 6 4 56
81 ≤ 6 4 54
82 3 - 6 4 63

n bound MS num

83 ≤ 6 4 49
84 5 - 7 5 3
85 ≤ 7 4 470
86 3 - 7 4 355
87 ≤ 7 4 338
88 5 - 7 5 3
89 ≤ 7 5 6
90 6 - 7 6 1
91 ≤ 7 5 4
92 4 - 7 5 9
93 ≤ 7 5 18
94 5 - 7 5 32
95 ≤ 8 6 4
96 4 - 8 5 192
97 ≤ 7 5 65
98 5 - 8 6 2
99 ≤ 8 5 244
100 6 - 8 6 36
101 ≤ 8 5 868
102 5 - 8 5 1688
103 ≤ 8 6 13
104 6 - 8 6 5
105 ≤ 8 6 56
106 5 - 8 6 40
107 ≤ 8 6 52
108 6 - 9 6 228
109 ≤ 8 6 33
110 6 - 9 6 2485
111 ≤ 9 6 486
112 6 - 9 6 554
113 ≤ 9 6 482
114 6 - 9 6 2092
115 ≤ 9 6 5325

n bound MS num

116 7 - 9 7 3
117 ≤ 9 6 2573
118 6 - 9 6 10138
119 ≤ 9 6 9809
120 6 - 10 6 50721
121 ≤ 10 6 24067
122 6 - 10 6 47841
123 ≤ 10 7 1
124 6 - 10 6 112206
125 ≤ 10 6 218330
126 8 - 10 8 6
127 ≤ 10 6 261767
128 6 - 10 6 354417
129 ≤ 10 7 66
130 7 - 11 7 3231
131 ≤ 10 6 1114230
132 7 - 11 7 620
133 ≤ 10 8 6
134 7 - 11 7 912
135 ≤ 11 7 112
136 7 - 11 7 891
137 ≤ 11 7 1740
138 8 - 11 8 99
139 ≤ 11 7 2939
140 8 - 11 8 763
141 ≤ 11 7 7498
142 7 - 11 8 5
143 ≤ 12 7 17286
144 7 - 12 8 8
145 ≤ 12 8 6
146 8 - 12 8 4100
147 ≤ 12 8 1030
148 8 - 12 8 2574
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Âúçìîæíîñòè çà áúäåùà ðàáîòà

Ìíîãî ÷åñòî èíòåðåñíèòå îòâîðåíè ñëó÷àè çà áëèçêè äî óñïåøíî ðàçãëåäàíèòå

ïàðàìåòðè ñå îêàçâàò íåâúçìîæíè çà êëàñèôèêàöèÿ ïî àáñîëþòíî ñúùèÿ íà÷èí.

Îáèêíîâåíî ïðè÷èíàòà å â áúðçîäåéñòâèåòî íà ñîôòóåðà, íî ìîæå äà áúäå è â

çíà÷èòåëíî ïî-ãîëåìèÿ áðîé íà ðåøåíèÿòà, êîåòî çàòðóäíÿâà êàêòî ñàìîòî èì

ïîëó÷àâàíå è èçñëåäâàíå, òàêà è ïðàêòè÷åñêàòà èì ïðèëîæèìîñò.

Ùî ñå îòíàñÿ äî áúðçîäåéñòâèåòî, àâòîðúò å îïòèìèñò îòíîñíî ïî-íàòàòúøíîòî

óñïåøíî èçïîëçâàíå íà ìîäèôèêàöèè íà îïèñàíèòå êëàñèôèêàöèîííè àëãîðèòìè.

Îïèòúò ïîêàçâà, ÷å âúïðåêè ëîøàòà ñè òåîðåòè÷íà îöåíêà, òå èìàò ãîëåìè âúç-

ìîæíîñòè çà ïîâèøàâàíå íà åôåêòèâíîñòòà ÷ðåç îòðàçÿâàíåòî íà ïîäõîäÿùè ìà-

òåìàòè÷åñêè è äðóãè ñúîáðàæåíèÿ. Ùî ñå îòíàñÿ äî ãîëåìèÿ áðîé ðåøåíèÿ, òàì

íàé-äîáðîòî å äà áúäàò ïîòúðñåíè êðèòåðèè çà êîíñòðóèðàíå ñàìî íà ïðåäñòàâè-

òåëíà ÷àñò îò òÿõ. Òóê ùå èçðåäèì ñúâñåì ìàëêà ÷àñò îò îòâîðåíèòå ïðîáëåìè,

áëèçêè äî ðàçãëåäàíèòå â äèñåðòàöèÿòà.

Âñå îùå ñà îòâîðåíè îãðîìåí áðîé ñëó÷àé íà äèçàéíè ñ íå ìíîãî ãîëåìè ïàðà-

ìåòðè, çà êîèòî íÿìà êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè, à çà íÿêîè äîðè è âúïðîñúò çà

ñúùåñòâóâàíåòî íå å ðåøåí. Âñå îùå íå ñà êëàñèôèöèðàíè, íàïðèìåð, Ùàéíåðîâè-

òå ñèñòåìè îò òðîéêè îò ðåä 21 è íå å ÿñíî äàëè ñðåä òÿõ èìà äâîéíî-ðàçðåøèìè.

Íàïîñëåäúê t-ñïðåäîâåòå è t-ïàðàëåëèçìèòå íà ïðîåêòèâíè ïðîñòðàíñòâà íà-

ìèðàò âñå ïîâå÷å ïðèëîæåíèÿ ïðè êîäîâå, èçïîëçâàíè â êîìïþòúðíèòå ìðåæè, à

êîíñòðóêòèâíà êëàñèôèêàöèÿ å íàïðàâåíà çà ìíîãî ìàëêî ïàðàìåòðè, êàòî èçîá-

ùî íÿìà êëàñèôèêàöèè íà t-ñïðåäîâå è t-ïàðàëåëèçìè çà t > 2. Îòâîðåíè ñà è

÷èñòî ôóíäàìåíòàëíè âúïðîñè êàòî òîçè çà ñúùåñòâóâàíåòî íà äðóãè òðàíçèòèâ-

íè 2-ïàðàëåëèçìè, îñâåí òåçè â PG(5, 2). Òåîðåòè÷íè êîíñòðóêöèè íà ïàðàëåëèçìè

çà q > 2 èìà ñàìî â PG(2m − 1, q) è åäèíñòâåíèÿò ïðèìåð çà ðàçìåðíîñò, êîÿòî íå

ìîæåì äà ïðåäñòàâèì êàòî 2m − 1 ñà íàñêîðî íàìåðåíè ïàðàëåëèçìè â PG(5, 3)

[85].

Â ïîñëåäíî âðåìå ñå ðàáîòè ìíîãî âúðõó îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå, ÷èèòî

äóìè ìîãàò äà èìàò íÿêîëêî ðàçëè÷íè äúëæèíè è òåãëà. Çà òàêèâà êîäîâå çàñåãà

íÿìà èçâåñòíè êëàñèôèêàöèîííè ðåçóëòàòè.

Óáåæäåíèå íà àâòîðà å, ÷å ñúùåñòâóâàò è ìíîãî äðóãè îáåêòè, äîðè íà ïðúâ

ïîãëåä ñúâñåì ðàçëè÷íè îò ðàçãëåæäàíèòå â äèñåðòàöèÿòà, çà ÷èÿòî êëàñèôèêàöèÿ

ìîãàò äà áúäàò èçïîëçâàíè àëãîðèòìè, ïîäîáíè íà îïèñàíèòå òóê.

Ðàçáèðà ñå, íÿêîè îò ïîâäèãíàòèòå â äèñåðòàöèÿòà âúïðîñè, êîèòî ñà ðåøåíè

â íåÿ çà äàäåí ÷àñòåí ñëó÷àé, â áúäåùå áèõà ìîãëè äà íàìåðÿò è òåîðåòè÷íî ðåøå-

íèå, íàïðèìåð âúïðîñúò çà òîâà äàëè äâîéíèòå íà äèçàéíà îò òî÷êèòå è ïðàâèòå

íà ïðîåêòèâíèòå ðàâíèíè îò ïðîñò ðåä ñà óíèêàëíî-ðàçäåëèìè. Âúçìîæíî å, ñúùî

òàêà, ïðåäñòàâåíèòå òóê êîíêðåòíè ðåçóëòàòè äà ñå îêàæàò ïîëåçíè çà íàìèðàíåòî

íà òåîðåòè÷íè äîêàçàòåëñòâà çà ñúùåñòâóâàíå íà íîâè áåçêðàéíè ôàìèëèè îò òåçè

îáåêòè.
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Îçíà÷åíèÿ è ñúêðàùåíèÿ

OOC −→ îïòè÷åí îðòîãîíàëåí êîä, îïòè÷íè îðòîãîíàëíè êîäîâå
optical orthogonal code(s)

CAC −→ àíòèêîíôëèêòåí êîä, àíòèêîíôëèêòíè êîäîâå
con�ict avoiding code(s)

SCAC −→ ñèëåí àíòèêîíôëèêòåí êîä, ñèëíè àíòèêîíôëèêòíè êîäîâå
strongly con�ict avoiding code(s)

CPCW −→ öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîíåí êîíñòàíòíî-òåãëîâåí (êîä),
öèêëè÷íî-ïåðìóòàöèîííè êîíñòàíòíî-òåãëîâíè (êîäîâå)
cyclically permutable constant weight (code(s))

STS(n) −→ Ùàéíåðîâà ñèñòåìà îò òðîéêè îò ðåä n
Steiner triple system of order n
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