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Въведение

В локалната теория на повърхнините и хиперповърхнините в стандартни модел-
ни пространства, като Евклидовото пространство Em, пространството на Минковски
Em

1 или псевдо-Евклидовото пространство Em
s с индекс s > 1, един от основните

проблеми е да се определи повърхнината (хиперповърхнината) чрез система от ня-
колко функции, удовлетворяващи няколко диференциални уравнения. Това е така
наречената фундаментална теорема от типа на Боне (Bonnet), даваща естествените
условия, при които повърхнината е определена с точност до движение. Разработва-
нето на теорията на повърхнините в 4-мерното Евклидово пространство R4, както
и в 4-мерното пространство на Минковски R4

1, е база за разработването на общата
теория на 2-мерни повърхнини в Em и в Em

1 .
В Евклидовото пространство R4 общата фундаментална теорема гласи, че всяка

повърхнина без минимални точки е определена с точност до движение в R4 чрез осем
функции, удовлетворяващи система от няколко диференциални уравнения [33]. За
класа на минималните повърхнини в R4, броят на инвариантните функции и броят
на диференциалните уравнения, определящи повърхнината с точност до движение,
са редуцирани до две [65]. Повърхнините с паралелно нормирано векторно поле на
средната кривина са определени с точност до движение от три инвариантни функции,
удовлетворяващи система от три частни диференциални уравнения [41].

В последните години интезивно се изучават повърхнини в псевдо-Евклидови
пространства, тъй като те намират интерпретация от физична гледна точка. В псевдо-
Евклидово пространство съществуват два типа повърхнини в зависимост от това как-
ва е индуцираната им метрика - Риманова или Лоренцова. Повърхнините се наричат
съответно пространственоподобни или времеподобни.

Резултати, аналогични на споменатите по-горе резултати в Евклидовото прост-
ранство R4, има и за пространственоподобни повърхнини в 4-мерно пространство
на Минковски R4

1. Локалната теория на пространственоподобните повърхнини в R4
1,

чийто вектор на средната кривина във всяка точка е ненулев пространственоподобен
(или времеподобен вектор), е разгледана в [35]. Този клас повърхнини е определен
с точност до движение в R4

1 от осем инвариантни функции, удовлетворяващи систе-
ма частни диференциални уравнения. Пространственоподобните повърхнини в R4

1,
чийто вектор на средната кривина във всяка точка е светлинноподобен, са наречени
”marginally trapped”1 повърхнини. Тези повърхнини са дефинирани от Роджър Пен-
роуз (Roger Penrose) с цел да се изследват глобалните свойства на пространството-
време [60] и играят важна роля в теорията на космическите черни дупки. В последно
време ”marginally trapped” повърхнините, удовлетворяващи някакви допълнителни

1Поради липса на добър превод на български език на това понятие, ще го използваме на анг-
лийски език.
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условия, се изследват интензивно от математическа гледна точка, виж. например [9],
[10], [11], [24], [25], [26], [27]. Инвариантната теория на marginally trapped повърхни-
ните в R4

1 е разгледана в [37], където е доказано, че тези повърхнини са определени
с точност до движение чрез седем инвариантни функции, удовлетворяващи система
частни диференицални уравнения. В 4-мерно Евклидово пространство с неутрална
метрика аналог на marginally trapped повърхнините са квази-минималните повърх-
нини. Квази-минималните повърхнини с паралелно векторно поле на средната кри-
вина в R4

2 са разглеждани в [22]. В [42] е дадена класификация на квази-минимални
ротационни повърхнини в R4

2.
Изследването на минималните повърхнини е една от основните задачи в класи-

ческата диференциална геометрия, която води началото си 18-ти век, когато Лагранж
(Lagrange) разглежда вариационна задача за намиране на повърхнина с минимално
лице, зададена от затворен контур, и намира уравнението на минималните повърх-
нини, известно днес като уравнение на Лагранж [47]. Геометричната интерпретация
на минималните повърхнини като повърхнини с нулева средна кривина е дадена от
Meusnier [55]. Изучаването на минимални повърхнини в 4-мерно Евклидово прост-
ранство води началото си от Eisenhart [30]. Подробни резултати за минимални повър-
хнини са дадени в книгата на Nitsche [58]. Интензивното изучаването на минимални
подмногообразия, вложени в различни пространства, е свързано с приложенията,
които те имат в математическата физика. Класификация на минимални Лоренцови
повърхнини в псевдо-Евклидово пространство Em

s с индекс s > 1 е дадена в [20]. В
[62] са изследвани минимални повърхнини в 4-мерно пространство с индекс 2.

При изследването на повърхнините с нулев вектор на средната кривина в псевдо-
Евклидови пространства съществен проблем е въвеждането на специални парамет-
ри, които позволяват да се минимизира броят на функциите и броят на частните
диференциални уравнения, които определят повърхнината с точност до движение.
Максималните пространственоподобни повърхнини и минималните времеподобни по-
върхнини в R4

1 са изследвани съответно в [2] и [36]. Доказано е, че тези повърхнини
локално допускат специални изотермични параметри (наречени канонични), спрямо
които двете основни инварианти Гаусовата кривина и нормалната кривина удовлет-
воряват система от две ЧДУ, наречени естествени уравнения на повърхнината. И
така, за повърхнините с нулев вектор на средната кривина, броят на функциите и
броят на уравненията, които определят повърхнината с точност до движение, е ре-
дуциран до две. Освен това, геометрията на този клас повърхнини се определя от
решенията на тези системи ЧДУ.

Напоследък се появиха редица изследвания, свързани с класификация на Ло-
ренцови (времеподобни) повърхнини в псевдо-Евклидови пространства, удовлетворя-
ващи допълнителни условия за векторното поле на средната кривина или за втория
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фундаментален тензор. Ще споменем някои от тях.
Времеподобни повърхнини с постоянна средна кривина в 3-мерно пространс-

тво на Минковски са изучавани в [53]. Класификация на пространственоподобни
хеликоидални повърхнини с постоянна средна кривина в R3

1 е дадена в [63]. Прост-
ранственоподобни повърхнини с постоянна средна кривина са изучавани също в [4]
и [6].

Една повърхнина се нарича паралелна, ако втората ѝ основна форма е пара-
лелна по отношение на свързаността на Van der Waerden-Bortolotti. Паралелните
повърхнини представляват интерес не само в диференциалната геометрия, но също
така и във физиката, тъй като техните външни инварианти не се променят от точка в
точка. Паралелните Лоренцови повърхнини в 4-мерно псевдо-Евклидово пространст-
во са описани от B.-Y. Chen и J. Van der Veken в [23]. Експлицитен вид на паралелните
повърхнини в псевдо-Евклидовото пространство с неутрална метрика R4

2, в псевдо-
хиперболичното пространство H4

2(−1) и в неутралната псевдо-сфера S4
2(1) е получен

съответно в [21], [14] и [15]. Класификация на паралелните Лоренцови повърхнини в
псевдо-Евклидово пространство Em

s с произволна размерност m и произволен индекс
s е дадена в [16].

Повърхнините с паралелно векторно поле на средната кривина са друг осно-
вен клас повърхнини в Римановата и псевдо-Римановата геометрия. Те играят важ-
на роля както в диференциалната геометрия, така и в теорията на хармоничните
изображения и физиката. Първите класификационни резултати за повърхнините с
паралелно векторно поле на средната кривина в Риманови пространства с постоянна
кривина са дадени от Chen [7] и Yau [67]. В последните години бяха класифицирани
пространственоподобни повърхнини с паралелно векторно поле на средната кривина
в произволни пространствени форми [12], [13]. Пълна класификация на Лоренцови-
те повърхнини с паралелно векторно поле на средната кривина в произволно-мерно
псевдо-Евклидово пространство Em

s е направена в [17] и [31]. Обзор на класически и
нови резултати, свързани с подмногообразия с паралелно векторно поле на средната
кривина както в Риманови, така и в псевдо-Риманови многообразия, е представен от
Chen в [18].

Класът на повърхнините с паралелно нормирано векторно поле на средната
кривина се явява разширение на класа на повърхнините с паралелно векторно поле
на средната кривина. Една повърхнина в Риманово или псевдо-Риманово многооб-
разие има паралелно нормирано векторно поле на средната кривина, ако векторното
ѝ поле на средната кривина H е ненулево и единичното векторно поле по направле-
нието на H е паралелно [8]. Известно е, че всяка повърхнина в 3-мерното Евклидово
пространство има паралелно нормирано векторно поле на средната кривина, но в
4-мерното Евклидово пространство има редица примери на повърхнини, които са с
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паралелно нормирано векторно поле на средната кривина, но не и с паралелно век-
торно поле на средната кривина, което показва, че условието за наличие на паралено
нормирано векторно поле на средната кривина е по-слабо от това за наличие на па-
ралелно векторно поле на средната кривина. В [8] е доказано, че всяка аналитична
повърхнина с паралелно нормирано векторно поле на средната кривина в Евклидо-
вото пространство Em лежи или в 4-мерно Евклидово пространство E4, или върху
хиперсфера в Em като минимална повърхнина. Пространственоподобни подмногооб-
разия с паралелно нормирано векторно поле на средната кривина в пространство на
de Sitter са изследвани в [64]. За времеподобни повърхнини с паралелно нормирано
векторно поле на средната кривина в R4

1 не са ни известни резултати.

Целта на настоящата дисертация е изучаване на времеподобни повърхнини в
4-мерното пространство на Минковски R4

1 и разработване на локалната им теория по
аналогия с локалната теория на повърхнините в 4-мерното Евклидово пространство
R4 и на теорията на пространственоподобните повърхнини в 4-мерното пространство
на Минковски R4

1. Подходът ни към изучаване на времеподобните повърхнини се
базира на въвеждане на геометрично определен придружаващ репер във всяка точка
на повърхнината, спрямо който получаваме съвкупност от геометрични функции
и система от частни диференциални уравнения, които определят повърхнината с
точност до движение в R4

1.
Естествено е да си поставим въпроса дали могат да се въведат специални па-

раметри върху други класове времеподобни повърхнини в R4
1 освен минималните,

които да позволят минимизиране на броя на функциите и броя на уравненията, за-
даващи повърхнините с точност до движение. Успяхме да решим този проблем за
класа на времеподобните повърхнини с паралелно нормирано векторно поле на сред-
ната кривина. Подходът ни към изучаване на тези повърхнини се базира на въвеж-
дане на специални изотропни параметри, които наричаме канонични. Използването
на канонични параметри позволява да характеризираме времеподобните повърхни-
ни с паралелно нормирано векторно поле на средната кривина чрез три функции,
удовлетворяващи система от три частни диференциялни уравнения, които определят
повърхнината с точност до движение.
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Глава 1. Фундаментални теореми за времеподобни повърхнини
в четиримерно пространство на Минковски

1.1. Основни сведения и понятия

Нека R4
1 е четиримерно пространство на Минковски с индуцирана метрика ⟨ , ⟩

със сигнатура (3,1). Ориентацията в R4
1 се задава с фиксирана ортонормирана коор-

динатна система K = Oe1e2e3e4 такава, че ⟨e1, e1⟩ = ⟨e2, e2⟩ = ⟨e3, e3⟩ = 1, ⟨e4, e4⟩ =

−1. Стандартната гладка метрика се задава в локални координати чрез

dx2
1 + dx2

2 + dx2
3 − dx2

4.

При индефинитна метрика вектор v от псевдо-Евклидовото пространство R4
1 може

да бъде
(1) пространственоподобен, ако ⟨v, v⟩ > 0 или v = 0;
(2) времеподобен, ако ⟨v, v⟩ < 0;
(3) светлинноподобен (наричан също изотропен), ако v ̸= 0 и ⟨v, v⟩ = 0.

Дефиниция 1.1.1. Една двумерна повърхнина M2 в R4
1 се нарича пространстве-

ноподобна, ако индуцираната метрика g върху M2 е Риманова.

Дефиниция 1.1.2. Една двумерна повърхнина M2 в R4
1 се нарича времеподобна,

ако индуцираната метрика g върху M2 е с индекс 1 (т.е. Лоренцова).

В настоящия дисертационен труд изучаваме двумерни времеподобни повърхни-
ни в 4-мерното пространство на Минковски R4

1.

За двумерна времеподобна повърхнина M2 в R4
1 имаме следното разлагане на

допирателно и нормално пространство:

R4
1 = TpM

2 ⊕NpM
2,

при което рестрикцията на метриката ⟨ , ⟩ върху допирателното пространство TpM
2

е със сигнатура (1, 1) и рестрикцията на метриката върху нормалното пространство
NpM

2 е със сигнатура (2, 0).
Използваме стандартните означения ∇̃ и ∇ за свързаностите на Леви-Чевита

съответно върху R4
1 и M2. За произволни допирателни векторни полета x и y към M2

и нормално векторно поле ξ на M2 са в сила следните формули на Гаус и Вайнгартен
[7]:

∇̃xy = ∇xy + σ(x, y);

∇̃xξ = −Aξx+Dxξ.
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Чрез тези формули се дефинират вторият фундаментален тензор σ, нормалната
свързаност D и линейният оператор Aξ, съответстващ на векторното поле ξ (наричан
shape operator). Връзката между оператора Aξ и втория фундаментален тензор σ се
задава чрез формулата:

⟨σ(x, y), ξ⟩ = ⟨Aξx, y⟩.

Чрез втория фундаментален тензор σ се дефинира и векторно поле на средната
кривина H на повърхнината M2 по следния начин:

H =
1

2
trσ.

В случая на времеподобна повърхнина M2 векторното поле на средната кривина се
изразява по формулата

H =
1

2
(−σ(x, x) + σ(y, y)),

където {x, y} е локална ортонормирана база на допирателното пространство, за която
⟨x, x⟩ = −1, ⟨y, y⟩ = 1.

Дефиниция 1.1.3. Една повърхнина M2 в R4
1 се нарича минимална, ако векторното

поле на средната кривина е нула във всяка точка от повърхнината, т.е. H = 0.

Едно нормално векторно поле ξ върху повърхнина M2 се нарича паралелно в
нормалното пространство (или само паралелно), ако е паралелно по отношение на
нормалната свързаност D, т.е. Dξ = 0 във всички точки на повърхнината [19]. По-
върхнина M2 се нарича повърхнина с паралелно векторно поле на средната кривина,
ако векторното ѝ поле на средната кривина H е паралелно, т.е. DH = 0. Една повър-
хнина M2 се нарича повърхнина с паралелно нормирано векторно поле на средната
кривина, ако H е ненулево векторно поле и съществува единично векторно поле по
направление на H, което е паралелно в нормалното пространство [8]. Лесно се вижда,
че ако M2 е повърхнина с ненулево паралелно векторно поле на средната кривина H

(т.е. DH = 0), то M2 е повърхнина с паралелно нормирано векторно поле на сред-
ната кривина. Обратното, обаче, в общия случай не е вярно. В сила е само в случая,
когато ∥H∥ = const.

Нека {x, y} е ортонормирана база от допирателни векторни полета, а {n1, n2} е
ортонормирана база от нормални векторни полета на повърхнина M2 и нека n е про-
изволно нормално векторно поле. Тогава са в сила следните формули за Гаусовата
кривина K, тензорът на кривината RD на нормалната свързаност D и кривината
на нормалната свързаност κ (нормалната кривина) на повърхнината M2:

K =
⟨σ(x, x), σ(y, y)⟩ − ⟨σ(x, y), σ(x, y)⟩

⟨x, x⟩⟨y, y⟩ − ⟨x, y⟩2
;
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RD(x, y)n = DxDyn−DyDxn−D[x,y]n;

κ =
⟨RD(x, y)n1, n2⟩

⟨x, x⟩⟨y, y⟩ − ⟨x, y⟩2
.

В настоящия труд изучаваме двумерни времеподобни повърхнини в 4-мерното
пространство на Минковски R4

1.

1.2. Изображение на Вайнгартен за времеподобна повърхнина
в R4

1

В този параграф въвеждаме линейно изображение γ от тип изображение на
Вайнгартен и разработваме локална теория за времеподобни повърхнини в четири-
мерното пространство на Минковски R4

1 по аналогия с теорията на повърхнините в
R4 и на пространственоподобните повърхнини в R4

1. Въвеждаме инвариантите k и κ,

които са породени от изображението γ по следния начин: k = det γ, κ = −1

2
tr γ. До-

казваме, че функцията κ, дефинирана чрез изображението на Вайнгартен по горната
формула, съвпада с кривината на нормалната свързаност на повърхнината M2.

Въвеждаме понятията спрегнати допирателни, асимптотични линии и главни
линии на повърхнината и показваме, че наличието на главни линии върху времепо-
добна повърхнина зависи от знака на функцията κ2−k. В случая, когато κ2−k > 0,
във всяка точка от повърхнината съществуват две главни допирателни и повър-
хнината M2 може да се параметризира спрямо главните ѝ линии. В този случай
изображението γ може да се диагонализира.

За разлика от пространственоподобните повърхнини в R4
1, при които изображе-

нието на Вайнгартен винаги е диагонализируемо и съществуват главни линии във
всяка точка на повърхнината, в случая на времеподобна повърхнина в R4

1 изображе-
нието γ не винаги може да се диагонализира. Затова в случая когато κ2 − k > 0,
разработваме локалната теория аналогично на теорията на пространственоподобните
повърхнини в R4

1 на база на съществуващата параметризация спрямо главни линии.
В случая когато κ2 − k < 0, не съществуват главни линии на повърхнината и затова
прилагаме нов подход за изследване, базиран на локалната параметризация спрямо
изотропните направления на повърхнината.

1.3. Времеподобни повърхнини, състоящи се от омбилични точ-
ки

В този параграф разглеждаме времеподобни повърхнини без инфлексни точки,
за които κ2− k = 0 във всяка точка. Тези повърхнини се състоят само от омбилични
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точки2. Доказваме следното твърдение.

Твърдение 1.3.1. Нека M2 е времеподобна повърхнина в R4
1 без инфлексни точки.

Тогава, M2 е минимална повърхнина тогава и само тогава, когато M2 се състои
от омбилични точки.

Минималните времеподобни повърхнини в R4
1 са изучавани в [36], където е до-

казано, че те се определят еднозначно (с точност до движение) чрез две инвариантни
функции, удовлетворяващи система от две частни диференциални уравнения. Пора-
ди това, в настоящия дисертационен труд не се занимаваме с този клас времеподобни
повърхнини.

1.4. Времеподобни повърхнини без омбилични точки

В този параграф изучаваме времеподобни повърхнини, за които κ2−k ̸= 0, т.е.
повърхнини без омбилични точки. В случая когато κ2 − k > 0 в някаква подобласт,
използваме локална параметризация спрямо главните линии. Този клас времеподоб-
ни повърхнини е разгледан в §1.4.1. В случая когато κ2−k < 0 в някакава подобласт,
използваме локална параметризация спрямо изотропните линии. Тези изследвания
са дадени в §1.4.2.

1.4.1 Времеподобни повърхнини, параметризирани спрямо
главни линии

В този параграф изучаваме времеподобните повърхнини, които могат да се па-
раметризират спрямо главни линии. Въвеждаме геометричен репер на повърхнината
{X,Y,N1, N2}, определен от главните направления и векторното поле на средната
кривина H и разработваме локалната теория на времеподобните повърхнини, за ко-
ито κ2 − k > 0, по аналогия с теорията на пространственоподобните повърхнини в
R4

1.
Спрямо въведения геометричен репер са в сила следните деривационни форму-

ли от тип формули на Френе:

∇̃XX = γ1Y + ν1N1;

∇̃XY = γ1X + λN1 + µN2;

∇̃YX = −γ2Y + λN1 + µN2;

∇̃Y Y = −γ2X + ν2N1;

∇̃XN1 = ν1X − λY + β1N2;

∇̃YN1 = λX − ν2Y + β2N2;

∇̃XN2 = −µY − β1N1;

∇̃YN2 = µX − β2N1,

от които получаваме 8 функции γ1, γ2, ν1, ν2, λ, µ, β1, β2, определени от геометричния
2Използваме терминологията от класическата диференциална геометрия на повърхнини в R3.
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репер. Векторното поле на средната кривина H, Гаусовата кривина K, нормалната
кривина κ и функцията k се изразяват чрез следните формули:

H =
−ν1 + ν2

2
N1; K = λ2 + µ2 − ν1ν2; κ = (ν1 + ν2)µ; k = −4ν1ν2µ

2.

Следните твърдения следват непосредствено от горните формули.

Твърдение 1.4.1. Нека M2 е времеподобна повърхнина в R4
1 без омбилични точ-

ки, параметризирана спрямо главните линии. Тогава, M2 е с постоянна ненулева
средна кривина тогава и само тогава, когато ν1 − ν2 = const = c, c ̸= 0.

Твърдение 1.4.2. Нека M2 е времеподобна повърхнина в R4
1 без омбилични точки,

параметризирана спрямо главните линии. Тогава, M2 е плоска (K = 0), тогава и
само тогава, когато ν1ν2 = λ2 + µ2.

Твърдение 1.4.3. Нека M2 е времеподобна повърхнина в R4
1 без омбилични точки,

параметризирана спрямо главните линии. Тогава, M2 е с постоянна ненулева Гау-
сова кривина (K = const ̸= 0), тогава и само тогава, когато λ2+µ2− ν1ν2 = const =
c, c ̸= 0.

Твърдение 1.4.4. Нека M2 е времеподобна повърхнина в R4
1 без омбилични точки,

параметризирана спрямо главните линии. Тогава, M2 е с плоска нормална свърза-
ност (κ = 0), тогава и само тогава, когато ν1 + ν2 = 0.

Твърдение 1.4.5. Нека M2 е времеподобна повърхнина в R4
1 без омбилични точки,

параметризирана спрямо главните линии. Тогава, M2 е с постоянна ненулева нор-
мална кривина (κ = const ̸= 0), тогава и само тогава, когато (ν1 + ν2)µ = const =
c, c ̸= 0.

За класа на времеподобните повърхнини, които допускат параметризация спря-
мо главни линии, доказваме следната фундаментална теорема (теорема за същест-
вуване и единственост):
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Теорема 1.4.6. Нека γ1, γ2, ν1, ν2, λ, µ, β1, β2 са гладки функции, дефинирани в об-
ласт D, D ⊂ R2, и удовлетворяващи условията

(µ)u
ν1β2 + 2µγ2 − β1λ

> 0

(µ)v
ν2β1 − 2µγ1 − β2λ

> 0

(
√
−E)v = γ1

√
−E

√
G

(
√
G)u = −γ2

√
−E

√
G

1√
−E

(γ2)u +
1√
G
(γ1)v = −γ2

1 + γ2
2 − λ2 − µ2 + ν1ν2

1√
−E

(λ)u −
1√
G
(ν1)v = γ1(ν1 + ν2) + 2λγ2 + µβ1

1√
−E

(ν2)u −
1√
G
(λ)v = 2λγ1 + (ν1 + ν2)γ2 − µβ2

1√
−E

(β2)u −
1√
G
(β1)v = β1γ1 + β2γ2 + µ(ν1 + ν2),

където
√
−E =

(µ)u
ν1β2 + 2µγ2 − β1λ

,
√
G =

(µ)v
ν2β1 − 2µγ1 − β2λ

. Нека {X0, Y0, (N1)0, (N2)0}

е ортонормиран репер в точка p0 ∈ R4
1. Тогава, съществува подобласт D0, D0 ⊂ D

и единствена времеподобна повърхнина M2 : z = z(u, v), (u, v) ∈ D0, минаваща през
p0, такава, че {X0, Y0, (N1)0, (N2)0} е геометричният репер на M2 в точка p0, а
γ1, γ2, ν1, ν2, λ, µ, β1, β2 са геометричните функции на повърхнината.

1.4.2 Времеподобни повърхнини, параметризирани спрямо
изотропни линии

В случая, когато κ2 − k < 0, не съществуват главни линии и подходът от пре-
дишния параграф не може да се приложи. Затова използваме, че във всяка точка на
времеподобна повърхнина в R4

1 съществуват две изотропни линии и изучаваме тези
повърхнини спрямо изотропни параметри. Този подход може да се приложи, както
за класа κ2 − k > 0, така и за класа κ2 − k < 0.

Нека M2 е времеподобна повърхнина в R4
1 без омбилични точки и κ2 − k ̸= 0

във всяка точка от повърхнината. Известно е, че за времеподобна повърхнина в R4
1

локално съществува параметризация (u, v) такава, че метричният тензор g на M2

има следния вид [49]:
g = −f 2(u, v)(du⊗ dv + dv ⊗ du),

където f(u, v) е положителна функция. Нека z = z(u, v), (u, v) ∈ D е такава локална
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параметризация на M2. Спрямо нея коефициентите на първата основна форма са

E = ⟨zu, zu⟩ = 0; F = ⟨zu, zv⟩ = −f 2(u, v); G = ⟨zv, zv⟩ = 0,

което означава, че допирателните векторни полета zu и zv са светлинноподобни (изот-
ропни). Параметрите (u, v) се наричат изотропни параметри на повърхнината, а
направленията, определени от zu и zv – изотропни направления.

Въвеждаме геометричен репер {x, y, n1, n2} на повърхнината, определен от изот-
ропните направления и векторното поле на средната кривина H, който наричаме
псевдо-ортонормиран геометричен репер. Разработваме локална теория за времепо-
добните повърхнини, параметризирани спрямо изотропни линии, като извеждаме
деривационните формули спрямо псевдо-ортонормирания геометричен репер и по-
лучаваме система от функции γ1, γ2, ν, λ1, λ2, µ1, µ2, β1, β2, определени от него.
Деривационните формули имат вида:

∇̃xx = γ1x + λ1n1 + µ1n2;

∇̃xy = −γ1y − νn1;

∇̃yx = −γ2x − νn1;

∇̃yy = γ2y + λ2n1 + µ2n2;

∇̃xn1 = −νx+ λ1y + β1n2;

∇̃yn1 = λ2x− νy + β2n2;

∇̃xn2 = +µ1y − β1n1;

∇̃yn2 = µ2x − β2n1.

Векторното поле на средната кривина H и Гаусовата кривина K се изразяват
по следния начин:

H = ν n1; K = ν2 − (λ1λ2 + µ1µ2).

В сила са следните твърдения.

Твърдение 1.4.8. Нека M2 е времеподобна повърхнина в R4
1 без омбилични точки,

параметризирана спрямо изотропните линии. Тогава, M2 е с постоянна ненулева
средна кривина тогава и само тогава, когато ν = const = c, c ̸= 0.

Твърдение 1.4.9. Нека M2 е времеподобна повърхнина в R4
1 без омбилични точки,

параметризирана спрямо изотропните линии. Тогава, M2 е плоска (K = 0), тогава
и само тогава, когато ν2 = λ1λ2 + µ1µ2.

Твърдение 1.4.10. Нека M2 е времеподобна повърхнина в R4
1 без омбилични точки,

параметризирана спрямо изотропните линии. Тогава, M2 е с постоянна ненулева
Гаусова кривина (K = const ̸= 0), тогава и само тогава, когато ν2− (λ1λ2+µ1µ2) =

const = c, c ̸= 0.

Геометричният смисъл на функциите β1 и β2 се дава в следващите две твърде-



12

ния.

Твърдение 1.4.11. Нека M2 е времеподобна повърхнина в R4
1 без омбилични точки,

параметризирана спрямо изотропните линии. Тогава, M2 има паралелно векторно
поле на средната кривина тогава и само тогава, когато β1 = β2 = 0 и ν = const.

Твърдение 1.4.12. Нека M2 е времеподобна повърхнина в R4
1 без омбилични точки,

параметризирана спрямо изотропните линии. Тогава, M2 има паралелно нормирано
векторно поле на средната кривина тогава и само тогава, когато β1 = β2 = 0 и
ν ̸= const.

В следващия параграф доказваме фундаментални теореми за съществуване и
единственост на времеподобни повърхнини, параметризирани спрямо изотропни ли-
нии.

1.4.3 Фундаментални теореми за времеподобни повърхнини от
общ тип

В този параграф изучаваме повърхнини, за които β2
1 + β2

2 ̸= 0. Наричаме ги
времеподобни повърхнини от общ тип. Като използваме, че свързаността ∇̃ на Леви-
Чевита е плоска и деривационните формули, получени в §1.4.2, получаваме следните
условия за интегруемост за този клас повърхнини:

x(λ2) + y(ν) + 2γ1λ2 − µ2β1 = 0;

x(ν) + y(λ1) + 2γ2λ1 − µ1β2 = 0;

x(µ2) + 2γ1µ2 + νβ2 + λ2β1 = 0;

y(µ1) + 2γ2µ1 + νβ1 + λ1β2 = 0;

x(γ2) + y(γ1) + 2γ1γ2 − ν2 + λ1λ2 + µ1µ2 = 0;

x(β2)− y(β1) + µ1λ2 − λ1µ2 + γ1β2 − γ2β1 = 0.

Нормалната кривина κ и функцията k, определена от изображението на Вайн-
гартен, се изразяват чрез следните формули:

κ = λ1µ2 − λ2µ1; k = 4ν2µ1µ2 + (λ1µ2 − λ2µ1)
2.

В сила са твърденията:

Твърдение 1.4.13. Нека M2 е времеподобна повърхнина в R4
1 без омбилични точ-

ки, параметризирана спрямо изотропните линии. Тогава, M2 е с плоска нормална
свързаност (κ = 0), тогава и само тогава, когато λ1µ2 = λ2µ1.
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Твърдение 1.4.14. Нека M2 е времеподобна повърхнина в R4
1 без омбилични точки,

параметризирана спрямо изотропните линии. Тогава, M2 е с постоянна ненулева
нормална кривина (κ = const ̸= 0), тогава и само тогава, когато λ1µ2 − λ2µ1 =

const ̸= 0.

От получените формули за κ и k следва, че знакът на израза κ2 − k зависи от
произведението на функциите µ1 и µ2. По-точно, в сила е следната връзка:

κ2 − k = −4ν2µ1µ2.

Ако допуснем, че µ1(u, v) = 0 и µ2(u, v) = 0 за всяко (u, v) ∈ D, тогава повър-
хнината се състои само от инфлексни точки, т.е. във всяка точка p ∈ M2 първото
нормално пространство Im σp = span {σ(x, y) : x, y ∈ TpM

2} е едномерно. В този
случай повърхнината е развиваема или лежи в 3-мерно пространство [48]. Затова,
считаме, че µ2

1 + µ2
2 ̸= 0 поне в подобласт D0 на D.

Разглеждаме три типа времеподобни повърхнини в R4
1 и за всеки от тях доказ-

ваме фундаментална теорема (теорема за съществуване и единственост) на езика на
изотропни параметри.

Първият случай, който разглеждаме, е µ1 ̸= 0 и µ2 ̸= 0 в дефиниционната
област и такава времеподобна повърхнина наричаме от първи тип. Доказваме фун-
даментална теорема, която гласи, че всяка времеподобна повърхнина от първи тип
е определена с точност до движение от шест функции f(u, v) > 0, ν(u, v), λ1(u, v),
λ2(u, v), µ1(u, v), µ2(u, v), удовлетворяващи система от четири частни диференциални
уравнения. По-точно, теоремата гласи:

Теорема 1.4.15. Нека f(u, v) > 0, ν(u, v), λ1(u, v), µ1(u, v), λ2(u, v), µ2(u, v), µ1µ2 ̸=
0 са шест гладки функции, дефинирани в област D, D ⊂ R2, и удовлетворяващи
следните условия

(i) (λ2
2 + µ2

2)u + (ln f 4)u(λ
2
2 + µ2

2) + 2λ2νv +
2νµ2

µ1

(
νu + (λ1)v + λ1(ln f

2)v

)
= 0;

(ii) (λ2
1 + µ2

1)v + (ln f 4)v(λ
2
1 + µ2

1) + 2λ1νu +
2νµ1

µ2

(
(λ2)u + νv + λ2(ln f

2)u

)
= 0;

(iii)
2ffuv − 2fufv

f 4
+ λ1λ2 + µ1µ2 − ν2 = 0;

(iv)

(µ1λ2 − µ2λ1)
(
f 2µ1µ2 − (ln f 2)uv

)
+ νuuµ2 − νvvµ1 + (λ1)uvµ2 − (λ2)uvµ1+

+µ2(λ1)u(ln f
2)v − µ1(λ2)v(ln f

2)u −
µ2(µ1)u

µ1

(
νu + (λ1)v + λ1(ln f

2)v
)
+

+
µ1(µ2)v

µ2

(
(λ2)u + νv + λ2(ln f

2)u
)
= 0.
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Нека {x0, y0, (n1)0, (n2)0} е псевдо-ортонормиран репер в точка p0 ∈ R4
1. Тогава, съ-

ществува подобласт D0 ⊂ D и единствена времеподобна повърхнина от първи тип
M2 : z = z(u, v), (u, v) ∈ D0, параметризирана спрямо изотропни параметри, та-
кава, че M2 минава през p0 и {x0, y0, (n1)0, (n2)0} е геометричният репер на M2 в
точката p0.

Времеподобните повърхнини от втори тип се характеризират с µ1 ̸= 0, µ2 = 0,
λ2 ̸= 0. Те се определя от 5 функции f(u, v) > 0, ν(u, v), λ1(u, v), λ2(u, v), µ1(u, v),
удовлетворяващи система от 4 частни диференциални уравнения. Фундаменталната
теорема за времеподобни повърхнини от втори тип гласи следното:

Теорема 1.4.16. Нека f(u, v) > 0, ν(u, v), λ1(u, v), µ1(u, v), λ2(u, v) ̸= 0 са пет гладки
функции, дефинирани в област D, D ⊂ R2 и удовлетворяващи следните условия:

(i) (λ2)u + νv + (ln f 2)uλ2 = 0;

(ii) (µ1)v + (ln f 2)vµ1 −
ν2 − λ1λ2

λ2µ1

(νu + (λ1)v + (ln f 2)vλ1) = 0;

(iii)
2ffuv − 2fufv

f 4
− (ν2 − λ1λ2) = 0;

(iv)

f 2µ2
1λ

2
2 + λ2

(
νuu + (λ1)uv + (λ1)u(ln f

2)v + λ1(ln f
2)uv

)
+

+ν
(
νuv + (λ1)vv + (λ1)v(ln f

2)v + λ1(ln f
2)vv

)
−

−
(
νu + (λ1)v + λ1(ln f

2)v

)(
λ2(ln |µ1|)u + νv − ν(ln |µ1|)v − ν(ln |λ2|)v

)
= 0.

Нека {x0, y0, (n1)0, (n2)0} е псевдо-ортонормиран репер в точка p0 ∈ R4
1. Тогава, съ-

ществува подобласт D0 ⊂ D и единствена времеподобна повърхнина от втори тип
M2 : z = z(u, v), (u, v) ∈ D0, параметризирана спрямо изотропни параметри, та-
кава, че M2 минава през p0 и {x0, y0, (n1)0, (n2)0} е геометричният репер на M2 в
точката p0.

Времеподобните повърхнини от трети тип се характеризират с µ1 ̸= 0, µ2 = 0,
λ2 = 0 и се определят от 3 функции f(u, v) > 0, λ1(u, v), µ1(u, v), удовлетворяващи
система от 3 частни диференциални уравнения. Фундаменталната теорема за време-
подобни повърхнини от трети тип е:
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Теорема 1.4.17. Нека f(u, v) > 0, λ1(u, v) и µ1(u, v) са три гладки функции, дефи-
нирани в област D, D ⊂ R2 и удовлетворяващи условията

(i) (f−2 (ln f 2)uv)v = 0;

(ii) (λ1)v + λ1(ln f
2)v +

(
f−1

√
(ln f 2)uv

)
u
= 0;

(iii) (µ1)vv + (µ1)v(ln f
2)v + µ1(ln f

2)vv = 0.

Нека {x0, y0, (n1)0, (n2)0} е псевдо-ортонормиран репер в точка p0 ∈ R4
1. Тогава, съ-

ществува подобласт D0 ⊂ D и единствена времеподобна повърхнина от трети тип
M2 : z = z(u, v), (u, v) ∈ D0, параметризирана спрямо изотропни параметри, та-
кава, че M2 минава през p0 и {x0, y0, (n1)0, (n2)0} е геометричният репер на M2 в
точка p0.

1.5 Времеподобни повърхнини с паралелно нормирано вектор-
но поле на средната кривина

В този параграф разглеждаме времеподобни повърхнини с паралелно норми-
рано векторно поле на средната кривина, т.е. повърхнини, за които е изпълнено
β1 = β2 = 0 и ν ̸= const. За този клас повърхнини извеждаме деривационни формули
от тип формули на Френе и получаваме условията за интегруемост.

Времеподобните повърхнини с паралелно нормирано векторно поле на средната
кривина се делят на два основни подкласа:

• повърхнини, за които K −H2 ̸= 0 в подобласт,

• повърхнини, за които K −H2 = 0 в подобласт,

където K е Гаусовата кривина, а H е векторното поле на средната кривина. И за
двата класа повърхнини можем да въведем специални изотропни параметри (наре-
чени канонични), които ни позволяват да редуцираме броя на функциите и броя
на диференциалните уравнения, определящи повърхнините с точност до движение
в R4

1. Доказваме фундаментални теореми за съществуване и единственост на езика
на каноничните параметри за двата класа времеподобни повърхнини с паралелно
нормирано векторно поле на средната кривина.

1.5.1 Повърхнини, удовлетворяващи K −H2 ̸= 0

В този случай е в сила µ1µ2 ̸= 0. За този клас повърхнини въвеждаме специални
изотропни параметри, които наричаме канонични, чрез следната дефиниция:
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Дефиниция 1.5.2. Нека M2 е времеподобна повърхнина в R4
1 с паралелно нормира-

но векторно поле на средната кривина и K −H2 ̸= 0. Изотропните параметри (u, v)

се наричат канонични, ако метричната функция f се представя чрез формулата:

f(u, v) =
1√
|µ|

, µ ̸= 0.

В сила е следното твърдение.

Твърдение 1.5.3. Всяка времеподобна повърхнина с паралелно нормирано векторно
поле на средната кривина, за която K−H2 ̸= 0, локално може да се параметризира
спрямо канонични параметри.

След извеждане на деривационните формули спрямо канонични параметри и
използване на получените от тях условия за интегруемост, доказваме, че всяка вре-
меподобна повърхнина с паралелно нормирано векторно поле на средната кривина,
за която K −H2 ̸= 0, се определя от 3 функции λ(u, v), µ(u, v) и ν(u, v), удовлетво-
ряващи система от 3 частни диференциални уравнения.

1.5.2 Повърхнини, удовлетворяващи K −H2 = 0

В този случай имаме µ1µ2 = 0. По аналогичен начин въвеждаме канонични
параметри за този клас повърхнини и доказваме, че:

Твърдение 1.5.5. Всяка времеподобна повърхнина с паралелно нормирано векторно
поле на средната кривина, за която K−H2 = 0, локално може да се параметризира
спрямо канонични параметри.

След извеждане на деривационните формули и условията за интегруемост, по-
лучаваме, че повърхнината е определена от 3 функции λ(u, v), µ(u, v) и ν(u), удов-
летворяващи система от 2 частни диференциални уравнения.

1.5.3 Фундаментални теореми за времеподобни повърхнини с
паралелно нормирано векторно поле на средната кривина

В този параграф обобщаваме получените резултати от §1.5.1 и §1.5.2 като до-
казваме фундаменталните теореми за съществуване и единственост на времеподобни
повърхнини с паралелно нормирано векторно поле на средната кривина, параметри-
зирани спрямо канонични параметри.

В случая, когато K −H2 ̸= 0, фундаменталната теорема гласи:
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Теорема 1.5.6. Нека λ(u, v), µ(u, v) и ν(u, v) са гладки функции, µ ̸= 0, ν ̸= const,
дефинирани в област D, D ⊂ R2, и удовлетворяващи условията

νu + λv = λ(ln |µ|)v;

λu − ενv = λ(ln |µ|)u;

|µ| (ln |µ|)uv = −ν2 − ε(λ2 + µ2),

където ε = ±1. Нека {x0, y0, (n1)0, (n2)0} е псевдо-ортонормиран репер в точка p0 ∈
R4

1. Тогава, съществува подобласт D0 ⊂ D и единствена времеподобна повърхнина
M2 : z = z(u, v), (u, v) ∈ D0 с паралелно нормирано векторно поле на средната
кривина, такава, че M2 минава през p0, {x0, y0, (n1)0, (n2)0} е геометричният репер
на M2 в точката p0, функциите λ(u, v), µ(u, v), ν(u, v) са геометричните функции
на повърхнината и K −H2 > 0 при ε = 1, съответно K −H2 < 0 при ε = −1. При
това, (u, v) са канонични изотропни параметри на M2.

В случая, когато K −H2 ̸= 0, фундаменталната теорема е:

Теорема 1.5.7. Нека λ(u, v), µ(u, v) и ν(u) са гладки функции, µ ̸= 0, ν ̸= const,
дефинирани в област D, D ⊂ R2, и удовлетворяващи условията

νu + λv = λ(ln |µ|)v;

|µ| (ln |µ|)uv = −ν2.

Нека {x0, y0, (n1)0, (n2)0} е псевдо-ортонормиран репер в точка p0 ∈ R4
1. Тогава,

съществува подобласт D0 ⊂ D и единствена времеподобна повърхнина M2 : z =

z(u, v), (u, v) ∈ D0 с паралелно нормирано векторно поле на средната кривина, та-
кава че M2 минава през p0, {x0, y0, (n1)0, (n2)0} е геометричният репер на M2 в
точката p0, функциите λ(u, v), µ(u, v), ν(u) са геометричните функции на повър-
хнината и K − H2 = 0. При това, (u, v) са канонични изотропни параметри на
M2.

С тези теореми показваме, че за класа на времеподобните повърхнини с па-
ралелно нормирано векторно поле на средната кривина в R4

1 можем да редуцираме
броя на функциите и броя на частните диференциални уравнения, които определят
повърхнината с точност до движение в R4

1.

Забележка. За времеподобните повърхнини с паралелно нормирано векторно поле
на средната кривина можем да разгледаме също и канонични неизотропни парамет-
ри, които в случая K − H2 > 0 имат същия геометричен смисъл като каноничните
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параметри на пространственоподобни повърхнини с паралелно нормирано векторно
поле на средната кривина в пространствата R4

1 и R4.

Глава 2. Времеподобни повърхнини от ротационен тип

Във втора глава прилагаме разработената локална теория за времеподобни по-
върхнини в R4

1 като конструираме два големи класа повърхнини, единият от които
допуска параметризация спрямо главни линии, а другият не допуска такава пара-
метризация и при него използваме изотропни параметри.

Първият клас са обобщени ротационни повърхнини в R4
1. При тях изображени-

ето на Вайнгартен е диагонализируемо и прилагаме разработената в §1.4.1 теория.
Вторият клас са специални повърхнини в R4

1, които представляват 1-парaмет-
рични системи от меридиани на ротационна хиперповърхнина. За този клас повър-
хнини изображението на Вайнгартен е недиагонализируемо и за тях прилагаме тео-
рията, разработена в §1.4.2 и §1.4.3.

2.1. Времеподобни обобщени ротационни повърхнини в R4
1

По аналогия с обобщените ротационни повърхнини в Евклидовото пространство
R4 разглеждаме времеподобни обобщени ротационни повърхнини в пространството
на Минковски R4

1 кaто изучаваме два типа такива повърхнини – с времеподобна и
с пространственоподобна меридианна крива. За тези повърхнини изображението на
Вайнгартен е диагонализируемо и ги изучаваме параметризирани спрямо главните
направления.

2.1.1 Обобщени ротационни повърхнини от първи тип

Нека M1 е повърхнина в R4
1, параметризирана по следния начин:

M1 : z(u, v) = (f(u) cosαv, f(u) sinαv, g(u) sinh βv, g(u) cosh βv) ,

където u ∈ J ⊂ R, v ∈ [0; 2π), f(u) и g(u) са гладки функции, удовлетворяващи
условията f(u)g′(u)− g(u)f ′(u) ̸= 0, f ′ 2(u)− g′ 2(u) < 0, α2f 2(u) + β2g2(u) > 0, и α, β

са положителни константи. M1 е времеподобна повърхнина в R4
1, която наричаме

времеподобна обобщена ротационна повърхнина от първи тип. Нейната меридианна
крива c : x(u) = (f(u), 0, 0, g(u)) е времеподобна.

Основните инварианти на повърхнината се изразяват чрез функциите f(u) и
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g(u) по следните формули:

κ =
αβ(fg′ − f ′g)

[
(f ′ 2 − g′ 2)(α2fg′ + β2f ′g) + (f ′′g′ − f ′g′′)(α2f 2 + β2g2)

]
(f ′ 2 − g′ 2)2(α2f 2 + β2g2)2

;

k =
4α2β2(f ′′g′ − f ′g′′)(fg′ − f ′g)2(α2fg′ + β2f ′g)

(f ′ 2 − g′ 2)3(α2f 2 + β2g2)3
;

K =
(f ′′g′ − f ′g′′) (α2fg′ + β2f ′g) (α2f 2 + β2g2)− α2β2 (fg′ − f ′g)2 (f ′ 2 − g′ 2)

(f ′ 2 − g′ 2)2(α2f 2 + β2g2)2
;

H =
(f ′g′′ − f ′′g′) (α2f 2 + β2g2) + (α2fg′ + β2f ′g) (f ′ 2 − g′ 2)

2(α2f 2 + β2g2)(
√

g′ 2 − f ′ 2)3
n2,

където n2 е единично нормално векторно поле.
За този клас повърхнини показваме, че κ2−k > 0, което означава, че повърхни-

ната може да се параметризира спрямо главни линии. Въвеждаме геометричен репер
{X,Y,N1, N2}, определен от главните направления и векторното поле на средната
кривина H, и намираме осемте функции γ1, γ2, ν1, ν2, λ, µ, β1, β2 от фундаменталната
теорема. Те се изразяват чрез функциите f(u) и g(u) по следните формули:

γ1 = 0; γ2 =
−(α2ff ′ + β2gg′)

(α2f 2 + β2g2)
√

g′2 − f ′2
;

ν1 =
f ′′g′ − f ′g′′

(
√
g′2 − f ′2)3

; ν2 =
−(α2fg′ + β2gf ′)

(α2f 2 + β2g2)(
√
g′2 − f ′2)

;

λ = 0; µ =
αβ(fg′ − gf ′)

(α2f 2 + β2g2)
√

g′2 − f ′2
;

β1 = 0; β2 =
αβ(gg′ − ff ′)

(α2f 2 + β2g2)
√

g′2 − f ′2
.

2.1.2 Обобщени ротационни повърхнини от втори тип

В този параграф разглеждаме класа на времеподобните обобщени ротационни
повърхнини с пространственоподобна меридианна крива. Нека M2 е повърхнина в
R4

1, параметризирана чрез

M2 : z(u, v) = (f(u) cosαv, f(u) sinαv, g(u) cosh βv, g(u) sinh βv) ,

където u ∈ J , v ∈ [0; 2π), f(u) и g(u) са гладки функции, удовлетворяващи неравен-
ствата f(u)g′(u)− g(u)f ′(u) ̸= 0, α2f 2(u)− β2g2(u) < 0, f ′ 2(u) + g′ 2(u) > 0, и α, β са
положителни константи. M2 е времеподобна повърхнина в R4

1 като в този случай ме-
ридианната крива c : x(u) = (f(u), 0, 0, g(u)) е пространственоподобна. Повърхнината
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M2 наричаме времеподобна обобщена ротационна повърхнина от втори тип.

Основните инварианти на повърхнината се изразяват чрез функциите f(u) и
g(u) по следните формули:

k =
4α2β2(f ′′g′ − f ′g′′)(f ′g − fg′)2(α2fg′ + β2f ′g)

(f ′ 2 + g′ 2)3(α2f 2 − β2g2)3
,

κ =
αβ(fg′ − f ′g)

[
(f ′ 2 + g′ 2)(α2fg′ + β2f ′g) + (f ′′g′ − f ′g′′)(α2f 2 − β2g2)

]
(f ′ 2 + g′ 2)2(α2f 2 − β2g2)2

,

K =
α2β2 (f ′g − fg′)2 (f ′ 2 + g′ 2)− (f ′′g′ − f ′g′′)(α2f 2 − β2g2)

(
α2fg′ + β2f ′g

)
(f ′ 2 + g′ 2)2(α2f 2 − β2g2)2

,

H =
(f ′g′′ − f ′′g′) (α2f 2 − β2g2) + (α2fg′ + β2f ′g) (f ′ 2 + g′ 2)

2(α2f 2 − β2g2)(
√
g′ 2 + f ′ 2)3

n1,

където n1 е единично нормално векторно поле.

За функциите γ1, γ2, ν1, ν2, λ, µ, β1, β2, определени от геометричния репер
{X,Y,N1, N2} на повърхнината M2, получаваме, че се изразяват чрез функциите
f(u) и g(u) по следния начин:

γ1 = 0; γ2 =
(α2ff ′ − β2gg′)

(α2f 2 − β2g2)
√

f ′2 + g′2
;

ν1 =
f ′′g′ − f ′g′′

(
√

f ′2 + g′2)3
; ν2 =

(α2fg′ + β2gf ′)

(α2f 2 − β2g2)(
√

f ′2 + g′2)
;

λ = 0; µ =
−αβ(f ′g − fg′)

(α2f 2 − β2g2)
√

f ′2 + g′2
;

β1 = 0; β2 =
−αβ(gg′ + ff ′)

(α2f 2 − β2g2)
√
f ′2 + g′2

.

Да отбележим, че инвариантата λ за времеподобните обобщени ротационни по-
върхнини от първи и втори тип е нула, с което се характеризират Chen-повърхнините.
Следователно, е в сила следната теорема.

Теорема 2.1.1. Времеподобните обобщени ротационни повърхнини от първи и вто-
ри тип без минимални точки в R4

1 са нетривиални Chen-повърхнини.

В следващите параграфи описваме някои основни класове времеподобни обоб-
щени ротационни повърхнини, зададени с условия върху Гаусовата кривина, нормал-
ната кривина или векторното поле на средната кривина.
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2.1.3 Плоски времеподобни обобщени ротационни повърхнини

В този параграф разглеждаме класа на плоските времеподобни обобщени ро-
тационни повърхнини от първи и втори тип. Описваме ги аналитично чрез следната
теорема.

Теорема 2.1.2. (i) Времеподобна обобщена ротационна повърхнина от първи тип е
плоска тогава и само тогава, когато, с точност до параметризация, меридианната
ѝ крива е определена чрез c : x(u) = (f(u), 0, 0, u), където f(u) е решение на следното
диференциално уравнение:(

ln

∣∣∣∣1 + f ′

1− f ′

∣∣∣∣)′

=
−2α2β2 (f − uf ′)2

(α2f + β2uf ′) (α2f 2 + β2u2)
.

(ii) Времеподобна обобщена ротационна повърхнина от втори тип е плоска
тогава и само тогава, когато, с точност до параметризация, меридианната ѝ
крива е определена чрез c : x(u) = (f(u), 0, u, 0), където f(u) е решение на следното
диференциално уравнение:

(arctan f ′)
′
=

α2β2 (uf ′ − f)2

(α2f 2 − β2u2) (α2f + β2uf ′)
.

2.1.4 Времеподобни обобщени ротационни повърхнини с плоска
нормална свързаност

В този параграф описваме аналитично времеподобните обобщени ротационни
повърхнини от първи и втори тип с плоска нормална свързаност. Резултатът е даден
в следната теорема.

Теорема 2.1.3. (i) Времеподобна обобщена ротационна повърхнина от първи тип
има плоска нормална свързаност тогава и само тогава, когато, с точност до па-
раметризация, меридианната ѝ крива е определена чрез c : x(u) = (f(u), 0, 0, u),
където f(u) е решение на следното диференциално уравнение:(

ln

∣∣∣∣1 + f ′

1− f ′

∣∣∣∣)′

=
2(α2f + β2uf ′)

α2f 2 + β2u2
.

(ii) Времеподобна обобщена ротационна повърхнина от втори тип има плоска
нормална свързаност тогава и само тогава, когато, с точност до параметризация,
меридианната ѝ крива е определена чрез c : x(u) = (f(u), 0, u, 0), където f(u) е
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решение на следното диференциално уравнение:

(arctan f ′)
′
=

α2f + β2uf ′

β2u2 − α2f 2
.

2.1.5 Времеподобни обобщени ротационни повърхнини, състоя-
щи се от параболични точки

Разглеждаме времеподобни обобщени ротационни повърхнини от първи и втори
тип, състоящи се от параболични точки. За този клас повърхнини е в сила k = 0,
където k е инвариантата от изображението на Вайнгартен. В следващата теорема
описваме аналитично този клас повърхнини.

Теорема 2.1.4. Времеподобна обобщена ротационна повърхнина от първи или вто-
ри тип се състои от параболични точки, тогава и само тогава, когато е изпълнено
едно от следните условия:

(i) повърхнината е развиваема праволинейна повърхнина в R4
1;

(ii) повърхнината е неразвиваема праволинейна повърхнина в R4
1;

(iii) повърхнината е неправолинейна повърхнина в R4
1, чиято меридианна крива

е зададена чрез g = Cu− β2

α2 , където C = const ̸= 0.

2.1.6 Минимални времеподобни обобщени ротационни повърх-
нини

В този параграф разглеждаме минималните времеподобни обобщени ротацион-
ни повърхнини от първи и втори тип. В следващата теорема даваме експлицитния
им вид.

Теорема 2.1.5. (i) Времеподобна обобщена ротационна повърхнина от първи тип
е минимална тогава и само тогава, когато, с точност до параметризация, мери-
дианната ѝ крива е определена чрез c : x(u) = (f(u), 0, 0, u), където функцията f(u)

се задава с формулата

f =

√
A

α
sin

(
ε
α

β
ln
∣∣∣βu+

√
A+ β2u2

∣∣∣+ C

)
; A = const, C = const, ε = ±1.

(ii) Времеподобна обобщена ротационна повърхнина от втори тип е минимал-
на тогава и само тогава, когато, с точност до параметризация, меридианната ѝ
крива е определена чрез c : x(u) = (f(u), 0, u, 0), където функцията f(u) се задава с
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формулата

f =

√
A

α
sin

(
ε
α

β
ln
∣∣∣βu+

√
β2u2 − A

∣∣∣+ C

)
; A = const, C = const, ε = ±1.

2.1.7 Времеподобни обобщени ротационни повърхнини с посто-
янно векторно поле на средната кривина

Изследваме времеподобните обобщени ротационни повърхнини от първи и вто-
ри тип с постоянно векторно поле на средната кривина, т.е. ⟨H,H⟩ = const ̸= 0 и
даваме аналитичното описание на този клас повърхнини в следващата теорема.

Теорема 2.1.6. (i) Времеподобна обобщена ротационна повърхнина от първи тип
е с постоянно векторно поле на средната кривина тогава и само тогава, когато,
с точност до параметризация, меридианната ѝ крива е определена чрез c : x(u) =

(f(u), 0, 0, u), където f(u) е решение на следното диференциално уравнение:(
ln

∣∣∣∣1 + f ′

1− f ′

∣∣∣∣)′

=
−2(α2f + β2uf ′)

(α2f 2 + β2u2)
+ 2C

√
1− f ′2, C = const ̸= 0.

(ii) Времеподобна обобщена ротационна повърхнина от втори тип е с посто-
янно векторно поле на средната кривина тогава и само тогава, когато, с точност
до параметризация, меридианната ѝ крива е определена чрез c : x(u) = (f(u), 0, u, 0),
където f(u) е решение на следното диференциално уравнение:

(arctanf ′)′ =
(α2f + β2uf ′)

(α2f 2 − β2u2)
+ C

√
1 + f ′2, C = const ̸= 0.

2.1.8 Времеподобни обобщени ротационни повърхнини с пара-
лелно нормирано векторно поле на средната кривина

В този параграф описваме аналитично времеподобните обобщени ротационни
повърхнини от първи и втори тип с паралелно нормирано векторно поле на средната
кривина чрез следната теорема.

Теорема 2.1.7. (i) Времеподобна обобщена ротационна повърхнина от първи тип
има паралелно нормирано векторно поле на средната кривина тогава и само тогава,
когато, с точност до параметризация, меридианната ѝ крива е определена чрез
c : x(u) = (f(u), 0, 0, u), където

f(u) = ±
√
u2 + C2; C = const ̸= 0.
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(ii) Времеподобна обобщена ротационна повърхнина от втори тип има пара-
лелно нормирано векторно поле на средната кривина тогава и само тогава, когато,
с точност до параметризация, меридианната ѝ крива е определена чрез c : x(u) =

(f(u), 0, 0, u), където

f(u) = ±
√
C2 − u2; u ∈ (−C,C); C = const ̸= 0.

2.2 Времеподобни меридианни повърхнини в R4
1

2.2.1 Меридианни повърхнини, лежащи върху ротационна хи-
перповърхнина с времеподобна ос

Нека f = f(u) и g = g(u) са гладки функции, дефинирани в интервал I ⊂ R,
такива, че ḟ 2(u) − ġ2(u) < 0, u ∈ I. Ротационната хиперповърхнина в R4

1, получена
при ротация на кривата m : u → (f(u), g(u)) около времеподобната ос Oe4, има
следната параметризация:

M′ : Z(u,w1, w2) = f(u) cosw1 cosw2 e1+ f(u) cosw1 sinw2 e2+ f(u) sinw1 e3+ g(u) e4.

Хиперовърхнината M′ е 2-параметрична система от меридиани.
Ако означим l(w1, w2) = cosw1 cosw2 e1 + cosw1 sinw2 e2 + sinw1 e3, то парамет-

ризацията на M′ може да се запише така:

M′ : Z(u,w1, w2) = f(u) l(w1, w2) + g(u) e4, u ∈ I, v ∈ J.

Да отбележим, че l = l(w1, w2) е радиус-векторът на 2-мерната сфера S2(1) с
център O, лежаща в 3-мерното Евклидово пространство R3 = span{e1, e2, e3}.

Нека w1 = w1(v), w2 = w2(v), v ∈ J, J ⊂ R. Тогава,

c : l = l(v) = l(w1(v), w2(v))

е гладка крива върху двумерната сфера S2(1). Разглеждаме 2-мерна повърхнина
M′

m, лежаща върху ротационната хиперповърхнина M′ и зададена по следния начин:

M′
m : z(u, v) = Z(u,w1(v), w2(v)), u ∈ I, v ∈ J.

Параметризацията на M′
m може да се запише също във вида:

M′
m : z(u, v) = f(u) l(v) + g(u) e4, u ∈ I, v ∈ J.
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M′
m е 1-параметрична система от меридиани на M′. Ще наричаме M′

m времеподобна
меридианна повърхнина от елиптичен тип.

За този клас повърхнини получаваме, че нормалната кривина κ и функцията
k имат вида:

k =
κ2
mκ

2

f 2
; κ = 0,

където κm е кривината на меридианната крива m, а κ е сферичната кривина на
кривата c. От това, че κ = 0, можем да формулираме следното твърдение:

Твърдение 2.2.2. Времеподобната меридианна повърхнина M′
m от елиптичен тип,

дефинирана чрез M′
m : z(u, v) = f(u) l(v)+g(u) e4, u ∈ I, v ∈ J , е повърхнина с плоска

нормална свързаност.

Можем да разграничим следните три основни случая на меридианни повърх-
нини от елиптичен тип:

I. κ(v) = 0, т.е. сферичната крива c върху сферата S2(1) е голяма окръжност.
В този случай, векторното поле n1 е постоянно и повърхнината M′

m лежи в хипер-
равнината R3

1 = {x, y, n2} на R4
1.

II. κm = 0, т.е. меридианната крива m е част от права. В този случай k = κ = 0.
Може да се пресметне, че и Гаусовата кривина е K = 0, откъдето следва, че M′

m е
развиваема праволинейна повърхнина.

III. κκm ̸= 0, т.е. кривата c, лежаща върху сферата S2(1), не е голяма окръжност
и меридианната крива m не е права линия.

В първите два случая повърхнината M′
m се състои само от инфлексни точки.

По нататък ще разглеждаме общия (третия) случай, т.е. считаме, че е изпълнено
κ ̸= 0 и κm ̸= 0.

За времеподобните меридианни повърхнини от елиптичен тип е в сила не-
равенството κ2 − k < 0, откъдето следва, че изображението на Вайнгартен е не-
диагонализируемо, т.е. не съществуват главни линии на повърхнината M′

m. Затова
въвеждаме изотропни параметри за този клас повърхнини и намираме геометричен
псевдо-ортонормиран репер на повърхнината, определен от изотропните направле-
ния и векторното поле на средната кривина. Пресмятаме деривационните формули
спрямо изотропните параметри, от където намираме функциите γ1, γ2, ν, µ1, µ2, λ1,
λ2, β1, β2, изразени чрез функциите, задаващи меридианната крива m, и сферичната
кривина на сферичната крива c, задаваща ротационната хиперповърхнина.



26

В частния случай, когато 1 + ḟ 2 + ff̈ = 0, т.е. меридианната крива m се задава
с функциите

f(u) = ±
√
−u2 + 2au+ b, a = const, b = const;

g(u) = ±
√
a2 + b arcsin

u− a√
a2 + b

+ c, c = const,

геометричните функции на повърхнината са:

γ1 = −γ2 = − ḟ√
2f

=
u− a√

2(−u2 + 2au+ b)
;

ν = λ1 = λ2 =
κ

2f
=

±κ

2
√
−u2 + 2au+ b

;

µ1 = µ2 = −

√
ḟ 2 + 1

f
=

−
√
a2 + b

−u2 + 2au+ b
;

β1 = β2 = 0.

В общия случай, когато 1 + ḟ 2 + ff̈ ̸= 0, геометричните функции на повърхни-
ната се изразяват чрез формулите:

γ1 = −γ2 = − ḟ√
2f

;

ν =

√
κ2(ḟ 2 + 1) + (1 + ḟ 2 + ff̈)2

2f

√
ḟ 2 + 1

;

µ1 = µ2 =
κf̈√

κ2(ḟ 2 + 1) + (1 + ḟ 2 + ff̈)2
;

λ1 = λ2 =
κ2(ḟ 2 + 1) + (1 + ḟ 2)2 − f 2f̈ 2

2f

√
ḟ 2 + 1

√
κ2(ḟ 2 + 1) + (1 + ḟ 2 + ff̈)2

;

β1 =
κ
(
ḟ f̈(ff̈ − 2ḟ 2 − 2)− f

...
f (ḟ 2 + 1)

)
+ κ′(ḟ 2 + 1)(1 + ḟ 2 + ff̈)

√
2

√
ḟ 2 + 1

(
κ2(ḟ 2 + 1) + (1 + ḟ 2 + ff̈)2

) ;

β2 =
κ
(
ḟ f̈(ff̈ − 2ḟ 2 − 2)− f

...
f (ḟ 2 + 1)

)
− κ′(ḟ 2 + 1)(1 + ḟ 2 + ff̈)

√
2

√
ḟ 2 + 1

(
κ2(ḟ 2 + 1) + (1 + ḟ 2 + ff̈)2

) .
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2.2.2 Времеподобни меридианни повърхнини от елиптичен тип
с постоянна Гаусова кривина

В този параграф класифицираме времеподобните меридианните повърхнини
от елиптичен тип, за които Гаусовата кривина е константа. За времеподобните мери-
дианни повърхнини от елиптичен тип получаваме, че Гаусовата кривина K се изра-
зява по формулата:

K =
f̈(u)

f(u)
.

В следващите теореми даваме експлицитно представяне на плоските меридиан-
ни повърхнини от елиптичен тип и на меридианните повърхнини с ненулева посто-
янна Гаусова кривина.

Теорема 2.2.4. Нека M′
m е времеподобна меридианна повърхнина от елиптичен

тип, дефинирана чрез M′
m : z(u, v) = f(u) l(v) + g(u) e4, u ∈ I, v ∈ J . Тогава, M′

m е
плоска повърхнина тогава и само тогава, когато меридианната крива m се задава
с функциите:

f(u) = a u+ b; a = const, b = const;

g(u) = ±
√
a2 + 1u+ c1; c1 = const.

Теорема 2.2.5. Нека M′
m е времеподобна меридианна повърхнина от елиптичен

тип, дефинирана чрез M′
m : z(u, v) = f(u) l(v) + g(u) e4, u ∈ I, v ∈ J . Тогава, M′

m

има постоянна ненулева Гаусова кривина K тогава и само тогава, когато мериди-
анната крива m се задава чрез:

f(u) = a1 cos
√
−K u+ a2 sin

√
−K u, при K < 0;

f(u) = a1 cosh
√
K u+ a2 sinh

√
K u, при K > 0,

където a1 и a2 са константи, а функцията g(u) се определя от ġ(u) =
√

ḟ 2(u) + 1.

2.2.3 Времеподобни меридианни повърхнини от елиптичен тип
с постоянна средна кривина

В този параграф разглеждаме времеподобните меридианни повърхнини от елип-
тичен тип с постоянна средна кривина, т.е. ⟨H,H⟩ = const ̸= 0. Получените резултати
са дадени в следната теорема.

Теорема 2.2.6. Нека M′
m е времеподобна меридианна повърхнина от елиптичен

тип, дефинирана с M′
m : z(u, v) = f(u) l(v) + g(u) e4, u ∈ I, v ∈ J . Тогава, M′

m има



28

постоянна средна кривина, т.е. ||H|| = a = const, a ̸= 0, тогава и само тогава,
когато кривата c върху S2(1) има постоянна сферична кривина κ = const = b, b ̸= 0

и меридианната крива m се задава, чрез ḟ = φ(f), където

φ(t) = ±

√
1

t2

(
C ± t

2

√
4a2t2 − b2 ∓ b2

4a
ln |2at+

√
4a2t2 − b2|

)2

− 1, C = const,

а функцията g(u) е дефиниранa чрез ġ =

√
ḟ 2 + 1.

2.2.4 Времеподобни меридианни повърхнини от елиптичен тип
с постоянна инварианта k

Нека M′
m е времеподобна меридианна повърхнина от елиптичен тип. За инва-

риантата k, определена от изображението на Вайнгартен γ, имаме следната формула

k =
κ2
mκ

2

f 2
,

където κm се изразява чрез функцията f по формулата: κm = − f̈√
ḟ 2 + 1

.

В следващата теорема описваме класа от времеподобните меридианни повърх-
нини от елиптичен тип с постоянна инварианта k.

Теорема 2.2.7. Нека M′
m е времеподобна меридианна повърхнина от елиптичен

тип, дефинирана с M′
m : z(u, v) = f(u) l(v) + g(u) e4, u ∈ I, v ∈ J . Тогава, M′

m е с
постоянна инварианта k = const = a2, a ̸= 0 тогава и само тогава, когато кривата
c върху S2(1) има постоянна сферична кривина κ = const = b, b ̸= 0 и меридианната
крива m е определена чрез ḟ = φ(f), където

φ(t) = ±

√(
at2

2b
+ C

)2

− 1, C = const,

а функцията g е определена чрез ġ =

√
ḟ 2 + 1.

По аналогичен начин могат да се разгледат и други класове времеподобни ме-
ридианни повърхнини от елиптичен тип: например, с паралелно векторно поле на
средната кривина, с паралелно нормирано векторно поле на средната кривина и др.
Те се описват чрез решаване на съответни диференциални уравнения за функцията
f(u), определяща меридианната крива.
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Могат да се разгледат и времеподобни меридианни повърхнини, лежащи върху
ротационна хиперповърхнина с пространственоподобна ос или със светлинноподобна
ос. За конструирането на меридианни повърхнини, лежащи върху ротационна хипер-
повърхнина с пространственоподобна ос трябва да се използва 2-мерна хиперболична
сфера в 3-мерно пространство на Минковски. За конструиране на меридианни по-
върхнини, лежащи върху ротационна хиперповърхнина със светлинноподобна ос се
използва 2-мерен параболоид, лежащ в светлинноподобна хиперравнина на R4

1.

Предвиждаме тези и други отворени въпроси да бъдат разгледани в нашата
бъдеща работа.
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Авторска справка за приносите в дисертационния труд

По мнение на автора, основните приноси в дисертационния труд са:

1. За времеподобни повърхнини в 4-мерното пространство на Минковски R4
1

е дефинирана втора основна форма и изображение от тип на Вайнгартен, което
поражда инвариантите κ и k. Разгледани са два различни подхода, чрез които е
разработена локална теория за времеподобни повърхнини в двата случая: когато
изображението на Вайнгартен е диагонализируемо и когато не е диагонализируемо.

2. За класа на времеподобните повърхнини, за които κ2 − k > 0 (изображени-
ето на Вайнгартен е диагонализируемо) е разработена локална теория на базата на
параметризация спрямо главните линии. Въведен е геометричен репер, намерени са
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условията за интегруемост и е доказана фундаментална теорема за съществуване и
единственост, която гласи, че повърхнината се определя еднозначно (с точност до
движение в R4

1) от 8 функции, удовлетворяващи система от 6 частни диференциални
уравнения.

3. За класа на времеподобните повърхнини, за които изображението от тип
на Вайнграртен не е диагонализируемо, е разработена локална теория на базата на
параметризация спрямо изотропните линии. Въведен е геометричен репер, намерени
са условията за интегруемост и са доказани теореми за съществуване и единственост
на времеподобни повърхнини от общ тип.

4. Въведени са канонични параметри за класа на времеподобните повърхнини
с паралелно нормирано векторно поле на средната кривина, с помощта на които
броят на функциите и броят на частните диференциални уравнения, определящи
еднозначно повърхнината, е редуциран до три.

5. Разгледани са два типа времеподобни обобщени ротационни повърхнини като
клас повърхнини, за които изображението на Вайнгартен е диагонализируемо. Наме-
рени са основните инварианти на тези повърхнини и са описани аналитично различни
класове обобщени ротационни повърхнини: плоски, с плоска нормална свързаност,
минимални, с постоянно векторно поле на средната кривина, с паралелно нормирано
векторно поле на средната кривина.

6. Конструирани са т. нар. меридианни повърхнини от елиптичен тип като клас
повърхнини, за които изображението на Вайнгартен е недиагонализируемо, и са въ-
ведени изотропни параметри, чрез които са изразени основните инварианти на тези
повърхнини. Разгледани са и са описани аналитично различни класове времеподобни
меридианни повърхнини от елиптичен тип: с постоянна Гаусова кривина, с постоянна
средна кривина, с постоянна инварианта k.
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