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Ïðåäãîâîð

Òåîðèÿòà íà ñïåöèàëíèòå ôóíêöèè, êîÿòî å ìíîãî ñòàð êëîí íà àíàëèçà,
âîäè íà÷àëîòî ñè îò òåõíèòå ìíîãîáðîéíè ïðèëîæåíèÿ. Íàïîñëåäúê íåîñòà-
ðÿâàùèÿò èíòåðåñ êúì òÿõ âñå ïîâå÷å íàðàñòâà ñ îãëåä íà íîâèòå èì ïðèëî-
æåíèÿ è ïî-íàòàòúøíè îáîáùåíèÿ. Ñúâðåìåííîòî èíòåíçèâíî ðàçâèòèå íà
òàçè òåîðèÿ ñå äîêîñâà äî ðàçëè÷íè íåî÷àêâàíè îáëàñòè íà ïðèëîæåíèÿòà
è ñå îñíîâàâà íà èíñòðóìåíòèòå íà ÷èñëåíèòå ìåòîäè è ñèñòåìèòå çà êîì-
ïþòúðíà àëãåáðà, èçïîëçâàíè çà àíàëèòè÷íè ïðåñìÿòàíèÿ è ïðåäñòàâÿíèÿ
íà ãðàôèêè íà ñïåöèàëíèòå ôóíêöèè.

Ïîðàäè øèðîêàòà ñè óïîòðåáà è íàé-ðàçíîîáðàçíè ïðèëîæåíèÿ, ôóíê-
öèèòå íà Áåñåë è Ìèòàã-Ëåôëåð ñà ïðåòúðïåëè ìíîãîáðîéíè îáîáùåíèÿ.
Ìåæäó òÿõ ñà íàïðèìåð 2-, 3-, 4-èíäåêñíèòå àíàëîçè íà Áåñåëîâèòå ôóí-
êöèè, õèïåð-Áåñåëîâèòå ôóíêöèè, 3-èíäåêñíèÿ àíàëîã íà ôóíêöèèòå íà
Ìèòàã-Ëåôëåð, êàêòî è ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð. ×àñò
îò ðåçóëòàòèòå â òîçè òðóä ñà ïîñâåòåíè íà èçó÷àâàíå íà èçáðîèìè ôàìèëèè
îò òàêèâà ôóíêöèè, óñòàíîâåíè ñà íÿêîè îò òåõíèòå ñâîéñòâà è å èçó÷åíà
ñõîäèìîñò íà ðåäîâå ïî òÿõ. Ïîëó÷åíèòå â òîâà íàïðàâëåíèå ðåçóëòàòè ñà
àíàëîãè÷íè íà êëàñè÷åñêèòå ðåçóëòàòè çà ñòåïåííè ðåäîâå è èçâîäúò å, ÷å
âñåêè åäèí îò ðàçãëåæäàíèòå ðåäîâå èìà ïîâåäåíèå àíàëîãè÷íî íà ñòåïåí-
íèòå ðåäîâå. Äðóã êðúã îò ðåçóëòàòè å ñâúðçàí ñ âúâåæäàíåòî è èçó÷àâàíå-
òî íà íîâ êëàñ îò ìóëòèèíäåêñíè ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð. Èçó÷åíè ñà
îñíîâíè íåãîâè ñâîéñòâà, êàòî èíòåãðàëíè ïðåäñòàâÿíèÿ, äèôåðåíöèðàíå è
èíòåãðèðàíå îò ïðîèçâîëåí ðåä.

Íàñòîÿùèÿò äèñåðòàöèîíåí òðóä ñå ñúñòîè îò óâîä, äåâåò ãëàâè è çàêëþ-
÷èòåëíè áåëåæêè, ðàçïðåäåëåíè îáùî â 55 ñåêöèè, èçïîëçâàíà ëèòåðàòóðà
è àçáó÷åí óêàçàòåë (èíäåêñ).

Âñè÷êè ôîðìóëèðàíè è äîêàçàíè â äèñåðòàöèÿòà ëåìè è òåîðåìè ñà
íîìåðèðàíè ñ òðè ÷èñëà. Ïúðâîòî îçíà÷àâà íîìåðà íà ãëàâàòà, âòîðîòî å
íîìåðà íà ñåêöèÿòà, à òðåòîòî å ïîðåäíèÿ íîìåð âúòðå â ñàìàòà ñåêöèÿ,
êàòî íîìåðàöèÿòà å îòäåëíà çà ëåìèòå è òåîðåìèòå. Íîìåðàöèÿòà íà çàáå-
ëåæêèòå, äåôèíèöèèòå è ôîðìóëèòå ñëåäâà ñúùèÿ ïðèíöèï.

Óâîäúò äàâà êðàòúê èñòîðè÷åñêè ïðåãëåä íà ìàòåðèÿòà âêëþ÷åíà â òîçè
òðóä. Òîé ïðîñëåäÿâà âúçíèêâàíåòî íà ñïåöèàëíèòå ôóíêöèè, èçáðîåíè ïî-
ãîðå, êàêòî è ïðîáëåìèòå, ñâúðçàíè ñ òÿõ, êàòî äàâà ìîòèâàöèÿòà çà ïî-
íàòàòúøíî ðàçâèòèå, èçó÷àâàíå è ïðèëîæåíèÿ.

Â Ãëàâà 1 ñà âêëþ÷åíè íÿêîè ïðåäâàðèòåëíè äîáðå èçâåñòíè ðåçóëòàòè
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çà Ãàìà- è Áåòà-ôóíêöèèòå, êàêòî è çà ñèìâîëà íà Ïîõõàìåð, êîèòî ó÷àñ-
òâàò â äåôèíèöèèòå íà èçó÷àâàíèòå ñïåöèàëíè ôóíêöèè, à îñâåí òîâà ñà
äîêàçàíè è íÿêîè íåðàâåíñòâà, ñâúðçàíè ñ òÿõ. Â òàçè ãëàâà ñà äàäåíè äåôè-
íèöèèòå è îñíîâíè ðåçóëòàòè çà ôóíêöèèòå íà Áåñåë îò ïúðâè ðîä è òÿñíî
ñâúðçàíèòå ñ òÿõ ôóíêöèè íà Áåñåë�Êëèôîðä, êàòî èíòåãðàëíè ïðåäñòàâÿ-
íèÿ è àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè, êîåòî ñëóæè çà äà ïðèäàäå ñàìîñòîÿòåëíîñò
íà èçëîæåíèåòî. Ãëàâàòà çàâúðøâà ñ ïðåöèçèðàíå íà àñèìïòîòè÷íàòà ôîð-
ìóëà çà ôóíêöèèòå íà Áåñåë îò ïúðâè ðîä, êîåòî ñå èçïîëçâà ñúùåñòâåíî â
ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå.

Â Ãëàâà 2 è 3 ñå ðàçãëåæäàò ðåäîâå ïî ôóíêöèèòå íà Áåñåë â êîìïëåê-
ñíàòà ðàâíèíà. Â ïúðâàòà îò òÿõ ñå èçó÷àâà ñõîäèìîñòòà è ðàâíîìåðíàòà
èì ñõîäèìîñò, êàòî ñå äàâàò ðåçóëòàòè, àíàëîãè÷íè íà êëàñè÷åñêèòå çà øè-
ðîêî èçïîëçâàíèòå ñòåïåííè ðåäîâå, à èìåííî òåîðåìèòå íà Êîøè�Àäàìàð,
Àáåë, Òàóáåð, Ëèòúëóä è Ôàòó, äîêàòî äðóãàòà (Ãë. 3) å ïîñâåòåíà íà ñâðúõ-
ñõîäèìîñòòà íà òåçè ðåäîâå.

Ãëàâèòå 4 è 5 ñå çàíèìàâàò ñ íÿêîëêîèíäåêñíèòå îáîáùåíèÿ íà Áåñå-
ëîâèòå ôóíêöèè îò ïúðâè ðîä, âêëþ÷èòåëíî õèïåð-Áåñåëîâàòà ôóíêöèÿ,
êàêòî è ñ ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð è òåõíèòå 3-ïàðàìåòðè÷íè îáîáùå-
íèÿ, âúâåäåíè îò Ïðàáõàêàð. Íÿêîè ñâîéñòâà îòíîñíî ïàðàìåòðèòå íà òåçè
ôóíêöèè, ïîëåçíè íåðàâåíñòâà è íÿêîè àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè çà �ãîëåìè�
ñòîéíîñòè íà èíäåêñèòå ñà äàäåíè çà òåçè ñïåöèàëíè ôóíêöèè.

Â Ãëàâè 6 è 7 ñå èçó÷àâàò ïîñëåäâàùèòå îáîáùåíèÿ íà äâåòå ôóíêöèè
� íà Áåñåë è Ìèòàã-Ëåôëåð, èçâåñòíè â ëèòåðàòóðàòà êàòî ìóëòèèíäåêñíè
ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð. Â ïúðâàòà îò òÿõ ñå ðàçãëåæäà âàðèàíòúò ñ 2m
èíäåêñà è ñà äàäåíè ñúîòâåòíèòå íåðàâåíñòâà è àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè çà
�ãîëåìè� ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå. Îñâåí òîâà, ñà äàäåíè äåôèíèöèÿòà è
îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà 3m-ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð è
ñà äîêàçàíè ïðåäñòàâÿíèÿòà èì ÷ðåç ôóíêöèèòå íà Ôîêñ è Ðàéò. Çà èëþñò-
ðàöèÿ, ñà îïèñàíè ðàçëè÷íè ñïåöèàëíè ñëó÷àè íà ìóëòèèíäåêñíè ôóíêöèè
íà Ìèòàã-Ëåôëåð. Ãëàâà 7 å ñâúðçàíà ñ äðîáíî ñìÿòàíå â òåçè êëàñîâå
îò ìóëòèèíäåêñíè ôóíêöèè. Ïðåñìåòíàòè ñà èíòåãðàëè è ïðîèçâîäíè íà
Ðèìàí-Ëèóâèë îò ïðîèçâîëåí ðåä, êàêòî è îáîáùåíè äðîáíè èíòåãðàëè íà
Åðäåé�Êîáåð. Íàìåðåíè ñà èíòåðåñíè çàâèñèìîñòè, ñâúðçàíè ñ ïðîèçâîäíè
è èíòåãðàëè îò äðîáåí ðåä â òåçè êëàñîâå.

Ãëàâè 8 è 9 ñà ïîñâåòåíè íà èçó÷àâàíåòî íà ðåäîâå ïî ðàçëè÷íè èçá-
ðîèìè ñèñòåìè îò ôóíêöèè îò òèïà, ðàçãëåæäàí äîòóê. Çà äà ñå ïîëó÷àò
ðåçóëòàòèòå âúâ âúçìîæíî ïî-îïðîñòåí âèä, ñèñòåìèòå îò ôóíêöèè ñà íîð-
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ìèðàíè, ÷ðåç óìíîæàâàíå íà ðàçãëåæäàíèòå ôóíêöèè ñ ïîäõîäÿùè êîåôè-
öèåíòè è ñòåïåííè ôóíêöèè. Â òåçè äâå ãëàâè ñå èçó÷àâàò ðåäîâå ïî òàêèâà
ôàìèëèè â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà. Â ïúðâàòà îò äâåòå ãëàâè ñå íàìèðàò
òåõíèòå êðúãîâå íà ñõîäèìîñò è ñå èçñëåäâà ïîâåäåíèåòî èì ïî ãðàíèöàòà,
à ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñà àíàëîãè÷íè íà êëàñè÷åñêèòå. Ïîñëåäíàòà Ãëàâà
9 å ïîñâåòåíà íà ñâðúõñõîäèìîñòòà íà èçó÷àâàíèòå ðåäîâå, à ðåçóëòàòèòå
îòíîâî ñà àíàëîçè íà êëàñè÷åñêèòå.

Áèáëèîãðàôèÿòà ñå ñúñòîè îò 132 çàãëàâèÿ, ïóáëèêóâàíè äî 2017 ã. Òÿ
îáà÷å íÿìà ïðåòåíöèèòå äà ïðåäñòàâÿ ïúëíèÿ ñïèñúê îò ëèòåðàòóðíè èç-
òî÷íèöè. Äîïúëíèòåëíà èíôîðìàöèÿ ìîæå äà íàìåðè â ìîíîãðàôèèòå è
îáçîðíèòå ñòàòèè, ñïîìåíàòè â Óâîäà.

Äèñåðòàöèîíåí òðóä ñå áàçèðà â ãîëÿìà ñòåïåí íà ìîíîãðàôèÿòà íà äîê-
òîðàíòà [99] �From Bessel to Multi-Index Mittag Le�er Functions: Enumerable
Families, Series in them and Convergence�, îòïå÷àòàíà â ìåæäóíàðîäíîòî
èçäàòåëñòâî World Scienti�c Publishing, à ñúùî òàêà è íà íÿêîëêî ïóáëè-
êàöèè â ñïåöèàëèçèðàíè ìåæäóíàðîäíè íàó÷íè ñïèñàíèÿ, èíäåêñèðàíè â
ñâåòîâíàòà ìðåæà (ïîâå÷åòî îò òÿõ ñ èìïàêò ôàêòîð èëè èìïàêò ðàíã).

Ðåçóëòàòèòå, âêëþ÷åíè â äèñåðòàöèÿòà ñà óñòàíîâåíè â ðàìêèòå íà 1 íà-
öèîíàëåí ïðîåêò êúì ÌÎÌÍ - ÍÑ - ÍÈ à èìåííî: Ä ÈÄ 02 / 25/ 2009 �Èí-
òåãðàëíî òðàíñôîðìàöèîííè ìåòîäè, ñïåöèàëíè ôóíêöèè è ïðèëîæåíèÿ�,
3 ìåæäóíàðîäíè ïðîåêòè ïî äâóñòðàííè íàó÷íè äîãîâîðè: �Ìathematical
modelling by means of integral transform methods, partial di�erential equations,
special and generalized functions� è �Analytical and numerical methods for
di�erential and integral equations and mathematical models of arbitrary
(fractional or high integer) order��ìåæäó ÁÀÍ è Ñðúáñêàòà ÀÍÈ è �Àíà-
ëèç, ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ� � ìåæäó ÁÀÍ è Ìàêåäîíñêàòà ÀÍÈ è äâà
áþäæåòíè ïðîåêòà íà ÈÌÈ: �Òðàíñôîðìàöèîííè ìåòîäè, ñïåöèàëíè ôóí-
êöèè, îïåðàöèîííè ñìÿòàíèÿ è ïðèëîæåíèÿ� (ñðîê: 2001 � 2014), �Òðàí-
ñôîðìàöèîííè ìåòîäè, ñïåöèàëíè ôóíêöèè è êîìïëåêñíè àïðîêñèìàöèè�
(ñðîê: 2014 � ïðîäúëæàâà).
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Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñà äîêëàäâàíè íà îáùèÿ ñåìèíàð �Àíàëèç, ãå-
îìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ� íà ñåêöèÿ ÀÃÒ, ãîäèøíèòå íàó÷íè ñåñèè íà ÈÌÈ
� ÁÀÍ è ïîâå÷å îò 20 ìåæäóíàðîäíè êîíôåðåíöèè, êàêòî ó íàñ òàêà è â
÷óæáèíà.

Áëàãîäàðíîñòè

Ïðåäè âñè÷êî èñêàì äà èçðàçÿ áëàãîäàðíîñòòà ñè íà íàó÷íèÿ ìè êîíñóë-
òàíò íà äèñåðòàöèÿòà çà ïðèäîáèâàíå íà îáðàçîâàòåëíàòà è íàó÷íà ñòåïåí
�äîêòîð�, ïðîô. ä.ì.í. Ï. Ðóñåâ, êîéòî ìå âúâåäå â ñâåòà íà Áåñåëîâèòå
ôóíêöèè ïðåäè ïîâå÷å îò ÷åòâúðò âåê.

Îñîáåíî ïðèçíàòåëíà ñúì íà ñúòðóäíèöèòå íà ñåêöèÿ �Aíàëèç, ãåîìåò-
ðèÿ è òîïîëîãèÿ� íà ÈÌÈ � ÁÀÍ çà ñúçäàäåíèÿ áëàãîïðèÿòåí ìèêðîê-
ëèìàò, çà îòçèâ÷èâîñòòà è ïîñòîÿííî ïðîÿâÿâàíîòî âíèìàíèå êúì ìîÿòà
ðàáîòà, êàêòî ïðè ó÷àñòèÿòà ìè íà ðàçëè÷íè íàó÷íè ôîðóìè, òàêà è ïî
âðåìå íà ñúâìåñòíè äåéíîñòè. Èçêàçâàì ñâîÿòà áëàãîäàðíîñò çà ïîëåçíèòå
ïðåïîðúêè è ãîðåùàòà ïîäêðåïà ïî âðåìå íà ïðåäâàðèòåëíàòà çàùèòà.

Áëàãîäàðíà ñúì è íà ðúêîâîäèòåëÿ íà êàòåäðà �Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç
è äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ� íà ÔÏÌÈ, ÒÓ � Ñîôèÿ, ïðîô. ä-ð Êð. Ïðî-
äàíîâà, çà íåéíîòî óñúðäíî, åíòóñèàçèðàíî è âäúõíîâÿâàùî ìîòèâèðàíå çà
îôîðìÿíåòî íà òîçè òðóä.

Íàé-ñåòíå, èçêëþ÷èòåëíî ñúì áëàãîäàðíà íà ìîÿ ñúïðóã Ï. Êîíîâñêè è
äúùåðÿ ìè Ìåã çà òÿõíîòî âñåêèäíåâíî ðàçáèðàíå, ëþáîâ è ïîäêðåïà.

Éîðäàíêà Ïàíåâà-Êîíîâñêà, äîö. ä-ð
Ôàêóëòåò ïî ïðèëîæíà ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà
Òåõíè÷åñêè óíèâåðñèòåò � Ñîôèÿ
&
Èíñòèòóò ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà
Áúëãàðñêà àêàäåìèÿ íà íàóêèòå



Óâîä

Ôóíêöèèòå íà Áåñåë, êîèòî äúëæàò ñâîÿ ïðîèçõîä íà êîíêðåòíè çàäà-
÷è îò ìåõàíèêàòà è àñòðîíîìèÿòà, ñà ñå óòâúðäèëè êàòî åäíè îò íàé-÷åñòî
èçïîëçóâàíèòå ñïåöèàëíè ôóíêöèè íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç è ïðèëîæå-
íèÿòà ìó âúâ ôèçèêàòà, ìåõàíèêàòà è èíæåíåðíèòå äèñöèïëèíè.

×ðåç òÿõ ñå èçðàçÿâàò ðåøåíèÿòà íà ìíîãî çàäà÷è îò ïîñî÷åíèòå îá-
ëàñòè, êîåòî äàâà âúçìîæíîñò çà äåòàéëíî èçñëåäâàíå íà òåçè ðåøåíèÿ íà
îñíîâàòà íà îáøèðíàòà è èç÷åðïàòåëíà èíôîðìàöèÿ çà Áåñåëîâèòå ôóíê-
öèè, íàòðóïàíà â ïðîäúëæåíèå íà ïî÷òè äâå ñòîëåòèÿ.

Êàòî ïðèìåð ìîãàò äà áúäàò ïîñî÷åíè àêñèàëíî-ñèìåòðè÷íè ïðîáëå-
ìè, ÷èåòî àíàëèòè÷íî òðåòèðàíå âîäè äî ëèíåéíè ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ, ñúäúðæàùè îïåðàòîðà íà Ëàïëàñ. Òåõíèòå ðåøåíèÿ, ñëåä ïðè-
ëàãàíå íà ìåòîäà íà Ôóðèå çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå â öèëèíäðè÷íè
êîîðäèíàòè, ñå èçðàçÿâàò ÷ðåç Áåñåëîâè ôóíêöèè. Çàòîâà ôóíêöèèòå íà
Áåñåë, èëè ïî-òî÷íî ðåøåíèÿòà íà Áåñåëîâîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå
ñå íàðè÷àò îùå öèëèíäðè÷íè ôóíêöèè.

Â ðàìêèòå íà êëàñè÷åñêèÿ êîìïëåêñåí àíàëèç, èëè ïî-òî÷íî â àíàëèòè÷-
íàòà òåîðèÿ íà îáèêíîâåíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, Áåñåëîâèòå ôóí-
êöèè ñå òðåòèðàò êàòî ðåøåíèÿ íà ëèíåéíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò
âòîðè ðåä ñ ðåãóëÿðíà îñîáåíà òî÷êà â íà÷àëîòî è íåðåãóëÿðíà îñîáåíà
òî÷êà â áåçêðàéíîñòòà. Òîâà ïðàâè èçâúíðåäíî ïðîçðà÷åí àíàëèòè÷íèÿ õà-
ðàêòåð íà Áåñåëîâèòå ôóíêöèè, êîèòî ñà èçîáùî ìíîãîçíà÷íè àíàëèòè÷íè
ôóíêöèè ñúñ �ñòåïåííà� è/èëè �ëîãàðèòìè÷íà� îñîáåíîñò â íà÷àëîòî, ðåñ-
ïåêòèâíî â òî÷êàòà ∞.

Ðàçãëåæäàíåòî íà Áåñåëîâèòå ôóíêöèè êàòî ñïåöèàëåí êëàñ àíàëèòè÷-
íè ôóíêöèè ðàçêðèâà íàïúëíî òÿõíàòà ïðèðîäà. Â ÷àñòíîñò òîâà ñå îòíàñÿ
äî àñèìïòîòè÷íèòå èì ðàçâèòèÿ, êàêòî è äî ìíîãîáðîéíèòå èì èíòåãðàë-
íè ïðåäñòàâÿíèÿ. Êàòî ðåçóëòàò îò äúëãîãîäèøíè èçñëåäâàíèÿ å ñúçäàäåí
áîãàò àðñåíàë, êîéòî øèðîêî ñå èçïîëçâà â ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç è ïðè-
ëîæåíèÿòà ìó.
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Êàêòî å èçâåñòíî, èçñëåäâàíåòî íà ñâîéñòâàòà íà êîìïëåêñíèòå ôóí-
êöèè, õîëîìîðôíè â îáëàñò îò êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà, ÷åñòî ñå îïèðà íà
âúçìîæíîñòòà çà ïðåäñòàâÿíåòî èì ÷ðåç ðåäîâå ïî êîíêðåòíè èçáðîèìè
ñèñòåìè îò ôóíêöèè, õîëîìîðôíè â ðàçãëåæäàíàòà îáëàñò. Çà êðúãîâè îá-
ëàñòè íàé-÷åñòî ñå ïðèâëè÷àò ñèñòåìèòå íà Òåéëúð, êîåòî âîäè äî ïðåäñ-
òàâÿíåòî ÷ðåç ñòåïåííè ðåäîâå. Â �äÿñíà�, ðåñïåêòèâíî �ëÿâà� ïîëóðàâíèíà
ñå èçïîëçóâàò ðåäîâå îò òèïà íà Äèðèõëå. Â îáëàñòè îò ïî-îáù õàðàêòåð
ñå àíãàæèðàò ðåäîâå ïî ïîëèíîìèòå íà Ôàáåð. Èçïîëçóâàò ñå è ðåäîâå ïî
êëàñè÷åñêèòå îðòîãîíàëíè ïîëèíîìè.

Ðåäîâå ïî ñèñòåìàòà îò ôóíêöèè íà Áåñåë {Jn(z)}∞n=0 îò ïúðâè ðîä ñ öÿë
íåîòðèöàòåëåí èíäåêñ ñà ðàçãëåæäàíè îùå ïðåç äåâåòíàäåñåòè âåê îò Êàðë
Íîéìàí. Íà íåãî ñå äúëæè ïðåäñòàâÿíåòî íà ÿäðîòî íà Êîøè ÷ðåç áèëèíååí
ðåä ïî òåçè ôóíêöèè è �ïîëèíîìèòå� íà Íîéìàí. Ñ ïîìîùòà íà ïîñëåäíèÿ
ðåä å äîêàçàíî, ÷å ñèñòåìàòà {Jn(z)}∞n=0 å áàçèñ â ïðîñòðàíñòâîòî îò êîìï-
ëåêñíèòå ôóíêöèè, õîëîìîðôíè â îòâîðåíèÿ êðúã D(0;R) (0 < R ≤ ∞), ñ
öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R (0 < R ≤ ∞). Â äíåøíî âðåìå ôóíêöèèòå
íà Áåñåë èìàò ðàçëè÷íè ïîëåçíè îáîáùåíèÿ, ïîëó÷åíè ñ äîáàâÿíå íà äî-
ïúëíèòåëíè èíäåêñè, â òîâà ÷èñëî äâå-, òðè- è ÷åòèðè-èíäåêñíèòå ôóíêöèè
íà Áåñåë-Ðàéò.

Åäèí îò íàé-÷åñòî òðåòèðàíèòå ïðîáëåìè â êîìïëåêñêíèÿ àíàëèç å òîçè
çà îñîáåíèòå òî÷êè è àíàëèòè÷íîòî ïðîäúëæåíèå íà õîëîìîðôíè ôóíêöèè,
äåôèíèðàíè ÷ðåç ðåäîâå ïî ñúîòâåòíà (èçáðîèìà) ñèñòåìà îò òàêèâà ôóíê-
öèè. Íàé-èç÷åðïàòåëíî òàçè òåîðèÿ å ðàçâèòà çà Òåéëúðîâèòå ñèñòåìè, ò.å.
çà ñòåïåííèòå ðåäîâå. Íàðåä ñ ïîñëåäíèòå ñå òðåòèðàò è ïðîäúëæàâàò äà
ñà îáåêò íà èçñëåäâàíèÿ è ðåäîâå ïî ïîëèíîìè íà Ôàáåð, ïî ñèñòåìè îò
åêñïîíåíöèàëíè ôóíêöèè, êàêòî è ðåäîâå ïî ïîëèíîìèòå íà ßêîáè, Ëàãåð
è Åðìèò. Êàêâî ìîæå äà ñå êàæå çà îñîáåíîñòèòå íà õîëîìîðôíà ôóíê-
öèÿ, äåôèíèðàíà îò ñõîäÿù ñòåïåíåí ðåä, àêî ñà èçâåñòíè êîåôèöèåíòèòå
ìó. Òàçè çàäà÷à å ïðèâëÿêëà âíèìàíèåòî íà ìàòåìàòèöèòå îùå â êðàÿ íà
ìèíàëèÿ âåê. Ñ íåÿ ñà ñå çàíèìàâàëè Àäàìàð, Áîðåë, à ñëåä òÿõ è ìíîãî
äðóãè. Â äâàäåñåòòå ãîäèíè íà ìèíàëèÿ âåê ñà ïîëó÷åíè çàáåëåæèòåëíè
ðåçóëòàòè, ïîçâîëÿâàùè äà ñå ñ÷èòà ðàçâèòèåòî íà òîâà íàïðàâëåíèå ïî÷òè
çàâúðøåíî. Ãîëÿìà ÷àñò îò ñúîòâåòíèòå ðåçóëòàòè ñà ñâúðçàíè ñ èìåòî íà
èçâåñòíèÿ ìàòåìàòèê îò óíãàðñêè ïðîèçõîä Ä. Ïîéà. Íà ïî-ñëåäâàù åòàï
Ë. Áèáåðáàõ ñå çàåìà ñ òðóäíàòà çàäà÷à äà íàïðàâè îáçîð íà ïóáëèêàöèèòå,
ïîñâåòåíè íà òàçè çàäà÷à, â ðåçóëòàò íà êîåòî ñå ïîÿâÿâà ìîíîãðàôèÿòà ìó
[10]. Êàòî ñå ðúêîâîäè îò àíàëîãèÿòà ñ èçâåñòíè òåîðåìè îò òåîðèÿòà íà
ñòåïåííèòå ðåäîâå, Å. Õèë [30] îáðúùà ñïåöèàëíî âíèìàíèå íà çàäà÷àòà çà
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àíàëèòè÷íàòà ïðîäúëæèìîñò è îïðåäåëÿíåòî íà îñîáåíèòå òî÷êè íà ôóí-
êöèè, êîèòî ñå äåôèíèðàò ÷ðåç ñõîäÿùè ðåäîâå ïî ôóíêöèèòå íà Åðìèò.
Ñúùåñòâóâàíåòî íà èçâåñòåí ïàðàëåëèçúì ìåæäó ñâîéñòâàòà íà ñòåïåííèòå
ðåäîâå è òåçè íà ðåäîâåòå ïî êëàñè÷åñêèòå îðòîãîíàëíè ïîëèíîìè, êàêòî
è âúçìîæíîñòòà äà ñå ïðàâè àíàëîãèÿ ìåæäó òÿõ ñå ïîòâúðæäàâà îò Ï.
Ðóñåâ [112, 113] , êîéòî äîêàçâà, ÷å çà ðåäîâåòå ïî ïîëèíîìèòå íà Ëàãåð
è Åðìèò ñà â ñèëà èçâåñòíàòà òåîðåìà íà Îñòðîâñêè çà �ñâðúõñõîäèìîñò�
[85, 86, 87], êàêòî è òåîðåìàòà íà Àäàìàð çà �ïðàçíèíèòå� [25, 26]. Â ðå-
äèöà ëèòåðàòóðíè èçòî÷íèöè, êàòî íàïðèìåð [10] è [65] ñå ïîä÷åðòàâà, ÷e
âúïðîñúò çà àíàëèòè÷íàòà ïðîäúëæèìîñò íà ôóíêöèè, õîëîìîðôíè â îêîë-
íîñò íà íóëàòà ñå ñâúðçâà ñúñ ñâîéñòâàòà íà êîåôèöèåíòèòå íà ñòåïåííèòå
ðåäîâå, ÷ðåç êîèòî òåçè ôóíêöèè ñå äåôèíèðàò.

Ìåæäó 1899 è 1905 ã. ãîëåìèÿò øâåäñêè ìàòåìàòèê Ã. Ì. Ìèòàã-Ëåôëåð
ïóáëèêóâà ïîðåäèöà îò ñòàòèè, íàðå÷åíè �Áåëåæêè�, âúðõó ñóìèðàíåòî íà
ðàçõîäÿùè ðåäîâå. Öåëòà íà òåçè �Áåëåæêè� å äà ñå ïîñòðîè àíàëèòè÷íî
ïðîäúëæåíèå íà äàäåí ñòåïåíåí ðåä èçâúí íåãîâèÿ êðúã íà ñõîäèìîñò. Êàê-
òî å äîáðå èçâåñòíî, îáëàñòòà â êîÿòî òîé óñïÿâà äà íàïðàâè òîâà, äíåñ ñå
íàðè÷à çâåçäà íà Ìèòàã-Ëåôëåð [10, 1.4] (âñúùíîñò, òÿ ìîæå äà ñå ðàçãëåæ-
äà êàòî ñúâêóïíîñò îò âåêòîðè ñ íà÷àëî z = 0, ïî êîèòî ôóíêöèÿòà ìîæå äà
ñå ïðîäúëæè àíàëèòè÷íî). Â ïðîöåñà íà íåãîâèòå èçñëåäâàíèÿ ñå ïîÿâÿâà
êëàñè÷åñêàòà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-Ëåôëåð, êîÿòî çà ñúæàëåíèå íà ïðàêòèêà
îñòàâà íàïúëíî íåïîçíàòà è íåèçïîëçâàíà äúëãî âðåìå, ïî÷òè ïîëîâèí âåê.

Ìàêàð è ïî-ðàíî òåçè ñïåöèàëíè ôóíêöèè íå ñà øèðîêî èçâåñòíè è
èçïîëçâàíè, â äíåøíî âðåìå òåîðèÿòà èì ìîæå äà ñå íàìåðè â ñúâðåìåííèòå
ìîíîãðàôèè íà Ïîäëóáíè [105], Êèëáàñ è äð. [40], Ìàòàé è Õàóáîëä [68],
Ìàéíàðäè [64], ñúùî Êèðÿêîâà [44]� [46].

Òîâà å òàêà, çàùîòî èíòåðåñúò êúì ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð íà-
ðàñòâà çàåäíî ñ òåõíèòå ïðèëîæåíèÿ êúì ðàçëè÷íè äðîáíè ìîäåëè, êîèòî
îïèñâàò ôåíîìåíèòå íà ðåàëíèÿ äðîáíî-ïðèðîäåí ñâÿò ïî-àäåêâàòíî îò ìî-
äåëèòå îò öÿë ðåä (íàïðèìåð Íèãìàòóëèí è Áàëåàíó [79]), è òå ñå ÿâÿâàò
êàòî ïðàâèëî, â ÿâíèòå ðåøåíèÿ íà äèôåðåíöèàëíè è èíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ
îò äðîáåí ðåä: äà ñïîìåíåì ñàìî íÿêîè òàêèâà ïðîèçâåäåíèÿ, íàïðèìåð Ãî-
ðåíôëî è Ìàéíàðäè [23], Ìàéíàðäè [64], Êèðÿêîâà [48], Áàëåàíó è äð. [28],
Ãîðåíôëî, Êèëáàñ, Ìàéíàðäè è Ðîãîçèí [24] è äð.

Ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð ñå èçïîëçâàò è â ñòàòèñòèêàòà â êà÷åñò-
âîòî íà ðàçïðåäåëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêè î÷àêâàíèÿ, îáèêíîâåíî íàðè÷àíè
ñòàòèñòè÷åñêà ïëúòíîñò íà Ìèòàã-Ëåôëåð (êàòî íàïðèìåð â Ìàòàé è Õà-
óáîëä [69]). Ïîðàäè íàðàñòâàùèÿ èíòåðåñ êúì òÿõ, êúì øèðîêàòà èì è
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ðàçíîîáðàçíà óïîòðåáà, ñå ïîÿâÿâàò òåõíè ìíîãîáðîéíè îáîáùåíèÿ. Ñðåä
òÿõ ñà äâóèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð, êàêòî è òðèèíäåêñíèòå
èì îáîáùåíèÿ, âúâåäåíè îò Ïðàáõàêàð.

Ïî-îáùè ñà ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè (2m-èíäåêñíè) íà Ìèòàã-Ëåôëåð,
êîèòî ñà àíàëîçè ñ ìíîãî èíäåêñè íà äâóèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-
Ëåôëåð, ïîëó÷åíè ÷ðåç çàìåñòâàíå íà ïàðàìåòðèòå ñ âåêòîðè îò ïàðàìåòðè.
Êëàñúò íà òåçè ôóíêöèè ñ íÿêîëêî èíäåêñà, âúâåäåíè îò ßêóáîâè÷ è Ëó÷êî
è îñíîâíî èçñëåäâàíè ïîäðîáíî îò Êèðÿêîâà, âúçíèêâà â êðàÿ íà 20-òè âåê.
Òîçè êëàñ ñúäúðæà êàòî ïðåäñòàâèòåëè ôóíêöèèòå íà Áåñåë è èçáðîåíèòå
èì ïî-ãîðå îáîáùåíèÿ, à ñúùî òàêà è ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð.

Íàïîñëåäúê å âúâåäåí è êëàñúò íà ìóëòèèíäåêñíèòå (3m-èíäåêñíèòå)
ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð, îáõâàùàù êàêòî îáîáùåíèòå òðèèíäåêñíè ôóí-
êöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð, òàêà è 2m−èíäåêñíèòå. Ïî òîçè íà÷èí ñå ïðîèç-
âåæäà áîãàò àðñåíàë îò îáîáùåíè ôóíêöèè, âêëþ÷âàùè ôóíêöèèòå îò Áå-
ñåëîâ è Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï. Óñòàíîâåíè ñà îñíîâíèòå õàðàêòåðèñòèêè íà
òåçè ôóíêöèè, êàòî ðåä è òèï, èíòåãðàëíè ïðåäñòàâÿíèÿ, äèôåðåíöèðàíèÿ
è èíòåãðèðàíèÿ îò ïðîèçâîëåí ðåä.

Çàåäíî ñ ôàìèëèèòå îò Áåñåëîâè ôóíêöèè è ðåçóëòàòèòå, îòíàñÿùè ñå
äî ñõîäèìîñò íà ðåäîâå ïî òÿõ, ñà èçáðàíè ïîäõîäÿùè èçáðîèìè ñèñòåìè
îò ôóíêöèè îò Áåñåëîâ è Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï è ñà ðàçãëåäàíè ðåäîâå ïî
òàêèâà ôóíêöèè â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà C. Òàêèâ òèï ðåçóëòàòè ñå âäúõ-
íîâÿâàò îò ôàêòà, ÷å ðåøåíèÿòà íà íÿêîè äèôåðåíöèàëíè è èíòåãðàëíè
óðàâíåíèÿ îò äðîáåí ðåä ìîãàò äà áúäàò çàïèñàíè ÷ðåç ðåäîâå (èëè èíòåã-
ðàëè, èëè ðåäîâå îò èíòåãðàëè) ïî ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð, ôóíêöè-
èòå íà Ïðàáõàêàð è òåõíèòå ìíîãîèíäåêñíè îáîáùåíèÿ, êàòî íàïðèìåð â
Êèðÿêîâà [48], Ñàíäåâ, Òîìîâñêè è Äúáåëäàì [121], Òîìîâñêè è Ãàðà [124],
Õåðçàëà è Áàëåàíó [28], Áàæëåêîâ è Áàæëåêîâà [6]. Â ïðîöåñà íà èçó÷àâà-
íåòî íà òàêèâà ðåäîâå ñà ïîëó÷åíè ãîðíè îöåíêè è àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè
çà �ãîëåìè� ñòîéíîñòè íà èíäåêñèòå, êîèòî ñå èçïîëçâàò äîïúëíèòåëíî çà
îïðåäåëÿíå íà îáëàñòèòå íà ñõîäèìîñò, ïî-òî÷íî êúäå ðåäîâåòå ñà ñõîäÿùè
è êúäå ðàçõîäÿùè, êúäå ñõîäèìîñòòà å ðàâíîìåðíà è êúäå íå å. Èçñëåäâà
ñå è ïîâåäåíèåòî íà ðåäîâåòå ïî ãðàíèöàòà, êàòî ñà äîêàçàíè òåîðåìè, àíà-
ëîãè÷íè íà òåçè çà ñòåïåííèòå ðåäîâå, à èìåííî êëàñè÷åñêèòå òåîðåìè íà
Àáåë, Òàóáåð è Ôàòó, êàêòî è òåîðåìè çà ñâðúõñõîäèìîñò.

Ïî îòíîøåíèå íà ðåçóëòàòèòå â òàçè äèñåðòàöèÿ, ñâúðçàíè ñúñ ñõîäè-
ìîñòòà íà ðàçãëåæäàíèòå ðåäîâå ïî ðàçëè÷íè ôàìèëèè îò ôóíêöèè, ìîæåì
íàêðàòêî äà îáîáùèì, ÷å òå ñà íàïúëíî àíàëîãè÷íè íà òåçè, êîèòî ñå îòíà-
ñÿò çà øèðîêî èçïîëçâàíèòå ñòåïåííè ðåäîâå.



Ãëàâà 1

Ãàìà ôóíêöèÿ è ôóíêöèè
íà Áåñåë

1.1 Ãàìà ôóíêöèÿ

Ñúùåñòâóâàò íÿêîëêî åêâèâàëåíòíè äåôèíèöèè çà Ãàìà ôóíêöèÿòà
Γ(x), ïîâå÷åòî îò êîèòî äúëæèì íà Îéëåð. Ñúãëàñíî äåôèíèöèÿòà íà Ãàóñ
(Åðäåé [17, òîì 1, ñòð 15]),

Γ(x) = lim
n→∞

n!nx

x(x+ 1) . . . (x+ n)
(1.1.1)

îòêúäåòî ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å ãðàíèöàòà ñúùåñòâóâà ïðè óñëîâèå, ÷å
x ̸= 0,−1,−2, . . . .

Çàìåñòâàéêè x = 1 â (1.1.1), íàìèðàìå, ÷å

Γ(1) = lim
n→∞

n!n

1.2.3 . . . (n+ 1)
= lim

n→∞

n

n+ 1
= 1.

Â îáùèÿ ñëó÷àé, ñòîéíîñòèòå íà Γ(x) íå âèíàãè ìîãàò òàêà ëåñíî äà
áúäàò ïðåñìÿòàíè. Íî àêî â (1.1.1) çàìåíèì x ñ x+ 1 ïîëó÷àâàìå, ÷å

Γ(x+ 1) = lim
n→∞

nx

x+ n+ 1
lim
n→∞

n!nx

x(x+ 1) . . . (x+ n)
= xΓ(x),

ò.å.
Γ(x+ 1) = xΓ(x), (1.1.2)

îòêúäåòî ïîñëåäîâàòåëíî ñëåäâàò èçâåñòíèòå ðåêóðåíòíè çàâèñèìîñòè çà
n ∈ N:

Γ(x) = (x− 1)(x− 2) . . . (x− n)Γ(x− n),

Γ(1− x+ n) = (n− x) . . . (2− x)(1− x)Γ(1− x),
(1.1.3)
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êàêòî è
Γ(x)Γ(1− x) = (−1)nΓ(x− n)Γ(1− x+ n),

Γ(x)Γ(1− x) = (−1)nΓ(x+ n)Γ(1− x− n).
(1.1.4)

Îò òúæäåñòâîòî (1.1.2) íåïîñðåäñòâåíî ñå âèæäà, ÷å

Γ(2) = 1Γ(1) = 1, Γ(3) = 2Γ(2) = 2.1 = 2!, Γ(4) = 3Γ(3) = 3.2! = 3!,

à ñ ïîìîùòà íà ìàòåìàòè÷åñêà èíäóêöèÿ ëåñíî ñå äîêàçâà, ÷å

Γ(n+ 1) = n! çà n = 0, 1, 2, . . .

Ïî òàêúâ íà÷èí ñå îêàçâà, ÷å Ãàìà ôóíêöèÿòà Γ(x) å ðàçøèðåíèå íà ôóí-
êöèÿòà ôàêòîðèåë â ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà, ñ èçêëþ÷åíèå íà
0,−1,−2, . . . .

Çà ñòîéíîñòè íà x > 0, Ãàìà ôóíêöèÿòà Γ(x) ñå èçðàçÿâà ÷ðåç èíòåã-
ðàëíîòî ïðåäñòàâÿíå íà Îéëåð

Γ(x) =

∞∫
0

tx−1 exp(−t)dt, çà x > 0. (1.1.5)

Èíòåãðàëúò â äÿñíàòà ñòðàíà íà (1.1.5) å èçâåñòåí êàòî èíòåãðàë íà Îé-
ëåð îò âòîðè ðîä. Òîé å íåñîáñòâåí èíòåãðàë íå ñàìî ïîðàäè áåçêðàéíàòà
ãîðíà èíòåãðàöèîííà ãðàíèöà, íî è çàùîòî ôóíêöèÿòà tx−1 ðàñòå íåîãðà-
íè÷åíî â áëèçîñò äî t = 0, ïðè óñëîâèå, ÷å 0 < x < 1. Èçâåñòíî å îáà÷å, ÷å
èíòåãðàëúò (1.1.5) å ðàâíîìåðíî ñõîäÿù âúâ âñåêè èíòåðâàë [a, b], êúäåòî
0 < a ≤ b < ∞, ïîðàäè êîåòî Γ(x) å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ çà x > 0.
Ðàâíîìåðíàòà ñõîäèìîñò íà èíòåãðàëà (1.1.5) ïîçâîëÿâà ñúùî òàêà äà ñå
ïðåñìåòíå è Γ′(x) ÷ðåç äèôåðåíöèðàíå ïîä çíàêà íà èíòåãðàëà.

Àíàëîãè÷íî ñå óñòàíîâÿâà è ñúùåñòâóâàíåòî íà ïðîèçâîäíèòå îò ïî-
âèñîê ðåä. È òàêà, ôóíêöèÿòà Γ(x) å íåïðåêúñíàòà ïðè âñè÷êè ïîëîæèòåë-
íè ñòîéíîñòè íà ïðîìåíëèâàòà x (ò.å. çà x ∈ (0,∞)) è ïðèòåæàâà íåïðå-
êúñíàòè ïðîèçâîäíè îò ïðîèçâîëåí ðåä. Ïðè òîâà, ïðè x ∈ (0,∞) ïðîèç-
âîäíàòà Γ′(x) å ðàñòÿùà, à Γ′′(x) e ïîëîæèòåëíà. Äåôèíèöèÿòà (1.1.1) äàâà
âúçìîæíîñò Ãàìà ôóíêöèÿòà äà áúäå äåôèíèðàíà è çà x < 0. Çà öåëòà
îáà÷å å äàëå÷ ïî-óäîáíî äà ñå èçïîëçâà ðåêóðåíòíaòà çàâèñèìîñò (1.1.2).
Òîçè ïîäõîä âîäè äî ôîðìóëàòà

Γ(x) =
Γ(x+ n)

x(x+ 1) . . . (x+ n− 1)
, çà n = 1, 2, . . . , (1.1.6)
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÷ðåç êîÿòî ñå äåôèíèðà Ãàìà ôóíêöèÿòà â èíòåðâàëà

x > −n (x ̸= 0,−1, . . . ,−n+ 1)

ïîñðåäñòâîì Ãàìà ôóíêöèÿ ñ ïîëîæèòåëåí àðãóìåíò.
Ïîâåäåíèåòî íà Γ(x) ïðè �ãîëåìè� ñòîéíîñòè íà ïîëîæèòåëíàòà íåçà-

âèñèìà ïðîìåíëèâà ìîæå äà ñå îïèøå ïðîñòî: òÿ ðàñòå áúðçî, ïî-áúðçî îò
åêñïîíåíöèàëíà ôóíêöèÿ. Àñèìïòîòè÷íî, ïðè x → ∞, Ãàìà ôóíêöèÿòà ñå
äàâà ñ ôîðìóëàòà íà Ñòèðëèíã:

Γ(x+ 1) ∼
√
2π x

(x
e

)x
, ò.å. Γ(x) ∼

√
2π

x

(x
e

)x
, x→ ∞, (1.1.7)

êúäåòî ñèìâîëúò �∼� îçíà÷àâà, ÷å îòíîøåíèåòî íà èçðàçèòå, íàìèðàùè ñå
îò äâåòå ìó ñòðàíè, êëîíè êúì 1.

Ïîëåçíà ñå îêàçâà ñúùî è ôîðìóëàòà, äàâàùà îòíîøåíèåòî íà äâå Ãàìè
ôóíêöèè, èìåííî [17, òîì 1, 1.18 (4)]:

Γ(x+ α)

Γ(x+ β)
∼ xα−β, x→ ∞. (1.1.8)

Çàáåëåæêà 1.1.1. Äà îòáåëåæèì ñàìî çà ïúëíîòà, ÷å Ãàìà ôóíêöè-
ÿòà ñå ïðîäúëæàâà è â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà C, è îñâåí òîâà, ôîðìóëè-
òå (1.1.5), (1.1.7) è (1.1.8) îñòàâàò â ñèëà è â òîçè ñëó÷àé (ïðè èçâåñò-
íè îãðàíè÷åíèÿ çà íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà). Ïî-ñïåöèàëíî, ôîðìóëàòà
(1.1.5) ñå çàïèñâà âúâ âèäà (Åðäåé [17, 1.1(5)]):

Γ(z) = pz
∞∫
0

exp(−pt) tz−1dt, çà p > 0 è ℜ(z) > 0. (1.1.9)

Ïî-äîëó å äàäåíà ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà Γ(x) çà ðåàëíè ñòîéíîñòè
íà x (Ôèã. 1.1.1), ïîëó÷åíà ñ ïîìîùòà íà ñèñòåìàòà çà êîìïþòúðíà àëãåáðà
(ÑÊÀ) Maple 13, êàêòî è èçîáðàæåíèå íà àáñîëþòíàòà ñòîéíîñò íà Ãàìà
ôóíêöèÿòà â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà (Ôèã. 1.1.2):

Ôèãóðà 1.1.1 Ôèãóðà 1.1.2.
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Ëåñíî ìîæå äà ñå ïðèäîáèå îáùà ïðåäñòàâà çà ïîâåäåíèåòî íà Ãàìà
ôóíêöèÿòà Γ(x) ïðè èçìåíåíèå íà x â èíòåðâàëà (0,∞). Çà èçó÷àâàíå ïî-
âåäåíèåòî íà ôóíêöèÿòà Γ(x), êîãàòî x → 0, ñå èçïîëçâà ðåêóðåíòíàòà
çàâèñèìîñò (1.1.2). Ïî òàêúâ íà÷èí ñå âèæäà, ÷å

lim
x→0+

Γ(x) = lim
x→0+

Γ(x+ 1)

x
= +∞.

Îò äðóãà ñòðàíà, Γ(x) > n!, ñòèãà ñàìî x > n+ 1, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å è

lim
x→+∞

Γ(x) = +∞.

Òúé êàòî Γ(1) = Γ(2) = 1, ïî òåîðåìàòà íà Ðîë ñëåäâà, ÷å Γ′(x) ñå àíó-
ëèðà â íÿêàêâà òî÷êà α0 îò èíòåðâàëà (1, 2). Òúé êàòî Γ′(x) å ðàñòÿùà â
èíòåðâàëà (0,∞), òî Γ′(x) < 0 ïðè 0 < x < α0 è ôóíêöèÿòà Γ(x) íàìàëÿâà,
à ïðè ñòîéíîñòè íà x > α0 ïðîèçâîäíàòà Γ′(x) > 0, è ñëåäîâàòåëíî òàì
Γ(x) ðàñòå. Ñëåäîâàòåëíî, Γ(x) èìà ìèíèìóì â òî÷êàòà α0. Ïðåñìÿòàíèÿ-
òà, êîèòî òóê ñà èçâúðøåíè ñ ïîìîùòà íà ÑÊÀ Maple 13, äàâàò ñëåäíèÿ
ðåçóëòàò:

> minimize(GAMMA(x), x = 1 .. 2);

GAMMA(RootOf(Psi(_Z), 1.461632145))

> GAMMA(alpha_0):= GAMMA(1.461632145);

GAMMA(alpha_0):= 0.8856031944,

ò.å.

α0 = 1.461632145 . . . , minΓ(x) = Γ(α0) = 0.8856031944 . . . (1.1.10)

Âúâ âðúçêà ñ ïî-íàòàòúøíèòå ðàçãëåæäàíèÿ ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ìî-
ãàò äà ñå ðåçþìèðàò êàêòî ñëåäâà.

Çàáåëåæêà 1.1.2. Γ-ôóíêöèÿòà ïðèòåæàâà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

(i) Îéëåðîâàòà Γ-ôóíêöèÿ ïðèåìà ñàìî ïîëîæèòåëíè ñòîéíîñòè â èí-
òåðâàëà (0,∞). Îñâåí òîâà, ñúùåñòâóâà ÷èñëî 1 < α0 < 2, òàêîâà
÷å Γ(α) å ðàñòÿùà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà (α0, ∞), íàìàëÿâàùà â
(0, α0) è â òî÷êàòà α0 ôóíêöèÿòà Γ(α) äîñòèãà àáñîëþòíèÿ ñè
ìèíèìóì â ìíîæåñòâîòî R+ íà ïîëîæèòåëíèòå ðåàëíè ÷èñëà, ò.
å.

min
α∈(0,∞)

Γ(α) = Γ(α0) > 0, α0 ∈ (1, 2).
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(ii) Ôîðìóëàòà íà Ñòèðëèíã ãëàñè, ÷å

Γ(z + α) ∼
√
2πzz+α−1/2 exp(−z), |z| → ∞,

ïðè | arg(z + α)| < π.

(iii) ×àñòíîòî íà äâå Γ-ôóíêöèè èìà ñëåäíîòî ñâîéñòâî:

Γ(z)

Γ(z + α)
= O

(
1

zα

)
,

çà | arg(z)| < π è | arg(z + α)| < π.

1.2 Áåòà ôóíêöèÿ

Áåòà ôóíêöèÿòà ñå äåôèíèðà ÷ðåç èíòåãðàëà

B(x, y) =

1∫
0

tx−1 (1− t)y−1 dt, çà ℜ(x) > 0, ℜ(y) > 0, (1.2.1)

è å èçâåñòíà îùå êàòî èíòåãðàë íà Îéëåð îò ïúðâè ðîä. Âðúçêàòà ìåæäó
Áåòà è Ãàìà ôóíêöèèòå ñå äàâà ñ ðàâåíñòâîòî

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
, çà ℜ(x) > 0, ℜ(y) > 0. (1.2.2)

Â çàêëþ÷åíèå íà òîçè ïàðàãðàô äà îòáåëåæèì, ÷å èç÷åðïàòåëíà èí-
ôîðìàöèÿ çà ñâîéñòâàòà íà Ãàìà ôóíêöèÿòà è ñâúðçàíèòå ñ íåÿ ñïåöèàëíè
ôóíêöèè ñå ñúäúðæà íàïðèìåð â Åðäåé [17, ò. 1], Ìàðêóøåâè÷ [67, òîì 2],
Ïîäëóáíè [105], Ôèõòåíãîëö [19, òîì 2].

1.3 Ñèìâîë íà Ïîõõàìåð

Òÿñíî ñâúðçàí ñ Ãàìà ôóíêöèÿòà å èçðàçúò (γ)k [17, Section 2.1.1], äàäåí
ñ ðàâåíñòâîòî

(γ)0 = 1; (γ)k = γ(γ + 1) . . . (γ + k − 1), γ ∈ C, k ∈ N, (1.3.1)
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êîéòî ñå íàðè÷à ñèìâîë íà Ïîõõàìåð. Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ìîæå äà ñå
ïðåäñòàâè è âúâ âèäà

(γ)k =
Γ(γ + k)

Γ(γ)
, (1.3.2)

ðàçáèðà ñå, ïðè ïðåäïîëîæåíèå, ÷å ÷àñòíîòî íà Ãàìà ôóíêöèèòå âäÿñíî ñú-
ùåñòâóâà. Çà óäîáñòâî ñå ïðèåìà ñúùî, ÷å ïðè γ = 0, ïúðâèÿò îò ñèìâîëèòå
(1.3.1) èìà ñòîéíîñò 1, ò.å.

(0)0 = 1. (1.3.3)

Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å àêî γ å îòðèöàòåëíî öÿëî ÷èñëî èëè íóëà, òî
(γ)k = 0, êîãàòî k > −γ, ò.å

(γ)k = 0 çà − γ = n ∈ N0 è k = n+ 1, n+ 2, . . . . (1.3.4)

1.4 Íÿêîëêî íåðàâåíñòâà çà ÷àñòíî íà
Γ-ôóíêöèè è ñèìâîëà íà Ïîõõàìåð

Â òàçè ñåêöèÿ ñà äàäåíè ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ îòíîøåíèÿòà íà äâå
êîíêðåòíè Γ-ôóíêöèè, êàêòî è ñúñ ñèìâîëà íà Ïîõõàìåð, êîèòî èãðàÿò
êëþ÷îâà ðîëÿ â èçëîæåíèåòî â Ñåêöèÿ 9.5. Çàïî÷âàìå ñ íåðàâåíñòâà [102],

ñâúðçàíè ñ ÷àñòíèòå
Γ(α)

Γ(mα)
è

Γ(n)

Γ(mα + n)
(n = 1, 2, . . . ) íà Γ-ôóíêöèèòå.

Ëåìà 1.4.1. [102] Íåêà α ≥ 2, òîãàâà ñà â ñèëà ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà

Γ(α)

Γ(mα)
≤ 1

(m+ 1)!
, çà m = 2, 3, . . . , (1.4.1)

è
Γ(n)

Γ(mα + n)
≤ 1

(m+ n− 1)m+1
, çà m,n ∈ N. (1.4.2)

Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâî äà ñå çàíèìàåì ñ (1.4.1). Â òîçè ñëó÷àé, âçå-
ìàéêè m = 2, ïîëó÷àâàìå

Γ(2α) = (2α− 2)(2α− 1)Γ(2α− 2)

è òúé êàòî (2α− 2) ≥ α ≥ 2, òî

Γ(α)

Γ(2α)
=

Γ(α)

Γ(2α− 2)

1

(2α− 2)(2α− 1)
≤ 1

(2α− 2)(2α− 1)
≤ 1

3!
· (1.4.3)
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Òîãàâà ïî èíäóêöèÿ, êàòî ïðåäïîëîæèì, ÷å

Γ(α)

Γ(mα)
≤ 1

(m+ 1)!
,

è èìàéêè ïðåäâèä, ÷å mα + α − 1 ≥ m + m + α − 1 ≥ m + 2, ìîæåì äà
íàïðàâèì ñëåäíîòî çàêëþ÷åíèå

Γ(α)

Γ((m+ 1)α)
=

Γ(α)

(mα + α− 1)Γ(mα + α− 1)

=
Γ(α)

Γ(mα)

Γ(mα)

Γ(mα + α− 1)

1

(mα + α− 1)

≤ 1

(m+ 1)!

1

(mα + α− 1)
≤ 1

(m+ 2)!
,

(1.4.4)

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å íåðàâåíñòâîòî (1.4.1) å óäîâëåòâîðåíî çà âñÿêà åñòåñòâå-
íà ñòîéíîñò íà m ≥ 2.

Íåêà ñåãà äà ñå ñïðåì íà íåðàâåíñòâîòî (1.4.2). Äà îòáåëåæèì ïúðâî,
÷å àêî n = 1, òî m + n− 1 = m, è îñâåí òîâà ïðîâåðêàòà íà (1.4.2) â òîçè
ñëó÷àé ñå ðàçäåëÿ íà ñëó÷àèòå m = 1 è m ≥ 2.

• Èìåííî, çà m = 1 å èçïúëíåíî

Γ(1)

Γ(α+ 1)
=

1

αΓ(α)
≤ 1

α
≤ 1

1.2
=

1

(1)2
, (1.4.5)

• ðåñïåêòèâíî, çà m ≥ 2, ïîðàäè íåðàâåíñòâîòî mα−m ≥ 2, ñëåäâà

Γ(1)

Γ(mα + 1)
=

1

(mα) . . . (mα−m)Γ(mα−m)

≤ 1

(2m) . . . (2m−m)
=

1

(m)m+1
·

(1.4.6)

Ñ òîâà âåðíîñòòà íà íåðàâåíñòâîòî (1.4.2) å ïîòâúðäåíà çà n = 1.

Ïî-íàòàòúê, èçïîëçâàéêè èíäóêöèÿ ïðåäïîëàãàìå, ÷å

Γ(n)

Γ(mα + n)
≤ 1

(m+ n− 1)m+1
, (1.4.7)
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è òîãàâà

Γ(n+ 1)

Γ(mα + n+ 1)
=

Γ(n)

Γ(mα + n)

n

(mα + n)
≤ 1

(m+ n− 1)m+1

n

(2m+ n)

=
n

(m+ n− 1)

1

(m+ n)
· · · 1

(2m+ n− 1)

1

(2m+ n)
≤ 1

(m+ n)m+1
·

(1.4.8)

Ñåãà êàòî âçåìåì ïîä âíèìàíèå (1.4.5)�(1.4.8), íåðàâåíñòâîòî (1.4.2)
ñëåäâà çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà n ∈ N. �

Äà îòáåëåæèì, ÷å â ñëó÷àÿ êîãàòî γ óäîâëåòâîðÿâà äîïúëíèòåëíîòî
óñëîâèå −1 ≤ γ ≤ 1 è m ∈ N, òîãàâà ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà∣∣∣∣(γ + 1)m

(m+ 1)!

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣(γ)mm!

∣∣∣∣ ≤ 1 (1.4.9)

è îçíà÷àâàéêè çà óäîáñòâî

Γ̃γα,m,0 =
Γ(α)

Γ(mα)

(γ + 1)m−1

m!
, Γ̃γα,m,n =

Γ(n)

Γ(mα + n)

(γ)m
m!

, (1.4.10)

ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà ñëåäíîòî åëåìåíòàðíî òâúðäåíèå, êàòî ñëåäñòâèå îò
òîêó-ùî äîêàçàíàòà Ëåìà 1.4.1.

Ñëåäñòâèå 1.4.1. [102] Àêî α ≥ 2, −1 ≤ γ ≤ 1 è n ∈ N, òî ñà âàëèäíè
ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà:∣∣∣Γ̃γα,m,0∣∣∣ ≤ 1

(m+ 1)!
, çà m = 2, 3, . . . ,

∣∣∣Γ̃γα,m,n∣∣∣ ≤ 1

(m+ n− 1)m+1
, çà m ∈ N.

(1.4.11)

Äîêàçàòåëñòâî. Âàëèäíîñòòà íà íåðàâåíñòâàòà (1.4.11) àâòîìàòè÷íî
ñëåäâà, âçåìàéêè åäíîâðåìåííî (1.4.1), (1.4.2), (1.4.9) è (1.4.10). �
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1.5 Ôóíêöèè íà Áåñåë

Ðåøàâàíåòî íà ðåäèöà çàäà÷è îò ìåõàíèêàòà è ìàòåìàòè÷åñêàòà ôèçèêà
å òÿñíî ñâúðçàíî ñ Áåñåëîâîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå

z2
d2w

dz2
+ z

dw

dz
+ (z2 − ν2)w = 0. (1.5.1)

Ôóíêöèÿòà Jν(z), äåôèíèðàíà ñ ðàâåíñòâîòî

Jν(z) =
∞∑
k=0

(−1)k(z/2)2k+ν

k! Γ(k + ν + 1)
, z ∈ C \ (−∞, 0], (1.5.2)

å ðåøåíèå íà òîâà óðàâíåíèå â îáëàñòòà C \ (−∞, 0] [128, 3.1 (8)], [114,
(1.4.2)]. Òÿ ñå íàðè÷à ôóíêöèÿ íà Áåñåë îò ïúðâè ðîä ñ èíäåêñ (èëè ïàðà-
ìåòúð) ν. Ôóíêöèÿòà J−ν(z) å ñúùî ðåøåíèå íà ãîðíîòî óðàâíåíèå.

Áåñåëîâèòå ôóíêöèè îò ïúðâè ðîä ñ öÿë èíäåêñ ñå íàðè÷àò îùå êîåôè-
öèåíòè íà Áåñåë. Òå ñà õîëîìîðôíè â öÿëàòà êîìïëåêñíà ðàâíèíà.

Ñèñòåìàòè÷íîòî èçó÷àâàíå íà Áåñåëîâèòå ôóíêöèè âîäè íà÷àëîòî ñè îò
1824 ã. ñ èçñëåäâàíèÿòà íà Áåñåë. Ñëåäâà äà ñå îòáåëåæè îáà÷å, ÷å ÷àñòíè
ñëó÷àè íà ðåäîâå, ñ êîèòî ñå ïðåäñòàâÿò ôóíêöèè íà Áåñåë, ñå ïîÿâÿâàò
îùå â ðàáîòèòå íà ß. Áåðíóëè (1703), êúäåòî ñå ñðåùà ðåä ïðåäñòàâÿù Áå-
ñåëîâà ôóíêöèÿ ñ èíäåêñ ν = 1/3 (ïîñëåäíîòî å ñïîìåíàòî â åäíî ïèñìî
îò ß. Áåðíóëè äî Ëàéáíèö îò 3 îêòîìâðè, 1703). Êîåôèöèåíòèòå íà Áåñåë
îò íóëåâ ðåä ñå ñðåùàò â ìåìîàðà íà Ä. Áåðíóëè çà êîëåáàíèå íà òåæ-
êè âåðèãè (1732). Äðóãè ñëó÷àè ñå ðàçãëåæäàò îò Îéëåð (1764), Ëàãðàíæ
(1769) [4, Ãëàâà 5], [126, Ãëàâà 1], [130, Ãëàâà 17]. Ïî-ïîäðîáíî èñòîðè÷åñ-
êîòî ðàçâèòèå íà òåîðèÿòà íà Áåñåëîâèòå ôóíêöèè å ïðîñëåäåíî â Ãëàâà I
îò çàáåëåæèòåëíèÿ òðóä íà Óîòñúí [128].

Íåêà íàé-íàïðåä äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, â êîéòî ïàðàìåòúðúò ν íå å öÿëî
÷èñëî. Òîãàâà ëèíåéíèòå êîìáèíàöèè [17, 7.2 (4)�(6)], [114, (1.4.5), (1.4.9)]:

Yν(z) =
Jν(z) cos(νπ)− J−ν(z)

sin(νπ)
, z ∈ C \ (−∞, 0], (1.5.3)

H(1)
ν (z) = Jν(z) + i Yν(z), z ∈ C \ (−∞, 0], (1.5.4)

H(2)
ν (z) = Jν(z)− i Yν(z), z ∈ C \ (−∞, 0], (1.5.5)
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ñúùî ñà ðåøåíèÿ íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (1.5.1). Ôóíêöèÿòà Yν(z)
ñå íàðè÷à ôóíêöèÿ íà Áåñåë îò âòîðè ðîä, à H(1)

ν (z) è H(2)
ν (z) � ôóíêöèè

íà Áåñåë îò òðåòè ðîä, èëè îùå ïúðâà è âòîðà ôóíêöèÿ íà Õàíêåë.
Àêî ν å öÿëî ÷èñëî, äåñíèòå ñòðàíè íà ðàâåíñòâàòà (1.5.3)�(1.5.5) íå ñà

äåôèíèðàíè. Ãðàíèöèòå, îáà÷å, íà òåçè äåñíè ñòðàíè ïðè ν → n (n å öÿëî
÷èñëî) ñúùåñòâóâàò è ìîãàò äà ñå èçïîëçóâàò çà äåôèíèðàíå íà ôóíêöèèòå
íà Áåñåë îò âòîðè è òðåòè ðîä ñ öåëî÷èñëåí èíäåêñ. Â ÷àñòíîñò èìàìå
Yn(z) = lim

ν→n
Yν(z) [17, 7.2 (28)], [114, (1.4.6)], ò.å.

Yn(z) =
1

π

[
∂Jν(z)

∂ν
− (−1)n

∂J−ν(z)

∂ν

]
ν=n

, z ∈ C \ (−∞, 0]. (1.5.6)

Ôóíêöèèòå Jν(z) è J−ν(z) îáðàçóâàò ôóíäàìåíòàëíà ñèñòåìà îò ðåøå-
íèÿ íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (1.5.1) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ν
íå å öÿëî [128, 3.12], äîêàòî Jν(z) è Yν(z) âèíàãè îáðàçóâàò ôóíäàìåíòàëíà
ñèñòåìà ðåøåíèÿ íà òîâà óðàâíåíèå [128, 3.63]. Åäèí îò ãëàâíèòå ìîòèâè
çà âúâåæäàíåòî íà ôóíêöèèòå Yν(z) å íåîáõîäèìîñòòà îò ñúùåñòâóâàíåòî
íà âòîðî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî (1.5.1), êîåòî äà å ëèíåéíî íåçàâèñèìî îò
Jν(z), êîãàòî ïàðàìåòúðúò ν = n å öÿëî íåîòðèöàòåëíî ÷èñëî.

Òóê å ìÿñòîòî äà îòáåëåæèì è åäíà èíòåðåñíà âàðèàöèÿ íà ôóíêöèÿòà
íà Áåñåë îò ïúðâè ðîä, à èìåííî

Cν(z) = z−ν/2Jν(2
√
z) =

∞∑
k=0

(−1)k(z)k

k! Γ(ν + k + 1)
, ν ∈ C, (1.5.7)

êîÿòî ñå íàðè÷à ôóíêöèÿ íà Áåñåë�Êëèôîðä. Êàêòî ñå âèæäà Cν(z) å öÿëà
ôóíêöèÿ, òÿñíî ñâúðçàíà ñ ôóíêöèÿòà íà Áåñåë îò ïúðâè ðîä Jν(z).

1.6 Èíòåãðàëíè ïðåäñòàâÿíèÿ è àñèìïòîòè÷-
íè îöåíêè

1.6.1 Ïðåäâàðèòåëíè ðåçóëòàòè

Åäíî îò íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèòå èíòåãðàëíè ïðåäñòàâÿíèÿ íà Áåñåëîâè-
òå ôóíêöèè îò ïúðâè ðîä å èíòåãðàëíîòî ïðåäñòàâÿíå íà Ïîàñîí [17, 7.12
(7)]:
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Jν(z) =
zν√

π2νΓ(ν + 1/2)

1∫
−1

(1− t2)ν−1/2 exp(izt)dt, (1.6.1)

êîåòî å â ñèëà êîãàòî Reν > −1/2. Òî å äàëî íà÷àëîòî íà ìíîãî âàæíè
èçñëåäâàíèÿ â îáëàñòòà íà Áåñåëîâèòå ôóíêöèè.

Ñïîðåä òîâà, äàëè èíäåêñúò ν, èëè àðãóìåíòúò z ðàñòå íåîãðàíè÷åíî,
ñà ïîçíàòè ðàçëè÷íè àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè çà Áåñåëîâèòå ôóíêöèè. Òàêà
íàïðèìåð, êîåôèöèåíòèòå íà Áåñåë Jn(z) èìàò ñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå [130,
�17.81]:

Jn(z) =
(z
2

)n
(1 + θn(z))

1

n!
, θn(z) → 0 ïðè n→ ∞, (1.6.2)

â öÿëàòà êîìïëåêñíà ðàâíèíà. Ïðè òîâà, ôóíêöèèòå θn(z) ñà õîëîìîðôíè
çà z ∈ C è îñâåí òîâà, lim

n→∞
θn(z) = 0 ðàâíîìåðíî âúðõó âñÿêî êîìïàêòíî

ïîäìíîæåñòâî íà ðàâíèíàòà C.
Êîãàòî z → ∞, ôóíêöèèòå íà Áåñåë ñå ïðåäñòàâÿò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

[17, 7.13 (3)]:

Jν(z) =

√
2

πz

(
cos(z − λν)− sin(z − λν) O

(
1

|z|

))
, (1.6.3)

ñ λν =
νπ

2
+
π

4
, çà arg |z| ≤ π − δ è ïðîèçâîëíî 0 < δ < π.

1.6.2 Åäíà ãîðíà îöåíêà

Ðàçãëåæäàéêè åêñïëèöèòíî θn(z), ðåçóëòàòúò îò (1.6.2), ìîæå äà áúäå
íàïðàâåí ïî-òî÷åí.

Òåîðåìà 1.6.1. [99] Íåêà K ⊂ C å íåïðàçíî êîìïàêòíî ìíîæåñòâî.
Òîãàâà ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà C = C(K), 0 < C <∞, òàêàâà ÷å çà âñÿêî
n ∈ N0 è âñÿêî z ∈ K, å â ñèëà ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî.

|θn(z)| ≤ C/(n+ 1). (1.6.4)

Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâî, íåêà z ∈ C. Ïîðàäè (1.5.2) è (1.6.2), ìîæå äà
ñå çàïèøå

θn(z) =
1

n+ 1

∞∑
k=1

(−1)k(n+ 1)!

k!(n+ k)!

(z
2

)2k
.



26 ÃËÀÂÀ 1. ÃÀÌÀ ÔÓÍÊÖÈß È ÔÓÍÊÖÈÈ ÍÀ ÁÅÑÅË

Îçíà÷àâàéêè uk(z) =
(−1)k(n+ 1)!

k!(n+ k)!

(z
2

)2k
, çà àáñîëþòíàòà ñòîéíîñò íà uk(z)

ñå ïîëó÷àâà îöåíêàòà

|uk(z)| ≤
1

k!

∣∣∣z
2

∣∣∣2k . (1.6.5)

Òúé êàòî ðåäúò

∞∑
k=1

1

k!

∣∣∣z
2

∣∣∣2k (1.6.6)

å ñõîäÿù çà âñÿêî z ∈ C è íåãîâàòà ñóìà å exp(|z|2/4) − 1, òî çà ìîäóëà
|θn(z)| ñå ïîëó÷àâà îöåíêàòà

|θn(z)| ≤
1

n+ 1

(
exp (|z|2/4)− 1

)
(1.6.7)

â öÿëàòà êîìïëåêñíà ðàâíèíà. Òîãàâà îöåíêàòà (1.6.4) íåçàáàâíî ñëåäâà îò
(1.6.7), çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà z ∈ K. �

Ñàìî äà ñïîìåíåì, ÷å èçëîæåíîòî ïî-ãîðå äîêàçàòåëñòâî ìîæå äà ñå
íàìåðè ñúùî â [99].

Ïî-íàòàòúê ìîæå äà ñå íàïðàâè ñëåäíàòà çàáåëåæêà.

Çàáåëåæêà 1.6.1. Ðàâíîìåðíàòà ñõîäèìîñò íà {θn(z)}∞n=1 âúðõó êîì-
ïàêòíèòå ïîäìíîæåñòâà íà C ñëåäâà è îò (1.6.4).

Çàáåëåæêà 1.6.2. Ñúãëàñíî àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà (1.6.2), ñëåä-
âà, ÷å ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî N0, òàêîâà ÷å ôóíêöèèòå Jn(z) íÿ-
ìàò íóëè çà n > N0, îñâåí íóëàòà.

Çàáåëåæêà 1.6.3. Äà îòáåëåæèì, ÷å âñÿêà îò ôóíêöèèòå Jn(z) (n ∈
N0), áèäåéêè öÿëà ôóíêöèÿ, íå òúæäåñòâåíî íóëà, èìà íå ïîâå÷å îò êðàåí
áðîé íóëè â çàòâîðåíîòî è îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî |z| ≤ R ([67], òîì 1,
ãë. 3, �6, 6.1, ñòð.305). Íåùî ïîâå÷å, ïîðàäè Çàáåëåæêà 1.6.2, íàé-ìíîãî
êðàåí áðîé îò òåçè ôóíêöèè èìàò íÿêàêâè íóëè, ðàçëè÷íè îò íóëàòà.

Çàáåëåæêà 1.6.4. Ôîðìóëàòà (1.6.4) ñå èçïîëçâà ñúùåñòâåíî â äîêà-
çàòåëñòâîòî íà ñúîòâåòíàòà óñèëåíà âåðñèÿ íà òåîðåìàòà îò Òàóáåðîâ
òèï çà ðåäîâå ïî ôóíêöèè íà Áåñåë îò ïúðâè ðîä.



Ãëàâà 2

Ðåäîâå ïî ôóíêöèè íà
Áåñåë. Ñõîäèìîñò

2.1 Íÿêîè ìíîæåñòâà â êîìïëåêñíàòà ðàâíè-
íà. Îçíà÷åíèÿ è åäíî ïîëåçíî ãåîìåòðè÷-
íî íåðàâåíñòâî

Â òàçè ñåêöèÿ ñà îïèñàíè íÿêîè ìíîæåñòâà â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà,
êîèòî ñå èçïîëçâàò ïî-íàòàòúê.

Çàïî÷âàéêè ñ íàé-ïðîñòèòå êðúãîâè îáëàñòè, îçíà÷àâàìå ñ D(0;R) îò-
âîðåíèÿ êðúã ñ öåíòúð â êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî è ðàäèóñ R, ñ [D(0;R)] -
íåãîâàòà çàòâîðåíà îáâèâêà, ñ D̃(0;R) âúíøíîñòòà íà D(0;R) è ñ C(0;R) -
íåãîâèÿ êîíòóð, ò.e.

D(0;R) = {z : z ∈ C, |z| < R},
D̃(0;R) = {z : z ∈ C, |z| > R},

[D(0;R)] = D(0;R) ∪ C(0;R),
C(0;R) = ∂D(0;R) = {z : z ∈ C, |z| = R}.

(2.1.1)

Âñúùíîñò, ìíîæåñòâîòî [D(0;R)] å çàòâîðåíèÿ êðúã {z : z ∈ C, |z| ≤ R}.
Ïî-íàòàòúê, âçåìàéêè 0 ≤ ψ < 2π è 0 < φ < π/2, îçíà÷àâàìå ñ Aψ,φ

úãëîâàòà îáëàñò, çàäàäåíà êàêòî ñëåäâà

Aψ,φ = {z : z ∈ C, | arg(z exp(−iψ))| < φ}. (2.1.2)

Òàçè îáëàñò èìà ãîëåìèíà íà úãúëà 2φ < π è å ñèìåòðè÷íà ñïðÿìî ëú÷à,
ìèíàâàù ïðåç íà÷àëîòî è ñêëþ÷âàù úãúë ψ ñ ïîëîæèòåëíàòà ïîñîêà íà

27
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ðåàëíàòà îñ. Àêî 0 ≤ ψ < π, ìíîæåñòâàòà Aψ,φ è Aψ+π,φ îáðàçóâàò äâîéêà
âðúõíè úãëè, ò.å., äâàòà úãúëà èìàò îáù âðúõ (êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî), à
ðàìåíåòå èì ñà ñèìåòðè÷íè îòíîñíî ïðàâàòà ëèíèÿ, ìèíàâàùà ïðåç íà÷àëî-
òî è ñêëþ÷âàùà úãúë ψ ñ ïîëîæèòåëíàòà ðåàëíà îñ. Íàïðèìåð, úãëèòå A0,φ

è Aπ,φ ñà âðúõíè úãëè ñ âðúõ íà÷àëîòî è âñåêè åäèí îò òÿõ å ñèìåòðè÷åí
îòíîñíî ðåàëíàòà îñ, ò. å. ðåàëíàòà îñ å úãëîïîëîâÿùà íà âñåêè îò òÿõ.

Çà ñëåäâàùèòå äâå ìíîæåñòâà, âçåìàéêè êîìïëåêñíîòî ÷èñëî z0 ̸= 0 ñ
arg z0 = ψ, îçíà÷àâàìå

Az0; ψ,φ = {z : z ∈ C, z − z0 ∈ Aψ+π,φ} àêî 0 ≤ ψ < π,

Az0; ψ,φ = {z : z ∈ C, z − z0 ∈ Aψ−π,φ} àêî π ≤ ψ < 2π.
(2.1.3)

Âñúùíîñò, ìíîæåñòâîòî Az0; ψ,φ ñå ïîëó÷àâà êàòî îáðàç íà îáëàñòòà
Aψ±π,φ ÷ðåç òðàíñëàöèÿ, èçîáðàçÿâàùà íà÷àëîòî â òî÷êàòà z0. Òî ïðåäñ-
òàâëÿâà úãëîâà îáëàñò, ñúäúðæàùà íà÷àëîòî, ñ ãîëåìèíà íà úãúëà 2φ è
âðúõ â òî÷êàòà z = z0, ñèìåòðè÷íà îòíîñíî ïðàâàòà ëèíèÿ, ìèíàâàùà ïðåç
òî÷êèòå 0 è z0.

Íàé-ñåòíå, îçíà÷åíèÿòà gφ, D(0;Rt) è dφ ñà âúâåäåíè ñúîòâåòíî çà ÷àñò-
òà îò úãëîâàòà îáëàñò Az0; ψ,φ, êîÿòî ñå ñúäúðæà â îòâîðåíèÿ êðúã D(0;R)
(âèæ Ôèãóðà 2.1.1), îòâîðåíèÿ êðúã ñ öåíòúð êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî, êîéòî
ñå äîïèðà äî ðàìåíåòå íà úãúëà è ÷àñòòà îò îáëàñòòà gφ, çàêëþ÷åíà ìåæäó
ðàìåíåòå íà úãúëà è äúãàòà îò îêðúæíîñòòà C(0;Rt), ò.å.

gφ = gz0;φ = D(0;R) ∩ Az0; ψ,φ,

dφ = dz0;φ = ExtD(0;Rt) ∩ gφ,
(2.1.4)

à ðàäèóñúò Rt íà êðúãà D(0;Rt) å ðàâåí íà ðàçñòîÿíèåòî îò ò. 0 äî ðàìåíåòå
íà úãúëà gφ.

Íåêà z0 ∈ C, 0 < R < ∞, |z0| = R, gφ å ïðîèçâîëíà úãëîâà îáëàñò,
îò âèäà (2.1.4), ñ ãîëåìèíà íà úãúëà 2φ < π è âðúõ â òî÷êàòà z = z0 è
dφ å ñúîòâåòíîòî ìíîæåñòâî, äåôèíèðàíî ñ (2.1.4). Ïî-äîëó å äàäåíî åäíî
ïîëåçíî ãåîìåòðè÷íî íåðàâåíñòâî, ñâúðçàíî ñ ìíîæåñòâîòî dφ.

Ëåìà 2.1.1. [99] Íåêà dφ å ÷àñòòà îò úãëîâàòà îáëàñò gφ, äåôèíèðàíà
ñ (2.1.4) è z ∈ [dφ]. Òîãàâà

|z − z0| cosφ < 2(|z0| − |z|). (2.1.5)
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Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâî, íåêà z ïðèíàäëåæè íà îòâîðåíîòî ìíîæåñòâî
dφ. Îçíà÷àâàéêè z0 è z ñúîòâåòíî ñ áóêâèòå A è B (âèæ Ôèãóðà 2.1.2),
ìîæå äà ñå çàïèøå ðàâåíñòâîòî

0

z    0

g

Ôèãóðà 2.1.1 Ôèãóðà 2.1.2

AB · AB′ = AC · AC ′, îòêúäåòî

AB

AC
=

|z − z0|
|z0| − |z|

=
AC ′

AB′ <
AD

AE
<
AD

AF
=

2AO

AF
=

2

cosφ
.

Òîâà äîêêàçâà ëåìàòà â ñëó÷àÿ íà z ∈ dφ. Êîãàòî z ∈ ∂dφ, äîêàçàòåëñòâîòî
ñå èçâúðøâà ïî ñúùèÿ íà÷èí, ñ èçïîëçâàíå íà àíàëîãè÷íè íåðàâåíñòâà. �

2.2 Êëàñè÷åñêè ðåçóëòàòè çà ñòåïåííèòå
ðåäîâå

Âàæíî ñâîéñòâî íà õîëîìîðôíèòå ôóíêöèè å âúçìîæíîñòòà èì äà ñå
ïðåäñòàâÿò ñúñ ñòåïåííè ðåäîâå

∞∑
n=0

anz
n, an ∈ C, n = 0, 1, 2, .... (2.2.1)

Ïîëåçíà èíôîðìàöèÿ çà ñõîäèìîñòòà íà òàêèâà ðåäîâå â êîìïëåêñíà îá-
ëàñò ñå ñúäúðæà â êëàñè÷åñêèòå òåîðåìè íà Êîøè�Àäàìàð, Àáåë, Òàóáåð
è Ôàòó.

Òàêà íàïðèìåð, ïî òåîðåìàòà íà Êîøè�Àäàìàð, âñåêè ðåä îò âèäà (2.2.1)
å àáñîëþòíî ñõîäÿù â êðúãà D(0;R) ñ ðàäèóñ

R =

(
lim sup
n→∞

|an|1/n
)−1
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è ðàçõîäÿù âúâ âúíøíîñòòà ìó |z| > R. Íàé-îáùî êàçàíî, ïî òåîðåìàòà íà
Àáåë, îò ñõîäèìîñòòà íà ðåäà

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n

â òî÷êàòà z0 ñëåäâà ñúùåñòâóâàíåòî íà ãðàíèöàòà lim
z→z0

f(z) = f(z0), êîãàòî

z ïðèíàäëåæè íà ïîäõîäÿùà úãëîâà îáëàñò ñ âðúõ â òî÷êàòà z0. Ãåîìåòðè÷-
íèÿò ðåä [122, ñòð. 92], :

1

1 + z
= 1− z + z2 − z3 + . . .

ðàçãëåæäàí â òî÷êàòà z0 = 1 å ïðèìåð çà òîâà, ÷å ñúùåñòâóâàíåòî íà ãðà-

íèöàòà lim
z→z0

f(z) = f(z0) íå âèíàãè âëå÷å ñõîäèìîñòòà íà ðåäà
∞∑
n=0

anz
n
0 áåç

äà å íàëîæåíî äîïúëíèòåëíî óñëîâèå çà ãîëåìèíàòà íà êîåôèöèåíòèòå.

Íà÷àëîòî íà òåîðèÿòà íà ñóìèðàíå íà ðàçõîäÿùè ðåäîâå å ïîñòàâåíî îò
Îéëåð. Òîé å ïúðâèÿò, êîéòî å äèñêóòèðàë, ÷å âúïðîñúò, êîéòî òðÿáâà äà
ñå ïîñòàâÿ å �êàê äà ñå äåôèíèðà ñóìàòà íà ðàçõîäÿù ðåä�, à íå �íà êàêâî
å ðàâíà òàçè ñóìà�. Òîé ïèøå ([18, ñòð. 78, (110.)]):

�Àç òâúðäÿ, ÷å öÿëàòà òðóäíîñò ñå ñúñòîè â îïðåäåëÿíå íà ñìèñúëà
íà ïîíÿòèåòî �ñóìà�. Íàèñòèíà, àêî èçðàçúò �ñóìà íà ðåäà� îçíà÷àâà,
êàêòî îáèêíîâåíî, ðåçóëòàòà îò ñúáèðàíåòî íà âñè÷êèòå ìó ÷ëåíîâå,
òîãàâà ñóìà ìîæå äà ñå äåôèíèðà ñàìî çà ñõîäÿùè ðåäîâå. Àêî ïîíÿ-
òèåòî �ñóìà� ñå ïîäðàçáèðà ñàìî â òîçè òåñåí ñìèñúë, òîãàâà ðàçõîäÿ-
ùèòå ðåäîâå èçîáùî íÿìàò êàêâàòî è äà å ñóìà. Àêî â òîâà ïîíÿòèå ñå
âëîæè äðóã ñìèñúë, ðàçëè÷åí îò îáè÷àéíèÿ, òîãàâà ìîæå äà ñå èçëå-
çå îò òîâà çàòðóäíåíèå. Íåùî ïîâå÷å, àêî ðåäúò å ñõîäÿù, ñå èçèñêâà
òàçè �íîâà� ñóìà äà áúäå ñúùàòà êàòî îáè÷àéíàòà. Òúé êàòî ðàçõî-
äÿùèòå ðåäîâå èçîáùî íÿìàò ñóìà (â îáè÷àéíèÿ ñìèñúë), òî íîâàòà
ñóìà â òîçè ñëó÷àé íÿìà äà ñúçäàâà èçîáùî íèêàêâè ïðîáëåìè.�

Îéëåðîâàòà ãëåäíà òî÷êà çà ðàçõîäÿùèòå ðåäîâå å íàïúëíî àêòóàëíà:
åäèí ðàçõîäÿù ðåä íÿìà ñóìà â îáè÷àéíèÿ ñìèñúë íà äóìàòà, íî å âúç-
ìîæíî äà ñå âúâåäå íîâà äåôèíèöèÿ çà �ñóìà� (ò.å. äåôèíèöèÿ çà ìåòîä çà
ñóìèðàíå íà ðåäîâå), êîÿòî äà ñå ïðèëîæè çà âñè÷êè ñõîäÿùè ðåäîâå è çà
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íÿêîè ðàçõîäÿùè. Íåùî ïîâå÷å, çà öåëòà ñå èçèñêâà íîâàòà ñóìà çà ñõîäÿ-
ùè ðåäîâå äà îñòàâà ñúùàòà, êàêòî â îáè÷àéíèÿ ñìèñúë (ò.å. ìåòîäúò äà
áúäå ðåãóëÿðåí).

Òðÿáâà äà îòáåëåæèì, ÷å èìà îñòàâåíà ÿñíà áúëãàðñêà äèðÿ â îáëàñòòà
íà ñóìèðàíå íà ðàçõîäÿùè ðåäîâå â ëèöåòî íà Îáðåøêîâ, êîéòî èìà ðåäèöà
ïóáëèêàöèè ïî òàçè òåìàòèêà. Íàñêîðîøíîòî ïóáëèêóâàíå íà îáøèðíîòî
ìó èçñëåäâàíå [80] íà àíãëèéñêè åçèê [81], ñ ïðåäãîâîð è äîáàâêà îò Ðóñåâ
[115], å ñàìî îùå åäíî ïîòâúðæäåíèå çà òîâà.

Íåêà äà ðàçãëåäàìå ÷èñëîâèÿ ðåä

∞∑
n=0

an, an ∈ C, n = 0, 1, 2, ... (2.2.2)

Çà äà äåôèíèðàìå íåãîâàòà Àáåëîâà ñóìèðóåìîñò [27, ñòð. 20, 1.3 (2)],
íàðåä ñ íåãî ðàçãëåæäàìå è ñòåïåííèÿ ðåä (2.2.1).

Äåôèíèöèÿ 2.2.1. Ðåäúò (2.2.2) ñå íàðè÷à A-ñóìèðóåì, àêî ñòåïåí-
íèÿò ðåä (2.2.1) å ñõîäÿù â åäèíè÷íèÿ êðúã D(0; 1) è îñâåí òîâà ñúùåñò-
âóâà ãðàíèöàòà

lim
z→1−0

∞∑
n=0

anz
n = S.

Êîìïëåêñíîòî ÷èñëî S ñå íàðè÷à A-ñóìà íà ðàçãëåæäàíèÿ ÷èñëîâ ðåä
(2.2.2) è îáè÷àéíîòî îçíà÷åíèå çà òîâà å

∞∑
n=0

an = S (A).

ßñíî å, ÷å òàçè äåôèíèöèÿ ñå îòíàñÿ êàêòî äî âñè÷êè ñõîäÿùè ÷èñëîâè
ðåäîâå, òàêà è äî íÿêîè ðàçõîäÿùè. Íî ñúãëàñíî òåîðåìàòà íà Àáåë, Àáå-
ëîâàòà ñóìèðóåìîñò å ðåãóëÿðíà, ò.å. A-ñóìàòà íà âñåêè ñõîäÿù ÷èñëîâ ðåä
å ðàâíà íà ñòàíäàðòíàòà ìó ñóìà. È òàêà, ìîæå äà ñå íàïðàâè ñëåäíàòà
Çàáåëåæêà.

Çàáåëåæêà 2.2.1. A-ñóìèðóåìîñòòà å ðåãóëÿðíà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å
àêî ðåäúò (2.2.2) å ñõîäÿù, òî òîé å ñúùî è A-ñóìèðóåì, è íåãîâàòà
A-ñóìà å ðàâíà íà îáè÷àéíàòà ìó ñóìà.
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Çàáåëåæêà 2.2.2. Â îáùèÿ ñëó÷àé A-ñóìèðóåìîñòòà íà ðåäà (2.2.2)
íå âëå÷å íåãîâàòà ñõîäèìîñò. Îáà÷å ïðè íàëàãàíå íà äîïúëíèòåëíè óñëî-
âèÿ âúðõó ãîëåìèíàòà íà îáùèÿ ÷ëåí íà ðåäà (2.2.2), ñõîäèìîñòòà ìîæå
äà ñå îñèãóðè.

Ïî-íàäîëó å ôîðìóëèðàí ðåçóëòàò, îáðàòåí íà òåîðåìàòà íà Àáåë, âúâ
âèäà, äàäåí â êíèãàòà íà Õàðäè [27, Òåîðåìà 85].

Òåîðåìà 2.2.1 (íà Òàóáåð). Íåêà ðåäúò (2.2.2) å A-ñóìèðóåì,

∞∑
n=0

an = S (A) è lim
n→∞

nan = 0.

Òîãàâà ðåäúò
∞∑
n=0

an å ñõîäÿù è ñóìàòà ìó å S.

Âñúùíîñò, òàçè òåîðåìà å îáðàòíà íà òåîðåìàòà íà Àáåë è ñâúðçâà Àáå-
ëîâàòà ñóìèðóåìîñò íà äàäåí ÷èñëîâ ðåä ñ îáè÷àéíàòà ìó ñóìèðóåìîñò.
Òÿ èìà âå÷å ïîâå÷å îò åäíîâåêîâíà èñòîðèÿ. Íåîòäàâíà Êîðåâààð ïóëèêó-
âà ñòàòèÿòà ñè [55], ïîñâåòåíà íà åäíîâåêîâíèÿ þáèëåé íà êîìïëåêñíàòà
òåîðåìà íà Òàóáåð.

Íà ïðúâ ïîãëåä èçãëåæäà, ÷å óñëîâèåòî an = o(1/n) å ñúùåñòâåíî. Âúï-
ðåêè òîâà, Ëèòúëóä óñïÿâà äà ãî îòñëàáè è ïîëó÷àâà ñëåäíàòà óñèëåíà
âåðñèÿ íà òåîðåìàòà íà Òàóáåð [27, Òåîðåìà 90].

Òåîðåìà 2.2.2 (íà Ëèòúëóä). Íåêà ðåäúò (2.2.2) å A-ñóìèðóåì,

∞∑
n=0

an = S (A) è an = O(1/n).

Òîãàâà ðåäúò
∞∑
n=0

an å ñõîäÿù è íåãîâàòà ñóìà å S.

Ïî-íàòàòúê, çà äà ñå äèñêóòèðà ïîâåäåíèåòî íà ñòåïåííèÿ ðåä (2.2.1)
ïî ïåðèôåðèÿòà íà êðúãà íà ñõîäèìîñò, ñå íàëàãà äà ñå öèòèðà îùå åä-
íà äåôèíèöèÿ. Çà öåëòà, íåêà {an}∞n=0 å ðåäèöà îò êîìïëåêñíè ÷èñëà ñúñ
ñâîéñòâîòî

lim sup
n→∞

(|an|)1/n = R−1, 0 < R <∞,

è f(z) å ñóìàòà íà ñòåïåííèÿ ðåä (2.2.1) â îòâîðåíèÿ êðúã D(0;R), ò.å.
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f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, z ∈ D(0;R). (2.2.3)

Äåôèíèöèÿ 2.2.2. Òî÷êàòà z0 ∈ ∂D(0;R) ñå íàðè÷à ðåãóëÿðíà òî÷-
êà çà ôóíêöèÿòà f , àêî ñúùåñòâóâà îêîëíîñò U(z0; ρ) è ôóíêöèÿ f ∗z0 ∈
H(U(z0; ρ)) (ïðîñòðàíñòâîòî îò êîìïëåêñíîçíà÷íè ôóíêöèè, õîëîìîðôíè
â ìíîæåñòâîòî U(z0; ρ)), òàêàâà ÷å f ∗z0(z) = f(z) çà z ∈ U(z0; ρ)∩D(0;R).

Ñúãëàñíî òàçè äåôèíèöèÿ ñëåäâà, ÷å ìíîæåñòâîòî îò ðåãóëÿðíè òî÷êè
íà äàäåí ñòåïåíåí ðåä å îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà îêðúæíîñòòà C(0;R) =
∂D(0;R) îòíîñíî ðåëàòèâíàòàà òîïîëîãèÿ âúðõó ∂D(0;R), ò. å. òîïîëîãèÿ-
òà, èíäóöèðàíà îò òàçè â C.

Â îáùèÿ ñëó÷àé, íå ñúùåñòâóâà ðåëàöèÿ ìåæäó ñõîäèìîñòòà (ðàçõî-
äèìîñòòà) íà åäèí ñòåïåíåí ðåä â òî÷êèòå îò ãðàíèöàòà íà êðúãà ìó íà
ñõîäèìîñò è ðåãóëÿðíîñòòà (ñèíãóëÿðíîñòòà) íà íåãîâàòàà ñóìà â òàêèâà

òî÷êè. Íàïðèìåð ñòåïåííèÿò ðåä
∞∑
n=0

zn å ðàçõîäÿù âúâ âñÿêà òî÷êà îò åäè-

íè÷íàòà îêðúæíîñò C(0; 1), íåçàâèñèìî îò ôàêòà, ÷å âñè÷êè òî÷êè îò òàçè
îêðúæíîñò, ñ èçêëþ÷åíèå íà ñà z = 1, ñà ðåãóëÿðíè çà íåãîâàòà ñóìà. Ðåäúò
∞∑
n=1

n−2zn å (àáñîëþòíî) ñõîäÿù âúâ âñÿêà òî÷êà îò îêðúæíîñòòà C(0; 1),

íî íåçàâèñèìî îò òîâà åäíà îò òÿõ, èìåííî z = 1, å ñèíãóëÿðíà (ò.å. íå å
ðåãóëÿðíà) çà íåéíàòà ñóìà. Îáà÷å ïðè äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ âúðõó ðåäè-
öàòà {an}∞n=0, òàêàâà ðåëàöèÿ ñúùåñòâóâà (çà ïîäðîáíîñòè [67, Òîì 1, Ãë.
3, �7, 7.3, ñòð. 357]).

Òåîðåìà 2.2.3 (íà Ôàòó). Àêî êîåôèöèåíòèòå íà ñòåïåííèÿ ðåä ñ
åäèíè÷íèÿ êðúã íà ñõîäèìîñò êëîíÿò êúì íóëà, ò. å. lim

n→∞
an = 0, òîãàâà

ñòåïåííèÿò ðåä å ñõîäÿù, äàæå ðàâíîìåðíî, âúðõó âñÿêà äúãà îò åäèíè÷-
íàòà îêðúæíîñò, âñè÷êè òî÷êè íà êîÿòî (âêëþ÷èòåëíî è êðàèùàòà íà
äúãàòà) ñà ðåãóëÿðíè çà ñóìàòà íà ðåäà.

2.3 Ðåäîâå ïî ôóíêöèè íà Áåñåë

Â ðåäèöà ëèòåðàòóðíè èçòî÷íèöè, êàòî íàïðèìåð [10] è [65] ñå ïîä÷åð-
òàâà, ÷å âúïðîñúò çà èçñëåäâàíå íà ôóíêöèè, õîëîìîðôíè â îêîëíîñò íà
íóëàòà ñå ñâúðçâà ñúñ ñâîéñòâàòà íà êîåôèöèåíòèòå íà ñòåïåííèòå ðåäîâå,
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÷ðåç êîèòî òåçè ôóíêöèè ñå äåôèíèðàò. Åñòåñòâåíî å äà âúçíèêíå âúïðîñúò,
êàê áèõà ñòîÿëè íåùàòà, àêî õîëîìîðôíàòà ôóíêöèÿ å ïðåäñòàâåíà íå ñúñ
ñòåïåíåí ðåä, à ñ ðåä ïî îðòîãîíàëíè ïîëèíîìè èëè äðóãè ñïåöèàëíè ôóí-
êöèè, ò.å. êàê è äàëè êîåôèöèåíòèòå íà òàêúâ ðåä âëèÿÿò íà ãåîìåòðèÿòà
íà ñõîäèìîñò íà ðåäà. Íàøèÿò èíòåðåñ êúì ïîäîáåí ïîäõîä íà èçñëåäâàíå
íà ðåäîâå ïî ñïåöèàëíè ôóíêöèè, ÷ðåç êîèòî ñå ïðåäñòàâÿò èçñëåäâàíèòå
õîëîìîðôíè ôóíêöèè ñå äúëæè íà åäíà ñòàòèÿ íà Ç. Íåõàðè [78] è íà äúë-
áîêàòà íè óáåäåíîñò, ÷å äåòàéëíîòî èçó÷àâàíå è öÿëîñòíîòî îâëàäÿâàíå íà
ñõîäñòâîòî ñ òåîðèÿòà íà ñòåïåííèòå ðåäîâå ùå èìà ñòèìóëèðàùî âúçäåéñ-
òâèå âúðõó ïî-íàòàòúøíîòî ðàçâèòèå íà òåîðèÿòà çà ðåäîâåòå.

È òàêà, íåêà Jν(z) ñà Áåñåëîâèòå ôóíêöèè, äåôèíèðàíè ñ (1.5.2). Íåêà
äà ðàçãëåäàìå ðåäà ïî Áåñåëîâè ôóíêöèè

∞∑
n=0

anJn(z), z ∈ C (2.3.1)

è çà êðàòêîñò äà ãî íàðå÷åì Áåñåëîâ ðåä .
Â òàçè ãëàâà ñå èçó÷àâàò Áåñåëîâè ðåäîâå è òÿõíàòà ãåîìåòðèÿ íà ñõî-

äèìîñò. Ïî-òî÷íî, îïðåäåëÿ ñå êúäå òåçè ðåäîâå ñà ñõîäÿùè è êúäå íå ñà, è
îñâåí òîâà ñå îïðåäåëÿ êúäå ñõîäèìîñòòà å ðàâíîìåðíà è êúäå íå å. Íàìè-
ðàò ñå êðúãîâåòå èì íà ñõîäèìîñò è ñå èçñëåäâà ïîâåäåíèåòî íà ðåäîâåòå
ïî ãðàíèöèòå èì, êàòî ñå äîêàçâàò òâúðäåíèÿ, àíàëîçè íà êëàñè÷åñêèòå òå-
îðåìè íà Êîøè�Àäàìàð, Àáåë, Òàóáåð è Ôàòó. ×àñò îò äåôèíèöèèòå è ïî-
ãîðå ñïîìåíàòèòå ðåçóëòàòè ñå ïîÿâÿâàò ïúðâî â Ïàíåâà-Êîíîâñêà [89, 98].
Àñèìïòîòè÷íèòå ôîðìóëè, ïîëó÷åíè çà ôóíêöèèòå íà Áåñåë ïðè �ãîëåìè�
ñòîéíîñòè íà èíäåêñèòå ñå èçïîëçâàò çà äîêàçâàíå íà òåîðåìèòå çà ñõîäè-
ìîñò íà ðàçãëåæäàíèòå ðåäîâå.

2.4 Òåîðåìà îò Êîøè�Àäàìàðîâ òèï

Â òàçè ñåêöèÿ å íàìåðåíà îáëàñòòà íà ñõîäèìîñò íà Áåñåëîâèÿ ðåä (2.3.1)
è å äîêàçàíà ñúîòâåòíàòà òåîðåìà îò Êîøè�Àäàìàðîâ òèï.

Òåîðåìà 2.4.1 (îò Êîøè�Àäàìàðîâ òèï [99]). Îáëàñòòà íà ñõîäèìîñò
íà ðåäà (2.3.1) å êðúãúò D(0;R) ñ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò

R = 2

(
lim sup
n→∞

( |an| / Γ(n+ 1) )1/n
)−1

. (2.4.1)
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Ïî-òî÷íî, ðåäúò, (2.3.1) å àáñîëþòíî ñõîäÿù â êðúãà D(0;R) è ðàçõîäÿù
â îáëàñòòà |z| > R. Ñëó÷àèòå R = 0 è R = ∞ ñà âêëþ÷åíè â îáùèÿ
ñëó÷àé.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà óäîáñòâî, äà îçíà÷èì

un(z) = anJn(z), bn = 2−1( |an| / Γ(n+ 1) )1/n, Λ = 1/R = lim sup
n→∞

bn.

Èçïîëçâàéêè àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà (1.6.2), ïîëó÷àâàìå

un(z) = an(z/2)
n(1 + θn(z)) / Γ(n+ 1).

Â äîêàçàòåëñòâîòî ñå ðàçãëåæäàò òðè ðàçëè÷íè ñëó÷àÿ.

(1) Λ = 0, òîãàâà lim
n→∞

bn = lim sup
n→∞

bn = 0. Äà ôèêñèðàìå z ̸= 0. î÷å-

âèäíî, ñúùåñòâóâà ÷èñëî N1, òàêîâà ÷å çà âñÿêî n > N1 ñà èçïúëíå-
íè íåðàâåíñòâàòà |1 + θn(z)| < 2 è 2bn < 1/|z|, îòêúäåòî |un(z)| =
bnn|z|n|1 + θn(z)| < 21−n. Àáñîëþòíàòà ñõîäèìîñò íà (2.3.1) íåçàáàâíî
ñëåäâà îò òîâà íåðàâåíñòâî.

(2) 0 < Λ < ∞. Ïúðâî, íåêà z ïðèíàäëåæè íà îòâîðåíèÿ êðúã D(0;R),
ò.e. |z|/R < 1. Òîãàâà lim sup

n→∞
|z|bn < 1. Ñëåäîâàòåëíî, ñúùåñòâóâà

÷èñëî q < 1, òàêîâà ÷å lim sup
n→∞

|z|bn ≤ q, îòêúäåòî |z|nbnn ≤ qn. Èç-

ïîëçâàéêè àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà çà îáùèÿ ÷ëåí un(z) íà ðåäà
(2.3.1), ïîëó÷àâàìå |un(z)| = bnn|z|n|1 + θn(z)| ≤ qn|1 + θn(z)|. Òúé
êàòî lim

n→∞
θn(z) = 0, òî ñúùåñòâóâà ÷èñëî N2 òàêîâà ÷å |1 + θn(z)| < 2

çà âñÿêî n > N2, è òîãàâà ñëåäâà, ÷å |un(z)| ≤ 2qn. Òúé êàòî ðåäúò
∞∑
n=0

2qn å ñõîäÿù, òî è ðåäúò (2.3.1) å ñõîäÿù, ïðè òîâà ðàâíîìåðíî.

Ñåãà, íåêà z ëåæè âúâ âúíøíîñòòà íà òàçè îáëàñò, ò.e. |z|/R > 1.
Òîãàâà lim sup

n→∞
|z|bn > 1 è ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî

ñòîéíîñòè nk íà n ñúñ ñâîéñòâîòî |z|nkbnknk > 1. Òúé êàòî lim
n→∞

θn(z) = 0,

òî ñúùåñòâóâàN3, òàêîâà ÷å çà nk > N3 å èçïúëíåíî |1+θnk(z)| ≥ 1/2,
ò.e. |unk(z)| ≥ 1/2 çà áåçêðàéíî ìíîãî ñòîéíîñòè íà n. Òîâà îçíà÷àâà,
÷å íå å èçïúëíåíî íåîáõîäèìîòî óñëîâèå çà ñõîäèìîñò çà äàäåíèÿ ðåä
è ñëåäîâàòåëíî ðåäúò (2.3.1) å ðàçõîäÿù.
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(3) Λ = ∞. Íåêà z ∈ C\{0}. Òîãàâà bnk > 1/|z| çà áåçêðàéíî ìíîãî
ñòîéíîñòè nk íà n, îòêúäåòî |unk(z)| = |z|nk bnknk |1 + θnk(z)| ≥ 1/2.
Ñ äðóãè äóìè, íåîáõîäèìîòî óñëîâèå çà ñõîäèìîñò íà ðåäà (2.3.1) íå
å èçïúëíåíî, îòêúäåòî çàêëþ÷àâàìå, ÷å ðåäúò (2.3.1) å ðàçõîäÿù çà
âñÿêî z ̸= 0. �

Ñëåäñòâèå 2.4.1. [99] Íåêà ðåäúò (2.3.1) å ñõîäÿù â òî÷êàòà z0 ̸= 0.
Òîãàâà òîé å àáñîëþòíî ñõîäÿù â êðúãà D(0; |z0|). Âúòðå â êðúãà D(0;R),
ò.e. âúðõó âñåêè çàòâîðåí êðúã |z| ≤ r (r < R), ñõîäèìîñòòà å ðàâíîìåð-
íà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íàèñòèíà, òúé êàòî ðàçãëåæäàíèÿò ðåä å ñõîäÿù â
òî÷êàòà z0 ̸= 0, òî íåãîâèÿò ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò R å ïîëîæèòåëíî ÷èñëî,
è îñâåí òîâà òî÷êàòà z0 ëåæè èëè â êðúãà íà D(0;R), èëè âúðõó íåãîâàòà
ãðàíèöà � îêðúæíîñòòà C(0;R). Çàòîâà êðúãúò D(0; |z0|) å èëè ÷àñò îò
îáëàñòòà íà ñõîäèìîñò, èëè ñúâïàäà ñ íåãî, îòêúäåòî ñëåäâà àáñîëþòíàòà
ñõîäèìîñò.

Çà äà ñå äîêàæå ðàâíîìåðíîñòòòà íà ñõîäèìîñòòà âúòðå â êðúãà íà ñõî-
äèìîñò D(0;R), å äîñòàäú÷íî äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäúò å ðàâíîìåðíî ñõîäÿù
âúðõó âñåêè çàòâîðåí êðúã |z| ≤ r (r < R). Çà öåëòà, èçáèðàéêè òî÷êàòà
ζ, |ζ| = ρ, r < ρ < R è ðàçãëåæäàéêè ðåäà (2.3.1), íàìèðàìå ãîðíà îöåíêà
íà |anJn(z)|. Ïúðâî, äà îòáåëåæèì, ÷å å âúçìîæíî íÿêîè îò ñòîéíîñòèòå íà
Jn(ζ), íî ñàìî êðàåí áðîé îò òÿõ, äà ñà íóëà. Òîãàâà, ïðåäâèä (1.6.2), ñú-
ùåñòâóâà ÷èñëî p, òàêîâà ÷å èçðàçúò |anJn(z)| ìîæå äà áúäå çàïèñàí êàêòî
ñëåäâà

|anJn(z)| = |anJn(ζ)|
|Jn(z)|
|Jn(ζ)|

= |anJn(ζ)|
|zn||1 + θn(z)|
|ζn||1 + θn(ζ)|

≤ |anJn(ζ)|
|1 + θn(z)|
|1 + θn(ζ)|

,

çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà n > p è |z| ≤ r.

Ïðåäâèä (1.6.4) è ðàâåíñòâîòî lim
n→∞

1

n+ 1
= 0, ñå ïîëó÷àâàò ðàâåíñòâàòà

lim
n→∞

(1 + θn(z)) = 1, lim
n→∞

(1 + θn(ζ))
−1 = 1.

Ñëåäîâàòåëíî, ñúùåñòâóâà ÷èñëî A, òàêîâà ÷å |1+ θn(z)||1+ θn(ζ)|−1 ≤ A è
òîãàâà |anJn(z)| ≤ A|anJn(ζ)|, çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà n > p è |z| ≤ r. Òúé
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êàòî ðåäúò
∞∑
n=0

anJn(ζ) å àáñîëþòíî ñõîäÿù, äîêàçÿòåëñòâîòî çàâúðøâà ñ

ïðèëàãàíå íà êðèòåðèÿ íà Âàéåðùðàñ çà ðàâíîìåðíàòà ñõîäèìîñò. �

Äà îòáåëåæèì, ÷å ñàìèÿò êðúã íà ñõîäèìîñò íå å íåïðåìåííî îáëàñò
íà ðàâíîìåðíà ñõîäèìîñò íà ðåäà è îñâåí òîâà, âúðõó ãðàíèöàòà ìó ðåäúò
ìîæå è äà å ðàçõîäÿù.

2.5 Òåîðåìà îò Àáåëîâ òèï

Êàêòî å äîáðå èçâåñòíî, òåîðåìàòà íà Àáåë íå å âÿðíà äàæå çà ðåäîâå

îò âèäà
∞∑
k=1

ankz
nk , êúäåòî (n1, n2, . . . , nk, . . . ) å ïîäõîäÿùà ïåðìóòàöèÿ îò

íåîòðèöàòåëíè öåëè ÷èñëà [122, ñòð. 92]. Ïîðàäè òîâà ïðåäñòàâëÿâà èíòå-
ðåñ âúïðîñúò äàëè çà ðåäîâå ïî äàäåíà ðåäèöà îò õîëîìîðôíè ôóíêöèè å
âúçìîæíà òåîðåìà îò òèïà íà êëàñè÷åñêàòà òåîðåìà íà Àáåë.

Ïîëîæèòåëåí îòãîâîð íà òîçè âúïðîñ å äàäåí îò Ðóñåâ çà ðåäîâå ïî
ïîëèíîìè íà Ëàãåð è Åðìèò â ìîíîãðàôèèòå ìó [112, Ãë. 11, �11.3],[113, Ãë.
4, �4].

Íåêà z0 ∈ C, 0 < R < ∞, |z0| = R è gφ å ïðîèçâîëíà úãëîâà îáëàñò îò
âèäà (2.1.4) ñ ãîëåìèíà íà úãúëà 2φ < π è âðúõ â òî÷êàòà z = z0, êîÿòî
å ñèìåòðè÷íà îòíîñíî ïðàâàòà ëèíèÿ, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êèòå 0 è z0. Íåêà
îñâåí òîâà dφ å ÷àñòòà îò úãëîâàòà îáëàñò gφ, çàòâîðåíà ìåæäó ðàìåíåòå íà
úãúëà è äúãàòà îò îêðúæíîñòòà âïèñàíà â úãúëà ñ öåíòúð â êîîðäèíàòíîòî
íà÷àëî. Ñëåäâàùàòà òåîðåìà å ñâúðçàíà ñ ðàâíîìåðíàòà ñõîäèìîñò íà ðåäà
(2.3.1) â ìíîæåñòâîòî dφ è ãðàíèöàòà íà ñóìàòà ìó â òî÷êàòà z0, ñòèãà ñàìî
z ∈ gφ.

Òåîðåìà 2.5.1 (îò Àáåëîâ òèï [99]). Íåêà {an}∞n=0 å ðåäèöà îò êîì-
ïëåêñíè ÷èñëà è R å ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, äåôèíèðàíî îò (2.4.1), F (z) å
ñóìàòà íà ðåäà (2.3.1) â îáëàñòòà D(0;R), ò.å.

F (z) =
∞∑
n=0

anJn(z), z ∈ D(0;R), (2.5.1)

è òîçè ðåä å ñõîäÿù â òî÷êàòà z0 îò ãðàíèöàòà íà D(0;R). Òîãàâà:

(I) Ðåäúò (2.3.1) å ðàâíîìåðíî ñõîäÿù â îáëàñòòà dφ.
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(II) Â ñèëà å ñëåäíîòî ðàâåíñòâî

lim
z→z0

F (z) =
∞∑
n=0

anJn(z0), (2.5.2)

ñòèãà ñàìî z ∈ gφ.

Äîêàçàòåëñòâî. (I) Çà äîêàçâàíå íà ðàâíîìåðíàòà ñõîäèìîñò å èçïîë-
çâàíî íåðàâåíñòâîòî (2.1.5), êîåòî èãðàå êëþ÷îâà ðîëÿ.

È òàêà, íåêà z ∈ dφ. Îçíà÷àâàéêè

Sk(z) =
k∑

n=0

anJn(z),

Sk(z0) =
k∑

n=0

anJn(z0), lim
k→∞

Sk(z0) = s,

βn = Sn(z0)− s, βn − βn−1 = anJn(z0),

(2.5.3)

ïîëó÷àâàìå

Sk+p(z)− Sk(z) =

k+p∑
n=0

anJn(z)−
k∑

n=0

anJn(z) =

k+p∑
n=k+1

anJn(z).

Ñúãëàñíî Çàáåëåæêà 1.6.2, ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëîN0, òàêîâà ÷å Jn(z0) ̸=
0 êîãàòî n > N0. Íåêà k > N0 è p > 0. Òîãàâà, èçïîëçâàéêè îçíà÷åíèåòî

γn(z; z0) = Jn(z)/Jn(z0),

ìîæåì äà çàïèøåì ðàçëèêàòà Sk+p(z)− Sk(z) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Sk+p(z)− Sk(z) =

k+p∑
n=k+1

anJn(z0)
Jn(z)

Jn(z0)
=

k+p∑
n=k+1

anJn(z0)γn(z; z0).

Ñåãà, êàòî ñå èçïîëçâà òðàíñôîðìàöèÿòà íà Àáåë [67, Òîì 1, Ãë. 1, ñòð.
32, 3.4:7], ñå ïîëó÷àâà ïîñëåäîâàòåëíî:

Sk+p(z)− Sk(z) =

k+p∑
n=k+1

(βn − βn−1)γn(z; z0)
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= βk+pγk+p(z; z0)− βkγk+1(z; z0)−
k+p−1∑
n=k+1

βn(γn+1(z; z0)− γn(z; z0)),

Sk+p(z)− Sk(z) = (Sk+p(z0)− s)γk+p(z; z0)− (Sk(z0)− s)γk+1(z; z0)

+

k+p−1∑
n=k+1

(Sn(z0)− s)×
(
Jn(z)

Jn(z0)
− Jn+1(z)

Jn+1(z0)

)
.

Êàòî ñå èçïîëçâà ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî, ìîæå äà ñå îöåíè ìîäóëúò íà ðàç-
ëèêàòà Sk+p(z)− Sk(z) êàêòî ñëåäâà:

|Sk+p(z)− Sk(z)| ≤ |Sk+p(z0)− s||γk+p(z; z0)|+ |Sk(z0)− s||γk+1(z; z0)|

+

k+p−1∑
n=k+1

|Sn(z0)− s| ×
∣∣∣∣ Jn(z)Jn(z0)

− Jn+1(z)

Jn+1(z0)

∣∣∣∣ . (2.5.4)

Ïîðàäè (1.6.4) è ðàâåíñòâàòà lim
n→∞

1

n+ 1
= 0, lim

n→∞
(1+θn(z0))

−1 = 1, ñúùåñò-

âóâàò ÷èñëà A è N1 > N0, òàêèâà ÷å |1+ θn(z)| ≤ A/2 çà âñè÷êè åñòåñòâåíè
ñòîéíîñòè íà n è |1 + θn(ζ)|−1 < 2 çà n > N1, îòêúäåòî

|γn(z, z0)| ≤ A çà n > N1. (2.5.5)

Ïî-íàòàòúê, îçíà÷àâàéêè çà óäîáñòâî

jn(z, z0) =
Jn(z)

Jn(z0)
− Jn+1(z)

Jn+1(z0)
=
zn

zn0
×
(
1 + θn(z)

1 + θn(z0)
− z

z0
× 1 + θn+1(z)

1 + θn+1(z0)

)
è îò÷èòàéêè, ÷å jn(z0, z0) = 0, ìîæå äà ñå ïðèëîæè ëåìàòà íà Øâàðö (íà-
ðå÷åíà íà ãîëåìèÿ íåìñêè ìàòåìàòèê Êàðë Õåðìàí Àìàíäóñ Øâàðö), çà
jn(z, z0). Òàêà ñå ïîëó÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà C:

|jn(z, z0)| = |Jn(z)/Jn(z0)− Jn+1(z)/Jn+1(z0)| ≤ C|z − z0||z/z0|n,

îòêúäåòî, è ñúãëàñíî (2.1.5):

k+p+1∑
n=k+1

|jn(z, z0)| ≤
∞∑
n=0

C|z − z0||z/z0|n = C|z0| ×
|z − z0|
|z0| − |z|

<
2C|z0|
cosφ

. (2.5.6)
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Íåêà ε å ïðîèçâîëíî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî. Âçåìàéêè ïðåäâèä òðåòîòî îò
ðàâåíñòâàòà (2.5.3), ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíî ÷èñëî N2 > N0

òîëêîâà ãîëÿìî, ÷å

|Sn(z0)− s| < min

(
ε

3A
,
ε cosφ

6C|z0|

)
çà n > N2. (2.5.7)

Ñåãà, íåêà N = N(ε) = max(N1, N2) è k > N . Ñëåäîâàòåëíî (2.5.4)�(2.5.7)
âîäÿò äî

|Sk+p(z)− Sk(z)| <
2ε

3
+
ε cosφ

6C|z0|
×

k+p+1∑
n=k+1

|jn(z, z0)|

<
2ε

3
+
ε cosφ

6C|z0|
× 2C|z0|

cosφ
= ε,

ñ êîåòî çàâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî íà (I).

(II) Âòîðàòà ÷àñò íà òåîðåìàòà ìîæå äà ñå äîêàæå ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí,
êàòî ñå îöåíè ìîäóëúò íà âòîðîòî ñúáèðàåìî íà ðàçëèêàòà

∆(z) =
∞∑
n=0

anJn(z0)− F (z)

=
k∑

n=0

an(Jn(z0)− Jn(z)) +
∞∑

n=k+1

an(Jn(z0)− Jn(z)),

�â áëèçîñò� äî âúðõà íà úãëîâàòà îáëàñò gφ â ÷àñòòà dφ. Îáà÷å òóê å äàäåíî
äðóãî äîêàçàòåëñòâî, êàòî ñëåäñòâèå îò ïúðâàòà ÷àñò. Èìåííî, ðàâíîìåðíà-
òà ñõîäèìîñò íà ðåäà ñúâìåñòíî ñ ðàâåíñòâàòà lim

z→z0
Jn(z) = Jn(z0) (n ∈ N0)

ïîòâúðæäàâàò âåðíîñòòà íà (2.5.2), ñ êîåòî çàâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî çà
ðàçãëåæäàíèÿ ñëó÷àé. �

Çàáåëåæêà 2.5.1. Àêî ðåäúò (2.3.1) èìà êðàåí è íåíóëåâ ðàäèóñ íà
ñõîäèìîñò R, ñõîäÿù å â òî÷êàòà z0 ∈ C(0;R) è F å õîëîìîðôíàòà
ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà ñ òîçè ðåä â íåãîâàòà îáëàñò íà ñõîäèìîñò D(0;R),
òîãàâà ïî Òåîðåìà 2.5.1 ñëåäâà, ÷å

lim
z→z0, z∈dφ

F (z) = F (z0),

ò.e. ðåñòðèêöèÿòà íà ôóíêöèÿòà F äî âñÿêî ìíîæåñòâî îò âèäà [dφ] å
íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà z0.
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2.6 (J, z0) - ñóìèðóåìîñò

Íåêà z0 ∈ C \ R è |z0| = R. Òúé êàòî âñè÷êè íóëè íà Jn(z) ñà ðåàëíè,
òî Jn(z0) ̸= 0. Çà êðàòêîñò, äà îçíà÷èì

J∗
n(z; z0) =

Jn(z)

Jn(z0)
, z ∈ C. (2.6.1)

Çàáåëåæêà 2.6.1. Äà îòáåëåæèì, ÷å âñè÷êè ôóíêöèè îò ôàìèëèÿòà

J = {J∗
n(z; z0), n = 0, 1, . . . }

ñà öåëè ôóíêöèè è èçïúëíÿâàò óñëîâèåòî J∗
n(z0; z0) = 1.

Äåôèíèöèÿ 2.6.1. ×èñëîâèÿò ðåä (2.2.2) ñå íàðè÷à (J, z0)-ñóìèðóåì
Àêî ðåäúò

∞∑
n=0

anJ
∗
n(z; z0). (2.6.2)

å ñõîäÿù â êðúãà D(0;R) è îñâåí òîâà ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà

lim
z→z0

∞∑
n=0

anJ
∗
n(z; z0), (2.6.3)

êîãàòî z îñòàâà âúðõó îòñå÷êàòà [0, z0) (ò.å. z → z0 ðàäèàëíî).

Çàáåëåæêà 2.6.2. Âñÿêà (J, z0) - ñóìèðóåìîñò å ðåãóëÿðíà, è òîâà
ñâîéñòâî å ïðîñòî ÷àñòåí ñëó÷àé îò Òåîðåìà 2.5.1.

Çà óäîáñòâî, ñ öåë äà íàïðàâèì òàçè äåôèíèöèÿ ïî-óíèâåðñàëíà è ïðè-
ëîæèìà çà ðàçíîîáðàçíè ðàçãëåæäàíèÿ, íèå ÿ ïåðåôðàçèðàìå. Çà òàçè öåë,
âçåìàéêè ïðåäâèä Çàáåëåæêà 2.6.1, ïúðâî âúâåæäàìå îùå åäíî îçíà÷åíèå.
Íåêà z0 ∈ C, z0 ̸= 0, |z0| = R, 0 < R <∞ è

(J ; z0) := {jn : jn − öÿëà ôóíêöèÿ, jn(z0) = 1}n∈N0
. (2.6.4)

Ñåãà, ðàçãëåæäàéêè ðåäà äàäåí ïî-äîëó

∞∑
n=0

anjn(z), jn ∈ (J ; z0), (2.6.5)

Äåôèíèöèÿ 2.6.1 ìîæå äà ñå çàïèøå êàêòî ñëåäâà.
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Äåôèíèöèÿ 2.6.2. ×èñëîâèÿò ðåä (2.2.2) ñå íàðè÷à (J, z0)-ñóìèðóåì,
àêî ðåäúò (2.6.5) å ñõîäÿù â êðúãà D(0;R), è îñâåí òîâà ñúùåñòâóâà ãðà-
íèöàòà

lim
z→z0

∞∑
n=0

anjn(z), (2.6.6)

êîãàòî z îñòàâà âúðõó îòñå÷êàòà [0, z0) (ò.å. z → z0 ðàäèàëíî).

Îáà÷å, èçïîëçâàíåòî íà òàçè äåôèíèöèÿ èçèñêâà äà ñå äúðæè ñìåòêà çà
ðåãóëÿðíîñòòà íà ñóìèðàíåòî.

2.7 Òåîðåìè îò Òàóáåðîâ òèï

Ñ öåë ïîëó÷àâàíå íà ðåçóëòàòè îò âúçìîæíî íàé-ïðîñò âèä, ñå íóæäà-
åì îò ïðåöèçèðàíå íà ñèñòåìàòà îò ôóíêöèè. Çà äà ïîëó÷èì òàêàâà ôà-
ìèëèÿ îò Áåñåëîâè ôóíêöèè ïî ÷èèòî åëåìåíòè äà ðàçãëåäàìå ñúîòâåòíèÿ
ðåä â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà, êàêòî è äà ãî èçñëåäâàìå çà ñõîäèìîñò, ìî-
äèôèöèðàìå ëåêî ôóíêöèèòå Jn, óìíîæàâàéêè âñÿêà îò òÿõ ñúñ ñúîòâåòåí
êîåôèöèåíò. È òàêà, ïî-íàòàòúê èçïîëçâàìå îçíà÷åíèåòî

J̃n(z) = n!2nJn(z), n = 0, 1, . . . , (2.7.1)

è ðàçãëåæäàìå ðåäà

∞∑
n=0

anJ̃n(z), an ∈ C, z ∈ C, (2.7.2)

êîéòî å àáñîëþòíî ñõîäÿù â îòâîðåíèÿ êðúã D(0;R) ñ ðàäèóñ

R =

(
lim sup
n→∞

( |an| )1/n
)−1

,

è å ðàçõîäÿù â îáëàñòòà |z| > R (ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.4.1, ðàâåíñòâî (2.4.1)).
Êàêòî ñå ñïîìåíàâà â Ñåêöèÿ 2.2, òåîðåìàòà íà Òàóáåð å òâúðäåíèå,

êîåòî ñâúðçâà Àáåëîâàòà ñóìèðóåìîñò è îáè÷àéíàòà ñõîäèìîñò íà ÷èñëîâè
ðåäîâå ïðè íàëàãàíå íà íÿêàêâè óñëîâèÿ âúðõó îáùèÿ ÷ëåí íà ðàçãëåæ-
äàíèÿ ðåä. Òàì å öèòèðàí êëàñè÷åñêè ðåçóëòàò â òàçè íàñîêà. Àíàëîãè÷íè
ðåçóëòàòè ñà ïîëó÷åíè çà ñóìèðàíå ïî ïîëèíîìè íà Ëàãåð â [111]. Òóê íèå
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äàâàìå òåîðåìà îò Òàóáåðîâ òèï çà (J, z0) - ñóìèðóåìîñò, äåôèíèðàíà ñ
Äåôèíèöèÿ 2.6.1.

Çà òàçè öåë, íåêà äà ðàçãëåäàìå ÷èñëîâèÿ ðåä (2.2.2), z0 ∈ C \R, |z0| =
R, 0 < R <∞, è J∗

n(z; z0) äà áúäå äàäåíà ñ ðàâåíñòâîòî (2.6.1). Íåêà ðåäúò
(2.7.2) å ñõîäÿù çà z ∈ D(0; 1) è

F (z) =
∞∑
n=0

anJ
∗
n(z; z0), z ∈ D(0;R). (2.7.3)

Çà ïúëíîòà, ñàìî äà îòáåëåæèì, ÷å

J∗
n(z; z0) =

Jn(z)

Jn(z0)
=

J̃n(z)

J̃n(z0)
,

è ÷å èçïîëçâàíåòî íà ðåäà (2.7.2) å çà ïðåäïî÷èòàíå ïðåä (2.3.1), çàùîòî
ðàäèóñèòå íà ñõîäèìîñò íà ðåäîâåòå (2.7.2) è (2.7.3) ñà åäíîâðåìåííî êðàéíè
èëè áåçêðàéíè. Ïî-êîíêðåòíî, àêî (2.7.2) èìà ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò 1, òî
(2.7.3) èìà ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò |z0|.

Ñëåäíàòà òåîðåìà ñâúðçâà (J, z0) - ñóìèðóåìîñò íà ÷èñëîâèÿ ðåä (2.2.2)
è íåãîâàòà îáè÷àéíà ñõîäèìîñò ïðè íàëîæåíè äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ çà
ðúñòà íà îáùèÿ ÷ëåí an.

Òåîðåìà 2.7.1 (îò Òàóáåðîâ òèï [99]). Àêî ðåäúò (2.2.2) å (J, z0) - ñó-
ìèðóåì è

lim
n→∞

nan = 0, (2.7.4)

òîãàâà òîé å ñõîäÿù.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà z ëåæè âúðõó îòñå÷êàòà [0, z0]. Èçïîëçâàéêè
àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà (1.6.2) çà ôóíêöèèòå íà Áåñåë îò ïúðâè ðîä, ïî-
ëó÷àâàìå:

anJ
∗
n(z; z0) = an

(
z

z0

)n
1 + θn(z)

1 + θn(z0)
= an

(
z

z0

)n (
1 + θ̃n(z; z0)

)
,

êúäåòî θ̃n(z; z0) =
θn(z)− θn(z0)

1 + θn(z0)
. Òîãàâà θ̃n(z; z0) = O(1/n), ïîðàäè (1.4.7).

Íåêà äà çàïèøåì (2.6.2) âúâ âèäà

∞∑
n=0

anJ
∗
n(z; z0) =

∞∑
n=0

an

(
z

z0

)n (
1 + θ̃n(z; z0)

)
. (2.7.5)
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Îçíà÷àâàéêè

wn(z) = an

(
z

z0

)n
θ̃n(z; z0), (2.7.6)

ðàçãëåæäàìå ðåäà
∞∑
n=0

wn(z). Ñúãëàñíî óñëîâèåòî (2.7.4), ÷èñëîâàòà ðåäè-

öà {nan}∞n=0, áèäåéêè ñõîäÿùà, å îãðàíè÷åíà. Òîãàâà, òúé êàòî |wn(z)| ≤
|an| |θ̃n(z; z0)| è ïðåäâèä (1.6.4), ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà C, òàêàâà ÷å |wn(z)| ≤
C/n2 çà âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà n. Òúé êàòî

∞∑
n=1

1/n2 å ñõîäÿù, ðåäúò

∞∑
n=0

wn(z) å ñúùî ñõîäÿù, äàæå àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî âúðõó îòñå÷êàòà

[0, z0]. Ñëåäîâàòåëíî, ñìåíÿéêè ðåäà íà ãðàíèöàòà è ñóìèðàíåòî, ïðåäâèä
ðàâåíñòâîòî lim

z→z0
wn(z) = 0, çàêëþ÷àâàìå, ÷å

lim
z→z0

∞∑
n=0

wn(z) =
∞∑
n=0

lim
z→z0

wn(z) = 0. (2.7.7)

Ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å ðåäúò (2.2.2) å (J, z0)-ñóìèðóåì âëå÷å ñúùåñòâóâàíåòî
íà ãðàíèöàòà (2.6.3). Òîãàâà, èìàéêè ïðåäâèä , ÷å (2.7.5) ìîæå äà ñå çàïèøå
âúâ âèäà

∞∑
n=0

anJ
∗
n(z; z0) =

∞∑
n=0

an

(
z

z0

)n
+

∞∑
n=0

an

(
z

z0

)n
θ̃n(z; z0),

çàêëþ÷àâàìå,÷å ãðàíèöàòà

lim
z→z0

∞∑
n=0

an

(
z

z0

)n
(2.7.8)

ñúùî ñúùåñòâóâà è, îñâåí òîâà ïðåäâèä (2.7.7) å èçïúëíåíî

lim
z→z0

∞∑
n=0

anJ
∗
n(z; z0) = lim

z→z0

∞∑
n=0

an

(
z

z0

)n
. (2.7.9)

Îò ñúùåñòâóâàíåòî íà ãðàíèöàòà (2.7.8) ñëåäâà, ÷å ÷èñëîâèÿò ðåä (2.2.2) å
A-ñóìèðóåì. Òîãàâà ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.2.1, ðåäúò (2.2.2) å ñõîäÿù. �

Ïî-íàäîëó å íàïðàâåíî îáîáùåíèå îò Ëèòúëóäîâ òèï íà o(1/n) âåðñèÿòà
íà òåîðåìàòà îò Òàóáåðîâ òèï (Òåîðåìà 2.7.1).
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Òåîðåìà 2.7.2 (îò Ëèòúëóäîâ òèï [99]). Àêî ðåäúò (2.2.2) å (J, z0)-
ñóìèðóåì è êîåôèöèåíòèòå an óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî

an = O(1/n), (2.7.10)

òî ðåäúò (2.2.2) å ñõîäÿù.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà z ïðèíàäëåæè íà îòñå÷êàòà [0, z0]. Íàé-íàïðåä
äà ðàçãëåäàìå èçðàçà wn(z), äàäåí ñ (2.7.6). Èçïîëçâàéêè óñëîâèÿòà (2.7.10)
è (1.6.4), ìîæåì äà çàêëþ÷èì îòíîâî, ÷å ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà C, òàêàâà
÷å |wn(z)| ≤ C/n2 çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà n ∈ N. Îòòóê íàòàòúê, äîêàçà-
òåëñòâîòî ñëåäâà òîâà íà Òåîðåìà 2.7.1, èçïîëçâàéêè Òåîðåìà 2.2.2 âìåñòî
Òåîðåìà 2.2.1. �

2.8 Òåîðåìà îò òèïà íà Ôàòó

Èçó÷àâàéêè ïîâåäåíèåòî íà ðåäà (2.7.2) ïî ïåðèôåðèÿòà íà êðúãàD(0;R)
è ðàçãëåæäàéêè çà óäîáñòâî ñëó÷àÿ R = 1, íèå äàâàìå çàâèñèìîñò ìåæäó
ðàçïðåäåëåíèåòî íà ðåãóëÿðíèòå òî÷êè íà ôóíêöèÿòà (2.8.1) âúðõó îêðúæ-
íîñòòàà C(0; 1) è ðàâíîìåðíàòà ñõîäèìîñò íà ðåäà (2.7.2) âúðõó ìíîæåñòâî-
òî îò òåçè òî÷êè. Òâúðäåíèÿ, êîèòî ñå îòíàñÿò äî äèñêóòèðàíîòî ñâîéñòâî
ñà óñòàíîâåíè çà ðåäîâå ïî ïîëèíîìè íà Ëàãåð è Åðìèò (âèæ íàïðèìåð Ðó-
ñåâ [113]). Òóê å äàäåíà òåîðåìà îò òàêúâ òèï çà ðàçãëåæäàíèòå Áåñåëîâè
ðåäîâå (2.7.2).

Òåîðåìà 2.8.1 (îò òèïà íà Ôàòó [99]). Íåêà {an}∞n=0 å ðåäèöà îò êîìï-
ëåêñíè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà lim

n→∞
an = 0, lim sup

n→∞
( |an| )1/n = 1,

è F (z) å ñóìàòà íà ðåäà (2.7.2) â åäèíè÷íèÿ êðúã D(0; 1), ò.e.

F (z) =
∞∑
n=0

anJ̃n(z), z ∈ D(0; 1). (2.8.1)

Íåêà σ å ïðîèçâîëíà äúãà îò åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò C(0; 1) âñè÷êè òî÷êè
íà êîÿòî (âêëþ÷èòåëíî êðàèùàòà) ñà ðåãóëÿðíè çà ôóíêöèÿòà F . Òîãàâà
ðåäúò (2.7.2) å ñõîäÿù, äàæå ðàâíîìåðíî, âúðõó äúãàòà σ.

Äîêàçàòåëñòâî. Òúé êàòî âñè÷êè òî÷êè íà äúãàòà σ ñà ðåãóëÿðíè çà
ôóíêöèÿòà F (z), òî ñúùåñòâóâà îáëàñòG ⊃ σ êúäåòî ôóíêöèÿòà F ìîæå äà
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áúäå ïðîäúëæåíà. Îçíà÷àâàéêè G̃ = G∪D(0; 1), íèå äåôèíèðàìå ôóíêöèÿ
ψ â îáëàñòòà G̃, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèåòî

ψ(z) = F (z), z ∈ D(0; 1). (2.8.2)

Ïî-òî÷íî, òîâà îçíà÷àâà, ÷å ψ å åäíîçíà÷íî àíàëèòè÷íî ïðîäúëæåíèå íà F
â îáëàñòòà G̃.

Íåêà ρ > 0 å ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó ãðàíèöàòà ∂G̃ íà îáëàñòòà G̃ è äúãàòà
σ (∂G̃ ñúäúðæà ÷àñò îò åäèíè÷íàòàà îêðúæíîñò |z| = 1).

Ôèãóðà 2.8.1.

Äà âçåìåì òî÷êèòå ζ1, ζ2, çà êîèòî äà ñà èçïúëíåíè ñâîéñòâàòà:

ζ1, ζ2 /∈ σ, |ζ1| = |ζ2| = 1,

òàêèâà ÷å ðàçñòîÿíèÿòà íà âñÿêà åäíà îò òî÷êèòå ζ1, ζ2 è ñúîòâåòíèÿ ïî-
áëèçúê êðàé íà äúãàòà σ ñà ðàâíè íà ρ/2 (âèæ Ôèãóðà 2.8.1). Íåêà òî÷êèòå
z1,2 è ñåêòîðà ∆ ñà çàäàäåíè êàêòî ñëåäâà

z1 = ζ1(1 + ρ/2), z2 = ζ2(1 + ρ/2), ∆ = Oz1z2.

Äà äåôèíèðàìå ñúùî è ïîìîùíàòà ôóíêöèÿ

φn(z) = ψ(z)−
n∑
k=0

akJ̃k(z) (2.8.3)

è äà îòáåëåæèì, ÷å ñúãëàñíî Çàáåëåæêà 1.6.2 ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî
N0, òàêîâà ÷å J̃n(z) ̸= 0 êîãàòî z ̸= 0 è n > N0. Ñåãà, îñòàâÿéêè n ≥ N0,
âúâåæäàìå îçíà÷åíèåòî

ωn(z) =
φn(z)

J̃n+1(z)
(z − ζ1)(z − ζ2), z ̸= 0; ωn(0) = an+1ζ1ζ2. (2.8.4)
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Ïîðàäè (2.8.1) � (2.8.4) è ñõîäèìîñòòà íà ðåäà (2.7.2) â åäèíè÷íèÿ êðúã,
ôóíêöèÿòà (2.8.4), êîíñòðóèðàíà ïî-ãîðå, å õîëîìîðôíà â îêîëíîñò íà íà-
÷àëîòî. Çàòîâà òÿ å õîëîìîðôíà â öÿëàòà îáëàñò G̃, êúäåòî φn å ñúùî
õîëîìîðôíà. Çà îöåíêàòà îò êîÿòî ñå íóæäàåì, ôóíêöèÿòà ωn ñå ïðåäïî-
÷èòà ïðåä φn. Èìåííî, â òî÷êèòå îò ãðàíèöàòà ∂∆ íà ñåêòîðà ∆, íåéíèÿò
çíàìåíàòåë, ñúäúðæàù |z|n, ñòàâà �ãîëÿì� çà �ãîëåìè� ñòîéíîñòè íà n, íî
â òî÷êèòå íà ðàäèóñà �â áëèçîñò� äî ζ1,2, ñúîòâåòíèòå ðàçëèêè z − ζ1,2 ñà
�ìàëêè� ïî ìîäóë.

Çà äà ïîêàæåì, ÷å ðåäèöàòà

{
n∑
k=0

akJ̃k(z)

}
å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà âúð-

õó äúãàòà σ, å äîñòàòú÷íî äà ïîêàæåì, ÷å ðåäèöàòà {ωn(z)}∞n=N0
êëîíè ðàâ-

íîìåðíî êúì íóëà âúðõó ãðàíèöàòà ∂∆ íà ñåêòîðà ∆ = Oz1z2, êîéòî å
êîìïàêòíî ìíîæåñòâî è ñëåä òîâà äà îöåíèì φn(z) âúðõó äúãàòà σ.

Ñëåä òåçè ðàçÿñíåíèÿ íèå ñìå ãîòîâè äà îöåíèì ìîäóëà |ωn(z)| âúðõó
ðàçëè÷íèòå ÷àñòè íà ãðàíèöàòà ∂∆. Çà öåëòà äà ñå âúðíåì êúì (1.6.4).

Ñàìî äà ñïîìåíåì, ÷å òúé êàòî lim
n→∞

1

n+ 1
= 0, òî ñúùåñòâóâàò ÷èñëà C

è Ñ > N0, òàêèâà ÷å |1 + θn(z)| ≤ C/2 çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà n ∈ N è
1/2 ≤ |1+ θn(z)| ≤ 2 çà n > Ñ âúðõó ïðîèçâîëíî êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî
íà C.

Ñåãà, âçåìàéêè ε > 0 è îçíà÷àâàéêè

R = 1 + ρ/2, ε1 =
ερ3

8(8CR2 + ρ)
, M = max

z∈[∆]
|ψ(z)| ([∆] = ∆ ∪ ∂∆),

ðàçãëåæäàìå ÷åòèðè ðàçëè÷íè ñëó÷àè, êàêòî ñëåäâà.

(1) Ïúðâî, íåêà z ∈ (O, ζ1) ∪ (O, ζ2) ⊂ D(0; 1).

Ñúãëàñíî (2.8.3), â åäèíè÷íèÿ êðúã èìàìå ïîñëåäîâàòåëíî:

ωn(z) =
∞∑
k=0

an+k+1
J̃n+k+1(z)

J̃n+1(z)
(z − ζ1)(z − ζ2),

ωn(z) =
∞∑
k=0

an+k+1 z
k (1 + θn+k+1(z))

(1 + θn+1(z))
(z − ζ1)(z − ζ2). (2.8.5)
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Òúé êàòî ñà â ñèëà åäíîâðåìåííî an → 0 è |z− ζ1||z− ζ2| < 2(1−|z|),
òî ñúùåñòâóâà ÷èñëî N1 = N1(ε1) > Ñ , òàêîâà ÷å

|ωn(z)| < ε1

∞∑
k=0

|z|k
∣∣∣∣(1 + θn+k+1(z))

(1 + θn+1(z))

∣∣∣∣ |(z − ζ1)||(z − ζ2)|

< 2Cε1

∞∑
k=0

|z|k(1− |z|) = 2Cε1

çà n > N1, ò.e.
|ωn(z)| < 2Cε1. (2.8.6)

(2) z ∈ (ζ1, z1) ∪ (ζ2, z2).

Â òîçè ñëó÷àé |z−ζ1| = |z|−1, |z−ζ2| ≤ |z|+|ζ2| < 2R, è âçåìàéêè ïîä
âíèìàíèå (1.6.2) è (2.8.3), ìîæåì äà çàïèøåì ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà
çà àáñîëþòíàòà ñòîéíîñò íà ωn(z)

ωn(z) =

ψ(z)−
n∑
k=0

ak z
k (1 + θk(z))

zn+1(1 + θn+1(z))
(z − ζ1)(z − ζ2),

èìåííî

|ωn(z)| ≤
M +

n∑
k=0

|ak||z|k|(1 + θk(z))|

|z|n+1|(1 + θn+1(z))|
2R(|z| − 1)

< 2R

(
2M +

N1∑
k=0

C|ak|Rk

)
(|z| − 1)

|z|n+1
+ 2ε1RC

(|z| − 1)

|z|n+1

n∑
k=N1+1

|z|k .

Ïî-íàòàòúê, èìàéêè ïðåäâèä, ÷å îò åäíà ñòðàíà

(|z| − 1)

|z|n+1
<

(|z| − 1)

|z|n+1 − 1
=

1

|z|n + · · ·+ 1
<

1

n+ 1
,

à îò äðóãà ñòðàíà:

n∑
k=N1+1

|z|k = |z|n+1 − |z|N1+1

(|z| − 1)
<

|z|n+1

(|z| − 1)
,
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íèå çàêëþ÷àâàìå, ÷å

|ωn(z)| <
2R

n+ 1

(
2M +

N1∑
k=0

C|ak|Rk

)
+ 2ε1RC.

Òîãàâà, òúé êàòî n−1 → 0, òî ñúùåñòâóâà ÷èñëî N2 = N2(ε1) > N1,
òàêîâà ÷å

2R

n+ 1

(
2M +

N1∑
k=0

C|ak|Rk

)
< ε1

çà n > N2, ò. e.
|ωn(z)| < (1 + 2RC)ε1. (2.8.7)

(3) z ïðèíàäëåæè íà äúãàòà
⌢
z1z2 (âêëþ÷èòåëíî êðàèùàòà).

Òîãàâà |z − ζ1| < 2R, |z − ζ2| < 2R è ñëåäîâàòåëíî, àíàëîãè÷íî íà
ñëó÷àÿ (2), ìîãàò äà ñå íàïðàâÿò ñëåäâàùèòå îöåíêè:

|ωn(z)| <
4R2

(
2M +

n∑
k=0

C|ak|Rk

)
Rn+1

<

4

(
2M +

N1∑
k=0

C|ak|Rk

)
Rn−1

+

4ε1C

(
n∑

k=N1+1

Rk

)
Rn−1

<

4

(
2M +

N1∑
k=0

C|ak|Rk

)
Rn−1

+
8ε1CR

2

ρ
·

Òúé êàòî R−n → 0, ñúùåñòâóâà ÷èñëî N3 = N3(ε1) > N1, òàêîâà ÷å
äà å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

|ωn(z)| <
(
8CR2

ρ
+ 1

)
ε1, (2.8.8)

çà n > N3.

(4) z ∈ {O, ζ1, ζ2}.
Â òîçè ñëó÷àé èìàìå ωn(0) = an+1ζ1ζ2, îòêúäåòî |ωn(0)| = |an+1| < ε1
çà n > N1, è ωn(ζ1,2) = 0, ò.å.

|ωn(z)| < ε1 (2.8.9)

çà n > N1.
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Íåêà N = max{N1, N2, N3} è n > N , òîãàâà ïðåäâèä íåðàâåíñòâàòà
(2.8.6) � (2.8.9), ìîæå äà ñå çàïèøå, ÷å:

|ωn(z)| < max

(
2Cε1, (2RC + 1)ε1,

(
8CR2

ρ
+ 1

)
ε1

)
=

(
8CR2

ρ
+ 1

)
ε1

âúðõó ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà ∆.

Ñëåäîâàòåëíî, ñúãëàñíî ïðèíöèïà çà ìàêñèìóìà íà ìîäóëà

|ωn(z)| <
(
8CR2 + ρ

ρ

)
ε1, z ∈ σ. (2.8.10)

Íàé-ñåòíå, ñúãëàñíî (1.6.2), (2.8.3) è (2.8.5), òúé êàòî |z| = 1 âúðõó
äúãàòà σ è îñâåí òîâà ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà

|z − ζ1| ≥
ρ

2
è |z − ζ2| ≥

ρ

2
çà z ∈ σ,

ñå ïîëó÷àâà ñëåäíàòà îöåíêà

|ωn(z)| =

∣∣∣∣ψ(z)− n∑
k=0

akJ̃k(z)

∣∣∣∣
|zn+1||1 + θn+1(z)|

|z − ζ1||z − ζ2| >
1

2
· ρ

2

4

∣∣∣∣∣ψ(z)−
n∑
k=0

akJ̃k(z)

∣∣∣∣∣ ,
(2.8.11)

ñëåä êîåòî åäíîâðåìåííîòî ïðèëàãàíå íà äâåòå íåðàâåíñòâà (2.8.10) è (2.8.11)
âîäè äî íåðàâåíñòâîòî∣∣∣∣∣ψ(z)−

n∑
k=0

akJ̃k(z)

∣∣∣∣∣ < 8

ρ2
|ωn(z)| <

8ε1
ρ3
(
8CR2 + ρ

)
= ε, z ∈ σ,

êîåòî äîêàçâà òåîðåìàòà. �



Ãëàâà 3

Ðåäîâå ïî ôóíêöèè íà
Áåñåë. Ñâðúõñõîäèìîñò

3.1 Êëàñè÷åñêè ðåçóëòàòè çà ñòåïåííèòå
ðåäîâå

Äà ïðèïîìíèì, ÷å å âúçìîæíî äàäåí ñòåïåíåí ðåä
∞∑
k=0

akz
k ñ êðàåí ðàäè-

óñ íà ñõîäèìîñò 0 < R < ∞ äà áúäå ñõîäÿù èëè ðàçõîäÿù, â íÿêîè òî÷êè
îò êîíòóðà C(0;R). Òåçè òî÷êè ìîãàò äà ñà ðåãóëÿðíè èëè ñèíãóëÿðíè çà
íåãîâàòà ñóìà f , íî ðåäúò å ðàçõîäÿù èçâúí êðúãà íà ñõîäèìîñò. Îáà÷å,
ïîíÿêîãà å âúçìîæíî äà ñúùåñòâóâà ïîäðåäèöà îò íåãîâèòå ïàðöèàëíè ñó-
ìè, êîÿòî å ñõîäÿùà â îêîëíîñò íà ðåãóëÿðíà òî÷êà íà ñóìàòà. Ïðåäè äà
âúâåäåì ñëåäâàùàòà äåôèíèöèÿ [67, Òîì 2, ñòð. 500], äà îçíà÷èì

sp(z) =

p∑
k=0

akz
k, p = 0, 1, 2, . . . (3.1.1)

Äåôèíèöèÿ 3.1.1. Äàäåí ñòåïåíåí ðåä ñ êðàåí ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò
R ñå íàðè÷à ñâðúõñõîäÿù, àêî ñúùåñòâóâà ïîäðåäèöà {spk}

∞
k=1 íà ðåäèöà-

òà îò ïàðöèàëíè ñóìè {sp}∞p=0 è îáëàñò G, ñúäúðæàùà îòâîðåíèÿ êðúã

D(0;R) è G ∩ ∂D(0;R) ̸= ∅, òàêàâà ÷å ðåäèöàòà {spk} å ðàâíîìåðíî ñõî-
äÿùà â G.

Äåôèíèöèÿ 3.1.2. Êàçâà ñå, ÷å ôóíêöèÿòà f (èëè ðåäúò), äàäåí ñ
(2.2.3), èìà Àäàìàðîâè ïðàçíèíè, àêî ñúùåñòâóâàò äâå ðåäèöè {pn}∞n=1 è
{qn}∞n=1 ñúñ ñâîéñòâàòà

qn−1 ≤ pn < qn, lim inf
n→∞

qn
pn

= 1 + θ (θ > 0),

è ak = 0 çà pn < k < qn (n = 1, 2, . . . ).

51
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Òàêà, çàïî÷âàéêè ñ îáëàñòòà íà ñõîäèìîñò è ïîâåäåíèåòî íà ðåäà �â áëè-
çîñò� äî íåéíàòà ãðàíèöà, ìèíàâàéêè ïðåç âúçìîæíà ðàâíîìåðíà ñõîäèìîñò
âúðõó ïðîèçâîëíà çàòâîðåíà äúãà îò ãðàíèöàòà, âñè÷êè òî÷êè íà êîÿòî ñà
ðåãóëÿðíè çà íåéíàòà ñóìà f , ñòèãàìå äî åñòåñòâåíèÿ âúïðîñ: �Êàêâî óñ-
ëîâèå äà ñå íàëîæè íà ñòåïåííèÿ ðåä, ÷å äà ãàðàíòèðà ñúùåñòâóâàíåòî íà
ïîäðåäèöà {spk}, êîÿòî å ñõîäÿùà èçâúí êðúãà íà ñõîäèìîñò?�. Îòãîâîðúò
íà òîçè âúïðîñ å äàäåí â íà÷àëîòî íà 20-òè âåê îò Îñòðîâñêè [85], [86], âèæ
ñúùî [56]. Èìåííî, íåãîâèÿò êëàñè÷åñêè ðåçóëòàò ãëàñè, ÷å äàäåí ñòåïåíåí
ðåä ñ ðåãóëÿðíè òî÷êè ïî ãðàíèöàòà íà êðúãà íà ñõîäèìîñò, êîéòî ïðèòåæà-
âà Àäàìàðîâè ïðàçíèíè, å ñâðúõñõîäÿù. Äà îáúðíåì âíèìàíèå íà ôàêòà,
÷å ñàìî îò ñúùåñòâóâàíåòî íà Àäàìàðîâè ïðàçíèíè íå ñëåäâà ñâðúõñõîäè-

ìîñò. Íàïðèìåð, ñòåïåííèÿò ðåä
∞∑
n=0

aknz
kn, çà êîéòî kn+1 ≥ (1+θ)kn (θ > 0)

è lim sup
n→∞

( |akn| )1/kn = 1, èìà Àäàìàðîâè ïðàçíèíè, íî íåçàâèñèìî îò òîâà

òîé íå å ñâðúõñõîäÿù. Íåãîâàòà åñòåñòâåíà ãðàíèöà íà àíàëèòè÷íîñò å åäè-
íè÷íàòà îêðúæíîñò |z| = 1, è òîâà íå å íåùî äðóãî, à òåîðåìàòà íà Àäàìàð
çà ïðàçíèíèòå [25, 26].

Â èíòåðåñ íà èñòèíàòà, òðÿáâà äà îòáåëåæèì, ÷å ïîÿâàòà íà ïðàçíèíè â
íèêàêúâ ñëó÷àé íå å çàäúëæèòåëíî ñâúðçàíà ñ íåïðîäúëæèìîñòòà íà ñòå-
ïåííèÿ ðåä. Íåùàòà ñòîÿò ñúâñåì ðàçëè÷íî ïðè ðåçóëòàòà íà Îñòðîâñêè,
öèòèðàí ïî-ãîðå. Îêàçâà ñå, ÷å óñëîâèåòî çà ñúùåñòâóâàíå íà ïðàçíèíè å
ñúùåñòâåíî ñâúðçàíî ñ ðàçãëåæäàíèÿ ïðîáëåì. ßñíî å, ÷å àêî êúì äàäåí
ñâðúõñõîäÿù ðåä ñ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò 1 ñå äîáàâè ïðîèçâîëåí ñòåïåíåí
ðåä ñ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò ïî-ãîëÿì îò 1, òî íîâèÿò ñòåïåíåí ðåä ñúùî å
ñâðúõñõîäÿù. Íåùî ïîâå÷å, âñè÷êè ñâðúõñõîäÿùè ñòåïåííè ðåäîâå ñå ïî-
ëó÷àâàò ïî òîçè íà÷èí, ò.å. â ñèëà å çàáåëåæèòåëíîòî òâúðäåíèå, äàäåíî
îò Îñòðîâñêè â ïóáëèêàöèÿòå ìó [87]. Òîçè êëàñè÷åñêè ðåçóëòàò ãëàñè, ÷å

àêî ðåäèöàòà snk(z) îò ïàðöèàëíèòå ñóìè íà ðåäà f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, ñ ðàäèóñ

íà ñõîäèìîñò 1 å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà â îêîëíîñò íà òî÷êà îò åäèíè÷íàòà
îêðúæíîñò, òî ñúùåñòâóâà ïðåäñòàâÿíå îò âèäà

f(z) = h(z) + g(z),

êúäåòî ñòåïåííèÿò ðåä h(z) èìà Àäàìàðîâè ïðàçíèíè, à ðàäèóñúò íà ñõî-
äèìîñò íà ñòåïåííèÿ ðåä g(z) å ïî-ãîëÿì îò 1.
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3.2 Òåîðåìè çà ñâðúõñõîäèìîñò

Çà äà âúâåäåì ñúîòâåòíîòî ïîíÿòèå �ñâðúõñõîäèìîñò� è �ïðàçíèíè� çà
ðåäîâåòå (2.7.2), ïî àíàëîãèÿ ñ Äåôèíèöèÿ 3.1.1 è 3.1.2, ðåäúò (2.2.3) òðÿáâà
äà áúäå çàìåñòåí îò Áåñåëîâèÿ ðåä (2.7.2) à ðåäèöàòà {sp}, äåôèíèðàíà ñ
(3.1.1) � ñúîòâåòíî ñ ðåäèöàòà {Sp}, ñ îáù ÷ëåí

Sp(z) =

p∑
k=0

akJ̃k(z), p = 0, 1, 2, . . . . (3.2.1)

Ñ äðóãè äóìè, ìîãàò äà ñå äàäàò ñëåäíèòå äåôèíèöèè.

Äåôèíèöèÿ 3.2.1. Áåñåëîâèÿò ðåä (2.7.2), ñ êðàåí ðàäèóñ íà ñõîäè-
ìîñò R, ñå íàðè÷à ñâðúõñõîäÿù, àêî ñúùåñòâóâà ïîäðåäèöà {Spk}

∞
k=1 íà ðå-

äèöàòà îò ïàðöèàëíèòå ñóìè {Sp}∞p=0 è îáëàñò G, ñúäúðæàùà îòâîðåíèÿ

êðúã D(0;R), G ∩ ∂D(0;R) ̸= ∅, òàêèâà ÷å ðåäèöàòà {Spk} å ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùà âúòðå â G.

Äåôèíèöèÿ 3.2.2. Êàçâà ñå, ÷å ôóíêöèÿòà F (èëè ðåäúò), äàäåí ñ
(2.7.2), ïðèòåæàâà Àäàìàðîâè ïðàçíèíè, àêî ñúùåñòâóâàò äâå ðåäèöè
{pn}∞n=1 è {qn}∞n=1, ñúñ ñâîéñòâàòà qn−1 ≤ pn ≤ qn, (1 + θ)pn < qn (θ > 0)
è ak = 0 çà pn < k < qn (n = 1, 2, . . . ).

Çàáåëåæêà 3.2.1. Çà äà ñå âúâåäå ñúîòâåòíîòî ïîíÿòèå çà �ñâðúõñ-
õîäèìîñò� è �ïðàçíèíè� çà äàäåí ðåä ïî ïðîèçâîëíà ôàìèëèÿ îò ôóíêöèè,
ïî àíàëîãèÿ ñ Äåôèíèöèÿ 3.2.1 è 3.2.2, å íóæíî ðåäèöàòà {Sp}, äåôèíèðà-
íà ñ (3.2.1), è íåéíàòà ïîäðåäèöà {Spk} äà ñå çàìåñòÿò ñúñ ñúîòâåòíàòà
ðåäèöà îò ïàðöèàëíèòå èì ñóìè {Sp} è òåõíèòå ïîäðåäèöè.

È òàêà, âå÷å ñìå ãîòîâè äà ôîðìóëèðàìå ñëåäâàùèòå ðåçóëòàòè, êîèòî ñå
îòíàñÿò çà ðåäîâå ñ Àäàìàðîâè ïðàçíèíè ïî ôóíêöèèòå íà Áåñåë îò ïúðâè
ðîä, äåôèíèðàíè ñ (2.7.1).

Òåîðåìà 3.2.1 (çà ñâðúõñõîäèìîñò [99]). Íåêà {an}∞n=0 å ðåäèöà îò
êîìïëåêñíè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèåòî lim sup

n→∞
( |an| )1/n = 1, íå-

êà F (z) å ñóìàòà íà ðåäà (2.7.2) â îòâîðåíèÿ åäèíè÷åí êðúã D(0; 1), F (z)
èìà ïîíå åäíà ðåãóëÿðíà òî÷êà, ïðèíàäëåæàùà íà îêðúæíîñòòà C(0; 1),
è íåêà F (z) ïðèòåæàâà Àäàìàðîâè ïðàçíèíè. Òîãàâà ðåäúò (2.7.2) å ñâðúõ-
ñõîäÿù.
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Äîêàçàòåëñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæå äà ñå ïðåäïîëàãà,
÷å òî÷êàòà z0 = 1 å ðåãóëÿðíà çà ôóíêöèÿòà F . Òîâà áè îçíà÷àâàëî, ÷å F
å àíàëèòè÷íî ïðîäúëæèìà â îêîëíîñò U íà òî÷êàòà 1. Îçíà÷àâàéêè Ũ =
U ∪D(0; 1), äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà ψ â îáëàñòòà Ũ ñ ðàâåíñòâîòî

ψ(z) = F (z), z ∈ D(0; 1).

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ψ å åäíîçíà÷íî àíàëèòè÷íî ïðîäúëæåíèå íà ôóíêöèÿòà
F â îáëàñòòà Ũ .

Îñòàâÿéêè θ > 0 è âçåìàéêè ðåäèöèòå {pn}∞n=0, {qn}∞n=0 ñúñ ñâîéñòâàòà
qn ≥ (1 + θ)pn, pn ≥ qn−1 è ak = 0 çà pn < k < qn (n = 0, 1, 2, . . . ),
äåôèíèðàìå ïîìîùíàòà ôóíêöèÿ

φn(z) = ψ(z)− Spn = ψ(z)−
pn∑
k=0

akJ̃k(z). (3.2.2)

Çà äà äîêàæåì, ÷å ðåäèöàòà {Spn} å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà âúòðå â îáëàñòòà
Ũ , íèå âúçíàìåðÿâàìå äà ïðèëîæèì òåîðåìàòà íà Àäàìàð çà òðèòå êðúãà
[67, Òîì 2]. Çà öåëòà, âçåìàéêè δ è ω ïî òàêúâ íà÷èí, ÷å 0 < ω < δ < 1/2,
ðàçãëåæäàìå òðèòå îêðúæíîñòè C1, C2, C3, ñ öåíòúð â òî÷êàòà 1/2, èìàùè
ðàäèóñè ñúîòâåòíî 1/2− δ, 1/2+ω, 1/2+ δ, òàêèâà ÷å C3 ⊂ Ũ , è ñëåä òîâà
îçíà÷àâàìå

Mn,j = max
z∈Cj

|φn(z)| j = 1, 2, 3; M = max
z∈C3

|ψ(z)|.

Ïðåäè äà îöåíèì |φn(z)| äà ñå âúðíåì êúì íåðàâåíñòâîòî (1.6.4). Ñàìî äà

ñïîìåíåì, ÷å òúé êàòî lim
n→∞

1

n+ 1
= 0, òî ñúùåñòâóâà ÷èñëî B, òàêîâà ÷å

âúðõó ïðîèçâîëíî êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà C å èçïúëíåíî íåðàâåíñò-
âîòî |1 + θn(z)| ≤ B çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà n ∈ N.

Íåêà ñåãà 0 < η < δ/2. Òîâà âîäè äî ñúùåñòâóâàíåòî íà êîíñòàíòà
A = A(η), òàêàâà ÷å |ak| ≤ AB−1(1 − η)−k. Ïî-íàòàòúê, çà äà ñå íàìåðè
ãîðíà îöåíêà íà ìîäóëà |φn(z)|, ñà ðàçãëåäàíè òðè ðàçëè÷íè ñëó÷àÿ.

I. Ïúðâî, íåêà z ∈ C1 ⊂ D(0; 1). Ñúãëàñíî (3.2.2) â åäèíè÷íèÿ êðúã å
èçïúëíåíî

φn(z) =
∞∑

k=qn

akJ̃k(z).
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Ñëåäîâàòåëíî

|φn(z)| ≤
∞∑

k=qn

|akJ̃k(z)| =
∞∑

k=qn

|akzk(1 + θk(z))| =
∞∑

k=qn

|ak||1 + θk(z)||zk|

≤ A

∞∑
k=qn

(1− η)−k(1− δ)k = A

(
1− 1− δ

1− η

)−1(
1− δ

1− η

)qn
,

îòêúäåòî

Mn,1 = O

((
1− δ

1− η

)qn)
= O

((
1− δ

1− η

)(1+θ)pn
)
. (3.2.3)

II. Íåêà ñåãà z ∈ C3. Â òîçè ñëó÷àé

|φn(z)| = |ψ(z)− Spn| = |ψ(z)−
pn∑
k=0

akJ̃k(z)|

≤ |ψ(z)|+
pn∑
k=0

|akJ̃k(z)| ≤M +

pn∑
k=0

|ak||1 + θk(z)||zk|

≤M + A

pn∑
k=0

(
1 + δ

1− η

)k
= O

((
1 + δ

1− η

)pn)
,

è ñëåäîâàòåëíî

Mn,3 = O

((
1 + δ

1− η

)pn)
. (3.2.4)

III. Íàêðàÿ, íåêà z ∈ C2. Òîãàâà ïðåäâèä (3.2.3) è (3.2.4) è ñúãëàñíî òå-
îðåìàòà íà Àäàìàð çà òðèòå êðúãà (çà ïîäðîáíîñòè âèæ [67, Òîì 2,
ôîðìóëà (3.2:2)]), ìîæåì äà çàïèøåì

Mn,2 = O

(((
1− δ

1− η

)(1+θ) ln 1+2δ
1+2ω

(
1 + δ

1− η

)ln 1+2ω
1−2δ

)pn)
. (3.2.5)

Äà îòáåëåæèì, ÷å ãðàíèöàòà íà âúòðåøíàòà ÷àñò íà (3.2.5), èìåííî(
1− δ

1− η

)(1+θ) ln 1+2δ
1+2ω

(
1 + δ

1− η

)ln 1+2ω
1−2δ

,
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å ðàâíà íà
a = (1− δ)(1+θ) ln(1+2δ)(1 + δ)− ln(1−2δ) (3.2.6)

êîãàòî ω è η êëîíÿò êúì 0. Îñâåí òîâà, àêî δ êëîíè êúì 0, òî a < 1.
Íàèñòèíà, âçåìàéêè ëîãàðèòúì îò a, ïîëó÷àâàìå

ln a = (1 + θ) ln(1 + 2δ) ln(1− δ)− ln(1− 2δ) ln(1 + δ)

= (1 + θ)(2δ +O(δ2))(−δ +O(δ2))− (−2δ +O(δ2))(δ +O(δ2))

= (1 + θ)(−2δ2 +O(δ3)) + 2δ2 +O(δ3) = −2θδ2 +O(δ3).

Ñëåäîâàòåëíî ln a < 0 êîãàòî δ → 0 è ïî òàçè ïðè÷èíà a < 1 ïðè δ
êëîíÿùî êúì 0.

Ãîðå-èçëîæåíîòî â (III) ïîêàçâà, ÷å lim
n→∞

Mn,2 = 0. Äîïúëíèòåëíî, ñúãëàñíî

Ñëåäñòâèå 2.4.1, {Sp} å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà âúòðå â êðúãà D(0; 1). Ïî òåçè
äâå ïðè÷èíè ðåäèöàòà {Spn} å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà âúòðå â öÿëàòà îáëàñò
Ũ . �

Òåîðåìà 3.2.2 (îò Àäàìàðîâ òèï çà ïðàçíèíèòå [99]). Íåêà {ak}∞k=0 å
ðåäèöà îò êîìïëåêñíè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà

lim sup
n→∞

( |akn| )1/kn = 1

çà kn+1 ≥ (1 + θ)kn (θ > 0), ak = 0 çà kn < k < kn+1 è F (z) å ñóìàòà íà
ðåäà (2.7.2) â åäèíè÷íèÿ êðúã D(0; 1), ò.e.

F (z) =
∞∑
n=0

aknJ̃kn(z), z ∈ D(0; 1).

Òîãàâà âñè÷êè òî÷êè íà åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò C(0; 1) ñà ñèíãóëÿðíè
çà ôóíêöèÿòà F , ò.e. åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò å åñòåñòâåíà ãðàíèöà íà
àíàëèòè÷íîñò çà ðåäà

∞∑
n=0

aknJ̃kn(z). (3.2.7)

Äîêàçàòåëñòâî. Íàèñòèíà, íåêà |z0| = 1 è z0 å ðåãóëÿðíà òî÷êà çà F .
Îçíà÷àâàéêè pn = kn, qn = kn+1, ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å qn−1 ≤ pn < qn,

(1 + θ)pn ≤ qn (θ > 0) è Spn =
n∑
s=0

aksJ̃ks(z). Ñëåäîâàòåëíî, àíàëîãè÷íî íà

äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 3.2.1, ðåäèöàòà Spn å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà â
îêîëíîñò íà z0. Îáà÷å ðàäèóñúò íà ñõîäèìîñò íà ðåäà (3.2.7) å R = 1 è òîâà
âîäè äî ïðîòèâîðå÷èå. �
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3.3 Îáðàòíà òåîðåìà çà ñâðúõñõîäèìîñò

Àíàëîãè÷íî íà ñëó÷àÿ çà ñòåïåííèòå ðåäîâå, äîáàâÿíåòî íà ðåä îò âèäà
(2.7.2) ñ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò ïî-ãîëÿì îò 1 êúì äàäåí ñâðúõñõîäÿù ðåä îò
ñúùèÿ âèä ñ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò 1, çàïàçâà ñâðúõñõîäèìîñòòà íà äàäåíèÿ
ðåä. Òâúðäåíèå îò òîçè âèä, íî çà ðåäîâå íà Ôóðèå å óñòàíîâåíî îò Êîâà÷åâà
â ïóáëèêàöèÿòà [57].

Ïî-íàòàòúê å äàäåíî òâúðäåíèå, îáðàòíî íà Òåîðåìà 3.2.1, êîåòî ãëàñè,
÷å ñâðúõñõîäÿùèÿò ðåä (2.7.2) ñ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò 1 ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè
êàòî ñóìà íà äâà ðåäà � ïúðâèÿò ñ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò ïî-ãîëÿì îò 1, à
âòîðèÿò � ñ Àäàìàðîâè ïðàçíèíè. Ïî-òî÷íî, âÿðíà å ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3.1 (çà ñâðúõñõîäèìîñò [101]). Íåêà {an}∞n=0 å ðåäèöà îò
êîìïëåêñíè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèåòî lim sup

n→∞
( |an| )1/n = 1, íåêà

F (z) å ñóìàòà íà ðåäà (2.7.2) â åäèíè÷íèÿ êðúã D(0; 1) è ðåäúò (2.7.2) å
ñâðúõñõîäÿù. Òîãàâà F (z) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà

F (z) = H(z) +G(z), (3.3.1)

êúäåòî ðåäúò H(z) ïðèòåæàâà Àäàìàðîâè ïðàçíèíè, à ðàäèóñúò íà ñõî-
äèìîñò íà ðåäà G(z) å ïî-ãîëÿì îò 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò ñâðúõñõîäèìîñòòà íà ðåäà (2.7.2) ñëåäâà, ÷å ñú-
ùåñòâóâà îêðúæíîñò γ̃ ⊂ D̃(0; 1) è ïîäðåäèöà íà ðåäèöàòà îò ïàðöèàëíèòå
ìó ñóìè

Skn(z) =

kn∑
m=0

amJ̃m(z), n = 1, 2, . . . , (3.3.2)

òàêèâà ÷å {Skn(z)} å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà âúðõó êðèâàòà γ̃. Èçáèðàìå èí-
äåêñèòå kn ïî òàêúâ íà÷èí, ÷å

kn+1 > αnkn, n = 1, 2, . . . (lim inf
n→∞

αn > 1), (3.3.3)

è ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà

un(z) =
1

kn
log

∣∣∣∣Skn(z)zkn

∣∣∣∣ = 1

kn
log |Skn(z)| − log |z|, n = 1, 2, . . . , (3.3.4)

êîÿòî å ñóáõàðìîíè÷íà â ìíîæåñòâîòî, ðàçãëåæäàíî ïî-íàòàòúê.
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Î÷åâèäíî, ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà N1, òàêàâà ÷å íåðàâåíñòâîòî un(z) <
−q å â ñèëà çà z ∈ γ̃ and n > N1, à q > 0 è íå çàâèñè íèòî îò z íèòî îò n.

Íåêà ñåãà ε > 0. Îçíà÷àâàéêè δ = e−ε/2, ïîëó÷àâàìå, ÷å δ < 1. Òúé êàòî

ìàêñèìóìúò íà ìîäóëà
∣∣∣Skn(z)
zkn

∣∣∣ â çàòâîðåíàòà îáâèâêà [D̃(0; δ)] íà ìíîæåñò-

âîòî D̃(0; δ) ñå äîñòèãà âúðõó îêðúæíîñòòà C(0; δ), òî îçíà÷àâàéêè

mδ,n = max
|z|=δ

|Skn(z)| ,

ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî â ìíîæåñòâîòî |z| ≥ δ:

un(z) ≤
1

kn
logmδ,n − log δ =

1

kn
logmδ,n +

ε

2
,

è ñëåäîâàòåëíî, ïîñëåäíîòî å èçïúëíåíî è â ìíîæåñòâîòî |z| ≥ 1. Òúé êàòî

lim
n→∞

1

kn
logmδ,n = 0,

òî ñúùåñòâóâà ÷èñëî N2, òàêîâà ÷å çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà n > N2 çà |z| > δ
è â ÷àñòíîñò ñúùî è çà |z| ≥ 1, å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî un(z) ≤ ε. Çàåäíî
ñ äâåòå êðèâè γ̃ è C(0; 1), ðàçãëåæäàìå è îêòúæíîñòòà C(0;R) ñ ðàäèóñ
R > 1, êîÿòî ëåæè â îáëàñòòà G, îãðàíè÷åíà îò êðèâèòå γ̃ è C(0; 1) (Ôèã.
3.3.1).

Ôèãóðà 3.3.1

Ñåãà, îñòàâÿéêè n > N = max (N1, N2), N = N(ε), ìîæåì äà çàïèøåì
íåðàâåíñòâàòà

un(z) < −q çà z ∈ γ̃ è un(z) ≤ ε çà |z| = 1.
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Â ðåçóëòàò íà òîâà ñå ïîëó÷àâà ñëåäíàòà îöåíêà

un(z) ≤ −λ1q + λ2ε çà z ∈ C(0;R) è n > N,

ñ λ1,2 > 0, λ1 + λ2 = 1 è λ1,2 çàâèñÿò ñàìî îò R (âñúùíîñò, λ1 å ìèíèìóìúò
íà õàðìîíè÷íàòà ìÿðêà âúðõó îêðúæíîñòòà C(0;R) [22, Ãë. VIII, �4, äîêà-
çàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 2]). Âçåìàéêè ε òàêîâà, ÷å −λ1q+λ2ε = −η < 0 íèå
çàêëþ÷àâàìå, ÷å un(z) ≤ −η çà n > N è |z| = R, îòêúäåòî ñëåäâà îöåíêàòà

|Skn(z)| ≤
(
Re−η

)kn .
Îçíà÷àâàéêè çà óäîáñòâî

Im =
1

2πi

∫
|z|=R

Skn(z)

zm+1
dz,

è èçïîëçâàéêè ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî çà |Skn(z)|, ñå ïîëó÷àâà ñëåäíàòà
îöåíêà çà ìîäóëà íà Im:

|Im| ≤
1

2π

1

Rm+1

(
Re−η

)kn 2πR =
(Re−η)kn

Rm
, çà m ≤ kn. (3.3.5)

Äà ñå âúðíåì êúì èíòåãðàëà Im, êîéòî å íåîáõîäèì çà îöåíÿâàíåòî íà
|am|. Çà öåëòà ïúðâî äà ïðèïîìíèì, ÷å Im = Res 0

(
Skn(z)/z

m+1
)
è èçâúðø-

âàéêè äèðåêòíî èíòåãðèðàíåòî â Im çà m = 0, 1, . . . , kn, ïîëó÷àâàìå ïîñëå-
äîâàòåëíî

a0 = I0, a1 = I1, a2 −
a0
22

= I2, a3 −
a1
222

= I3,

a4 −
a2
223

+
a0

24(2!)2
= I4, a5 −

a3
224

+
a1

242!6
= I5, . . .

Ñåãà ïî èíäóêöèÿ è èçïîëçâàéêè íåðàâåíñòâîòî (3.3.5), ìîãàò äà ñå äîêàæàò
íåðàâåíñòâàòà (äåòàéëèòå ñà ïðîïóñíàòè)

|a0| ≤
(
Re−η

)kn , |a1| ≤
(Re−η)kn

R
; |am| ≤

2 (Re−η)kn

Rm
çà m ≥ 2. (3.3.6)

Â ÷àñòíîñò, îçíà÷àâàéêè α = lim inf
n→∞

αn è âçåìàéêè 1/α < p′ < 1, p′kn <

m ≤ kn, ñëåäâà íåðàâåíñòâîòî R−m < R−p′kn, êîåòî âîäè äî

|am| ≤ 2

(
Re−η

Rp′

)kn
, çà p′kn < m ≤ kn. (3.3.7)
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Èçáèðàéêè p′ òîëêîâà áëèçêî äî 1, ÷å äà å èçïúëíåíî
(
Re−ηR−p′) = ρ < 1,

íåðàâåíñòâîòî (3.3.7) ïðèåìà âèäà

|am| ≤ 2ρkn ≤ 2ρm (ρ < 1), çà p′kn < m ≤ kn. (3.3.8)

Ïî-íàòàòúê, îçíà÷àâàéêè pn = [p′kn] (êúäåòî [p′kn] îçíà÷àâà öÿëàòà ÷àñò
íà p′kn), ðàçãëåæäàìå ãðóïèðàíèÿ ðåä

G(z) =
∞∑
n=1

J̃pn+1,kn(z), J̃pn+1,kn(z) = apn+1J̃pn+1(z)+· · ·+aknJ̃kn(z). (3.3.9)

Èìàéêè ïðåäâèä óñëîâèåòî (3.3.3) è ñúùî, ÷å 1/α < p′ < 1, ñå ïîëó÷àâà
ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî çà èíäåêñèòå â J̃pn+1,kn

pn + 1 ≤ kn <
1

α
kn+1 < p′kn+1 < [p′kn+1] + 1 = pn+1 + 1. (3.3.10)

Îò åäíà ñòðàíà, íàé-ãîëåìèÿò èíäåêñ â ñúáèðàåìîòî J̃pn+1,kn(z) å kn, à íàé-
ìàëêèÿò èíäåêñ â ñëåäâàùîòî ñúáèðàåìî å pn+1+1. Òîãàâà èíäèâèäóàëíèòå
ôóíêöèè â ðàçëè÷íèòå ÷ëåíîâå íà (3.3.9) íå ñå çàñòúïâàò. Òàêà ÷å, ðàçâèòè-
åòî íà âñè÷êè ÷ëåíîâå íà (3.3.9) ìîæå äà áúäå ðàçãëåæäàíî êàòî ðàçâèòèå
ïî ôóíêöèèòå J̃m(z) ñ èíäåêñèm ∈ {pn + 1, . . . , kn}∞n=1. Íàé-ñåòíå, íåðàâåí-
ñòâîòî (3.3.8) ïîêàçâà, ÷å ðåäúò îò ôóíêöèè (3.3.9), ðàçãëåæäàí êàòî ðåä
ïî ôóíêöèèòå íà Áåñåë J̃m(z), å ñõîäÿù â êðúãà D(0; 1/ρ) ñ 1/ρ > 1.

Äîïúëíèòåëíèÿò ðåä

H(z) =
∞∑
m=0

ãmJ̃m(z), ãm =

{
0 çà m ∈ {pn + 1, . . . , kn}∞n=1 ,

am èíà÷å,
(3.3.11)

î÷åâèäíî å ñ ïðàçíèíè. Çà äà äîêàæåì, ÷å òå ñà Àäàìàðîâè, ïúðâî äà îò-
áåëåæèì, ÷å ãm = 0 çà pn < m < kn + 1, n = 1, 2, . . . è äà ðàçãëåäàìå
(3.3.11). Òîãàâà, îçíà÷àâàéêè α0 = 1

p′ > 1 è qn = kn + 1 è îò÷èòàéêè, ÷å
pn = [p′kn] ≤ p′kn, ïîëó÷àâàìå, ÷å

α0pn = α0[p
′kn] ≤ α0p

′kn = kn < kn + 1 = qn è ãm = 0 çà pn < m < qn.

Ñëåäîâàòåëíî α0pn < qn ñ α0 > 1, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ðåäúò (3.3.11) èìà
Àäàìàðîâè ïðàçíèíè. �



Ãëàâà 4

Ìóëòèèíäåêñíè ôóíêöèè
íà Áåñåë

4.1 Ìóëòèèíäåêñíè îáîáùåíèÿ íà ôóíêöèèòå
íà Áåñåë îò ïúðâè ðîä

Ôóíêöèèòå íà Áåñåë è òåõíèòå ìíîãîáðîéíè îáîáùåíèÿ, êîèòî ñà ïðî-
èçëåçëè îò êîíêðåòíè çàäà÷è îò ìåõàíèêàòà è àñòðîíîìèÿòà ñà ñå äîêàçàëè
êàòî åäíè îò íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèòå ñïåöèàëíè ôóíêöèè â ìàòåìàòè÷åñêèÿ
àíàëèç è íåãîâèòå ïðèëîæåíèÿ âúâ ôèçèêàòà, ìåõàíèêàòà è èíæåíåðèòå íà-
óêè.

Íåêà ïúðâî äà çàïî÷íåì ñ äâóèíäåêñíîòî îáîáùåíèå íà ôóíêöèÿòà íà
Áåñåë (ïî-òî÷íî íà ñâúðçàíàòà ñ íåÿ ôóíêöèÿ (1.5.7) íà Áåñåë�Êëèôîðä).
Òàçè öÿëà ôóíêöèÿ, ñúäúðæàùà åäèí äîïúëíèòåëåí èíäåêñ µ, å âúâåäåíà
îò Ðàéò [131] è å íàðå÷åíà ôóíêöèÿ íà Áåñåë�Ðàéò, èìåííî

Jµν (z) =
∞∑
k=0

(−z)k

k! Γ(ν + µk + 1)
, µ > −1, (4.1.1)

çà äåòàéëè âèæ [66, ñòð.109]; [41, ñòð.336], è äð. Òÿ å èçâåñòíà â ëèòåðàòóðà-
òà îùå êàòî ôóíêöèÿ íà Áåñåë�Ìåéòëàíä, ïî âòîðîòî èìå íà Ñúð Åäóàðä
Ìåéòëàíä Ðàéò. Ïúðâîíà÷àëíî Ðàéò äåôèíèðà (4.1.1) ñàìî çà ñòîéíîñòè
íà µ > 0 à íà ïî-êúñåí åòàï ðàçøèðÿâà íåéíàòà äåôèíèöèÿ çà µ > −1
(âèæ íàïðèìåð [41], [47]). Ïî-îáùè ñà òðè- è ÷åòèðèïàðàìåòðè÷íèòå îáîá-
ùåíèÿ íà Áåñåëîâàòà ôóíêöèÿ Jν. Òîâà ñà îáîáùåíàòà ôóíêöèÿ íà Áåñåë�
Ìåéòëàíä (èëè Ðàéò), âúâåäåíà îò Ïàòàê [104] (çà äåòàéëè âèæ ñúùî [46]):

61
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Jµν,λ(z) = (z/2)ν+2λ
∞∑
k=0

(−1)k(z/2)2k

Γ(λ+ k + 1)Γ(ν + kµ+ λ+ 1)
,

z ∈ C \ (−∞, 0] ; µ > 0, ν, λ ∈ C,
(4.1.2)

è îáîáùåíàòà ôóíêöèÿ íà Ëîìåë�Ðàéò,

Jµ,mν,λ (z) = (z/2)ν+2λ
∞∑
k=0

(−1)k(z/2)2k

(Γ(λ+ k + 1))m Γ(ν + kµ+ λ+ 1)

z ∈ C \ (−∞, 0] ; µ > 0, m ∈ N, ν, λ ∈ C,
(4.1.3)

âúâåäåíà îò äå Îòåéçà, Êàëà è Êîíäå (äåòàéëè è ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ
äðîáíîòî ñìÿòàíå ìîãàò äà ñå âèäÿò â [46] è ñúùî [108]).

Äðóãî èíòåðåñíî îáîáùåíèå å òàêà íàðå÷åíàòà õèïåð-Áåñåëîâà ôóíêöèÿ
J

(m)
ν1,...,νm = J

(m)
(νi)

(z), äåôèíèðàíà ñ ôîðìóëàòà

J (m)
ν1,...,νm

(z) = J
(m)
(νi)

(z) =

(
z

m+1

)ν1+···+νm

Γ(ν1 + 1) . . .Γ(νm + 1)
j (m)
ν1,...,νm

(z) , (4.1.4)

êúäåòî z, νi ∈ C, Re(νi + 1) > 0 (i = 1, . . . ,m), è

j (m)
ν1,...,νm

(z) =
∞∑
k=0

(−1)k
(

z
m+1

)k(m+1)

(ν1 + 1)k . . . (νm + 1)k

1

k!
, |z| <∞. (4.1.5)

Èìàéêè ïðåäâèä (4.1.5), õèïåð-Áåñåëîâàòà ôóíêöèÿ ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ
âèäà

J (m)
ν1,...,νm

(z) =

(
z

m+ 1

) m∑
i=1

νi ∞∑
k=0

(−1)k
(

z
m+1

)k(m+1)

Γ(k + ν1 + 1) . . .Γ(k + νm + 1)

1

k!
· (4.1.6)

Òàçè ôóíêöèÿ å âúâåäåíà îò Äåëåðþ [11] ïðåç 1953 ã. êàòî åñòåñòâåíî
îáîáùåíèå îò ðåä m ñ âåêòîðíè èíäåêñè ν = (ν1, ν2, . . . , νm) (èëè ñ ìóë-
òèèíäåêñè (ν1, . . . , νm)) íà ôóíêöèèòå íà Áåñåë îò ïúðâè ðîä Jν. Ïî-êúñíî
òàçè ôóíêöèÿ å èçó÷àâàíà è îò äðóãè àâòîðè, íàïðèìåð îò Ìàðè÷åâ [66],
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Äèìîâñêè [12], Êëþ÷àí÷åâ [53], [54], Äèìîâñêè è Êèðÿêîâà [13]�[14], Êèðÿ-
êîâà [41], [42], [49], Ïàíåâà-Êîíîâñêà [96, 99], è äðóãè.

Õèïåð-Áåñåëîâèòå ôóíêöèè íà Äåëåðþ ñà òÿñíî ñâúðçàíè ñ õèïåð-Áåñå-
ëîâèòå äèôåðåíöèàëíè îïåðàòîðè îò ïðîèçâîëåí ðåä m > 1, âúâåäåíè îò
Äèìîâñêè [12]. Òîâà ñà ñèíãóëÿðíè ëèíåéíè äèôåðåíöèàëíè îïåðàòîðè, êî-
èòî ñå ïîÿâÿâàò ìíîãî ÷åñòî â çàäà÷è îò ìàòåìàòè÷åñêàòà ôèçèêà êàòî
îáîáùåíèå íà îïåðàòîðà íà Áåñåë îò âòîðè ðåä è ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåí
â ñëåäíèòå àëòåðíàòèâíè ôîðìè

B = zα0
d

dz
zα1 . . .

d

dz
zαm = z−β

m∏
k=1

(
z
d

dz
+ βγk

)
(4.1.7)

= z−β
(
zm

dm

dzm
+ a1z

m−1 d
m−1

dzm−1
+ ...+ am−1z

d

dz
+ am

)
,

çà 0 < z < ∞, ñ ìíîæåñòâî îò (m + 1) ïàðàìåòúðà {α0, α1, ..., αm}, èëè
{β > 0, γk ðåàëíè, k = 1, ...m}, èëè {β > 0, a1, ..., am}. Äåòàéëèòå ìîãàò
äà ñå âèäÿò ñúùî â Äèìîâñêè è Êèðÿêîâà [13], [14], è Êèðÿêîâà [41, Ch.3].
Íàèñòèíà, êàêòî å ïîêàçàíî â Òåîðåìà 3.4.3 è Ñëåäñòâèå 3.4.4 â Êèðÿêîâà
[41], ôóíäàìåíòàëíàòà ñèñòåìà îò ðåøåíèÿ íà õèïåð-Áåñåëîâîòî äèôåðåí-
öèàëíî óðàâíåíèå îò m-òè ðåä By(z) = λ y(z), λ ̸= 0 ñå ñúñòîè îò ñëåäíîòî
ìíîæåñòâî îò õèïåð-Áåñåëîâèòå ôóíêöèè

J
(m−1)
1+γ1−γk,...,∗,...,1+γm−γk

[
(−λ)1/m(m/β) zβ/m

]
, k = 1, ...,m,

ïðè ïðåäïîëîæåíèå çà ôîðìàëíî ïîäðåæäàíå íà ïàðàìåòðèòå γ ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí γ1 < γ2 < ... < γm < γ1 + 1 è êúäåòî ∗ îçíà÷àâà, ÷å å ïðîïóñíàò k-
ÿò ÷ëåí â èíäåêñèòå. Òîãàâà, ðåøåíèÿòà íà õèïåð-Áåñåëîâèòå îáèêíîâåíè
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ

By(z) = λ y(z) + f(z)

ìîãàò äà ñå èçðàçÿò ÿâíî ÷ðåç õèïåð-Áåñåëîâè ôóíêöèè, ðåäîâå ïî òÿõ, èëè
ðåäîâå ïî èíòåãðàëè îò òÿõ [41].

Î÷åâèäíî, õèïåð-Áåñåëîâèòå ôóíêöèè (4.1.6) ñà åñòåñòâåíî îáîáùåíèå
íà ôóíêöèèòå íà Áåñåë îò ïúðâè ðîä (ñ m+ 1 = 2, m = 1), ò.e.

J (1)
ν (z) = Jν(z) =

(z
2

)ν ∞∑
k=0

(−1)k
(
z
2

)2k
Γ(k + ν + 1)

1

k!
, (4.1.8)
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êàêòî è íà òàêà íàðå÷åíèòå ôóíêöèè íà Áåñåë�Êëèôîðä îò 3-òè ðåä Cν,µ(z)
(ñ m + 1 = 3), çàâèñåùè îò äâà (m = 2) èíäåêñà è ìîäèôèöèðàùè õèïåð-
Áåñåëîâèòå ôóíêöèè J (2)

ν,µ (z), èìåííî:

Cν,µ(z) = z−
µ+ν
3 J (2)

ν,µ (3
3
√
z) =

∞∑
k=0

(−1)k (z)k

Γ(k + µ+ 1)Γ(k + ν + 1)

1

k!
(4.1.9)

(äåòàéëèòå ìîãàò äà ñå âèäÿò â [51]). Äðóãè èíòåðåñíè ñïåöèàëíè ñëó÷àè íà
õèïåð-Áåñåëîâèòå ôóíêöèè îò ïðîèçâîëåí ðåä, íî ñúñ ñïåöèàëåí èçáîð íà
èíäåêñèòå ñà òàêà íàðå÷åíèòåòðèãîíîìåòðè÷íè ôóíêöèè îò ðåä m, âêëþ-
÷èòåëíî îáîáùåíàòà cosm- è îáîáùåíàòà sinm,k-ôóíêöèè (k = 1, ...,m−1),
èçó÷àâàíè íàïðèìåð îò Êëþ÷àí÷åâ [53], [54], Äèìîâñêè è Êèðÿêîâà [13],
[14], Êèðÿêîâà [41], [42], è äðóãè àâòîðè. Òå ñå ïîÿâÿâàò êàòî ðåøåíèÿ íà
äîáðå ïîçíàòèÿ êëàñè÷åñêè ÷àñòåí ñëó÷àé B =

(
d
dz

)m
íà õèïåð-Áåñåëîâèÿ

îïåðàòîð. Íàïðèìåð, ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè

y(m)(z) = −y(z), y(0) = 1, y
′
(0) = ... = y(m−1)(0) = 0,

ñå äàâà ñ ôóíêöèÿòà

y(z) = cosm(z) =
∞∑
k=0

(−1)k zmk

(mk)!
= j(m−1)

ν1,...,νm−1
(z) ñ νk :=

k

m
− 1.

Íàêðàÿ, â ÷àñòíîñò (êàòî íàïðèìåð [66, ñòð.110]; [41, ñòð. 352�353]):

J1
ν (z) = Cν(z), J1

ν,0(z) = J (1)
ν (z) = Jν(z), Jµν,0(z) = (z/2)νJµν (z

2/4),

Jµ,1ν,λ (z) = Jµν,λ(z), J1
ν,λ(z) =

22−2λ−ν

Γ(λ)Γ(λ+ ν)
s2λ+ν−1,ν(z),

Hν(z) =
21−ν√

πΓ(ν + 1/2)
sν,ν(z) = J1

ν,1/2(z),

(4.1.10)
êúäåòî sα,ν(z) èHν(z) îçíà÷àâàò ñúîòâåòíî ôóíêöèèòå íà Ëîìåë è íà Ñòðó-
âå [17, 7.5.5, (69), (84), Vol. 2].

Äà îòáåëåæèì, ÷å òàçè ãëàâà ñå îïèðà îñíîâíî íà [96] è [99].
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4.2 Ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ ïàðàìåòðèòå
íà ìóëòèèíäåêñíèòå îáîáùåíèÿ
íà ôóíêöèèòå íà Áåñåë

Íàé-íàïðåä íåêà äà ðàçãëåäàìå îáîáùåíàòà ôóíêöèÿ íà Ëîìåë�Ðàéò
(4.1.3) çà ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå

µ > 0, m ∈ N,

à èíäåêñèòå ν äà ñà îò âèäà ν = n− 2λ; n = 0, 1, 2, ..., èìåííî:

Jµ,mn−2λ,λ(z) = (z/2)n
∞∑
k=0

(−1)k(z/2)2k

(Γ(λ+ k + 1))mΓ(n− λ+ kµ+ 1)
, z ∈ C. (4.2.1)

Íå ïðåäñòàâëÿâà îñîáåíî çàòðóäíåíèå äà ñå ïðîâåðè, ÷å Jµ,mn−2λ,λ å öÿëà ôóíê-
öèÿ (òîâà å íàïðàâåíî íàïðèìåð â [44] è îñâåí òîâà ñëåäâà è êàòî ÷àñòåí
ñëó÷àé è îò [99, �8.4]).

Çàáåëåæêà 4.2.1. Ïî-íàòàòúê ñà èçïîëçâàíè îçíà÷åíèÿòà R− (ñú-
îòâåòíî R+) çà ìíîæåñòâîòî îò îòðèöàòåëíè (ñúîòâ. ïîëîæèòåëíè)
ðåàëíè ÷èñëà, Z− (ñúîòâ. N) çà ìíîæåñòâîòî îò îòðèöàòåëíè (ñúîòâ.
ïîëîæèòåëíè) öåëè ÷èñëà è Z−

0 = Z− ∪ {0} (ñúîòâ. N0 = N ∪ {0}).

Çàáåëåæêà 4.2.2. Ïðè äàäåíà ñòîéíîñò íà ïàðàìåòúðà λ, ìîæå äà
ñå îêàæå, ÷å íÿêîè îò êîåôèöèåíòèòå â (4.2.1) ñà ðàâíè íà íóëà, ò.å., ÷å
ñúùåñòâóâàò ÷èñëà p ∈ N0 è s ∈ N, òàêèâà ÷å ðàâåíñòâîòî (4.2.1) ìîæå
äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà

Jµ,mn−2λ,λ(z) = (z/2)n
(

(−1)p(z/2)2p

(Γ(λ+ p+ 1))mΓ(n− λ+ p µ+ 1)

+
∞∑

k=p+s

(−1)k(z/2)2k

(Γ(λ+ k + 1))mΓ(n− λ+ kµ+ 1)

 .

(4.2.2)

Ïî-íàòàòúê, îçíà÷àâàéêè

ak =
1

Γ(λ+ k + 1)
, bk =

1

Γ(n− λ+ kµ+ 1)
, ck = ak

m bk, (4.2.3)

çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà k = 0, 1, 2, ... , ðàçãëåæäàìå äâà îñíîâíè ñëó÷àÿ çà
ïàðàìåòúðà λ, äàäåíè â ñëåäâàùèòå äâå ëåìè.
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Ëåìà 4.2.1. [99] Àêî λ ∈ C, íî λ íå å åñòåñòâåíî ÷èñëî òî

(i) p = 0 è s = 1 çà λ /∈ (Z− ∪ R+),

(ii) p = −λ è s = 1 çà λ ∈ Z−,

(iii) p = 0 è s = 1 èëè s = 2 çà λ ∈ R+.

Äîêàçàòåëñòâî. (i) Î÷åâèäíî, â òîçè ñëó÷àé λ ∈ C \ (Z− ∪R+), êîåòî
îçíà÷àâà, ÷å λ ≤ 0 íî λ /∈ Z− èëè λ /∈ R. Ðàçãëåæäàéêè λ ≤ 0 è
λ ̸= −1,−2, . . . , çàêëþ÷àâàìå, ÷å λ+k+1 è n−λ+kµ+1 íå ñà îòðèöàòåëíè
öåëè ÷èñëà èëè íóëà, è ïîðàäè òîâà ck ̸= 0, çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà k.
Âçåìàéêè λ /∈ R, ñòèãàìå äî çàêëþ÷åíèåòî, ÷å λ + k + 1 /∈ R, êàêòî è, ÷å
n− λ+ µk + 1 /∈ R, ïîðàäè êîåòî è ck ̸= 0. Òúé êàòî â òîçè ñëó÷àé âñè÷êè
êîåôèöèåíòè ñà ðàçëè÷íè îò 0, òî p = 0 è s = 1.

(ii) Íåêà ñåãà λ å îòðèöàòåëíî öÿëî ÷èñëî. Òîãàâà (n − λ + kµ + 1) ñà
ïîëîæèòåëíè ÷èñëà çà âñè÷êè k è îñâåí òîâà öåëèòå ÷èñëà λ+ k + 1 /∈ Z−

0

çà k ≥ −λ, ò. å. ck = 0 çà 0 ≤ k < −λ è ck ̸= 0 çà âñè÷êè k ≥ −λ, êîåòî
îçíà÷àâà, ÷å p = −λ è s = 1.

(iii) Íàêðàÿ, àêî λ å ïîëîæèòåëíî ðåàëíî ÷èñëî, íî íå å åñòåñòâåíî, òî
÷èñëàòà ak ñà ïîëîæèòåëíè çà âñÿêî k = 0, 1, 2, ... è b0 ̸= 0. Âúçìîæíî å,
îáà÷å, íÿêîè îò îñòàíàëèòå bk äà ñà íóëà. Íåêà ñåãà k = 1, òîãàâà èìà äâå
âúçìîæíîñòè: èëè n−λ+µ+1 /∈ Z−

0 , è òîãàâà b1 ̸= 0, èëè n−λ+µ+1 ∈ Z−
0 ,

è òîãàâà b1 = 0. Âòîðèÿò ñëó÷àé å âúçìîæåí ñàìî àêî µ /∈ N, íî òîãàâà
n− λ+ 2µ+ 1 /∈ Z−

0 è b2 ̸= 0. È òàêà, èìà äâå âúçìîæíîñòè: c0 ̸= 0, c1 ̸= 0
èëè c0 ̸= 0, c1 = 0, íî c2 ̸= 0. �

Ëåìà 4.2.2. [99] Àêî λ å åñòåñòâåíî ÷èñëî, òî

(i) p = 0 è s = 1 çà n ≥ λ,

(ii) p = 1 è s = 1 èëè s = 2 çà 0 ≤ n < λ, µ /∈ N,

(iii) p =
[
λ−n−1

µ

]
+ 1 è s = 1 çà 0 ≤ n < λ, µ ∈ N.

Äîêàçàòåëñòâî. (i) Íåêà íàé-íàïðåä n ≥ λ. Òîãàâà n− λ+ 1 > 0, λ+
k + 1 > 0 è ñëåäîâàòåëíî âñè÷êè êîåôèöèåíòè ck ̸= 0.

(ii) Íåêà ñåãà 0 ≤ n < λ. Òîãàâà âñè÷êè ak ñà ïîëîæèòåëíè, íî n−λ+1 ∈
Z−
0 è ïîðàäè òîâà b0 = 0. Ïî-íàòàòúê, àêî µ /∈ N, òî b1 ̸= 0 è, êàêòî â Ëåìà

4.2.1 ñëó÷àé (iii), ñëåäâà b2 ̸= 0 èëè b2 = 0 íî b3 ̸= 0.
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(iii) Àêî µ ∈ N, òî n−λ+kµ+1 ∈ Z è ñëåäîâàòåëíî bk = 0 çà k ≤ λ−n−1
µ ,

ò. å. bk > 0 çà k > λ−n−1
µ . È òàêà, ck = 0 çà 0 ≤ k ≤

[
λ−n−1

µ

]
, è ck ̸= 0 çà

k ≥
[
λ−n−1

µ

]
+ 1. �

Çàáåëåæêà 4.2.3. Äà îòáåëåæèì, ÷å ôîðìóëàòà (4.2.2), ïðèëîæåíà
çà m = 1, ñúãëàñíî (4.1.2), (4.1.10) è (4.2.3), âîäè äî ïðåäñòàâÿíå íà ôóí-
êöèÿòà Jµn−2λ,λ(z), ñúñ ñúùèòå ñòîéíîñòè íà p è s, êàêòî íà ôóíêöèÿòà

Jµ,mn−2λ,λ(z). Ñëó÷àÿò m = 1, λ = 0 äàâà ñúîòâåòíîòî ïðåäñòàâÿíå çà ôóí-
êöèèòå íà Áåñåë�Ìåéòëàíä ñ p = 0 è s = 1. Ñàìî äà ñïîìåíåì, ÷å âñè÷êè
êîåôèöèåíòè â (4.1.1) ñà ðàçëè÷íè îò íóëà, êîãàòî ν ∈ N0 è µ > 0 (òîâà
ñå âèæäà îò Ëåìà 4.2.1, (i), ïðèëîæåíà çà λ = 0).

Çàáåëåæêà 4.2.3 è äîêàçàíèòå ëåìè, ïîêàçâàò, ÷å ôóíêöèèòå Jµn (z) è
Jµ,mn−2λ,λ(z) ìîãàò äà ñå çàïèøàò âúâ âèäà

Jµn (z) =
1

Γ(n+ 1)
(1 + ϑµn(z)) , µ > 0, (4.2.4)

êúäåòî ϑµn å äàäåíà ñ ôîðìóëàòà

ϑµn(z) =
∞∑
k=1

Γ(n+ 1)(−z)k

k! Γ(n+ µk + 1)
, (4.2.5)

è ðåñïåêòèâíî

Jµ,mn−2λ,λ(z) =
(−1)p(z/2)n+2p

(Γ(λ+ p+ 1))m Γ(n− λ+ pµ+ 1)

(
1 + ϑµ,mn−2λ,λ(z)

)
, (4.2.6)

ñ ϑµ,mn−2λ,λ, êàêòî ñëåäâà:

ϑµ,mn−2λ,λ(z) =
∞∑

k=p+s

(Γ(λ+ p+ 1))m Γ(n− λ+ p µ+ 1)

(Γ(λ+ k + 1))m Γ(n− λ+ kµ+ 1)

(
−z

2

4

)k−p
. (4.2.7)

Ïàðàìåòðèòå p è s (p ≥ 0, s ≥ 1) ñà äåôèíèðàíè ñ ïðåäõîäíèòå ëåìè.

Íåêà ñåãà äà ñå âúðíåì êúì õèïåð-Áåñåëîâèòå ôóíêöèè. Âúâ âðúçêà ñúñ
ñëåäâàùèòå ðàçãëåæäàíèÿ, ñâúðçàíè ñ òÿõ, ïî-äîëó å èçáðàíà ïîäõîäÿùà
èçáðîèìà ôàìèëèÿ ñ öåë äà ñå ïîëó÷àò âúçìîæíî ïî-ïðîñòè ðåçóëòàòè. Çà



68 ÃËÀÂÀ 4. ÌÓËÒÈÈÍÄÅÊÑÍÈ ÔÓÍÊÖÈÈ ÍÀ ÁÅÑÅË

öåëòà, ôèêñèðàéêè èíäåêñà 1 ≤ i0 ≤ m, äà ðàçãëåäàìå õèïåð-Áåñåëîâèòå
ôóíêöèè ñ öåëè èíäåêñè νi0 = n (n = 0, 1, 2, . . . ). Èçïîëçâàíåòî íà
áóêâàòà n âìåñòî νi0 å ñàìî çà óäîáñòâî ñ öåë îïðîñòÿâàíå íà èçëîæåíèåòî.
Çà êðàòêîñò, äà îçíà÷èì

m∑
i=1

′ νi =
m∑

i=1, i ̸=i0

νi,
m∏
i=1

′ Γ(k + νi + 1) =
m∏

i=1, i ̸=i0

Γ(k + νi + 1),

(νi0(n)) = (ν1, . . . , νi0−1, n, νi0+1, . . . , νm) = (νi) |νi0=n .

(4.2.8)

Òîãàâà ôóíêöèèòå îò âúïðîñíàòà ôàìèëèÿ èìàò èíäåêñè îò âèäà (νi0(n)),
è ñúãëàñíî (4.1.6), òå ìîãàò äà ñå ïðåäñòàâÿò âúâ âèäà

J
(m)
(νi0(n))

(z) = A(z;m,n)
∞∑
k=0

(−1)k
(

z
m+1

)k(m+1)

Γ(k + n+ 1)
m∏
i=1

′ Γ(k + νi + 1)

1

k!
, (4.2.9)

êúäåòî ñ A(z;m,n) å îçíà÷åí ñëåäíèÿò èçðàç

A(z;m,n) =

(
z

m+ 1

) m∑
i=1

′νi ( z

m+ 1

)n
. (4.2.10)

Çàáåëåæêà 4.2.4. Äà îòáåëåæèì, ÷å óñëîâèÿòà Re(νi + 1) > 0 è
Re(n + 1) > 0 (i = 1, . . . ,m), êîèòî ñà íàëîæåíè âúðõó äàäåíèòå ïà-
ðàìåòðè âîäÿò äî çàêëþ÷åíèåòî, ÷å âñè÷êèòå êîåôèöèåíòè â (4.2.9) ñà
ðàçëè÷íè îò íóëà.

4.3 Íåðàâåíñòâà, ñâúðçàíè ñ îáîáùåíèòå ôóí-
êöèè íà Áåñåë

Â òàçè ñåêöèÿ ñà îöåíåíè àáñîëþòíèòå ñòîéíîñòè íà öåëèòå ôóíêöèè
(4.2.5) è (4.2.7) â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà C, êàêòî è â íåéíèòå êîìïàêòíè
ïîäìíîæåñòâà, êîãàòî µ > 0. Çà öåëòà å íóæíî äà ïîçíàâàìå äîáðå îñ-
íîâíèòå ñâîéñòâà íà Γ-ôóíêöèÿòà (êîèòî ñà èçëîæåíè â Ãëàâà 1, Ñåêöèÿ
1.1).

Çàïî÷âàéêè ñ ϑµn(z), íèå äàâàìå äîëóèçëîæåíèÿ ðåçóëòàò çà íàìåðåíàòà
ãîðíà îöåíêà íà íåéíèÿ ìîäóë.
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Òåîðåìà 4.3.1. [99] Íåêà ϑµn(z) å ôóíêöèÿòà, äåôèíèðàíà ñ (4.2.5),
òîãàâà ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà c0, òàêàâà ÷å ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå íå-
ðàâåíñòâà

|ϑµ0(z)| ≤
c0

Γ(1 + µ)
(exp |z| − 1) , (4.3.1)

ñúîòâåòíî

|ϑµn(z)| ≤
Γ(n+ 1)

Γ(n+ 1 + µ)
(exp |z| − 1) (n ∈ N), (4.3.2)

â öÿëàòà êîìïëåêñíà ðàâíèíà. Îñâåí òîâà, àêî K ⊂ C å íåïðàçíî êîìïàê-
òíî ìíîæåñòâî, òî ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà 0 < C = C(K) <∞, òàêàâà
÷å

|ϑµn(z)| ≤ C Γ(n+ 1)/Γ(n+ 1 + µ), (4.3.3)

çà âñÿêî n ∈ N0 è âñÿêî z ∈ K.

Äîêàçàòåëñòâî. Ðàçãëåæäàéêè z ∈ C, îçíà÷àâàìå çà óäîáñòâî

wk(n, µ) =
Γ(n+ µ+ 1)

Γ(n+ µk + 1)
, uk(z;n, µ) =

wk(n, µ)

k!
(−z)k. (4.3.4)

Òîãàâà ôóíêöèÿòà ϑµn(z), äàäåíà ñ ðàâåíñòâîòî (4.2.5), ìîæå äà ñå çàïèøå
âúâ âèäà

ϑµn(z) =
Γ(n+ 1)

Γ(n+ µ+ 1)

∞∑
k=1

uk(z; n, µ). (4.3.5)

Çà äà ñå îöåíè ìîäóëúò íà ϑµn(z), å íåîáõîäèìî äà ñå íàìåðè ãîðíà îöåíêà
íà |wk(n, µ)|.

Ïúðâî, íåêà n = 0 è 1 < µ + 1 < α0. Òîãàâà ïðåäâèä Çàáåëåæêà 1.1.2
(i), ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà Γ(µ + 1) < Γ(1) = 1 è Γ(α0) ≤ Γ(µk + 1),
îòêúäåòî wk(0, µ) < 1/Γ(α0). Àêî α0 ≤ µ + 1, òî å â ñèëà íåðàâíñòâîòî
wk(0, µ) ≤ 1. È òàêà, ïîëó÷àâàìå îöåíêàòà

|uk(z; 0, µ)| ≤ c0
|z|k

k!
, c0 =

{ 1
Γ(α0)

, µ+ 1 < α0

1, µ+ 1 ≥ α0
,

çà àáñîëþòíàòà ñòîéíîñò íà uk(z;n, µ) è ñëåäîâàòåëíî, ïîðàäè (4.3.5), ñëåä-
âà è îöåíêàòà (4.3.1), îòíàñÿùà ñå çà ìîäóëà íà ϑµ0(z).
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Ïî-íàòàòúê, íåêà n ∈ N. Òîãàâà ñëåäâàò íåðàâåíñòâàòà wk(n, µ) ≤ 1
çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà k = 1, 2, . . . , ñ êîåòî å óñòàíîâåíà âåðíîñòòà íà
íåðàâåíñòâîòî (4.3.2) â öÿëàòà êîìïëåêñíà ðàâíèíà.

Ñåãà, ñúãëàñíî äîêàçàíèòå âå÷å íåðàâåíñòâà (4.3.1) è (4.3.2), îöåíêàòà
(4.3.3) ñëåäâà íåçàáàâíî. �

Ïî-íàòàòúê èìàìå íàìåðåíèå äà îöåíèì öåëèòå ôóíêöèè ϑµ,mn−2λ,λ(z). Ñ
òàçè öåë ïúðâî ïðåîáðàçóâàìå èçðàçà â ðàâåíñòâîòî (4.2.7), êîåòî âîäè äî
òúæäåñòâîòî

ϑµ,mn−2λ,λ(z) = Γ̃
∞∑

k=p+s

(−1)k−p γk
(Γ(λ+ k + 1))m

(z
2

)2(k−p)
, (4.3.6)

êúäåòî ñ Γ̃ è γk ñà îçíà÷åíè èçðàçèòå

Γ̃ =
Γm(λ+ p+ 1)Γ(n− λ+ p µ+ 1)

Γ(n− λ+ (p+ s)µ+ 1)
, γk =

Γ(n− λ+ (p+ s)µ+ 1)

Γ(n− λ+ kµ+ 1)
·

(4.3.7)
Ñëåä òîâà, ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñà èçëîæåíè ïîîòäåëíî êàòî íÿêîëêî ðàç-
ëè÷íè ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñò îò ïàðàìåòúðà λ, êàêòî ñëåäâà.

Ëåìà 4.3.1. [99] Íåêà λ = 0. Òîãàâà

|ϑµ,mn−2λ,λ(z)| ≤
Γ(n+ 1)

Γ(n+ µ+ 1)

(
exp

(∣∣∣∣z24
∣∣∣∣)− 1

)
, n ∈ N,

|ϑµ,mn−2λ,λ(z)| ≤
1

Γ(α0)

(
exp

(∣∣∣∣z24
∣∣∣∣)− 1

)
, n = 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñúãëàñíî Ëåìà 4.2.1 ñëó÷àé (i), èìàìå p = 0, s = 1,

γk =
Γ(n+ µ+ 1)

Γ(n+ kµ+ 1)
è

ϑµ,mn−2λ,λ(z) =
Γ(n+ 1)

Γ(n+ µ+ 1)

∞∑
k=1

(−1)k γk
(Γ(k + 1))m

(z
2

)2k
,

îòêúäåòî

|ϑµ,mn−2λ,λ(z)| ≤
Γ(n+ 1)

Γ(n+ µ+ 1)

∞∑
k=1

(
|z/2|2

)k
(Γ(k + 1))m

γk
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≤ Γ(n+ 1)

Γ(n+ µ+ 1)

∞∑
k=1

(
|z/2|2

)k
Γ(k + 1)

γk.

Âçåìàéêè ïðåäâèä Çàáåëåæêà 1.1.2 (i), ìîæåì äà çàïèøåì

0 < γk ≤ 1, çà n ∈ N; è 0 < γk ≤
Γ(µ+ 1)

Γ(α0)
, çà n = 0,

êîåòî äîêàçâà ëåìàòà. �

Ëåìà 4.3.2. [99] Íåêà λ ∈ Z−, òîãàâà

|ϑµ,mn−2λ,λ(z)| ≤ Γ(1 + µ− λµ)
Γ(n− λ− λµ+ 1)

Γ(n− λ+ (1− λ)µ+ 1)
ξ(|z|2/4;λ, µ)

ñ ξ, êàêòî å äàäåíî ïî-äîëó

ξ(|z|2/4;λ, µ) = Jµ−λµ

(
−
∣∣∣∣z24
∣∣∣∣)− 1

Γ(1− λµ)
.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñúãëàñíî Ëåìà 4.2.1, ñëó÷àé (ii), ñòîéíîñòèòå íà p è
s ñà ñúîòâåòíî p = −λ è s = 1, è ñëåäîâàòåëíî (4.3.6) ïðèåìà âèäà

ϑµ,mn−2λ,λ(z) =
Γ(n− λ− λµ+ 1)

Γ(n− λ+ (1− λ)µ+ 1)

∞∑
k=p+1

(−1)k−p γk
Γm(λ+ k + 1)

(z
2

)2(k−p)
ñ γk, êàêòî ñëåäâà

γk =
Γ(n− λ+ (p+ 1)µ+ 1)

Γ(n− λ+ kµ+ 1)
.

Òúé êàòî p+ 1 ≤ k è

γk =
(n− λ+ (p+ 1)µ)

(n− λ+ kµ)
× ...× (1 + (p+ 1)µ)

(1 + kµ)
× Γ(1 + (p+ 1)µ)

Γ(1 + kµ)
,

òî

0 < γk ≤
Γ(1 + (1− λ)µ)

Γ(1 + kµ)
.

Èçïîëçâàéêè îçíà÷åíèåòî

wk(z) =
(−1)k−p γk

(Γ(λ+ k + 1))m

(z
2

)2(k−p)
,
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ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

∞∑
k=p+1

wk(z) =
∞∑
k=1

wk+p(z) =
∞∑
k=1

(−1)k γk+p
(Γ(k + 1))m

(z
2

)2k
,∣∣∣∣∣∣

∞∑
k=p+1

wk(z)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=1

γk+p
(
|z/2|2

)k
(Γ(k + 1))m

≤
∞∑
k=1

Γ(1 + µ− λµ)
(
|z/2|2

)k
(Γ(k + 1))mΓ(1 + kµ− λµ)

= Γ(1 + µ− λµ)

( ∞∑
k=0

(
|z/2|2

)k
(Γ(k + 1))mΓ(1 + kµ− λµ)

− 1

Γ(1− λµ)

)
,

≤ Γ(1 + µ− λµ)

( ∞∑
k=0

(
|z/2|2

)k
Γ(k + 1)Γ(1 + kµ− λµ)

− 1

Γ(1− λµ)

)
,

îòêúäåòî íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà çàêëþ÷åíèåòî íà òåîðåìàòà. �

Ëåìà 4.3.3. [99] Íåêà λ ∈ R− \ Z, òîãàâà ñúùåñòâóâà öÿëà ôóíêöèÿ
τ , çà êîÿòî å èçïúëíåíî

|ϑµ,mn−2λ,λ(z)| ≤ |Γ(λ+ 1)|m Γ(n− λ+ 1)

Γ(n− λ+ µ+ 1)
τ(|z|2/4;λ).

Äîêàçàòåëñòâî. Ñåãà, ñúãëàñíî Ëåìà 4.2.1 ñëó÷àé (i), èìàìå p = 0, s =

1, γk =
Γ(n−λ+µ+1)
Γ(n−λ+kµ+1) è

ϑµ,mn−2λ,λ(z) =
Γm(λ+ 1)Γ(n− λ+ 1)

Γ(n− λ+ µ+ 1)

∞∑
k=1

(−1)k γk
(Γ(λ+ k + 1))m

(z
2

)2k
, (4.3.8)

ñúîòâåòíî

|ϑµ,mn−2λ,λ(z)| ≤ |Γ(λ+ 1)| Γ(n− λ+ 1)

Γ(n− λ+ µ+ 1)

∞∑
k=1

(
|z/2|2

)k
|Γ(λ+ k + 1)|m

γk.

Ïî-íàòàòúê, íàðàñòâàíåòî íà Γ-ôóíêöèÿòà âîäè äî íåðàâåíñòâîòî 0 < γk ≤
1 è çà äâàòà ñëó÷àÿ: n = 0 íî 1 − λ + µ ≥ α0 è n ∈ N, äîêàòî çà n = 0 è
1 < 1− λ+ µ < α0 å â ñèëà 0 < γk ≤ 1

Γ(α0)
. Íàêðàÿ, âçåìàéêè

C = max

(
1,

1

Γ(α0)

)
=

1

Γ(α0)
è τ(z;λ) = C

∞∑
k=1

z k

|Γ(λ+ k + 1)|m
,
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çàâúðøâàìå äîêàçàòåëñòâîòî íà ëåìàòà. �

Ëåìà 4.3.4. [99] Íåêà λ /∈ R, ò.å. λ = λ1 + iλ2 (λ1, λ2 ∈ R, λ2 ̸= 0) è
íåêà λ̃1 = max(0, λ1). Òîãàâà ñúùåñòâóâàò öåëè ôóíêöèè φ è φ1, òàêèâà
÷å

|ϑµ,mn−2λ,λ(z)| ≤ |Γ(λ+ 1)|m |Γ(n− λ+ 1) |
|Γ(n− λ+ µ+ 1)|

φ(|z|2/4;λ, µ)

çà n ≥ λ̃1 è

|ϑµ,mn−2λ,λ(z)| ≤ |Γ(λ+ 1)|m |Γ(n− λ+ 1) |
|Γ(n− λ+ µ+ 1)|

φ1(|z|2/4;λ, µ)

çà 0 ≤ n < λ̃1.

Äîêàçàòåëñòâî. Àíàëîãè÷íî íà Ëåìà 4.3.3 å â ñèëà p = 0 è s = 1,
îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å òúæäåñòâîòî (4.3.8) èçðàçÿâà ϑµ,mn−2λ,λ(z), êàêòî â Ëåìà
4.3.3 è ñúñ ñúùèòå γk.

Ïúðâî äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ n ≥ λ̃1. Ñëåäâàéêè èäåÿòà íà äîêàçàòåëñ-
òâîòî íà Ëåìà 4.3.2, ïîëó÷àâàìå îöåíêàòà

|γk| ≤
|Γ([λ̃1] + 1− λ1 + µ− iλ2)|
|Γ([λ̃1] + 1− λ1 + kµ− iλ2)|

=
|Γ([λ̃1] + 1− λ+ µ)|
|Γ([λ̃1] + 1− λ+ kµ)|

,

êúäåòî ñ [λ̃1] å îçíà÷åíà öÿëàòà ÷àñò íà λ̃1.
Íåêà ñåãà 0 ≤ n < λ̃1. Òîãàâà ïîðàäè ñõîäèìîñòòà íà ðåäèöàòà {γk}∞k=1,

òÿ å îãðàíè÷åíà è ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà C̃, òàêàâà ÷å |γk| ≤ C̃
çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà k.

Íàêðàÿ äîêàçàòåëñòâîòî çàâúðøâà, âçåìàéêè

φ(z;λ, µ) =
∞∑
k=1

|Γ([λ̃1] + 1− λ+ µ)|
|(Γ(λ+ k + 1))mΓ([λ̃1] + 1− λ+ kµ)|

z k,

è ñúùî

φ1(z;λ, µ) = C̃
∞∑
k=1

z k

|Γ(λ+ k + 1)|m
· �

Çà äà ôîðìóëèðàìå îñòàíàëèòå äâå ëåìè ñå íóæäàåì îò ôóíêöèèòå
Eα,β(z) íà Ìèòàã�Ëåôëåð (äåôèíèöèèòå è îñíîâíè ñâîéñòâà íà òåçè öå-
ëè ôóíêöèè ñà èçëîæåíè â Ãëàâà 5).



74 ÃËÀÂÀ 4. ÌÓËÒÈÈÍÄÅÊÑÍÈ ÔÓÍÊÖÈÈ ÍÀ ÁÅÑÅË

Ëåìà 4.3.5. [99] Íåêà λ ∈ R+ \ N, òîãàâà

|ϑµ,mn−2λ,λ(z)| ≤ (Γ(λ+ 1))mΓ([λ]− λ+ sµ+ 1)
Γ(n− λ+ 1)

Γ(n− λ+ sµ+ 1)

×

((
i|z|
2

)−[λ]

Jµ,m[λ]−2λ,λ(i|z|)−
s−1∑
k=0

|z/2|2k

Γm(λ+ k + 1)Γ([λ]− λ+ kµ+ 1)

)
,

çà n > λ è ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà C, òàêàâà ÷å å èçïúëíåíî

|ϑµn−2λ,λ(z)| ≤
C Γm(λ+ 1) |Γ(n− λ+ 1)|

|Γ(n− λ+ sµ+ 1)|
η(|z|2/4;λ)

çà ñòîéíîñòè 0 ≤ n < λ ñ

η(|z|2/4;λ) = E(1,λ+1)

(
|z|2/4

)
−

s−1∑
k=0

|z/2|2k

Γ(λ+ k + 1)
,

êîãàòî m = 1 è

η(|z|2/4;λ) =
(
−|z|2/4

)−λ
J1,m−1
0,λ (i|z|)−

s−1∑
k=0

|z/2|2k

Γm(λ+ k + 1)
,

çà m > 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñúãëàñíî Ëåìà 4.2.1 ñëó÷àé (iii), èìàìå p = 0, s = 1

èëè s = 2, γk =
Γ(n− λ+ sµ+ 1)

Γ(n− λ+ kµ+ 1)
è

ϑµ,mn−2λ,λ(z) =
Γm(λ+ 1)Γ(n− λ+ 1)

Γ(n− λ+ sµ+ 1)

∞∑
k=s

(−1)k γk
(Γ(λ+ k + 1))m

(z
2

)2k
,

ðåñïåêòèâíî

|ϑµ,mn−2λ,λ(z)| ≤ Γm(λ+ 1)

∣∣∣∣ Γ(n− λ+ 1)

Γ(n− λ+ sµ+ 1)

∣∣∣∣ ∞∑
k=s

|γk|
(
|z/2|2

)k
(Γ(λ+ k + 1))m

·

Çà n > λ, ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàêòî â äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 4.3.4 ïîëó÷à-
âàìå íåðàâåíñòâîòî
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0 < γk ≤
Γ([λ] + 1− λ+ sµ)

Γ([λ] + 1− λ+ kµ)

çà âñè÷êè k ≥ s, êîåòî íåçàáàâíî çàâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî.
Äîêàçàòåëñòâîòî íà ñëó÷àÿ çà ñòîéíîñòè íà n < λ ñå èçâúðøâà îòíîâî

àíàëîãè÷íî íà òîâà â Ëåìà 4.3.4. �

Ëåìà 4.3.6. [99] Íåêà λ ∈ N, òîãàâà

|ϑµ,mn−2λ,λ(z)| ≤ Γm(λ+ 1)Γ(µ+ 1)
Γ(n− λ+ 1)

Γ(n− λ+ µ+ 1)
ζ(|z|2/4;λ, µ),

ñ ôóíêöèÿ ζ, êàêòî ñëåäâà

ζ(|z|2/4;λ, µ) = (i|z|/2)−λ Jµ−λ,λ(i|z|)−
1

Γ(λ+ 1)
,

çà âñè÷êè n ≥ λ. Îñâåí òîâà, ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà C, òàêàâà ÷å

|ϑµ,mn−2λ,λ(z)| ≤ C
Γm(λ+ p+ 1) |Γ(n− λ+ pµ+ 1)|

|Γ(n− λ+ (p+ s)µ+ 1)|
ζ1(|z|2/4;λ, µ),

çà 0 ≤ n < λ, à ζ1 å äàäåíà ñ ðàâåíñòâîòî

ζ1(|z|2/4;λ, µ) = E(1,λ+1)

(
|z|2/4

)
−

p+s−1∑
k=0

|z/2|2k

Γ(λ+ k + 1)
,

ñúñ ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà p è s.

Äîêàçàòåëñòâî. Çàïî÷âàéêè ñúñ ñëó÷àÿ n ≥ λ è ïðèëàãàéêè Ëåìà 4.2.2
ïîëó÷àâàìå, ÷å p = 0, s = 1 è òîãàâà ðàâåíñòâîòî (4.3.8) (àíàëîãè÷íî íà
äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 4.3.3) èçðàçÿâà ϑµ,mn−2λ,λ(z), ñúñ ñúùèòå γk. Òàêà,
àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 4.3.2, ñòèãàìå äî íåðàâåíñòâàòà
0 < γk ≤ Γ(µ+1)

Γ(kµ+1) çà âñè÷êè k ∈ N, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å

|ϑµ,mn−2λ,λ(z)| ≤
Γm(λ+ 1)Γ(n− λ+ 1)

Γ(n− λ+ µ+ 1)

∞∑
k=1

(
|z/2|2

)k
(Γ(λ+ k + 1))m

γk.

Ïî-íàòàòúê, âçåìàéêè ïîä âíèìàíèå, ÷å Γm(λ + k + 1) ≥ Γ(λ + k + 1) è
ñúùî, ÷å

ζ(|z|2/4;λ, µ) =
∞∑
k=0

(
|z/2|2

)k
Γ(kµ+ 1)Γ(λ+ k + 1)

− 1

Γ(λ+ 1)
,
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æåëàíàòà îöåíêà ñå ïîòâúðæäàâà çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà n ≥ λ.
Äîêàçàòåëñòâîòî â ñëó÷àÿ n < λ ñå èçâúðøâà ïî ñúùèÿ íà÷èí, èçïîëç-

âàéêè äîïúëíèòåëíî ñõîäèìîñòòà íà ðåäèöàòà {γk}, à ñúùî òàêà è íåéíàòà
îãðàíè÷åíîñò. �

È òàêà, êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà ìîæå äà ñå ðàçäåëè íà øåñò ïîäìíîæåñ-
òâà, êîèòî íå ñå ïðåñè÷àò åäíî ñ äðóãî, êàêòî ñëåäâà

∆1 = {0}, ∆2 = Z−, ∆3 = R− \ Z,
∆4 = C \ R, ∆5 = R+ \ N, ∆6 = N,

è C =
∪ 6

k=1 ∆k.

Ñåãà ãîðåèçëîæåíèòå ëåìè ìîãàò äà ñå îáåäèíÿò êàêòî ñëåäâà âúâ ôîð-
ìóëèðàíàòà ïî-äîëó òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.3.2. [99] Íåêà ϑµ,mn−2λ,λ(z) å ôóíêöèÿòà, äàäåíà ñ (4.2.7). Òî-
ãàâà ñúùåñòâóâàò öåëè ôóíêöèè ψk (1 ≤ k ≤ 6), òàêèâà ÷å ñà èçïúëíåíè
ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà

|ϑµ,mn−2λ,λ(z)| ≤
|Γ(n− λ+ pµ+ 1)|

|Γ(n− λ+ (p+ s)µ+ 1)|
ψk(|z|2/4;λ, µ), (4.3.9)

â öÿëàòà êîìïëåêñíà ðàâíèíà, ñòèãà ñàìî λ ∈ ∆k (çà ñúîòâåòíàòà ñòîé-
íîñò íà k). Îñâåí òîâà, àêî K ⊂ C å íåïðàçíî êîìïàêòíî ìíîæåñòâî,
òîãàâà ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà 0 < C = C(K) <∞, òàêàâà ÷å

|ϑµ,mn−2λ,λ(z)| ≤ C
|Γ(n− λ+ pµ+ 1)|

|Γ(n− λ+ (p+ s)µ+ 1)|
(4.3.10)

ñúñ ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà p è s, äàäåíè â ëåìèòå 4.2.1 è 4.2.2, çà
âñÿêî n ∈ N0 è âñÿêî z ∈ K.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà äà óñòàíîâèì ñúùåñòâóâàíåòî íà öÿëà ôóíêöèÿ
ψk(z;λ, µ), îçíà÷àâàìå ñ ψk(|z|2/4;λ, µ) ñúîòâåòíàòà ôóíêöèÿ (exp, τ , φ,
φ1, η, ζ, ζ1, ñ òî÷íîñò äî ìíîæèòåë êîíñòàíòà), êîÿòî ñå íàìèðà îòäÿñ-
íî â íåðàâåíñòâîòî â ñúîòâåòíàòà îò ïðåäøåñòâàùèòå ëåìè â òàçè ñåêöèÿ.
Îò õîëîìîðôíîñòòà íà ψk(z;λ, µ) â öÿëàòà êîìïëåêñíà ðàâíèíà C ñëåäâà,
÷å ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà Ck = Ck(K), òàêàâà ÷å |ψk(|z|2/4;λ, µ)| ≤ Ck çà
âñÿêî z ∈ K. Ïî-íàòàòúê, âàëèäíîñòòà íà (4.3.10) ñëåäâà íåçàáàâíî, îçíà-
÷àâàéêè C = max

1≤k≤6
Ck. �
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Íàêðàÿ âúçíàìåðÿâàìå äà äàäåì ñúîòâåòíà ãîðíà îöåíêà è çà õèïåð-
Áåñåëîâèòå ôóíêöèè (4.2.9). Çà öåëòà, íåêà z, νi ∈ C, Re(νi + 1) > 0
(i = 1, . . . ,m) è J(νi0(n)) (n = 0, 1, . . . ) ñà ôóíêöèèòå (4.2.9). Ñëåäâàùèÿò
ðåçóëòàò ñå îòíàñÿ çà òÿõ.

Òåîðåìà 4.3.3. [99] Ñúùåñòâóâà öÿëà ôóíêöèÿ ϑn, òàêàâà ÷å õèïåð-

Áåñåëîâàòà ôóíêöèÿ J
(m)
(νi0(n))

ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

J
(m)
(νi0(n))

(z) =
A(z;m,n)

Γ(n+ 1)
m∏
i=1

′ Γ(νi + 1)
(1 + ϑn(z)) (4.3.11)

ñ A(z;m,n) äåôèíèðàíî ÷ðåç (4.2.10) è

|ϑn(z)| ≤
1

(n+ 1)
m∏
i=1

′ |νi + 1|

(
|z|

m+ 1

)m+1

exp

((
|z|

m+ 1

)m+1
)

(4.3.12)

çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà z â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà C. Îñâåí òîâà, àêî K
å íåïðàçíî êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà C, òî ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà
C = C(K), òàêàâà ÷å

|ϑn(z)| ≤
C

n+ 1
, (4.3.13)

çà âñÿêî n ∈ N0 è âñÿêî z ∈ K.

Çàáåëåæêà 4.3.1. Ïî ñúùåñòâî, äîêàçàòåëñòâîòî å èçëîæåíî â Ñåê-
öèÿ 6.3.

4.4 Àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè îòíîñíî
èíäåêñà n

Â òàçè ñåêöèÿ ñà ïðåäëîæåíè íÿêîëêî àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè çà �ãî-
ëåìè� èíäåêñè çà îáîáùåíèòå ôóíêöèè íà Áåñåë. Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñà
åñòåñòâåíè îáîáùåíèÿ íà ïîçíàòàòà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà (1.6.2) çà ôóí-
êöèèòå íà Áåñåë Jn ñ öÿë íåîòðèöàòåëåí èíäåêñ n, êîãàòî n→ ∞.

Ïî-íàòàòúê ðàçãëåæäàìå ôóíêöèèòå Jµn (z) and J
µ,m
n−2λ,λ(z) ñ öåëè èíäåê-

ñè n = 0, 1, . . . , ñúîòâåòíî äåôèíèðàíè ÷ðåç (4.1.1) è (4.2.1), çà µ > 0. Äà
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îòáåëåæèì, ÷å è äâåòå ôóíêöèè ϑµn(z) è ϑ
µ,m
n−2λ,λ(z), à ñúùî òàêà è J

µ
n (z) è

Jµ,mn−2λ,λ(z) ñà õîëîìîðôíè ôóíêöèè íà z â öÿëàòà êîìïëåêñíà ðàâíèíà C,
ò. e. âñè÷êè òå ñà öåëè ôóíêöèè. Â òàçè ñåêöèÿ ñà äîêàçàíè àñèìïòîòè÷-
íè ôîðìóëè, çà ïî-ãîðå ñïîìåíàòèòå ôóíêöèè îò Áåñåëîâ òèï çà �ãîëåìè�
ñòîéíîñòè íà èíäåêñà n, çàïî÷âàéêè ñ ïúðâèòå îò òÿõ.

Òåîðåìà 4.4.1. [99] Íåêà ïàðàìåòúðúò µ > 0. Òîãàâà ôóíêöèèòå
Jµn (z) íà Áåñåë�Ìåéòëàíä (Ðàéò) èìàò àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà (4.2.4)
ñ ϑµn äåôèíèðàíà ñ (4.2.5). Îñâåí òîâà, çà âñè÷êè z ∈ C å â ñèëà

ϑµn(z) → 0 êîãàòî n→ ∞, (4.4.1)

è ñõîäèìîñòòà å ðàâíîìåðíà âúðõó êîìïàêòíèòå ïîäìíîæåñòâà íà êîì-
ïëåêñíàòà ðàâíèíà.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ïðèïîìíèì, ÷å ñúãëàñíî Çàáåëåæêà 1.1.2 (iii), ôîð-
ìóëàòà íà Ñòèðëèíã âîäè äî ñëåäíîòî ñâîéñòâî çà ÷àñòíîòî íà äâå Γ-
ôóíêöèè, èìåííî

Γ(n+ 1)

Γ(n+ 1 + µ)
= O

(
1

nµ

)
, çà n ∈ N.

Òîãàâà, òúé êàòî n−µ → 0 è ïðåäâèä (4.3.2), âàëèäíîñòòà íà (4.4.1) íåçà-
áàâíî ñëåäâà. Ðàâíîìåðíàòà ñõîäèìîñò íà ðåäèöàòà {ϑµn(z)} âúðõó êîìïàê-
òíèòå ïîäìíîæåñòâà íà êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà C ñëåäâà îò îöåíêàòà (4.3.3)
çà ìîäóëà |ϑµn|. �

Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà ñúîòâåòíà òåîðåìà, êîÿòî
ñå îòíàñÿ äî îáîáùåíèòå ôóíêöèè íà Ëîìåë�Ðàéò, äàäåíà ïî-äîëó.

Òåîðåìà 4.4.2. [99] Íåêà ïàðàìåòúðúò µ > 0. Òîãàâà ôóíêöèèòå íà
Ëîìåë�Ðàéò Jµ,mn−2λ,λ(z) èìàò àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà (4.2.6) ñ ϑµ,mn−2λ,λ,
äåôèíèðàíà ñ ðàâåíñòâîòî (4.2.7). Îñâåí òîâà, çà âñè÷êè z ∈ C å â ñèëà
ôîðìóëàòà

ϑµ,mn−2λ,λ(z) → 0, êîãàòî n→ ∞, (4.4.2)

è ñõîäèìîñòòà å ðàâíîìåðíà âúðõó êîìïàêòíèòå ïîäìíîæåñòâà íà êîì-
ïëåêñíàòà ðàâíèíà.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàêòî â ïðåäíàòà òåîðåìà, ñúãëàñíî
Çàáåëåæêà 1.1.2 (iii), ñâîéñòâîòî íà ÷àñòíîòî íà äâå Γ-ôóíêöèè äàâà

Γ(n− λ+ pµ+ 1)

Γ(n− λ+ (p+ s)µ+ 1)
= O

(
1

nsµ

)
, çà n ∈ N.
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Òîãàâà, òúé êàòî ñúîòâåòíîòî s ≥ 1 (s å äåôèíèðàíî îò Ëåìà 4.2.1 è 4.2.2),
å â ñèëà ðåëàöèÿòà n−sµ → 0, è ïðåäâèä (4.3.9), êîðåêòíîñòòà íà (4.4.2)
ñëåäâà âåäíàãà. Ðàâíîìåðíàòà ñõîäèìîñò íà {ϑµ,mn−2λ,λ(z)} âúðõó êîìïàêòíè-
òå ïîäìíîæåñòâà íà C ñëåäâà ïîðàäè îöåíêàòà (4.3.10). �

Çàáåëåæêà 4.4.1. Äà îòáåëåæèì, ÷å âñè÷êè ðåçóëòàòè, ïîëó÷åíè â
òàçè ãëàâà, çàñÿãàùè îáîáùåíèòå ôóíêöèè íà Ëîìåë�Ðàéò ïîðàæäàò
àíàëîãè÷íè òàêèâà çà îáîáùåíèòå ôóíêöèè íà Áåñåë�Ìåéòëàíä, âçåìàé-
êè m = 1.

Ïî-êîíêðåòíî, ìîæå äà ñå çàïèøå ñëåäíîòî ñëåäñòâèå îò Òåîðåìà 4.4.2.

Ñëåäñòâèå 4.4.1. [99] Íåêà µ > 0. Òîãàâà îáîáùåíèòå ôóíêöèè íà
Áåñåë�Ìåéòëàíä (Ðàéò) (4.1.2) èìàò ñëåäíàòà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà

Jµn−2λ,λ(z) =
(−1)p(z/2)n+2p

Γ(λ+ p+ 1) Γ(n− λ+ pµ+ 1)
(1 + ϑµn−2λ,λ(z)), z ∈ C ,

(4.4.3)

ϑµn−2λ,λ(z) → 0, êîãàòî n→ ∞ (n ∈ N).

Ôóíêöèèòå ϑµn−2λ,λ(z) ñà õîëîìîðôíè ôóíêöèè íà z â C. Ñõîäèìîñòòà å
ðàâíîìåðíà âúðõó êîìïàêòíèòå ïîäìíîæåñòâà íà êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà
C.

Òåîðåìà 4.4.3. [99] Õèïåð-Áåñåëîâàòà ôóíêöèÿ J (m)
(νi0(n))

èìà àñèìïòî-

òè÷íàòà ôîðìóëà, äàäåíà ñ (4.3.11), êúäåòî ϑn(z) → 0 êîãàòî n → ∞.
Îñâåí òîâà, âúðõó êîìïàêòíèòå ïîäìíîæåñòâà íà C, ñõîäèìîñòòà íà
ϑn(z) å ðàâíîìåðíà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ϑn å ôóíêöèÿòà â (4.3.11). Ñåãà, èìàéêè ïðåä-
âèä, ÷å íåðàâåíñòâàòà (4.3.12) è (4.3.13) ñà èçïúëíåíè, ïîòâúðæäàâàíåòî íà
ðåçóëòàòà ñëåäâà àâòîìàòè÷íî. �

Çàáåëåæêà 4.4.2. Ñúãëàñíî Òåîðåìè 4.4.1, 4.4.2, 4.4.3 è Ñëåäñòâèå
4.4.1, ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî M , òàêîâà ÷å ôóíêöèèòå

Jµn (z), J
µ,m
n−2λ,λ(z), J

µ
n−2λ,λ(z) è J

(m)
(νi0(n))

(z) íÿìàò íèêàêâè íóëè çà n > M , ñ
èçêëþ÷åíèå åâåíòóàëíî íà íóëàòà.
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4.5 Ñïåöèàëíè ñëó÷àè

Íÿêîè èíòåðåñíè ÷àñòíè ñëó÷àè íà ãîðå-äèñêóòèðàíèòå ôóíêöèè îò Áå-
ñåëîâ òèï ñà äàäåíè ïî-äîëó. Êàêòî å íàïèñàíî â (4.1.10), çà m = 1 ñïåöè-
àëíèòå ôóíêöèè (4.1.3) ñå ïðåâðúùàò â îáîáùåíèåòî (4.1.2) íà Áåñåëîâàòà
ôóíêöèÿ Jν(z), âúâåäåíî îò Ïàòàê [104] (äåòàéëè ìîãàò äà ñå âèäÿò è â
[46]), ò. e.

Jµν, λ(z) = Jµ, 1ν, λ (z). (4.5.1)

Çà ñïåöèàëåí èçáîð íà äðóãèòå ïàðàìåòðè λ è µ ñå ïîëó÷àâàò ðåçóëòàòè çà
ïî-÷àñòíè ñëó÷àè, êàêòî ñëåäâà.

(1) Íåêà λ = 0, òîãàâà ñïåöèàëíàòà ôóíêöèÿ (4.1.2) ïðåäñòàâëÿâà îáîá-
ùåíèåòî íà ôóíêöèÿòà íà Áåñåë�Êëèôîðä Cν(z) = z−ν/2Jν(2

√
z),

èìåííî
Jµν (z

2/4) = (z/2)−νJµν,0(z) = (z/2)−νJµ, 1ν, 0 (z). (4.5.2)

Äîïúëíèòåëíî, àêî µ = 1, òîãàâà îò (4.1.2) ñòèãàìå äî êëàñè÷åñêàòà
ôóíêöèÿ íà Áåñåë

Jν(z) = J (1)
ν (z) = J1

ν,0(z) = J1,1
ν,0 (z). (4.5.3)

(2) Íåêà µ = 1, òîãàâà (4.1.2) âîäè äî êëàñè÷åñêàòà ôóíêöèÿ íà Ëîìåë
[17, 7.5.5, (69), Vol. 2]

22−2λ−ν

Γ(λ)Γ(λ+ ν)
s2λ+ν−1,ν(z) = J1

ν,λ(z) = J1,1
ν,λ(z). (4.5.4)

Â ÷àñòíîñò, àêî λ = 1/2, òîãàâà îò (4.1.2) ñòèãàìå äî êëàñè÷åñêàòà
ôóíêöèÿ íà Ñòðóâå [17, 7.5.5, (84), Vol. 2]

Hν(z) =
21−ν√

πΓ(ν + 1/2)
sν,ν(z) = J1

ν,1/2(z) = J1,1
ν,1/2(z). (4.5.5)

4.6 Àñèìïòîòèêà çà ôóíêöèè íà Ëîìåë
è Ñòðóâå

Àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà çà îáîáùåíàòà ôóíêöèÿ íà Áåñåë�Ìåéòëàíä å
äàäåíà â Ñåêöèÿ 4.4 ïðîñòî êàòî ñëåäñòâèå îò Òåîðåìà 4.4.2. Òàçè, çà ôóíê-
öèèòå íà Áåñåë�Ìåéòëàíä å äîêàçàíà ñàìîñòîÿòåëíî, íåçàâèñèìî îò ôàêòà,
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÷å ñúùî ìîæå äà ñå èçâåäå îò Òåîðåìà 4.4.2 (èëè îò Ñëåäñòâèå 4.4.1). Çà
µ = 1 ìîæå äà ñå ïîëó÷è ñúîòâåòíàòà àñèìïòîòèêà çà ôóíêöèèòå íà Ëîìåë
è Ñòðóâå. Êàêòî áåøå ñïîìåíàòî ïðåäè (âèæ (4.1.10), (4.5.4)), îáîáùåíèòå
ôóíêöèè íà Áåñåë�Ìåéòëàíä (4.1.2) ñå ïðåâðúùàò âúâ ôóíêöèè íà Ëîìåë
sα,ν ([17, 7.5.5, (69)], Vol. 2) çà ñòîéíîñò íà ïàðàìåòúðà µ = 1. Òàçè êîðåëà-
öèÿ (âèæ [66, ñòð. 110, (8.3)]; [41, ñòð. 352�353]), ìîæå äà áúäå çàïèñàíà ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí

sα,ν(z) = 2α−1Γ

(
α− ν + 1

2

)
Γ

(
α+ ν + 1

2

)
J1
ν,α−ν+1

2
(z), (4.6.1)

èëè, âçåìàéêè λ =
α− ν + 1

2
, ñå ïðèâåæäà âúâ âèäà

sα,α+1−2λ(z) = 2α−1Γ(λ)Γ(α + 1− λ) J1
α+1−2λ,λ(z). (4.6.2)

Àêî îñâåí òîâà äîïúëíèòåëíî λ = 1/2 ò.å. α = ν, ïðèëàãàéêè (4.6.2)
ïîëó÷àâàìå ôóíêöèèòå íà Ñòðóâå ([17, 7.5.5, (84)], Òîì 2):

Hν(z) =
21−ν√

πΓ(ν + 1/2)
sν,ν(z) = J1

ν,1/2(z). (4.6.3)

Òîãàâà Òåîðåìà 4.4.2, ïðèëîæåíà çà m = 1, èëè ïðîñòî Ñëåäñòâèå 4.4.1,
îñèãóðÿâàò ñëåäíèòå ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 4.6.1. [99] Çà ôóíêöèèòå íà Ëîìåë (4.6.2) å â ñèëà ñëåä-
íàòà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà

sm,m+1−2λ(z) = 2m−1Γ(λ)Γ(m+ 1− λ) J1
m+1−2λ,λ(z)

= [4λ(m+ 1− λ)]−1 zm+1
(
1 + θ1m+1−2λ,λ(z)

)
,

(4.6.4)

ñ ôóíêöèÿ θ1m+1−2λ,λ, êàêòî ñëåäâà

θ1m+1−2λ,λ(z) → 0 ïðè m→ ∞ (m ∈ N), (4.6.5)

è îñâåí òîâà, ñõîäèìîñòòà å ðàâíîìåðíà âúðõó êîìïàêòíèòå ïîäìíî-
æåñòâà íà êîìïëåêñíàòà z-ðàâíèíà.
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Ñëåäñòâèå 4.6.2. [99] Ôóíêöèèòå íà Ñòðóâå (4.6.3) èìàò ñëåäíàòà
àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà

Hn(z) = J1
n,1/2(z) =

2(z/2)n√
πΓ(n+ 1/2)

(
1 + θ1n,1/2(z)

)
, (4.6.6)

ñ ôóíêöèÿ θ1n,1/2, çà êîÿòî å â ñèëà:

θ1n,1/2(z) → 0 ïðè n→ ∞ (n ∈ N), (4.6.7)

è ïðè òîâà, ñõîäèìîñòòà å ðàâíîìåðíà âúðõó êîìïàêòíèòå ïîäìíîæåñ-
òâà íà êîìïëåêñíàòà z-ðàâíèíà.



Ãëàâà 5

Ôóíêöèè îò
Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï

5.1 Ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð

Ïðåç 1899 ã. Ìèòàã-Ëåôëåð çàïî÷âà äà ïóáëèêóâà ïîðåäèöà îò ñòà-
òèè ïîä îáùîòî çàãëàâèå �Âúðõó àíàëèòè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà åäíîçíà÷åí
êëîí íà ìîíîãåííà ôóíêöèÿ� (`Sur la representation analytique d'une branche
uniforme d'une fonction monogene') ïóáëèêóâàíè îñíîâíî â �Àêòà ìàòåìàòè-
êà� ('Acta Mathematica'). Íåãîâèòå èçñëåäâàíèÿ ñà ñâúðçàíè ñ ðåøàâàíåòî
íà çàäà÷àòà çà àíàëèòè÷íî ïðîäúëæåíèå íà êîìïëåêñíîçíà÷íè ôóíêöèè,
ïðåäñòàâåíè ñúñ ñòåïåííè ðåäîâå. Ôóíêöèÿòà, äî êîÿòî ñòèãà ïðè ðåøàâà-
íåòî íà òàçè çàäà÷à, ïî-êúñíî å íàðå÷åíà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-Ëåôëåð. Òîé
ÿ äåôèíèðà ñúñ ñòåïåíåí ðåä ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
, z ∈ C, α ∈ C, ℜ(α) > 0. (5.1.1)

Îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà òàçè ôóíêöèÿ ñà èçó÷åíè êàêòî îò Ìèòàã-Ëåôëåð
[72]�[77], òàêà ñúùî è îò Óèìàí [129]. Êàêòî å îòáåëÿçàíî îò ñàìèÿ Ìèòàã-
Ëåôëåð, ðåäúò (5.1.1) å ñõîäÿù â öÿëàòà êîìïëåêñíà ðàâíèíà çà âñè÷êè
ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà α, çà êîèòî Reα > 0, è ïîðàäè òîâà òîé ïðåäñòàâÿ
öÿëà ôóíêöèÿ íà êîìïëåêñíàòà ïðîìåíëèâà z. Äîáðå èçâåñòíî å, ÷å àêî
α > 0, òî ðåäúò (5.1.1) å ïðèìåð çà öÿëà ôóíêöèÿ ñ ðåä ρ = 1/α è òèï
σ = 1.

Çà ÷àñòíè ñëó÷àè íà ïàðàìåòúðà α, ôóíêöèÿòà Eα(z) ñúâïàäà ñ íÿêîè

83
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åëåìåíòàðíè ñïåöèàëíè ôóíêöèè. Èìåííî, â ÷àñòíîñò

E1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
= exp(z),

E2(−z2) =
∞∑
k=0

(−1)kz2k

Γ(2k + 1)
= cos z,

E2(z
2) =

∞∑
k=0

z2k

Γ(2k + 1)
= cosh z.

Òàçè ôóíêöèÿ å ïðîñòî îáîáùåíèå íà åêñïîíåíöèàëíàòà ôóíêöèÿ, òúé êàòî
ìîæå äà ñå ïîëó÷è ñëåä çàìåñòâàíå íà èçðàçà k! = Γ(k+1), êîéòî ñå íàìèðà
â çíàìåíàòåëÿ íà îáùèÿ ÷ëåí íà ñòåïåííèÿ ðåä çà exp(z), ñ Γ(αk+1), ïîðàäè
êîåòî ïîíÿêîãà òÿ ñå íàðè÷à îáîáùåíà åêñïîíåíòà.

Ïðåç ïúðâàòà ïîëîâèíà íà äâàäåñåòè âåê ôóíêöèÿòà íà Ìèòàã-Ëåôëåð
îñòàâà ïî÷òè íåïîçíàòà çà ïî-ãîëÿìàòà ÷àñò îò ó÷åíèòå. Íàé-âåðîÿòíî çà
ïúðâè ïúò èíòåðåñ êúì òàçè ôóíêöèÿ å ïðîÿâåí îò Õèë è Òàìàðêèí [31], ïî-
ðàäè ïðèëàãàíåòî �è çà ïðåäñòàâÿíåòî íà ðåøåíèåòî íà èíòåãðàëíîòî óðàâ-
íåíèå íà Àáåë îò âòîðè ðîä ÷ðåç íåÿ. Îïèñàíèå íà íàé-âàæíèòå ñâîéñòâà íà
(5.1.1) å íàïðàâåíî â òðåòè òîì íà �Ðúêîâîäñòâî çà âèñøè òðàíñöåíäåíòíè
ôóíêöèè� íà Áåéòìàí [17]. Â íåãî ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð ñà âêëþ-
÷åíè â ãëàâà XVIII, ïîñâåòåíà íà òàêà íàðå÷åíèòå ðàçëè÷íè (miscellaneous)
ôóíêöèè. Ïðèïèñâàíåòî íà åïèòåòà �ðàçëè÷íà� íà ôóíêöèÿòà íà Ìèòàã-
Ëåôëåð ñå äúëæè íà ôàêòà, ÷å ÷àê ïî-êúñíî, ïðåç 1960-òå òÿ å ðàçïîçíà-
òà, ÷å ïðèíàäëåæè íà ïî-øèðîê êëàñ îò âèñøè òðàíñöåíäåíòíè ôóíêöèè,
èçâåñòíè êàòî H-ôóíêöèè íà Ôîêñ (âèæ íàïðèìåð [70, 38, 71]). Â äíåø-
íî âðåìå òàçè ôóíêöèÿ è íåéíèòå ìíîãîáðîéíè îáîáùåíèÿ ñà âêëþ÷åíè â
ðàçëè÷íè äðîáíè ìîäåëè (êàêòî å îïèñàíî íàïðèìåð â ìîíîãðàôèèòå èç-
áðîåíè ïî-äîëó â êðàÿ íà òàçè ñåêöèÿ). Ñïåöèàëíàòà ðîëÿ íà ôóíêöèÿòà
íà Ìèòàã-Ëåôëåð å èçòúêíàòà îò Êèðÿêîâà [46], [47], è å âêëþ÷åíà â êëàñà
íà ñïåöèàëíèòå ôóíêöèè çà äðîáíîòî ñìÿòàíå. Îñâåí òîâà, áàçèðàéêè ñå
íà ðîëÿòà íà ôóíêöèÿòà íà Ìèòàã-Ëåôëåð â ïðèëîæåíèåòî, Ìàéíàðäè ÿ
íàðè÷à �Êðàëèöàòà íà äðîáíîòî ñìÿòàíå� (âèæ íàïðèìåð [64]). Ïîðàäè òà-
çè èçêëþ÷èòåëíà ðîëÿ íà ôàìèëèÿòà îò ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð, âñåêè
íîâ òî÷åí ðåçóëòàò, âêëþ÷âàù òåçè ôóíêöèè, èçãëåæäà ìíîãî èíòåðåñåí.

Ïúðâîòî îáîáùåíèå íà ôóíêöèÿòà Eα(z), ñúùî íàðå÷åíî ôóíêöèÿ íà
Ìèòàã-Ëåôëåð, êîåòî å äàäåíî ïî-äîëó



5.1. ÔÓÍÊÖÈÈ ÍÀ ÌÈÒÀÃ-ËÅÔËÅÐ 85

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, z ∈ C, α, β ∈ C, ℜ(α) > 0, (5.1.2)

å âúâåäåíî îò Àãàðâàë [1], ìàêàð ÷å íÿêîè ôàêòè çà íåãî ñà ñïîìåíàòè îò
Óèìàí â [129] ïî-ðàíî (ïî÷òè ïåò äåñåòèëåòèÿ). Ðåäèöà çàâèñèìîñòè, ñâúð-
çàíè ñ òàçè ôóíêöèÿ, ñà ïîëó÷åíè îò Àãàðâàë è Õóìáåðò [32] ñ èçïîëçâàíå
àïàðàòà íà òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ. Òàçè ôóíêöèÿ áè ìîãëà äà áúäå
íàðå÷åíà ôóíêöèÿ íà Àãàðâàë, íî Àãàðâàë è Õóìáåðò ùåäðî ñà �è îñòàâè-
ëè ñúùîòî èìå êàòî íà åäíîïàðàìåòðè÷íàòà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-Ëåôëåð.
Òîâà å ïðè÷èíàòà, ïîðàäè êîÿòî, äíåñ äâóïàðàìåòðè÷íàòà ôóíêöèÿ (5.1.2)
ñå íàðè÷à ñúùî ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-Ëåôëåð. Èíòåðåñíî å äà ñå ñïîìåíå
ôàêòà, ÷å äâàìà îò ïèîíåðèòå íà ñúâðåìåííàòà áúëãàðñêà ìàòåìàòèêà, ñà
ïðèëàãàëè ôóíêöèÿòà íà Ìèòàã-Ëåôëåð (âúïðåêè ÷å íå ñà ñïîìåíàâàëè
èçðè÷íî èìåòî �è, òe ñà èçïîëçâàëè âå÷å ïðèåòîòî îçíà÷åíèå Eα â ñâîè-
òå èçñëåäâàíèÿ â îáëàñòòà íà êîìïëåêñíèÿ àíàëèç). Ïðåç 1930 ã. Íèêîëà
Îáðåøêîâ [82, 83] äåôèíèðà îáîáùåí ìåòîä çà ñóìèðàíå (ïî-òî÷íî ìåòîä
îò òèïà íà Áîðåë çà àíàëèòè÷íî ïðîäúëæåíèå íà êîìïëåêñíè ôóíêöèè,
äåôèíèðàíè ñúñ ñõîäÿùè ñòåïåííè ðåäîâå), îïðåäåëÿ ãî êàòî òàêà íàðå÷å-
íîòî ñóìèðàíå íà Ìèòàã-Ëåôëåð è èçó÷àâà àñèìïòîòèêàòà íà ôóíêöèÿòà
íà Ìèòàã-Ëåôëåð. Ïî-êúñíî, ïðåç 1969 ã., Ëþáîìèð Èëèåâ [33, 34] èçïîëçâà
ôóíêöèÿòà íà Ìèòàã-Ëåôëåð â êîíñòðóêòèâíàòà òåîðèÿ íà ôóíêöèèòå íà
Ëàãåð. Âúâ ìíîæåñòâîòî îò ñòåïåííè ðåäîâå òîé äåôèíèðà ëèíååí äèôå-
ðåíöèàëåí îïåðàòîð Dα, ïîðîäåí îò ôóíêöèÿòà íà Ìèòàã-Ëåôëåð Eα,α.

Ôóíêöèÿòà (5.1.2) ñå ñâåæäà äî êëàñè÷åñêàòà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-Ëåôëåð,
àêî ñå âçåìå β = 1. Àíàëîãè÷íî íà ðåäà â (5.1.1), ðåäúò (5.1.2) ñúùî å ñõî-
äÿù â öÿëàòà êîìïëåêñíà ðàâíèíà C, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å Eα,β(z) å öÿëà
ôóíêöèÿ. Íåùî ïîâå÷å, ñúùî êàêòî ôóíêöèÿòà Eα(z) íà Ìèòàã-Ëåôëåð,
è ôóíêöèÿòà Eα,β(z) å öÿëà ôóíêöèÿ ñúñ ñúùèÿ ðåä ρ = 1/Re(α) [40,
ñòð. 42]. Â ÷àñòíîñò, àêî α > 0, òî è äâåòå ôóíêöèè èìàò ðåä ρ = 1/α è
òèï σ = 1. È äâåòå ñà ïîäðîáíî èçó÷àâàíè îò Äæðàáàøÿí [16], äàäåíè ñà
òåõíè àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè â ðàçëè÷íè ÷àñòè íà êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà,
ðàçïðåäåëåíèå íà íóëèòå, ïðèëîæåíèÿ è ñâîéñòâà êàòî ôóíêöèè-ÿäðà íà
îáðàòíè òðàíñôîðìàöèè îò Áîðåëîâ òèï, ðàçëè÷íè ðåëàöèè è ïðåäñòàâÿ-
íèÿ. Íàé-âàæíèòå ñâîéñòâà è ïðèëîæåíèÿ íà òåçè ôóíêöèè, èçñëåäâàíè îò
ìíîãî ìàòåìàòèöè, ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè â ñúâðåìåííèòå ìîíîãðàôèè
íà Êèëáàñ è äð. [40], Ãîðåíôëî è äð. [24], Áàëåàíó è äð. [3], è Ïîäëóáíè
[105].
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Ðåçóëòàòèòå â òàçè ãëàâà ñå îòíàñÿò äî îöåíêè è àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè
çà ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð è íÿêîè îò òåõíèòå îáîáùåíèÿ. Äî ãîëÿìà
ñòåïåí òå ñå îñíîâàâàò íà ìîíîãðàôèÿòà [99] íà àâòîðà.

5.2 Íåðàâåíñòâà çà ôóíêöèèòå íà
Ìèòàã-Ëåôëåð

Â òàçè ñåêöèÿ íèå ïðåäëàãàìå íÿêîëêî ïîëåçíè îöåíêè, ñâúðçàíè ñ ãîðå
äèñêóòèðàíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð ñ ïîëîæèòåëíè ñòîéíîñòè íà
ïàðàìåòúðà α. Âçåìàéêè ïàðàìåòúðà β = n ∈ N, ñëåä òîâà íèå âúâåæäàìå
îçíà÷åíèåòî

θn(z) = En(z)− 1 =
∞∑
k=1

zk

Γ(kn+ 1)
, (5.2.1)

θα,n(z) = Γ(n)Eα,n(z)− 1 = Γ(n)
∞∑
k=1

zk

Γ(αk + n)
· (5.2.2)

Ñåãà, îñòàâÿéêè α äà áúäå ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, íèå óñòàíîâÿâàìå âàëèä-
íîñòòà íà òâúðäåíèåòî, äàäåíî ïî-äîëó.

Òåîðåìà 5.2.1. [99] Íåêà n ∈ N, α ∈ R+, z ∈ C è íåêà K ⊂ C å
íåïðàçíî êîìïàêòíî ìíîæåñòâî. Òîãàâà ñà â ñèëà ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà

|θn(z)| ≤
1

n!
( exp (|z|)− 1) , (5.2.3)

|θα,n(z)| ≤
Γ(n)

Γ(α + n)
Γ(α+ 1) (Eα(|z|)− 1) · (5.2.4)

Îñâåí òîâà, ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà C = C(K), 0 < C <∞, òàêàâà ÷å

|θn(z)| ≤ C/n!, |θα,n(z)| ≤ C
Γ(n)

Γ(α+ n)
, (5.2.5)

çà âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà n è âñè÷êè z ∈ K.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâî, íåêà z ∈ C. Òîãàâà θn(z) ìîæå äà ñå çàïèøå
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí
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θn(z) =
1

Γ(n+ 1)

∞∑
k=1

Γ(n+ 1)

Γ(kn+ 1)
zk =

1

n!

∞∑
k=1

n!

(kn)!
zk.

Îçíà÷àâàéêè uk(z) =
n!

(kn)!
zk, íèå ïîëó÷àâàìå îöåíêàòà |uk(z)| ≤

|z|k

k!
çà

àáñîëþòíàòà ñòîéíîñò íà uk(z). Òúé êàòî ðåäúò
∞∑
k=1

|z|k

k!
å ñõîäÿù çà âñÿêî

z ∈ C ñúñ ñóìà exp(|z|)−1, òî îöåíêàòà (5.2.3) å â ñèëà â öÿëàòà êîìïëåêñíà
ðàâíèíà.

Çà äà äîêàæåì (5.2.4), íèå çàïèñâàìå (5.2.2) êàêòî ñëåäâà

θα,n(z) =
Γ(n)

Γ(α + n)

∞∑
k=1

Γ(α + n)

Γ(αk + n)
zk,

è îçíà÷àâàéêè

γ̃n,k =
Γ(α+ n)

Γ(αk + n)
, ũn,k(z) = γ̃n,k z

k,

ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

γ̃n,1 = 1;

0 < γ̃n,k =
Γ(α+ 1)

Γ(αk + 1)

n−1∏
s=1

(α+ s)

(αk + s)
≤ Γ(α + 1)

Γ(αk + 1)
, çà k ∈ N, k ̸= 1,

|ũn,k(z)| = γ̃n,k |z|k ≤
Γ(α+ 1)

Γ(αk + 1)
|z|k, çà k ∈ N.

Ñëåäîâàòåëíî

|θα,n(z)| ≤
Γ(n)Γ(α+ 1)

Γ(α + n)

( ∞∑
k=0

|z|k

Γ(αk + 1)
− 1

)
,

êîåòî äîêàçâà (5.2.4).
Ïî-íàòàòúê, çà âñè÷êè z îò êîìïàêòíîòî ìíîæåñòâî K, íåðàâåíñòâà-

òà (5.2.5) ñëåäâàò íåçàáàâíî îò òîêó-ùî äîêàçàíèòå íåðàâåíñòâà (5.2.3) è
(5.2.4). �
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5.3 Îáîáùåíè ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð

Ñëåäâàùîòî îáîáùåíèå íà ôóíêöèÿòà Eα(z) å ïðåäëîæåíî îò Ïðàáõàêàð
[107], êîéòî îáîáùàâà (5.1.1), à ñúùî òàêà è (5.1.2), âúâåæäàéêè òðèïàðà-
ìåòðè÷íàòà ôóíêöèÿ Eγ

α, β îò âèäà

Eγ
α, β(z) =

∞∑
k=0

(γ)k
Γ(αk + β)

zk

k!
, z ∈ C, α, β, γ ∈ C, Re(α) > 0, (5.3.1)

êúäåòî (γ)k å ñèìâîëúò íà Ïîõõàìåð ([17], Section 2.1.1), äàäåí ñ (1.3.1). Çà
γ = 1 ôóíêöèÿòà Eγ

α, β ñúâïàäà ñ Eα, β, à çà γ = β = 1 ñ Eα, ò.e.

E1
α, β(z) = Eα, β(z), E1

α, 1(z) = Eα(z).

Îáîáùåíàòà 3-ïàðàìåòðè÷íà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-Ëåôëåð (5.3.1) å èçâåñòíà
â ëèòåðàòóðàòà îùå êàòî ôóíêöèÿ íà Ïðàáõàêàð. Òÿ ñúùî å öÿëà ôóíêöèÿ
íà z ñ ðåä ρ = 1/Re(α), êàêòî å ñïîìåíàòî â [40] è [68]. Ñàìèÿò Ïðàáõà-
êàð èçó÷àâà íÿêîè ñâîéñòâà íà òàçè ôóíêöèÿ, êàêòî è ñâîéñòâàòà íà åäèí
èíòåãðàëåí îïåðàòîð, ñúäúðæàù ÿ êàòî ÿäðî, è ïðèëàãà ïîëó÷åíèòå ðå-
çóëòàòè çà äà äîêàæå ñúùåñòâóâàíåòî è åäèíñòâåíîñòòà íà ðåøåíèåòî íà
ñúîòâåòíîòî èíòåãðàëíî óðàâíåíèå. Ïî-êúñíî ñà äîêàçàíè è äðóãè ñâîéñò-
âà íà Eγ

α, β(z), âêëþ÷èòåëíî äèôåðåíöèðàíå è èíòåãðèðàíå îò êëàñè÷åñêè
è äðîáåí ðåä, îò Êèëáàñ, Ñàéãî è Ñàêñåíà [39]. Íàñêîðî áåøå ïóáëèêóâàíî
ïîäðîáíî èçñëåäâàíå îò Êðèñòèÿí Ëàâîëò [58]. Â íåãî ñå èçó÷àâàò îáîáùåíè
äðîáíè äèôåðåíöèàëíè è èíòåãðàëíè îïåðàòîðè îò îáîáùåíàòà ôóíêöèÿ íà
Ìèòàã-Ëåôëåð, êàòî îñâåí òîâà ñå îáîáùàâàò îáè÷àéíèòå �è ñâîéñòâà. Îò-
áåëÿçàíè ñà è âàæíè ïðèëîæåíèÿ çà òåîðåòè÷íàòà ôèçèêà è ïðèëîæíàòà
ìàòåìàòèêà.

Çà ðàçëè÷íè ñâîéñòâà íà Ïðàáõàêàðîâàòà ôóíêöèÿ îò Ìèòàã-Ëåôëåðîâ
òèï ìîæå äà ñå âèäè â ìîíîãðàôèÿòà íà Êèëáàñ, Ñðèâàñòàâà è Òðóõèëüî
[40], à çà íåéíîòî ñêîðîøíî èçïîëçâàíå â òðèåíåòî è îáîáùåíèòå ÿäðà íà
ïàìåòòà, êàêòî è â òî÷íèòå ðåøåíèÿ íà îáîáùåíîòî äðîáíî óðàâíåíèå íà
Ëàíãåâèí � íàïðèìåð â Ñàíäåâ, Ìåòöëåð, Òîìîâñêè [118], [119], â Ñàíäåâ,
×å÷êèí, Êàíòö è Ìåòöëåð [117] è â Ñàíäåâ è Òîìîâñêè [125]. Èçó÷àâàí å
ñúùî è èíòåãðàëåí îïåðàòîð, êîéòî èìà çà ÿäðî ôóíêöèÿ îò òàêúâ âèä, â
ïðîñòðàíñòâîòî L(a, b). Òàçè ôóíêöèÿ èãðàå ôóíäàìåíòàëíà ðîëÿ â îïèñà-
íèåòî íà àíîìàëíèòå äèåëåêòðè÷íè ñâîéñòâà â íåðàçïðåäåëåíèòå ìàòåðèà-
ëè è õåòåðîãåííèòå ñèñòåìè, êîèòî ïðîÿâÿâàò åäíîâðåìåííî íåëîêàëíîñò è
íåëèíåéíîñò [21].
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Ôóíêöèèòå (5.3.1) è ðåäîâå ïî òÿõ ñà èçïîëçâàíè íàïîñëåäúê çà èçðà-
çÿâàíå íà ðåøåíèÿòà íà îáîáùåíîòî óðàâíåíèå íà Ëàíãåâèí îò Ñàíäåâ,
Òîìîâñêè è Äóáåëäàì [121], à ñúùî òàêà è çà ðàçëàãàíå ïî ñîáñòâåíèòå
ôóíêöèè íà ðåøåíèåòî íà äâó÷ëåííî äðîáíî óðàâíåíèå (îòíîñíî âðåìåòî)
îò Áàæëåêîâà è Äèìîâñêè [7], [8].

Èçó÷àâàí å ñúùî è äðóã òèï 3-ïàðàìåòðè÷íà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-Ëåôëåð
(q-àíàëîã íà ôóíêöèÿòà íà Ìèòàã-Ëåôëåð), êàòî íàïðèìåð â Ðàéêîâè÷,
Ìàðèíêîâè÷ è Ñòàíêîâè÷ [110]. Âñúùíîñò, ñïåöèàëíàòà ðîëÿ íà ôóíêöèèòå
îò Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï â äðîáíîòî ñìÿòàíå å îòêðèòà îò ìíîãî ó÷åíè îò
ðàçëè÷íà ãëåäíà òî÷êà. Èçîáèëèå îò íàé-ðàçíîîáðàçíè ñâîéñòâà íà òàêèâà
ôóíêöèè ñà èçó÷åíè îò ìíîãî àâòîðè, ìåæäó òÿõ [20], [40], [44],[47], [105],
[110], [29] è äðóãè.

5.4 Ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ ïàðàìåòðèòå
íà ôóíêöèÿòà íà Ïðàáõàêàð

Ñåãà äà ðàçãëåäàìå îáîáùåíèòå (3-ïàðàìåòðè÷íè) ôóíêöèè íà Ìèòàã-
Ëåôëåð (5.3.1) çà öåëè íåîòðèöàòåëíè èíäåêñè β = n; n = 0, 1, 2, ... , à
èìåííî:

Eγ
α, n(z) =

∞∑
k=0

(γ)k
Γ(αk + n)

zk

k!
, α, γ ∈ C, Re(α) > 0, n ∈ N0. (5.4.1)

Çàáåëåæêà 5.4.1. Ñïîðåä ñòîéíîñòèòå íà ïàðàìåòðèòå, å âúçìîæ-
íî íÿêîè îò êîåôèöèåíòèòå â (5.4.1) äà ñå àíóëèðàò. Â òàçè ñåêöèÿ íèå
âúçíàìåðÿâàìå äà óñòàíîâèì, ÷å ñúùåñòâóâà ÷èñëî p ∈ N0, òàêîâà ÷å
ïðåäñòàâÿíåòî (5.4.1) ìîæå äà ñå çàïèøå êàêòî ñëåäâà:

Eγ
α, n(z) = zp

∞∑
k=p

(γ)k
Γ(αk + n)

zk−p

k!
, (5.4.2)

êàòî îïðåäåëèì ñúîòâåòíàòà ñòîéíîñò íà p.

Çà òàçè öåë, îçíà÷àâàéêè çà óäîáñòâî

ak =
1

Γ(αk + n)
, bk = (γ)k , ck = akbk/k! , k = 0, 1, 2, . . . ,

íèå ðàçãëåæäàìå ïîîòäåëíî òðè îñíîâíè ñëó÷àÿ, îòðàçåíè â ëåìèòå ïî-äîëó.
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Ëåìà 5.4.1. [99] Àêî γ ∈ C, íî γ /∈ Z−
0 , òî

1. p = 0 çà n ∈ N,
2. p = 1 çà n = 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà íàé-íàïðåä n ∈ N. Î÷åâèäíî, â òîçè ïúðâè ñëó-
÷àé bk ̸= 0 è îñâåí òîâà αk + n íå ñà íèòî îòðèöàòåëíè öåëè ÷èñëà, íèòî
íóëà. Ïîðàäè òîâà ak ̸= 0 è ñëåäîâàòåëíî ck ̸= 0 çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà k.
Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé, êîãàòî n = 0, ñàìî a0 å ðàâíî íà íóëà, è òîãàâà c0 = 0,
íî ck ̸= 0 çà âñè÷êè åñòåñòâåíè ñòîéíîñòè íà k. �

Â ÷àñòíîñò, àêî γ = 1 ðåçóëòàòúò, êîéòî ñå ïîëó÷àâà â Ëåìà 5.4.1 ñå
îòíàñÿ çà äâóïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè Eα,n(z), ò.å. âñè÷êèòå êîåôèöèåíòè
â íåãîâîòî ñòåïåííî ïðåäñòàâÿíå ñà ðàçëè÷íè îò íóëà, åâåíòóàëíî ñ èçêëþ-
÷åíèå íà c0. Èìåííî, â ñèëà å ôîðìóëèðàíîòî ïî-äîëó ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 5.4.1. [99] Íåêà z ∈ C, α ∈ C è Re(α) > 0. Òîãàâà ôóíê-
öèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð Eα,n(z) óäîâëåòâîðÿâàò çàâèñèìîñòòà

Eα, n(z) = zp
∞∑
k=p

zk−p

Γ(αk + n)
, (5.4.3)

ñúñ ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà p, à èìåííî
1. p = 0 çà n ∈ N,
2. p = 1 çà n = 0.

Çàáåëåæêà 5.4.2. Â äåéñòâèòåëíîñò, â îñòàíàëèòå äâà ñëó÷àÿ ôóí-
êöèèòå (5.4.1) ñå ñâåæäàò äî ïîëèíîìè îò ñòåïåí −γ, è îçíà÷ÿâàéêè
m = −γ, ìîæåì äà çàïèøåì ïðåäñòàâÿíåòî (5.4.2) â ñëåäíàòà åêâèâà-
ëåíòíà ôîðìà

Eγ
α, n(z) = zp

m∑
k=p

(γ)k
Γ(αk + n)

zk−p

k!
, m = −γ ∈ N0. (5.4.4)

Ëåìà 5.4.2. [99] Àêî γ ∈ Z− è m = −γ, òî (5.4.1) ìîæå äà áúäå
èçðàçåíî ñ ôîðìóëàòà (5.4.4) ñúñ ñëåäíèòå ñòîéíîñòè íà p:
1. p = 0 çà n ∈ N,
2. p = 1 çà n = 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñòîéíîñòèòå íà êîåôèöèåíòèòå ak ñà ñúùèòå, êàòî
â äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 5.4.1. Îñâåí òîâà, çà ÷èñëàòà bk, ìîæå äà ñå
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çàïèøå

bk = (−m)k = −m(−m+ 1) . . . (−m+ k − 1)

= (−1)km(m− 1) . . . (m− k + 1),

îòêúäåòî bk ̸= 0 çàìî çà k ≤ m è ïîðàäè òîâà ck = 0 çà âñè÷êè k > m.
Ñëåäîâàòåëíî, ñòîéíîñòèòå íà p ñà òàêèâà, êàêâèòî ñå èçèñêâàøå äà ñå
äîêàæå. �

Ñëåäñòâèå 5.4.2. [99] Àêî γ ∈ Z− è m = −γ, òî (5.4.4) ìîæå äà ñå
çàïèøå âúâ âèäà:

E−m
α,n(z) = zp

m∑
k=p

(−1)k
(m
k

) zk−p

Γ(αk + n)
. (5.4.5)

ñúñ ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà p.

Äîêàçàòåëñòâî. Êàòî âçåìåì ïîä âíèìàíèå çàâèñèìîñòòà ck = akbk/k!
è èçðàçà çà bk, ïîëó÷åí â äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìà 5.4.2, âàëèäíîñòòà íà
(5.4.5) ñëåäâà àâòîìàòè÷íî. �

Çàáåëåæêà 5.4.3. Íåêà äà ñïîìåíåì, ÷å (−1)p
(
m
p

)
= (−m)p è îñâåí

òîâà p! = 1, êîãàòî p = 0 èëè p = 1, à m ∈ N.

Îñòàâà îùå äà ðàçãëåäàìå ñàìî íàé-ïðîñòèÿ ñëó÷àé, à èìåííî γ = 0. Â
òîçè ñëó÷àé å âÿðíà ñëåäíàòà ëåìà.

Ëåìà 5.4.3. [99] Àêî γ = 0, òî:

1. E0
α, n(z) =

1

Γ(n)
çà n ∈ N,

2. E0
α, n(z) = 0 çà n = 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Âçåìàéêè ïîä âíèìàíèå, ÷å bk = 0 çà âñè÷êè k ∈ N,
ñóìàòà â (5.3.1) ñå ðåäóöèðà äî ïúðâîòî ñúáèðàåìî c0. Îñòàíàëîòî ñëåäâà
äèðåêòíî ñëåä ïðåñìÿòàíå íà òîçè åäèíñòâåí ÷ëåí. �

Çàáåëåæêà 5.4.4. Äà îòáåëåæèì, ÷å àêî γ å íåïîëîæèòåëíî öÿëî
÷èñëî (ò.å. γ å íóëà èëè îòðèöàòåëíî öÿëî ÷èñëî), êàêòî ñå âèæäà ïî-
ãîðå, ôóíêöèèòå (5.3.1) ñå ñâåæäàò äî ïîëèíîìè. Îáà÷å, êîãàòî γ /∈ Z−

0 ,
òå ñà öåëè ôóíêöèè íà z îò ðåä ρ = 1/Re(α) è òîâà íå å òðóäíî äà ñå
ïðîâåðè.
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Ãîðíèòå ëåìè è Çàáåëåæêà 5.4.3 ïîêàçâàò, ÷å ôóíêöèèòå Eγ
α, n(z) ìîãàò

äà ñå çàïèøàò â ñëåäíèÿ âèä

Eγ
α, n(z) =

(γ)p
Γ(αp+ n)

zp
(
1 + θγα, n(z)

)
, (5.4.6)

ñ ôóíêöèÿ

θγα, n(z) =
∞∑

k=p+1

(γ)k
(γ)p

Γ(αp+ n)

Γ(αk + n)

zk−p

k!
çà γ ∈ C \ Z−

0 , (5.4.7)

è ñúîòâåòíî, çà γ = −m, m ∈ N, êàêòî ñëåäâà:

θ−mα,n(z) =
m∑

k=p+1

(−m)k
(−m)p

Γ(αp+ n)

Γ(αk + n)

zk−p

k!

=
m∑

k=p+1

(−1)k−p
(
m
k

)(
m
p

) Γ(αp+ n)

Γ(αk + n)
zk−p.

(5.4.8)

Çàáåëåæêà 5.4.5. Â ãîðíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ (5.4.6)�(5.4.8), ïàðàìåòú-
ðúò γ å ðàçëè÷åí îò íóëà, è ïàðàìåòúðúò p ñå îïðåäåëÿ îò ïðåäøåñòâà-
ùèòå ëåìè. Ïî-êîíêðåòíî, p = 0 çà âñè÷êè åñòåñòâåíè ñòîéíîñòè íà n
è p = 1 çà n = 0. Ôóíêöèèòå En

α, 0 èìàò âúçìîæíî íàé-ïðîñò âèä, äàäåí
ñ Ëåìà 5.4.3, è îñâåí òîâà E0

α, 0 = 0.

5.5 Íåðàâåíñòâà çà ôóíêöèÿòà íà Ïðàáõàêàð

Â òàçè ñåêöèÿ íàøàòà öåë å äà îöåíèì öåëèòå ôóíêöèè θγα, n(z) çà íåîò-
ðèöàòåëíè öåëè ñòîéíîñòè íà n, ò.å.

n ∈ N0, α, γ ∈ C, Reα > 0 è z ∈ C.

Çà öåëòà ïðåîáðàçóâàìå èçðàçèòå â ðàâåíñòâàòà (5.4.7) è (5.4.8), âúâ ñëåä-
íàòà ôîðìà

θγα, n(z) =
Γ(αp+ n)

Γ(α(p+ 1) + n)

∞∑
k=p+1

γn,k
(γ)k
(γ)p

zk−p

k!
, (5.5.1)
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è ñúîòâåòíî

θ−mα,n(z) =
Γ(αp+ n)

Γ(α(p+ 1) + n)

m∑
k=p+1

(−1)k−p γn,k

(
m
k

)(
m
p

) zk−p, (5.5.2)

êàòî ñ γn,k å îçíà÷åí èçðàçúò

γn,k =
Γ(α(p+ 1) + n)

Γ(αk + n)
. (5.5.3)

Òåîðåìà 5.5.1. [99] Íåêà γ ∈ C \ Z−
0 , n ∈ N0 è K ⊂ C å íåïðàçíî

êîìïàêòíî ìíîæåñòâî. Òîãàâà ñúùåñòâóâà öÿëà ôóíêöèÿ τ , òàêàâà ÷å∣∣θγα, n(z)∣∣ ≤ |Γ(αp+ n)|
|Γ(α(p+ 1) + n)|

τ(|z|;α, γ), (5.5.4)

çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà z ∈ C. Îñâåí òîâà, ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà
0 < C = C(K) <∞, çà êîÿòî å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

∣∣θγα, n(z)∣∣ ≤ C
|Γ(αp+ n)|

|Γ(α(p+ 1) + n)|
, (5.5.5)

çà âñè÷êè íåîòðèöàòåëíè öåëè ñòîéíîñòè íà n è âñè÷êè z ∈ K.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà äà íàìåðèì ôóíêöèÿ τ ñ æåëàíèòå ñâîéñòâà è äà
äîêàæåì íåðàâåíñòâîòî (5.5.4), íèå îöåíÿâàìå ôóíêöèÿòà (5.5.1), çàïî÷âàé-
êè ñúñ ñòîéíîñòèòå íà (5.5.3). Òúé êàòî

γ0, k =
Γ(α(p+ 1))

Γ(αk)
,

γn,k =
Γ(α(p+ 1))

Γ(αk)

(α(p+ 1))

(αk)
. . .

(α(p+ 1) + n− 1)

(αk) + n− 1
, çà n ∈ N,

è ïîðàäè ñëåäâàùîòî íåðàâåíñòâî

|α(p+ 1)|
|αk|

· · · |α(p+ 1) + n− 1|
|αk + n− 1|

≤ 1,

ïîëó÷àâàìå, ÷å
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|γn,k| ≤
|Γ(α(p+ 1))|

|Γ(αk)|
,

çà âñè÷êè âúçìîæíè ñòîéíîñòè íà n è k. Íàêðàÿ, äîêàçàòåëñòâîòî íà íåðà-
âåíñòâîòî (5.5.4) ïðèêëþ÷âà, ñëåä êàòî ñå âçåìå

τ(z;α, γ) =
∞∑

k=p+1

|Γ(α(p+ 1))|
|Γ(αk)|

|(γ)k|
|(γ)p|

zk−p

k!
,

ñðàâíè ñ (5.5.4). Òúé êàòî τ å öÿëà ôóíêöèÿ, à ñúùî òàêà è ïîðàäè òîêó-ùî
äîêàçàíîòî íåðàâåíñòâî, âÿðíîñòòà íà (5.5.5) ñëåäâà íåçàáàâíî. �

Òåîðåìà 5.5.2. [99] Íåêà n ∈ N0, γ ∈ Z−, m = −γ (ñ èçêëþ÷åíèå íà
ñëó÷àÿ, â êîéòî n = 0 è γ = −1, îïèñàí â Çàáåëåæêà 5.5.1) è K ⊂ C
å íåïðàçíî êîìïàêòíî ìíîæåñòâî. Òîãàâà ñúùåñòâóâà öÿëà ôóíêöèÿ t,
òàêàâà ÷å ∣∣θ−mα,n(z)∣∣ ≤ |Γ(αp+ n)|

|Γ(α(p+ 1) + n)|
t(|z|;α, γ). (5.5.6)

çà âñè÷êè z ∈ C. Îñâåí òîâà, ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà 0 < C = C(K) <∞,
çà êîÿòî å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî∣∣θ−mα,n(z)∣∣ ≤ C

|Γ(αp+ n)|
|Γ(α(p+ 1) + n)|

, (5.5.7)

çà âñè÷êè íåîòðèöàòåëíè öåëè ñòîéíîñòè íà n è âñè÷êè z ∈ K.

Äîêàçàòåëñòâî. Ðàçãëåæäàéêè èçðàçà (5.5.2), ñëåäâàéêè ëèíèÿòà íà
ïðåñìÿòàíèÿ â äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 5.5.1 è îçíà÷àâàéêè

t(z;α, γ) =
m∑

k=p+1

|Γ(α(p+ 1))|
|Γ(αk)|

(
m
k

)(
m
p

) zk−p,
íèå ïðèêëþ÷âàìå äîêàçàòåëñòâîòî, ïî àíàëîãèÿ íà äîêàçàòåëñòâîòî íà
Òåîðåìà 5.5.1. �

Çàáåëåæêà 5.5.1. Ðàçãëåæäàíåòî íà íàé-ïðîñòèÿ ñëó÷àé, â êîéòî
n = 0 è γ = −1, âîäè äî ðåçóëòàòà, çàïèñàí ïî-äîëó:

E−1
α, 0(z) = − z

Γ(α)
, θ−1

α, 0(z) = 0. (5.5.8)
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5.6 Àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè çà �ãîëåìè� ñòîé-
íîñòè íà èíäåêñà n

Â òàçè ñåêöèÿ ñà îñèãóðåíè íÿêîëêî àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè çà �ãîëåìè�
ñòîéíîñòè íà èíäåêñèòå, êîèòî ñå èçïîëçâàò â ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå.

Òåîðåìà 5.6.1. [99] Íåêà α > 0 è n ∈ N, òîãàâà ôóíêöèèòå íà
Ìèòàã-Ëåôëåð En è Eα,n èìàò ñëåäíèòå àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè

En(z) = 1 + θn(z), θn(z) → 0 êîãàòî n→ ∞, (5.6.1)

Eα,n(z) =
1

Γ(n)
(1 + θα,n(z)), θα,n(z) → 0 êîãàòî n→ ∞, (5.6.2)

çà z ∈ C. Ôóíêöèèòå θn(z), θα,n(z) ñà õîëîìîðôíè òàì, à â êîìïàêòíèòå
ïîäìíîæåñòâà íà êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà C ñõîäèìîñòòà å ðàâíîìåðíà è
îñâåí òîâà ñà èçïúëíåíè ðàâåíñòâàòà

θn(z) = O (1/n!) , θα, n(z) = O (1/nα) · (5.6.3)

Äîêàçàòåëñòâî. Òúæäåñòâàòà (5.6.1) è (5.6.2) ñå ïîëó÷àâò àâòîìàòè÷-
íî áëàãîäàðåíèå íà ðàâåíñòâàòà (5.1.1), (5.1.2), (5.2.1) è (5.2.2). Õîëîìîð-
ôíîñòòà íà θn(z) è θα,n(z) ñëåäâà îò õîëîìîðôíîñòòà íà En(z) è Eα,n(z) â
öÿëàòà êîìïëåêñíà ðàâíèíà è çàâèñèìîñòèòå ìåæäó òÿõ, äàäåíè â (5.6.1) è
(5.6.2). Îñòàíàëîòî íåçàáàâíî ñëåäâà, ñúãëàñíî Òåîðåìà 5.2.1 è Çàáåëåæêà
1.1.2 (iii). �

Òåîðåìà 5.6.2. [99] Íåêà z, α, γ ∈ C, n ∈ N0, γ ̸= 0, Re(α) > 0 è
θγα, n ñà äàäåíè ñ ôîðìóëèòå (5.5.1)�(5.5.3). Òîãàâà îáîáùåíèòå ôóíêöèè íà
Ìèòàã-Ëåôëåð (5.4.1) óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíèòå àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè

Eγ
α, n(z) =

(γ)p
Γ(αp+ n)

zp
(
1 + θγα, n(z)

)
è θγα, n(z) → 0 êîãàòî n→ ∞,

(5.6.4)
ñúñ ñúîòâåòíàòà ñòîéíîñò íà p, ñïîðåä ñòîéíîñòòà íà γ. Îñâåí òîâà,
âúðõó êîìïàêòíèòå ïîäìíîæåñòâà íà êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà C, ñõîäè-
ìîñòòà å ðàâíîìåðíà è

θγα, n(z) = O

(
1

nRe(α)

)
(n ∈ N). (5.6.5)
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Äîêàçàòåëñòâî. Ñ èçïîëçâàíåòî íà ôîðìóëàòà (5.4.6), Òåîðåìè 5.5.1 è
5.5.2, êàêòî è ñâîéñòâîòî íà ÷àñòíîòî íà äâå Γ-ôóíêöèè (Çàáåëåæêà 1.1.2
(iii)), äîêàçàòåëñòâîòî ñòàâà î÷åâèäíî. �

Â çàêëþ÷åíèå, äà îòáåëåæèì, ÷å â ñëó÷àÿ γ = 1 ñå ïîëó÷àâàò àíàëîãè÷-
íè ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ êëàñè÷åñêèòå ôóíêöèè Eα,n íà Ìèòàã-Ëåôëåð,
ò.å. âñè÷êè ðåçóëòàòè, ïîëó÷åíè â Ñåêöèè 5.5 è 5.6 ñà âàëèäíè â ÷àñòíîñò
è çà Eα,n. Äîïúëíèòåëíî, àêî ïàðàìåòúðúò α å ïîëîæèòåëåí, òî ñëåäâàò
ðåçóëòàòèòå â Ñåêöèÿ 5.2 è âåðíîñòòà íà Òåîðåìà 5.6.1.

È òàêà, ìîæå äà ñå íàïðàâè ñëåäíàòà âàæíà çàáåëåæêà.

Çàáåëåæêà 5.6.1. Êàòî ñå èìà ïðåäâèä Ñëåäñòâèå 5.4.1, çàâèñèìîñò-
òà (5.6.4) âîäè äî ñòîéíîñò íà ïàðàìåòúðà p = 1 â ñúîòâåòíîòî ïðåäñ-
òàâÿíå, ñâúðçàíî ñ ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð Eα,0(z) = E1

α,0(z).

Çàáåëåæêà 5.6.2. Êàòî ñå âçåìàò ïîä âíèìàíèå Ëåìà 5.4.3 è Çàáå-
ëåæêà 5.5.1, ñëåäâàò ñëåäíèòå çàâèñèìîñòè

θ0α,n(z) = 0 (n ∈ N), θ−1
α,0(z) = 0; E0

α,0(z) = 0. (5.6.6)

Çàáåëåæêà 5.6.3. Ñúãëàñíî àñèìïòîòè÷íèòå ôîðìóëè (5.6.1) è (5.6.4)
ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî M , òàêîâà ÷å ôóíêöèèòå En(z),
Eα,n(z) è Eγ

α, n(z) íÿìàò èçîáùî íèêàêâè íóëè çà n > M , åâåíòóàëíî ñ
èçêëþ÷åíèå íà íóëàòà.

Çàáåëåæêà 5.6.4. Âñÿêà åäíà îò ôóíêöèèòå En(z), Eα,n(z) è E
γ
α, n(z)

(n ∈ N), áèäåéêè öÿëà ôóíêöèÿ, êîÿòî íå å òúæäåñòâåíî íóëà, èìà íàé-
ìíîãî êðàåí áðîé íóëè â çàòâîðåíîòî è îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî |z| ≤ R.
Îñâåí òîâà, ïîðàäè Çàáåëåæêà 5.6.3, íå ïîâå÷å îò êðàåí áðîé îò òåçè
ôóíêöèè èìàò íóëè, ñ èçêëþ÷åíèå åâåíòóàëíî íà íóëàòà (íà÷àëîòî).



Ãëàâà 6

Ïî-íàòàòúøíè îáîáùåíèÿ
íà ôóíêöèèòå îò Áåñåëîâ
è Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï

6.1 Ìóëòèèíäåêñíè ôóíêöèè
íà Ìèòàã-Ëåôëåð

Âúïðåêè ÷å ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð îñòàâàò äúëãî âðåìå íåçàáå-
ëÿçàíè è íåïîçíàòè, â äíåøíî âðåìå ñà ñå ïîÿâèëè íàé-ðàçíîîáðàçíè òåõíè
îáîáùåíèÿ âúâ âðúçêà ñ ïðèëîæåíèÿòà èì êàòî ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèÿ è
ñèñòåìè îò äðîáåí ðåä, êîèòî ìîäåëèðàò ðàçëè÷íè ôåíîìåíè è ÷èñëåíè àë-
ãîðèòìè. Â êðàÿ íà äâàäåñåòè âåê å âúâåäåí è èçó÷àâàí îò ßêóáîâè÷ è
Ëó÷êî [132], Ëó÷êî è Ãîðåíôëî [60], Ëó÷êî [59] è Êèðÿêîâà [43] � [47] êëàñ
îò ñïåöèàëíè ôóíêöèè îò Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï, êîèòî ñà ìóëòèèíäåêñíè
àíàëîçè íà Eα, β(z).

Â òåçè ôóíêöèè èíäåêñèòå α := 1/ρ, β := µ ñà çàìåñòåíè îò äâå ìíî-
æåñòâà îò ìóëòèèíäåêñè, èëè âåêòîð-èíäåêñè, à èìåííî

α → (1/ρ1, 1/ρ2, ..., 1/ρm) è β → (µ1, µ2, ..., µm),

îò ðàçìåðíîñò m = 1, 2, 3, . . . .

Äåôèíèöèÿ 6.1.1. Íàêà m > 1 å öÿëî ÷èñëî è ρ1, ..., ρm > 0, µ1, ..., µm
ñà ïðîèçâîëíè ðåàëíè (êîìïëåêñíè) ÷èñëà. Ïîñðåäñòâîì òåçè �ìóëòèèí-
äåêñè�, ìóëòèèíäåêñíèòå (âåêòîð-èíäåêñíè) ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð
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ñà äåôèíèðàíè êàêòî ñëåäâà:

E( 1
ρi

)
,(µi)

(z) = Em(
1
ρi

)
,(µi)

(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ
(
k
ρ1
+ µ1

)
... Γ

(
k
ρm

+ µm

) . (6.1.1)

Tîçè èíòåðåñåí êëàñ îò ôóíêöèè ñå ïîÿâÿâà çà ïúðâè ïúò â êà÷åñòâîòî
íà ÿâíî ðåøåíèå íà çàäà÷è îò òèïà íà Êîøè çà äðîáíè äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ îò äðîáåí ìóëòèðåä â ìîíîãðàôèÿòà [132]. Òåîðèÿòà íà òîçè
êëàñ îò ìóëòèèíäåêñíè ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð å ïîäðîáíî ðàçâèòà â
ïîðåäèöà îò ñòàòèè îò Êèðÿêîâà äðóãè àâòîðè. Ïî-êîíêðåòíî, â Êèðÿêîâà
[44] å äîêàçàíî, ÷å ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð (6.1.1) ñà
öåëè ôóíêöèè îò ðåä ρ è òèï σ, ñ

1

ρ
=

1

ρ1
+ · · ·+ 1

ρm
, σ =

(
ρ1
ρ

) ρ
ρ1

· · ·
(
ρm
ρ

) ρ
ρm

. (6.1.2)

Â òàçè ñòàòèÿ, à ñúùî è â [47], ìîãàò äà áúäàò íàìåðåìè ðåäèöà äðóãè
îñíîâíè ñâîéñòâà, èíòåãðàëíè è äèôåðåíöèàëíè ôîðìóëè è ïð. çà (6.1.1).
Èíôîðìàöèÿ çà ïðèëîæåíèÿòà íà òîçè êëàñ îò ñïåöèàëíè ôóíêöèè â ðåøå-
íèÿòà íà óðàâíåíèÿ è ìîäåëè îò äðîáåí ðåä ìîæå äà ñå íàìåðè íàïðèìåð
â Êèðÿêîâà è Ëó÷êî [52]. Èçñëåäâàíåòî íà Êèëáàñ, Êîðîëåâà è Ðîãîçèí
[37] îïèñâà èñòîðè÷åñêîòî ðàçâèòèå íà òåîðèÿòà íà òåçè ìóëòèèíäåêñíè
(2m-ïàðàìåòðè÷íè) Ìèòàã-Ëåôëåðîâè ôóíêöèè êàòî ïîäêëàñ íà îáîáùå-
íèòå õèïåðãåîìåòðè÷íè ôóíêöèè íà Ðàéò pΨq(z). Ìåòîäúò íà ïðåäñòàâÿ-
íåòî ÷ðåç èíòåãðàë îò òèïà íà Ìåëèí�Áàðíñ ïîçâîëÿâà íà òåçè àâòîðè äà
ðàçøèðÿò âúïðîñíèòå ôóíêöèè è äà ãè èçó÷àò çà ñëó÷àÿ íà ïðîèçâîëíè
ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå (íàïðèìåð çà êîìïëåêñíè ïàðàìåòðè èíôîðìà-
öèÿ èìà â [35] è [36]).

Ìóëòèèíäåêñíè ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð (6.1.1) ìîãàò äà ñå ðàçã-
ëåæäàò ñúùî è êàòî �äðîáíî èíäåêñíè� àíàëîçè íà Áåñåëîâèòå è õèïåð-
Áåñåëîâèòå ôóíêöèè (ñðàâíè íàïð. ñ (4.1.6), îò÷èòàéêè, ÷å k! = Γ(k + 1)):

J (m−1)
ν1,...,νm−1

(z) =
( z
m

)m−1∑
i=1

νi
Em

(1,...,1), (ν1+1,...,νm−1+1, 1)(−(z/m)m), (6.1.3)

è îáîáùåíèÿ íà äúëúã ñïèñúê îò ñïåöèàëíè ôóíêöèè, èçïîëçâàíè â ìàòå-
ìàòè÷åñêàòà ôèçèêà, äðîáíîòî ñìÿòàíå è ñúùî òàêà êàòî ðåøåíèÿ íà ðàç-
íîîáðàçíè ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè (íàïðèìåð â èçñëåäâàíèÿòà íà Êèðÿêîâà
[47], [46], [45], è Êèðÿêîâà è Ëó÷êî [52]).
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6.2 Ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ ïàðàìåòðèòå íà ìóë-
òèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð

Íåêà äà ôèêñèðàìå 1 ≤ i0 ≤ m è äà îçíà÷èì çà óäîáñòâî

αi = 1/ρi, (αi > 0, i = 1, 2, ...,m),
m∏
i=1

′ Γ(αik + µi) =
m∏

i=1, i ̸=i0

Γ(αik + µi),

(µi0(n)) = (µ1, . . . , µi0−1, n, µi0+1, . . . , µm) = (µi) |µi0
=n .

(6.2.1)

Äà ðàçãëåäàìå ñåãà ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð ñ èíäåêñè
îò âèäà (αi), (µi0(n)), ò.e.

E(αi), (µi0
(n)) (z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αi0k + n)
m∏
i=1

′ Γ(αik + µi)
, çà n ∈ N0. (6.2.2)

Çàáåëåæêà 6.2.1. Â çàâèñèìîñò îò ñòîéíîñòèòå íà αi è µi (i =
1, 2, . . . ,m), íÿêîè îò êîåôèöèåíòèòå â (6.2.2) ìîãàò äà ñå îêàæàò íó-
ëè, òîâà å âúçìîæíî ñàìî êîãàòî íÿêîè îò ÷èñëàòà µi ñà îòðèöàòåëíè
ðåàëíè ÷èñëà èëè íóëà, íî íàé-ìíîãî êðàåí áðîé îò êîåôèöèåíòèòå ìîãàò
äà ñà íóëà. Ïî-òî÷íî, àêî µiq ∈ R−

0 çà q = 1, 2, . . . ,M (1 ≤ M ≤ m), òî

âñè÷êè êîåôèöèåíòè ñ k > max
1≤q≤M

(
−
µiq
αiq

)
, k ∈ N0, ñà ðàçëè÷íè îò íóëà.

Êàçàíî ïî äðóã íà÷èí, ñúùåñòâóâàò ÷èñëà p ∈ N0, s ∈ N, òàêèâà ÷å
òúæäåñòâîòî (6.2.2) ìîæå äà áúäå çàïèñàíî â ñëåäíèÿ âèä:

E(αi), (µi0
(n)) (z) =

zp

Γ(αi0p+ n)
m∏
i=1

′ Γ(αip+ µi)

+
∞∑

k=p+s

zk

Γ(αi0k + n)
m∏
i=1

′ Γ(αik + µi)
, çà n ∈ N0.

(6.2.3)



100ÃËÀÂÀ 6. ÏÎ-ÍÀÒÀÒÚØÍÈÎÁÎÁÙÅÍÈßÍÀÔÓÍÊÖÈÈÒÅÎÒ . . .

Çàáåëåæêà 6.2.2. Äà ïðèïîìíèì, ÷å íèå èçïîëçâàìå îçíà÷åíèÿòà,
âúâåäåíè â Çàáåëåæêà 4.2.1, ñëåä êîåòî äà îçíà÷èì

ai0(k) =
1

Γ(αi0k + n)
, ai(k) =

1

Γ(αik + µi)
çà i ̸= i0,

Ak =
m∏

i=1, i ̸=i0

ai(k), k = 0, 1, 2, ... .
(6.2.4)

Çà äà îïðåäåëèì ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà p è s â (6.2.3), íèå ðàçãëåæ-
äàìå òðè îñíîâíè ñëó÷àÿ. Çà öåëòà èçïîëçâàìå îçíà÷åíèÿòà, âúâåäåíè â
Çàáåëåæêè 4.2.1 è 6.2.2, à ñúùî è

ck = Ak ai0(k), k = 0, 1, 2, ... (6.2.5)

Ëåìà 6.2.1. [99] Àêî µi ∈ C çà i ̸= i0 è µi íå ñà íèòî îòðèöàòåëíè
ðåàëíè ÷èñëà, íèòî íóëà, a n å íåîòðèöàòåëíî öÿëî ÷èñëî, òî
1. p = 0 è s = 1 çà n ∈ N,
2. p = 1 è s = 1 çà n = 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Î÷åâèäíî, òúé êàòî èëè µi > 0 èëè µi /∈ R, òî ÷èñëàòà
αik + µi /∈ Z−

0 çà i ̸= i0 è k = 0, 1, 2, . . . . Îñâåí òîâà, â ïúðâèÿ ñëó÷àé,
αi0k + n > 0. Ïî òåçè ïðè÷èíè, Ak ̸= 0, ai0(k) ̸= 0, è ñëåäîâàòåëíî ck ̸= 0,
çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà k.

Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé, òúé êàòî n = 0, òî ai0(k) = 0 çà k = 0, ai0(k) > 0 çà
k = 1, 2, . . . , à Ak ̸= 0 ïî ñúùèòå ïðè÷èíè, êàêòî â ïúðâèÿ ñëó÷àé, êîåòî
âîäè äî òâúðäåíèÿòà c0 = 0 è ck ̸= 0 çà k = 1, 2, . . . . �

Ëåìà 6.2.2. [99] Àêî i ̸= i0, µi ∈ C \ Z−
0 , ïîíå åäíî îò µi ∈ R− \ Z−,

è n å íåîòðèöàòåëíî öÿëî ÷èñëî, òî ñúùåñòâóâàò ïîëîæèòåëíè öåëè
÷èñëà s0 è l0 òàêèâà ÷å
1. p = 0 è s = s0 çà n ∈ N,
2. p = s0 è s = l0 çà n = 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Â ïúðâèÿ ñëó÷àé, αi0k + n > 0 çà âñè÷êè ñòîéíîñòè
íà k è ñëåäîâàòåëíî ai0(k) > 0 çà k = 0, 1, 2, . . . . Îò äðóãà ñòðàíà, çà i ̸= i0
å â èçïúëíåíî ai(k) ̸= 0, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å A0 ̸= 0 è òîãàâà p = 0. Îáà÷å,
íÿêîè îò ÷èñëàòà αik + µi å âúçìîæíî äà ïðèíàäëåæàò íà Z−

0 è òîãàâà
ñúîòâåòíîòî ck = 0. Ñëåäîâàòåëíî, ïðåäâèä Çàáåëåæêà 6.2.1, ñúùåñòâóâà
s0 ∈ N ñ As0 ̸= 0, ïîðàäè êîåòî cs0 ̸= 0 è s = s0.
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Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé, ïîíåæå n = 0, òî ai0(k) = 0 çà k = 0, ai0(k) >
0 çà k = 1, 2, . . . , è Ak èìàò ñúùèòå ñòîéíîñòè, êàêòî â ïúðâèÿ ñëó÷àé.
Ñëåäîâàòåëíî, ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî l0, òàêîâà ÷å As0 ̸= 0, As0+l0 ̸= 0
íî Ak = 0 çà s0 < k < s0 + l0, îòêúäåòî ñëåäâàò òâúðäåíèÿòà c0 = 0, ck = 0
çà 0 < k < s0 è s0 < k < s0 + l0, è ñúùî òàêà ck ̸= 0 çà k = s0 è k = s0 + l0.
Ñëåäîâàòåëíî p = s0 è s = l0. �

Ëåìà 6.2.3. [99] Àêî i ̸= i0, µi ∈ C, ïîíå åäíî îò ÷èñëàòà µi ∈ Z−
0 è

n å íåîòðèöàòåëíî öÿëî ÷èñëî, òîãàâà ñúùåñòâóâàò åñòåñòâåíè ÷èñëà
p0 è s0, òàêèâà ÷å p = p0 è s = s0.

Äîêàçàòåëñòâî. Ðàçãëåæäàéêè ñëó÷àÿ n ∈ N, ïîëó÷àâàìå ai0(k) > 0
çà k = 0, 1, 2, . . . . Îò äðóãà ñòðàíà, àêî i ̸= i0, òî ai(0) = 0 çà i ̸= i0,
îòêúäåòî A0 = 0, è îñâåí òîâà å âúçìîæíî íÿêîè îò ÷èñëàòà αik + µi äà
ïðèíàäëåæè íà Z−

0 . Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò ÷èñëà p0, s0 ∈ N, òàêèâà ÷å
Ap0 ̸= 0, Ap0+s0 ̸= 0 è Ak = 0 çà p0 < k < p0 + s0. Ïîðàäè òîâà cp0 ̸= 0,
cp0+s0 ̸= 0, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å p = p0, s = s0.

Â äðóãèÿ ñëó÷àé, òúé êàòî n = 0, òî ai0(k) = 0 çà k = 0 è ai0(k) > 0
çà k = 1, 2, . . . Îñâåí òîâà, Ak èìàò ñúùèòå ñòîéíîñòè, êàêòî â ñëó÷àÿ
n ∈ N. Ñëåäîâàòåëíî (ñúñ ñúùèòå p0 è s0), cp0 ̸= 0, cp0+s0 ̸= 0, ck = 0 çà
p0 < k < p0 + s0, ïîðàäè êîåòî p = p0 è s = s0. �

6.3 Íåðàâåíñòâà è àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè çà
�ãîëåìè� ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå µ

Ïúðâî äà ñå çàíèìàåì ñ ôóíêöèèòå (6.2.2), êàòî ïðèïîìíèì, ÷å òå ñà
äåôèíèðàíè ïðè óñëîâèÿòà (6.2.1), ò.å.

αi > 0, çà i = 1, 2, ...,m.

Â òàçè ñåêöèÿ íèå äîêàçâàìå àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà çà �ãîëåìè� ñòîéíîñòè
íà èíäåêñà µi0 = n (i0 = 1, 2, ...,m).

Íåêà ñòîéíîñòèòå p è s (p ≥ 0, s ≥ 1) ñà îïðåäåëåíèòå îò ïðåäøåñòâà-
ùèòå ëåìè è íåêà

θn(z) =
∞∑

k=p+s

Γ(αi0p+ n)
m∏
i=1

′ Γ(αip+ µi)

Γ(αi0k + n)
m∏
i=1

′ Γ(αik + µi)
zk−p · (6.3.1)
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Ïî-íàòàòúê íàøàòà öåë å äà îöåíèì ôóíêöèèòå θn(z), äîêàçâàéêè îï-
ðåäåëåíè íåðàâåíñòâà êàêòî â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà C, òàêà è âúðõó íåé-
íèòå êîìïàêòíè ìíîæåñòâà. Çà öåëòà ïðåîáðàçóâàìå èçðàçà â ðàâåíñòâîòî
(6.3.1), êîåòî âîäè äî òúæäåñòâîòî

θn(z) =

Γ(αi0p+ n)
m∏
i=1

′ Γ(αip+ µi)

Γ(αi0(p+ s) + n)

∞∑
k=p+s

γn,k
m∏
i=1

′ Γ(αik + µi)
zk−p (6.3.2)

ñ γn,k êàêòî ñëåäâà:

γn,k =
Γ(αi0(p+ s) + n)

Γ(αi0k + n)
·

Ñ öåë èçïîëçâàíåòî â ïî-íàòàòúøíèòå ðàçãëåæäàíèÿ äà ïðèïîìíèì, ÷å ñú-
ùåñòâóâà ÷èñëî 1 < α0 < 2, òàêîâà ÷å Îéëåðîâàòà Ãàìà ôóíêöèÿ Γ(α) å
ðàñòÿùà â èíòåðâàëà (α0, ∞) è íàìàëÿâàùà â (0, α0) è îñâåí òîâà Γ(α)
äîñòèãà àáñîëþòíèÿ ñè ìèíèìóì âúðõó ìíîæåñòâîòî R+ íà ïîëîæèòåëíèòå
ðåàëíè ÷èñëà â òî÷êàòà α0, ò. å. Γ(α0) = min

α∈R+
Γ(α) (Çàáåëåæêà 1.1.2(i)).

Òåîðåìà 6.3.1. [99] Íåêà z ∈ C è K ⊂ C å íåïðàçíî êîìïàêòíî ìíî-
æåñòâî. Òîãàâà ñúùåñòâóâà öÿëà ôóíêöèÿ φ(αi), (µi) (z), òàêàâà ÷å çà âñè÷-
êè ñòîéíîñòè íà n ∈ N0 å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

|θn(z)| ≤ Γ(αi0p+ n)

Γ(αi0(p+ s) + n)
× φ(αi), (µi) (|z|) , (6.3.3)

è îñâåí òîâà ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà C = C(K), 0 < C <∞, òàêàâà ÷å

|θn(z)| ≤ C
Γ(αi0p+ n)

Γ(αi0(p+ s) + n)
, (6.3.4)

çà âñè÷êè z ∈ K.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâî äà îòáåëåæèì, ÷å ñëó÷àÿò n ≥ 2, îñèãóðÿâà
âåðíîñòòà íà íåðàâåíñòâîòî 0 < γn,k ≤ 1 çà âñè÷êè ñòîéíîñòòè íà k. Íåêà
ñåãà n = 0 èëè n = 1. Òîãàâà ïîðàäè ñõîäèìîñòòà ñè, ðåäèöàòà {γn,k}∞k=p+s
å îãðàíè÷åíà è ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà Ã, òàêàâà ÷å |γn,k| ≤ Ã
çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà k.
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Ñåãà äîêàçàòåëñòâîòî íà îöåíêàòà (6.3.3) âúðõó öÿëàòà êîìïëåêñíà ðàâ-
íèíà çàâúðøâà, êàòî ñå âçåìå

φ(αi), (µi) (z) = A
m∏
i=1

′ |Γ(αip+ µi)|
∞∑

k=p+s

zk−p

m∏
i=1

′ |Γ(αik + µi)|

ñ êîíñòàíòà A = 1 çà n ≥ 2 è A = Ã çà n = 0 è n = 1.
Íàêðàÿ, çà âñè÷êè z ∈ K, íåðàâåíñòâîòî (6.3.4) ñëåäâà íåçàáàâíî îò

âåðíîñòòà íà íåðàâåíñòâîòî (6.3.3). �

Ïî-íàòàòúê å äàäåíà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà çà �ãîëåìè� ñòîéíîñòè çà
èíäåêñà µi0 = n.

Òåîðåìà 6.3.2. [99] Íåêà K å íåïðàçíî êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà
êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà C, z ∈ C, n ∈ N0 è íåêà θn å ôóíêöèÿòà, äåôè-
íèðàíà ñ (6.3.1), ñúñ ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà p ∈ N0 è s ∈ N. Òîãà-
âà ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð (6.2.2) èìàò ñëåäíàòà
àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà

E(αi), (µi0
(n)) (z) =

zp

Γ(αi0p+ n)
m∏
i=1

′ Γ(αip+ µi)
(1 + θn(z)) ,

θn(z) → 0 êîãàòî n→ ∞ .

(6.3.5)

Îñâåí òîâà, ôóíêöèèòå θn(z) ñà õîëîìîðôíè ïðè z ∈ C, ñõîäèìîñòòà å
ðàâíîìåðíà âúðõó íåïðàçíèòå êîìïàêòíè ïîäìíîæåñòâà íà êîìïëåêñíà-
òà ðàâíèíà C è

θn(z) = O

(
Γ(αi0p+ n)

Γ(αi0(p+ s) + n)

)
= O

(
1

nsαi0

)
, z ∈ K. (6.3.6)

Äîêàçàòåëñòâî. Òúæäåñòâîòî (6.3.5) ñëåäâà àâòîìàòè÷íî áëàãîäàðå-
íèå íà (6.2.2), (6.2.3), (6.3.1) è (6.3.2). Õîëîìîðôíîñòòà íà θn ñëåäâà îò
õîëîìîðôíîñòòà íà E(αi), (µi0

(n)) â öÿëàòà êîìïëåêñíà ðàâíèíà è ðàâåíñòâî-

òî (6.3.5). Îñòàíàëîòî ñëåäâà íåçàáàâíî îò Òåîðåìà 6.3.1. �

Çàáåëåæêà 6.3.1. Òåîðåìè 6.3.1 è 6.3.2 îñòàâàò â ñèëà è ïðè óñëîâèå,
÷å αi ∈ C, Re(αi) > 0, íî â òîçè ñëó÷àé ÷èñëàòà p è s ïîäëåæàò íà
îïðåäåëÿíå.
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Çàáåëåæêà 6.3.2. Äà îòáåëåæèì, ÷å ñúãëàñíî àñèìïòîòè÷íàòà ôîð-
ìóëà (6.3.5) ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî M , òàêîâà ÷å ôóíê-
öèèòå (6.2.2) íÿìàò íóëè çà n > M , åâåíòóàëíî ñ èçêëþ÷åíèå íà íóëàòà.

Çàáåëåæêà 6.3.3. Âñÿêà îò ôóíêöèèòå (6.2.2) (n ∈ N0), áèäåéêè öÿëà
ôóíêöèÿ, íåòúæäåñòâåíî íóëà, èìà íàé-ìíîãî êðàåí áðîé íóëè â çàòâî-
ðåíîòî è îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî |z| ≤ R. Îñâåí òîâà, êàêòî å îòðàçåíî
â Çàáåëåæêà 6.3.2, íàé-ìíîãî êðàåí áðîé îò òåçè ôóíêöèè èìàò íÿêàêâè
íóëè, åâåíòóàëíî ñ èçêëþ÷åíèå íà íóëàòà.

Íåêà z, νi ∈ C, Re(νi + 1) > 0 (i = 1, . . . ,m) è J(νi0(n)) (n = 0, 1, . . . ) ñà
ôóíêöèèòå (4.2.9) è äîïúëíèòåëíî íåêà

(ν̃i0(n+ 1)) = (ν̃1, . . . , ν̃i0−1, n+ 1, ν̃i0+1, . . . , ν̃m, ν̃m+1) = (ν̃i) |ν̃i0=n+1,

νm+1 = 0, ν̃i = νi + 1 (i = 1, 2, . . .m+ 1).
(6.3.7)

Òîãàâà ôîðìóëàòà (6.1.3) ìîæå äà áúäå àäàïòèðàíà êúì ôóíêöèÿòà (4.2.9),
êîÿòî ñå çàïèñâà è âúâ âèäà

J
(m)
(νi0(n))

(z) = A(z;m,n)Em+1

(1,...,1), (ν̃i0(n+1))

(
−
(

z

m+ 1

)m+1
)
, (6.3.8)

ñ A(z;m,n) äåôèíèðàíà îò ôîðìóëàòà (4.2.10).

Ñåãà âúçíàìåðÿâàìå äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèèòå Em+1

(1,...,1), (ν̃i0(n+1))
, äà ãè

ïðåäñòàâèì âúâ âèäà (6.3.5) è äà íàìåðèì ãîðíà îöåíêà çà ìîäóëà |ϑn|
íà ñúîòâåòíàòà ôóíêöèÿ ϑn. Òàêà íàìåðåíàòà îöåíêà ñå èçïîëçâà â ïî-
íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå çà äà íàìåðèì îöåíêàòà, ñâúðçàíà ñ ôóíêöèèòå
(6.3.8). Äà íàïîìíèì, ÷å ñúãëàñíî Çàáåëåæêà 4.2.4, êîåôèöèåíòèòå íà ãîðå
ñïîìåíàòèòå ôóíêöèè ñà ðàçëè÷íè îò íóëà. Äà çàïî÷íåì íàøèòå ðàçãëåæ-
äàíèÿ ñ Em+1

(1,...,1), (ν̃i0(n+1))
(z). Ïðåäâèä ñïåöèôè÷íèòå ñâîéñòâà íà îáñúæäà-

íèòå ôóíêöèè è èçïîëçâàéêè òåõíèÿ ÿâåí âèä, ìîæåì äà çàïèøåì (êàêòî
ñå âèæäà îò (6.3.1), (6.3.5) è Çàáåëåæêà 6.3.1):

Em+1

(1,...,1), (ν̃i0(n+1))
(z) =

(
1 + ϑ̃n(z)

)
Γ(n+ 1)

m∏
i=1

′ Γ(νi + 1)
(6.3.9)
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ñ ôóíêöèÿ

ϑ̃n(z) =
1

(n+ 1)

∞∑
k=1

m∏
i=1

′ Γ(νi + 1)

(n+ 2)k−1

m∏
i=1

′ Γ(k + νi + 1)

zk

Γ(k + 1)
· (6.3.10)

Âåðíîñòòà íà ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå, êîåòî ñå îòíàñÿ äî (6.3.10), ìîæå äà
áúäå ëåñíî ïîòâúðäåíà.

Òåîðåìà 6.3.3. [99] Íåêà ϑ̃n äà áúäå ôóíêöèÿòà, äåôèíèðàíà ñ (6.3.10).
Òîãàâà å â ñèëà ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî

|ϑ̃n(z)| ≤
|z| exp(|z|)

(n+ 1)
m∏
i=1

′ |(νi + 1)|
, (6.3.11)

çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà ïðîìåíëèâàòà z â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà C.

Äîêàçàòåëñòâî. Íàèñòèíà, ïðåîáðàçóâàéêè èçðàçà îò äÿñíàòà ñòðàíà
íà òúæäåñòâîòî (6.3.10), ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

|ϑ̃n(z)| ≤
1

(n+ 1)

∞∑
k=1

1
m∏
i=1

′ |(νi + 1)k|

|z|k

Γ(k + 1)

≤ |z|

(n+ 1)
m∏
i=1

′ |(νi + 1)|

1 +
∞∑
k=2

1
m∏
i=1

′ |(νi + 2)k−1|

|z|k−1

Γ(k + 1)


≤ |z|

(n+ 1)
m∏
i=1

′ |(νi + 1)|

(
1 +

∞∑
k=2

|z|k−1

Γ(k)

)
,

êîåòî ïîòâúðæäàâà âàëèäíîñòòà íà íåðàâåíñòâîòî (6.3.11). �
Íàêðàÿ äà îòáåëåæèì, ÷å îçíà÷åíèåòî

ϑn(z) = ϑ̃n

(
−
(

z

m+ 1

)m+1
)

(6.3.12)
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è ðàâåíñòâîòî (6.3.9) âîäÿò äî çàâèñèìîñòòà

Em+1

(1,...,1), (ν̃i0(n+1))

(
−
(

z

m+ 1

)m+1
)

=
(1 + ϑn(z))

Γ(n+ 1)
m∏
i=1

′ Γ(νi + 1)
. (6.3.13)

Â çàêëþ÷åíèå äà îòáåëåæèì, ÷å êîìáèíèðàíåòî íà ïîñëåäíèòå íÿêîëêî
ðåçóëòàòà ïîçâîëÿâà äà áúäå äîêàçàíà Òåîðåìà 4.3.3, êîÿòî ñå îòíàñÿ çà
õèïåð-Áåñåëîâèòå ôóíêöèè. Íàèñòèíà, ïîñëåäíàòà ôîðìóëà èìà êëþ÷îâà
ðîëÿ çà òîâà äîêàçàòåëñòâî. Ïî-êîíêðåòíî, ìîæå äà ñå çàïèøå ñëåäâàùàòà
çàáåëåæêà.

Çàáåëåæêà 6.3.4. Âàëèäíîñòòà íà (4.3.11) è (4.3.12) ñëåäâà íåçàáàâ-
íî, îò÷èòàéêè åäíîâðåìåííî (6.3.8), (6.3.11) è (6.3.13). Íàêðàÿ îöåíêàòà
(4.3.13) å åëåìåíòàðíî ñëåäñòâèå îò íåðàâåíñòâîòî (4.3.12).

6.4 Äåôèíèöèÿ è îñíîâíè ñâîéñòâà íà ìóëòè-
èíäåêñíèòå (3m-ïàðàìåòðè÷íè) ôóíêöèè
íà Ìèòàã-Ëåôëåð

Íàñêîðî, â [90], [93] è ñúùî â ìîíîãðàôèÿòà [99], êîèòî ñà îñíîâàòà
íà òàçè ãëàâà, ñà âúâåäåíè è èçó÷àâàíè 3m-ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè íà
Ìèòàã-Ëåôëåð, êîèòî îáîáùàâàò åäíîâðåìåííî ôóíêöèèòå íà Ïðàáõàêàð
(5.3.1) è ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð ñ 2m ïàðàìåòúðà,
äàäåíè ñ (6.1.1). Ïî-äîëó å äàäåíà òÿõíàòà äåôèíèöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 6.4.1. Íåêà m > 1 å åñòåñòâåíî ÷èñëî è äà ðàçãëåäàìå
ïàðàìåòðèòå αi, βi, γi ∈ C (Re(αi) > 0), çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà i =
1, 2, . . .m. Ïîñðåäñòâîì ìóëòèèíäåêñèòå (αi), (βi), (γi) âúâåæäàìå òà-
êà íàðå÷åíèòå 3m-ïàðàìåòðè÷íè ôóíêöèè (ìóëòèèíäåêñíè) íà Ìèòàã-
Ëåôëåð, èìåííî:

E
(γi),m
(αi), (βi)

(z) =
∞∑
k=0

(γ1)k . . . (γm)k
Γ(α1k + β1) . . .Γ(αmk + βm)

zk

(k!)m
. (6.4.1)

Â [90] íèå ñìå äîêàçàëè ñëåäíîòî òâúðäåíèå, êîåòî äàâà ðåäà è òèïà íà
(6.4.1).
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Òåîðåìà 6.4.1. [99] Àêî íèêîé îò ïàðàìåòðèòå γ1, . . . , γm íå å îòðè-
öàòåëíî öÿëî ÷èñëî èëè íóëà, òî ìóëòèèíäåêñíàòà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-
Ëåôëåð (6.4.1) å öÿëà ôóíêöèÿ ñ ðåä ρ è òèï σ, äàäåíè ñúñ çàâèñèìîñò-
òèòå:

1

ρ
= Re(α1) + · · ·+Re(αm), (6.4.2)

ñúîòâåòíî
1

σ
= |(ρα1)

ρα1| . . . |(ραm)ραm| . (6.4.3)

Îñâåí òîâà, çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî ε å â ñèëà àñèìïòîòè÷íàòà
îöåíêà

|E(γi),m
(αi), (βi)

(z)| < exp((σ + ε)|z|ρ), |z| ≥ r0 > 0, (6.4.4)

ñúñ ñòîéíîñòè íà ρ, σ êàêòî å äàäåíî â (6.4.2) è (6.4.3), çà |z| ≥ r0(ε) è
r0(ε) äîñòàòú÷íî ãîëÿìî.

Äîêàçàòåëñòâî. Ñïîðåä ôîðìóëàòà íà Êîøè�Àäàìàð, ðàäèóñúò íà
ñõîäèìîñò íà ðåäà (6.4.1) å R ≥ 0, êúäåòî

1

R
= lim sup

k→∞
( |ck| )1/k ñ ck =

m∏
i=1

[
(γi)k
k!

1

Γ(αik + βi)

]
. (6.4.5)

Ïðèëàãàéêè àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà íà Ñòèðëèíã çà Γ− ôóíêöèÿòà
çà ãîëåìè z (Çàáåëåæêà 1.1.2), è âçåìàéêè ïîä âíèìàíèå (6.4.5), ïîëó÷àâàìå

1

R
= lim sup

k→∞
( |ck| )1/k = lim

k→∞

m∏
i=1

|eαie−αi ln(αik)|, (6.4.6)

ñëåäîâàòåëíî 1/R = 0, èëè R = ∞.
Ñåãà ôîðìóëàòà íà Ñòèðëèíã, çàïèñàíà âúâ âèäà

ln Γ(z) = (z − 1/2) ln z + 1/2 ln(2π) +O (1/z)

çàåäíî ñ äîáðå ïîçíàòàòà ôîðìóëà

ρ = lim sup
k→∞

k ln k

ln(1/|ck|)
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çà ðåä íà öÿëà ôóíêöèÿ îò âèäà
∞∑
k=0

ckz
k, äàâàò

1

ρ
= lim

k→∞

ln(1/|ck|)
k ln k

= lim
k→∞

[
m∑
i=1

Re(αik) ln k

]
1 + o(k ln k)

k ln k
=

m∑
i=1

Re(αi),

êîåòî ïîòâúðæäàâà âàëèäíîñòòà íà ðàâåíñòâîòî (6.4.2).

Ïî-íàòàòúê, òèïúò íà ôóíêöèÿòà
∞∑
k=0

ckz
k îò ðåä ρ ñå îïðåäåëÿ îò ðà-

âåíñòâîòî
(σeρ)1/ρ = lim sup

k→∞

[
k1/ρ |ck|1/k

]
.

Èçïîëçâàéêè (6.4.5) è (6.4.6) è ïðàâåéêè ïðåñìÿòàíèÿ êàòî ïî-ãîðå, èìàìå:

lim sup
k→∞

[
k1/ρ |ck|1/k

]
= lim

k→∞

[
k1/ρ

m∏
i=1

|eαie−αi ln(αik)|

]
=

m∏
i=1

eRe(αi)

|(αi)αi|
,

îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å ìîãàò äà ñå çàïèøàò ñëåäíèòå ðàâåíñòâà

(σeρ)1/ρ =
m∏
i=1

eRe(αi)

|(αi)αi|
, (σ)−1/ρ = ρ1/ρ

m∏
i=1

|(αi)αi| =
m∏
i=1

|(ραi)αi|,

êîåòî ïîòâúðæäàâà ðàâåíñòâîòî (6.4.3).
Àñèìïòîòè÷íàòà îöåíêà (6.4.4) ñëåäâà îò äåôèíèöèèòå çà ðåä è òèï íà

öÿëà ôóíêöèÿ. �
Ñúîòâåòíî, â äðóãèÿ ñëó÷àé èìàìå ñëåäíîòî àëòåðíàòèâíî òâúðäåíèå.

Òåîðåìà 6.4.2. [99] Àêî ïîíå åäèí îò ïàðàìåòðèòå γ1, . . . , γm å îòðè-
öàòåëíî öÿëî ÷èñëî èëè íóëà, òî ìóëòèèíäåêñíàòà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-
Ëåôëåð (6.4.1) ñå ðåäóöèðà äî êðàéíà ñóìà, êàêòî ñëåäâà:

E
(γi),m
(αi), (βi)

(z) =
M∑
k=0

(γ1)k . . . (γm)k
Γ(α1k + β1) . . .Γ(αmk + βm)

zk

(k!)m
. (6.4.7)

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà γi1, . . . , γiI ñà ñòîéíîñòèòå íà γi, êîèòî ñà öåëè
îòðèöàòåëíè ÷èñëà èëè íóëà è M = min{−γi1, . . . ,−γiI}. Òîãàâà (−M)k =
0 çà âñÿêî k > M è ñëåäîâàòåëíî, âñè÷êèòå êîåôèöèåíòè

ck =
m∏
i=1

[
(γi)k
k!

1

Γ(αik + βi)

]
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ñà ðàâíè íà íóëà, êîãàòî k > M . Òîâà äîêàçâà òúæäåñòâîòî (6.4.7). �

Äîïúëíèòåëíî, â çàâèñèìîñò îò äðóãèòå ïàðàìåòðè αi è βi, è íÿêîè îò
îñòàíàëèòå êîåôèöèåíòè ìîãàò äà ñå îêàæàò íóëà, ò.å. ñúùåñòâóâàò ÷èñëà
p è s, òàêèâà ÷å (6.4.1) ñå ñâåæäà äî ñëåäíèÿ âèä

E
(γi),m
(αi), (βi)

(z) =
(γ1)p . . . (γm)p

Γ(α1p+ β1) . . .Γ(αmp+ βm)

zp

(p!)m

+
∞∑

k=p+s

(γ1)k . . . (γm)k
Γ(α1k + β1) . . .Γ(αmk + βm)

zk

(k!)m
,

ñúîòâåòíî

E
(γi),m
(αi), (βi)

(z) =
(γ1)p . . . (γm)p

Γ(α1p+ β1) . . .Γ(αmp+ βm)

zp

(p!)m

+
M∑

k=p+s

(γ1)k . . . (γm)k
Γ(α1k + β1) . . .Γ(αmk + βm)

zk

(k!)m
.

Òîçè ïðîáëåì å ïîäðîáíî èçñëåäâàí îò àâòîðà çà ðàçëè÷íè ÷àñòíè ñëó-
÷àè íà ãîðåðàçãëåæäàíèòå ôóíêöèè. Òóêà (â Ñåêöèÿ 6.2) ñà äàäåíè ðåçóë-
òàòè, ñâúðçàíè ñ (2m-) ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð (6.1.1),
âêëþ÷èòåëíî àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè çà �ãîëåìè� ñòîéíîñòè íà èíäåêñèòå
íà òåçè ôóíêöèè, êîèòî ñà ïîëó÷åíè â [92].

6.5 Ôóíêöèè íà Ôîêñ è Ðàéò

Ïîâå÷åòî îò ñïåöèàëíèòå ôóíêöèè íà ìàòåìàòè÷åñêàòà ôèçèêà ñà ÷àñò-
íè ñëó÷àè íà îáîáùåíèòå õèïåðãåîìåòðè÷íè ôóíêöèè pFq, è ïî òîçè íà÷èí
íà ïî-îáùèòå G-ôóíêöèè íà Ìàéåð [17, Òîì 1, Ãë. 5]. Îáà÷å, ôóíêöèèòå
íà Ìèòàã-Ëåôëåð ñà ïðèìåð çà ñïåöèàëíè ôóíêöèè, êîèòî íå ìîãàò äà áú-
äàò âêëþ÷åíè â ñõåìàòà íà G-ôóíêöèèòå íà Ìàéåð, áèäåéêè îáðàçåö çà
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ïî-îáùàòà H-ôóíêöèÿ íà Ôîêñ. Èìåííî,

Eα,β(z) = H1, 1
1, 2

[
−z
∣∣∣∣ (0, 1)

(0, 1), (1− β, α)

]

=
1

2πi

∫
L′

Γ(s)Γ(1− s)

Γ(β − αs)
(−z)−sds,

(6.5.1)

ñ ïîäõîäÿù êîíòóð íà èíòåãðèðàíå L′ (ìîæå äà ñå âèäè íàïðèìåð â [41,
Àïåíäèêñ]), è ñàìî çà ðàöèîíàëíè ñòîéíîñòè íà α = p/q, (6.5.1) ñå ñâåæäà
äî G-ôóíêöèÿ. Ïî-îáùèòå pΨq ôóíêöèè íà Ðàéò ñúùî ñëóæàò çà òàêúâ
ïðèìåð.

Äåôèíèöèÿ 6.5.1. Ïîä ïîíÿòèåòî H-ôóíêöèÿ íà Ôîêñ ñå ðàçáèðà
îáîáùåíà õèïåðãåîìåòðè÷íà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà ÷ðåç èíòåãðàë îò òèïà
íà êîíòóðíèÿ èíòåãðàë íà Ìåëèí�Áàðíñ

Hm, n
p, q (σ) = Hm, n

p, q

[
σ

∣∣∣∣(a1, A1) . . . (ap, Ap)

(b1, B1) . . . (bq, Bq)

]

= Hm, n
p, q

[
σ

∣∣∣∣(ak, Ak)
p
1

(bk, Bk)
q
1

]
=

1

2πi

∫
L′

Hm, n
p, q (s)σ

sds

(6.5.2)

ñ ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèÿ îò âèäà

Hm, n
p, q (s) =

m∏
i=1

Γ(bi − sBi)
n∏
j=1

Γ(1− aj + sAj)

q∏
i=m+1

Γ(1− bi + sBi)
p∏

j=n+1

Γ(aj − sAj)

·

Êðèâàòà L′ å ïîäõîäÿùî èçáðàí êîíòóð â C, m, n, p, q ñà öåëè ÷èñëà
0 ≤ m ≤ q, 0 ≤ n ≤ p, ïàðàìåòðèòå aj, bi ∈ C, Aj, Bi > 0, j = 1, . . . , p,
i = 1, . . . , q è Aj(bi + l) ̸= Bi(aj − l′ − 1), l, l′ = 0, 1, 2, . . . . Èíôîðìàöèÿ
çà ðàçëè÷íè òèïîâå êîíòóðè è óñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíå è àíàëèòè÷íîñò íà

ôóíêöèÿòà (6.5.2) â êðúãîâå ⊂ C ñ ðàäèóñè ρ =
p∏
j=1

Aj
−Aj

q∏
i=1

Bi
Bi, ìîæå äà

áúäå íàìåðåíà â [109], [41, Àïåíäèêñ], [40], [68] è äðóãè.
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Çà A1 = · · · = Ap = 1, B1 = · · · = Bq = 1, ôóíêöèÿòà (6.5.2) ñå îáðúùà
â ïî-ïîïóëÿðíàòà G−ôóíêöèÿ íà Ìàéåð, âèæ [17, Òîì 1, Ãë. 5, 23, 14].
G- è H-ôóíêöèèòå îáõâàùàò ïî÷òè âñè÷êè åëåìåíòàðíè è ñïåöèàëíè ôóí-
êöèè è òîâà ïðàâè ïîçíàâàíåòî èì èçêëþ÷èòåëíî ïîëåçíî. Äà îòáåëåæèì,
÷å îáîáùåíèòå õèïåðãåîìåòðè÷íè pFq ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿâàò ñïåöèàëíè
ñëó÷àè íà G-ôóíêöèÿòà:

pFq(a1, . . . , ap; b1, . . . , bq; σ) =
∞∑
k=0

(a1)k . . . (ap)k
(b1)k . . . (bq)k

σk

k!

=

q∏
i=1

Γ(bi)

p∏
i=1

Γ(ai)

G1, p
p, q+1

[
−σ
∣∣∣∣ 1− a1, . . . , 1− ap
0, 1− b1, . . . , 1− bq

]
,

(6.5.3)

äîêàòî ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð (5.1.2) ñ èðàöèîíàëíè ïàðàìåòðè
α > 0 è îáîáùåíèòå õèïåðãåîìåòðè÷íè pΨq ôóíêöèè íà Ðàéò c èðàöè-
îíàëíè Aj, Bi > 0, äàâàò ïðèìåðè çà H-ôóíêöèè, êîèòî íå ìîãàò äà ñå
ðåäóöèðàò äî G-ôóíêöèè, êàòî íàïðèìåð ïðåäñòàâÿíåòî (6.5.1), è

pΨq

[
(a1, A1) . . . (ap, Ap)

(b1, B1) . . . (bq, Bq)

∣∣∣∣ σ] = ∞∑
k=0

Γ(a1 + kA1) . . .Γ(ap + kAp)

Γ(b1 + kB1) . . .Γ(bq + kBq)

σk

k!

= H1, p
p, q+1

[
−σ
∣∣∣∣ (1− a1, A1), . . . , (1− ap, Ap)

(0, 1), (1− b1, B1), . . . , (1− bq, Bq)

]
.

(6.5.4)

Îáà÷å çà A1 = · · · = Ap = 1, B1 = · · · = Bq = 1, êàêòî ñå âèæäà è îò
(6.5.3), å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

pΨq

[
(a1, 1) . . . (ap, 1)

(b1, 1) . . . (bq, 1)

∣∣∣∣σ] =
p∏
i=1

Γ(ai)

q∏
i=1

Γ(bi)
pFq(a1, . . . , ap; b1, . . . , bq;σ)

= G1, p
p, q+1

[
−σ
∣∣∣∣ 1− a1, . . . , 1− ap
0, 1− b1, . . . , 1− bq

]
.

(6.5.5)
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6.6 3m-ïàðàìåòðè÷íèòå ìóëòèèíäåêñíè ôóí-
êöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð êàòî ôóíêöèè íà
Ôîêñ è Ðàéò

Ïî-íàòàòúê, íåêà äà îïðåäåëèì ìÿñòîòî íà âúâåäåíèòå ôóíêöèè (6.4.1)
ñðåä ïîçíàòèòå ñïåöèàëíè ôóíêöèè, ïî-ñïåöèàëíî â êëàñîâåòå íà îáîáùå-
íèòå õèïåðãåîìåòðè÷íè ôóíêöèè íà Ðàéò è H-ôóíêöèèòå íà Ôîêñ (ïîâå÷å
çà òåõíèòå äåôèíèöèè è ñâîéñòâà ìîæå äà ñå íàìåðè íàïðèìåð â [109], [41,
Àïåíäèêñ]).

Çà òàçè öåë, âçåìàéêè

γi ∈ C, Re(γi) > 0; i = 1, . . . ,m,

ïúðâî îïðåäåëÿìå äâå ÷èñëîâè ìíîæåñòâà, êàêòî å äàäåíî ïî-äîëó:

Sl = {s : s = −k (k ∈ N0)},

Sr = {s : s = l + γi, (l ∈ N0)},
çà êîèòî âåäíàãà ìîæå äà áúäå çàïèñàíà ñëåäíàòà çàáåëåæêà.

Çàáåëåæêà 6.6.1. Ñå÷åíèåòî íà ìíîæåñòâàòà Sl è Sr å ïðàçíî ìíî-
æåñòâî, ò.e. Sl ∩ Sr = ∅. Îñâåí òîâà, àêî

γ̃ = min
i=1÷m

Re(γi), (6.6.1)

òî ìíîæåñòâîòî Sl ëåæè îò ëÿâàòà ñòðàíà íà èâèöàòà

S = {s : s ∈ C, 0 < γ ′ ≤ Re(s) ≤ γ′′ < γ̃}, (6.6.2)

äîêàòî ìíîæåñòâîòî Sr ëåæè îò äÿñíàòà �è ñòðàíà.

Òóêà íèå äîêàçâàìå ñëåäíèòå íîâè ïðåäñòàâÿíèÿ.

Òåîðåìà 6.6.1. [99] Íåêà αi > 0, βi, γi ∈ C, Re(γi) > 0 çà i = 1, . . . , m.
Òîãàâà ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð (6.4.1) ñå èçðàçÿâàò
÷ðåç îáîáùåíèòå õèïåðãåîìåòðè÷íè ôóíêöèè íà Ðàéò, à ñúùî òàêà è ÷ðåç
H-ôóíêöèèòå íà Ôîêñ, êàêòî ñëåäâà:

E
(γi),m
(αi), (βi)

(z) = A mΨ2m−1

[
(γ1, 1), . . . , (γm, 1)

(β1, α1), . . . , (βm, αm), (1, 1), . . . , (1, 1)

∣∣∣∣ z]
= A H1, m

m, 2m

[
−z
∣∣∣∣(1− γ1, 1), . . . , (1− γm, 1)

[(0, 1), (1− βi, αi)]m1

]
,

(6.6.3)
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êúäåòî ñ A å îçíà÷åí ñëåäíèÿò èçðàç A =

[
m∏
i=1

Γ(γi)

]−1

.

Òå èìàò ñëåäíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ ÷ðåç èíòåãðàë îò òèïà íà êîíòóð-
íèÿ èíòåãðàë íà Ìåëèí�Áàðíñ, ðàçøèðÿâàùè èíòåãðàëíàòà ôîðìóëà (6.5.1):

E
(γi),m
(αi), (βi)

(z) =
A

2πi

∫
L′

H1, m
m, 2m(s)(−z)sds =

A

2πi

∫
L

H1, m
m, 2m(−s)(−z)−sds,

(6.6.4)
çà | arg(−z)| < π, êúäåòî H1, m

m, 2m(s) å ôóíêöèÿòà

H1, m
m, 2m(s) =

Γ(−s)
m∏
i=1

Γ(γi + s)

[Γ(1 + s)]m−1
m∏
i=1

Γ(βi + sαi)
, (6.6.5)

è L å ïðîèçâîëåí êîíòóð â C ðàçïîëîæåí îò −i∞ äî +i∞ ïî òàêúâ íà÷èí,
÷å ïîëþñèòå s = −k (k ∈ N0) íà Γ(s) äà ëåæàò îòëÿâî íà L, à ïîëþñèòå
s = l + γi (l ∈ N0) íà Γ(γi − s) (i = 1, . . . ,m) � îò äÿñíàòà ìó ñòðàíà.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâî çàïî÷âàìå ñ äîêàçâàíåòî íà (6.6.4). Ñúãëàñíî
Çàáåëåæêà 6.6.1, íèòî åäèí îò ïîëþñèòå íà ôóíêöèèòå Γ(s) è Γ(γi − s) íå
ëåæè â èâèöàòà S, äàäåíà ñ (6.6.2). Îñâåí òîâà, ïîëþñèòå s = −k (k ∈ N0)
íà Γ(s) ëåæàò îò ëÿâàòà ñòðàíà íà òàçè èâèöà, à ïîëþñèòå s = l+γi (l ∈ N0)
íà Γ(γi − s) (i = 1, . . . ,m) � îò äÿñíàòà �è ñòðàíà.

Íåêà äà ðàçãëåäàìå äÿñíàòà ñòðàíà íà (6.6.4) è äà îçíà÷èì çà óäîáñòâî

I(z) =
A

2πi

∫
L

H1, m
m, 2m(−s)(−z)−sds. (6.6.6)

Ïðåñìÿòàéêè ðåçèäóóìèòå íà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ â (6.6.6) â ïðîñ-
òèòå ïîëþñè sk = −k, k = 0, 1, 2, . . . , è âçåìàéêè ïîä âíèìàíèå àñèìïòî-
òè÷íàòà ôîðìóëà (äàäåíà íàïðèìåð â [17], Òîì 1, 1.1.(8))

Γ(s) =
(−1)k

k!(s+ k)
[1 +O(s+ k)] (s→ −k; k = 0, 1, 2, . . . ),
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íèå ïîëó÷àâàìå

I(z) = A
∞∑
k=0

Ress=−k

{
H1, m
m, 2m(−s)(−z)−s

}

= A
∞∑
k=0

Ress=−k


Γ(s)

m∏
i=1

Γ(γi − s)

[Γ(1− s)]m−1
m∏
i=1

Γ(βi − sαi)
(−z)−s


= A

∞∑
k=0


(−1)k

m∏
i=1

Γ(γi + k)

k![Γ(1 + k)]m−1
m∏
i=1

Γ(βi + kαi)
(−z)k


= A

∞∑
k=0

m∏
i=1

Γ(γi + k)

m∏
i=1

Γ(βi + kαi)

zk

(k!)m
= E

(γi),m
(αi), (βi)

(z),

(6.6.7)

êîåòî äîêàçâà (6.6.4).

Ïî-íàòàòúê, êàòî çàïèøåì (6.4.1) âúâ âèäà

E
(γi),m
(αi), (βi)

(z) = A
∞∑
k=0

Γ(k + γ1) . . .Γ(k + γm)

Γ(α1k + β1) . . .Γ(αmk + βm)(Γ(k + 1))m−1

zk

k!

è ñðàâíèì ñ (6.5.4), íèå ïîëó÷àâàìå (6.6.3), ñ êîåòî çàâúðøâà äîêàçàòåëñò-
âîòî íà òåîðåìàòà. �

Ïðåäñòàâÿíåòî (6.6.3) íà ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð
êàòîH-ôóíêöèè íà Ôîêñ ïîçâîëÿâà äà áúäå îïèñàíî òÿõíîòî àñèìïòîòè÷íî
ïîâåäåíèå êîãàòî z → 0, à ñúùî òàêà è êîãàòî z → ∞. Â ñëó÷àÿ íà ôóí-
êöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð (5.1.2) (çà ñòîéíîñò íà m = 1), Äæðáàøÿí [16]
óñòàíîâÿâà âàëèäíîñòòà íà ðàçëè÷íè àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè çà |z| → ∞,
â ðàçëè÷íè ÷àñòè îò êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà è ïðè ðàçëè÷íè óñëîâèÿ, íàëî-
æåíè íà α è β. Íàïðèìåð, àêî 1/α = ρ > 1/2 è âúòðå â úãëîâè îáëàñòè,
(5.1.2) å ≈ ρzρ(1−µ) exp(zρ). Â ñëó÷àÿm > 1 àñèìïòîòè÷íà îöåíêà å äàäåíà ñ
(6.4.4), à â ïî-äåòàéëèçèðàíè ñèòóàöèè, àñèìïòîòèêàòà íà ìóëòèèíäåêñíèòå
ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð ìîæå äà áúäå íàìåðåíà îò òÿõíàòà èíòåðïðå-
òàöèÿ êàòî pΨq-ôóíêöèè.
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Òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ìåëèí îò ôóíêöèÿòà f(t) íà ðåàëíàòà ïðîìåíëèâà
t ∈ R+ = (0,∞) å äåôèíèðàíà ÷ðåç

(Mf)(s) = M[f(t)](s) = F (s) =

∞∫
0

f(t)ts−1dt (s ∈ S ⊂ C), (6.6.8)

êúäåòî S å ïîäõîäÿùà âåðòèêàëíà èâèöà (ïîäðîáíîñòè ìîãàò äà ñå âèäÿò â
êíèãàòà íà Òè÷ìàðø [123]), à îáðàòíàòà òðàíñôîðìàöèÿ íà Ìåëèí å äàäåíà
çà t ∈ R+ ÷ðåç ôîðìóëàòà (γ = Re(s)):

(M−1F )(t) = M−1[F (s)](t) =
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

F (s)t−sds, 0 < t <∞. (6.6.9)

Ñëåäñòâèå 6.6.1. [99] Íåêà αi > 0, βi, γi ∈ C è Re(γi) > 0 çà i =
1, . . . ,m. Òîãàâà òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ìåëèí îò 3m-èíäåêñíàòà ôóíêöèÿ
íà Ìèòàã-Ëåôëåð ñå èçðàçÿâà êàêòî ñëåäâà:

M[E
(γi),m
(αi), (βi)

(−t)](s) = A H1, m
m, 2m(−s) (6.6.10)

ñ t > 0, 0 < Re(s) < γ̃, γ̃ è H1, m
m, 2m ñà êàòî îïðåäåëåíèòå â (6.6.1), ðåñïåê-

òèâíî (6.6.5), à êîåôèöèåíòúò A =

[
m∏
i=1

Γ(γi)

]−1

.

Äîêàçàòåëñòâî. Â ÷àñòíîñò, àêî L å ïðàâàòà ëèíèÿ Re(s) = γ, 0 <
γ < γ̃ è êàòî âçåìåì −z = t ∈ (0,∞), òî çàâèñèìîñòòà (6.6.4) äîâåæäà äî

E
(γi),m
(αi), (βi)

(−t) = A

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

H1, m
m, 2m(−s)(t)−sds, (6.6.11)

çà 0 < t < ∞. Çàâèñèìîñòòà (6.6.11), ïîëó÷åíà ïî-ãîðå, îçíà÷àâà, ÷å ôóí-
êöèÿòà E(γi),m

(αi), (βi)
(−t) å ðåçóëòàò îò îáðàòíàòà òðàíñôîðìàöèÿ íà Ìåëèí îò

ôóíêöèÿòà A H1, m
m, 2m(−s). Ñëåäîâàòåëíî ïðàâàòà òðàíñôîðìàöèÿ íà Ìåëèí

îò òàçè ôóíêöèÿ ñå äàâà ñ (6.6.10), êîåòî òðÿáâàøå äà ñå äîêàæå. �
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6.7 Ñïåöèàëíè ñëó÷àè íà ìóëòèèíäåêñíèòå
ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð

Íåêà äà ñïîìåíåì íÿêîè èíòåðåñíè ñïåöèàëíè ñëó÷àè íà ìóëòèèíäåêñ-
íèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð, ñúîòâåòíî ñ 2m è 3m èíäåêñà.

Ñëó÷àé 1. Àêî m = 1, òî ôîðìóëàòà (6.4.1) äàâà òðèïàðàìåòðè÷íàòà
ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-Ëåôëåð, ïîçíàòà îùå êàòî ôóíêöèÿòà íà Ïðàáõàêàð
(5.3.1):

Eγ
α, β(z) = E

(γ), 1
(α), (β)(z) =

1

Γ(γ)
1Ψ1

[
(γ, 1)

(β, α)

∣∣∣∣ z] .
Àêî äîïúëíèòåëíî γ = 1, ñå ïîëó÷àâà êëàñè÷åñêàòà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-

Ëåôëåð è íåéíèòå ñïåöèàëíè ñëó÷àè:

Eα, β(z) = E
(1), 1
(α), (β)(z) = 1Ψ1

[
(1, 1)

(β, α)

∣∣∣∣ z] ,
Eα(z) = E

(1), 1
(α), (1)(z) = 1Ψ1

[
(1, 1)

(1, α)

∣∣∣∣ z] ,
E1(z) = exp(z) = E

(1), 1
(1), (1)(z) = 1Ψ1

[
(1, 1)

(1, 1)

∣∣∣∣ z] .
Ñëó÷àé 2. Àêî γ1 = · · · = γm = 1, äåôèíèöèÿòà (6.4.1) äàâà ìóëòèèí-

äåêñíèòå (2m-ïàðàìåòðè÷íè) ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð (6.1.1), âúâåäåíè
îò ßêóáîâè÷ è Ëó÷êî [132], [59] è èçó÷àâàíè â ðåäèöà ñòàòèè íà Êèðÿêîâà.
Ïî-òî÷íî, ïîñòàâÿéêè 1/ρi â (6.4.1) âìåñòî αi, ïîëó÷àâàìå :

E( 1
ρi

)
,(βi)

(z) = E
(1),m(

1
ρi

)
, (βi)

(z) = E
(1,...,1),m(

1
ρi

)
, (βi)

(z)

= mΨ2m−1

[
(1, 1), . . . , (1, 1)

(βi, αi)m1 , (1, 1), . . . , (1, 1)

∣∣∣∣ z] = 1Ψm

[
(1, 1)

(βi, αi)m1

∣∣∣∣ z] .
(6.7.1)

Òîãàâà, åñòåñòâåíî, ôîðìóëèòå, (6.4.2) è (6.4.3) ñå ñâåæäàò äî (6.1.2), ïîëó-
÷åíà îò Êèðÿêîâà â [44].

Êàêòî å äîáðå èçâåñòíî, ïîñëåäíàòà ôóíêöèÿ å òÿñíî ñâúðçàíà ñ õèïåð-
Áåñåëîâàòà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà ñ ôîðìóëèòå (4.1.4)�(4.1.6). Ïî-òî÷íî,
êàòî îò÷åòåì ôîðìóëàòà
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j (m)
ν1,...,νm

(z) = 0Fm

(
(νk + 1)|m1 ;−

(
z

m+ 1

)m+1
)
,

äîñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å å â ñèëà çàâèñèìîñòòà (äåòàéëèòå ñà â [41, Àïåíäèêñ
(D. 3) è Ãë. 3]):

J (m−1)
ν1,...,νm−1

(z) =

(
z
m

)ν1+···+νm−1

m−1∏
i=1

Γ(νi + 1)
0Fm

(
(νk + 1)|m−1

1 ; −
( z
m

)m)

=
( z
m

)m−1∑
i=1

νi
Em

(1,...,1), (ν1+1,...,νm−1+1, 1)(−(z/m)m)

=
( z
m

)m−1∑
i=1

νi
E

(1,...,1),m
(1,...,1), (ν1+1,...,νm−1+1, 1)(−(z/m)m).

(6.7.2)

Ñëó÷àé 3. Íåêà îòíîâî γ1 = · · · = γm = 1. Òîãàâà ñïåöèàëåí ñëó÷àé
ñà (çà m = 2) îáîáùåíèòå ôóíêöèè íà Ðàéò ñ 2 × 2 èíäåêñà (çà òåõíèòå
ïðèëîæåíèÿ êàòî ñêàëàðíî-èíâàðèàíòíè ðåøåíèÿ íà ÷àñòíè äèôåðåíöèàë-
íè óðàâíåíèÿ îò äðîáåí ðåä ìîæå äà ñå âèäè íàïðèìåð â Ëó÷êî è Ãîðåíôëî
[60]) è Äæðáàøÿíîâàòà ôóíêöèÿ îò Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï îò [15], îçíà÷åíà
êàòî E(1/ρ1,1/ρ2),(µ1,µ2), ò.e.

E(1/ρ1,1/ρ2),(µ1,µ2)(z) = E
(1,1), 2
(1/ρ1,1/ρ2),(µ1,µ2)

(z) = 1Ψ2

[
(1, 1)

(µi, 1/ρi)21

∣∣∣∣ z] . (6.7.3)

Ïî-íàòàòúê, çà m ≥ 2 ôóíêöèÿòà (6.7.1), à ñúùî òàêà è (6.4.1), å îáîá-
ùåíàòà ôóíêöèÿ íà Ëîìåë�Ðàéò ñ 4 èíäåêñà (µ > 0, q ∈ N, ν, λ ∈ C):

J µ, q
ν, λ (z) = (z/2)ν+2λE

(1,1,...,1), q+1
(µ,1,...,1), (ν+λ+1, λ+1,..., λ+1) (−(z/2)2)

= (z/2)ν+2λ
1Ψq+1

[
(1, 1)

(λ+ 1, 1)q1, (λ+ ν + 1, µ)

∣∣∣∣− (z/2)2
]
.

(6.7.4)

Òîâà å ïðèìåð çà ìóëòèèíäåêñíà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-Ëåôëåð ñ ïðîèçâîëíî
m = q + 1. Íÿêîè ÷àñòíè ñëó÷àè íà (6.7.4) ñà èçáðîåíè ïî-äîëó.

Î÷åâèäíî, çà q = 1, ñïåöèàëíàòà ôóíêöèÿ (6.7.4) ñå îáðúùà â 3-èíäåêñíîòî
îáîáùåíèå (4.1.2) íà Áåñåëîâàòà ôóíêöèÿ Jν(z):
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Jµν, λ(z) = (z/2)ν+2λE
(1,1), 2
(µ,1), (ν+λ+1, λ+1) (−(z/2)2)

= (z/2)ν+2λ
1Ψ2

[
(1, 1)

(λ+ 1, 1), (λ+ ν + 1, µ)

∣∣∣∣− (z/2)2
]
.

(6.7.5)

Çà ÷àñòíè èçáîðè íà äðóãèòå ïàðàìåòðè λ è µ ñå ïîëó÷àâàò ðåçóëòàòè çà
ïî-ñïåöèàëíè ñëó÷àè, êàêòî ñëåäâà.

Íåêà λ = 0, òîãàâà ñïåöèàëíàòà ôóíêöèÿ (6.7.4) äàâà îáîáùåíèåòî íà
ôóíêöèÿòà Cν(z) = z−ν/2Jν(2

√
z) íà Áåñåë�Êëèôîðä, âúâåäåíî îò Å. Ì.

Ðàéò ñ (4.1.1):

Jµν (z) = E
(1,1), 2
(µ,1),(ν+1,1)(−z) = 0Ψ1

[
−−

(ν + 1, µ)

∣∣∣∣− z

]
. (6.7.6)

Àêî äîïúëíèòåëíî µ = 1, òî îò (6.7.6) ñòèãàìå äî êëàñè÷åñêàòà ôóíêöèÿ
íà Áåñåë:

Jν(z) = J (1)
ν (z) = (z/2)ν E

(1,1), 2
(1,1), (ν+1, 1)(−(z/2)2)

= (z/2)ν 0Ψ1

[
−−

(ν + 1, 1)

∣∣∣∣− (z/2)2
]
.

(6.7.7)



Ãëàâà 7

Äðîáíî ñìÿòàíå â êëàñà íà
ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè

7.1 Èíòåãðàëè è ïðîèçâîäíè íà Ðèìàí-Ëèóâèë
îò äðîáåí ðåä

Ïîíÿòèåòî �äðîáíî ñìÿòàíå� (ÄÑ) èëè �äðîáåí àíàëèç� ñå èçïîëçâà êà-
òî ðàçøèðåíèå íà �ñìÿòàíå� (�àíàëèç�), êîãàòî ðåäúò íà äèôåðåíöèðàíå è
èíòåãðèðàíå ìîæå äà áúäå ïðîèçâîëíî ÷èñëî (äðîáíî, èðàöèîíàëíî, êîì-
ïëåêñíî), ò. å. íå çàäúëæèòåëíî öÿëî. Ïîäðîáíîñòè çà íåãîâàòà òåîðèÿ è
ïðèëîæåíèå ìîãàò äà ñå íàìåðÿò íàïðèìåð â åíöèêëîïåäèÿòà íà ÄÑ [116]
è ñúùî â íåîòäàâíà ïóáëèêóâàíèòå [127, 106], a ñòðàòåãèÿòà è èäåîëîãèÿòà
çà ïî-íàòàòúøíîòî ðàçâèòèå ìîæå äà ñå âèäÿò â [62, 63].

Íàé-ïîïóëÿðíàòà äåôèíèöèÿ çà èíòåãðèðàíå îò ðåä

λ ∈ C (Re(λ) > 0),

å çà äðîáíèÿ èíòåãðàë íà Ðèìàí�Ëèóâèë

Rλf(z) =
1

Γ(λ)

z∫
0

(z − t)λ−1f(t)dt =
zλ

Γ(λ)

1∫
0

(1− τ)λ−1f(zτ)dτ . (7.1.1)

Òîãàâà äðîáíàòà ïðîèçâîäíà íà Ðèìàí�Ëèóâèë îò ðåä

λ ∈ C (Re(λ) > 0),

119
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ñå äåôèíèðà êàòî êîìïîçèöèÿ íà ïðîèçâîäíà îò öÿë ðåä è èíòåãðàë îò
äðîáåí ðåä îò âèäà (7.1.1), èìåííî:

Dλf(z) := DnRn−λf(z), (7.1.2)

êúäåòî

n := [Re(λ)] + 1 > Re(λ), [Re(λ)] = öÿëàòà ÷àñò íà Re(λ).

Â òàçè ñåêöèÿ íèå ïðåñìÿòàìå äðîáíèòå èíòåãðàëè (7.1.1) è ïðîèçâîäíè
(7.1.2) íà Ðèìàí�Ëèóâèë îò ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð
(6.4.1). Çà òàçè öåë íèå ñå íóæäàåì íàé-íàïðåä îò ïðîèçâîäíèòå îò öÿë ðåä.
Äèôåðåíöèðàíåòî íà ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð (6.4.1)
å äàäåíî ñúñ ñëåäíîòî åëåìåíòàðíî òâúðäåíèå.

Òåîðåìà 7.1.1. [90, 99] Íåêà αi, βi, γi, ω ∈ C, Re(αi) > 0, Re(βi0) >
0, i = 1, . . . ,m, 1 ≤ i0 ≤ m, i0 ∈ N, òîãàâà çà âñÿêî n ∈ N å èçïúëíåíî
ñëåäíîòî òúæäåñòâî:

Dn[zβi0−1E
(γi),m
(αi), (βi)

(ωzαi0)] =

(
d

dz

)n
[zβi0−1E

(γi),m
(αi), (βi)

(ωzαi0)]

= zβi0−n−1E
(γi),m

(αi), (β̃i)
(ωzαi0), | arg z| < π,

(7.1.3)

ñúñ ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå ñúîòâåòíî

β̃i0 = βi0 − n è β̃i = βi, àêî i ̸= i0.

Äîêàçàòåëñòâî. Èçïîëçâàéêè (6.4.1) è èçâúðøâàéêè ïî÷ëåííî äèôå-
ðåíöèðàíå ïîä çíàêà çà ñóìèðàíå (êîåòî å âúçìîæíî ïîðàäè ðàâíîìåðíàòà
ñõîäèìîñò íà ðåäà (6.4.1) â êîìïàêòíèòå ïîäìíîæåñòâà íà êîìïëåêñíàòà
ðàâíèíà C è äèôåðåíöèðóåìîñòòà íà ñòåïåííàòà ôóíêöèÿ çà | arg z| < π),
èìàìå (

d

dz

)n
[zβi0−1E

(γi),m
(αi), (βi)

(ωzαi0)]

=
∞∑
k=0

(γ1)k . . . (γm)k
Γ(α1k + β1) . . .Γ(αmk + βm)

ωk
(
d
dz

)n
[zαi0

k+βi0−1]

(k!)m
,
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îòêúäåòî, êàòî ñå âçåìå ïîä âíèìàíèå ðåëàöèÿòà(
d

dz

)n
[zαi0

k+βi0−1] =
Γ(αi0k + βi0)

Γ(αi0k + βi0 − n)
zαi0

k+βi0−n−1,

âåðíîñòòà íà òúæäåñòâîòî (7.1.3) íåçàáàâíî ñëåäâà. �
Çàáåëåæêà 7.1.1. Äîïúëíèòåëíî, àêî αi0, βi0 ∈ N, òî (7.1.3) å êîðåê-

òíî íå ñàìî çà | arg z| < π íî è çà âñè÷êè êîìïëåêñíè ñòîéíîñòè íà z,
åâåíòóàëíî ñ èçêëþ÷åíèå íà íóëàòà. Âñè÷êî òîâà ñå îòíàñÿ è çà îñòà-
íàëèòå ðåçóëòàòè â òàçè ãëàâà.

Çàáåëåæêà 7.1.2. Â ÷àñòíîñò, êàòî ðåçóëòàò îò (7.1.3), íèå ïîëó-
÷àâàìå ñëåäíèòå òúæäåñòâà, ñâúðçàíè ñ 3-ïàðàìåòðè÷íèòå è ìóëòèèí-
äåêñíèòå (ñ 2m ïàðàìåòúðà) ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð:

Dn[zβ−1Eγ
α, β(ωz

α)] = zβ−n−1Eγ
α, β−n(ωz

α),

Dn[zβi0−1Em
(αi), (βi)

(ωzαi0)] = zβi0−n−1Em
(αi), (β̃i)

(ωzαi0),

ñúñ ñòîéíîñòè β̃i0 = βi0 − n è β̃i = βi, àêî i ̸= i0. Òåçè ðåçóëòàòè
ñëåäâàò, êàòî ñå âçåìàò ïðåäâèä (5.3.1) è (6.1.1), çà m = 1, ñúîòâåòíî
γ1 = · · · = γm = 1. Ñïîìåíàòèòå ðåëàöèè ñà äîáðå ïîçíàòè è ìîãàò äà ñå
íàìåðÿò íàïðèìåð â [39] è [44].

Ñëåäñòâèå 7.1.1. [99] Íåêà αi, βi, γi, ω ∈ C, Re(αi) > 0, Re(βi0) >
0, i = 1, . . . ,m, 1 ≤ i0 ≤ m, i0 ∈ N, òîãàâà

z∫
0

tβi0−1E
(γi),m
(αi), (βi)

(ωtαi0)dt = zβi0E
(γi),m

(αi), (β̃i)
(ωzαi0), | arg z| < π, (7.1.4)

ñ β̃i = βi, àêî i ̸= i0, è β̃i0 = βi0 + 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Âçåìàéêè n = 1 è βi0 âìåñòî βi0 − 1, çàâèñèìîñòòà
(7.1.3) âîäè äî ðàâåíñòâîòî

D[zβi0E
(γi),m

(αi), (β̃i)
(ωzαi0)] = zβi0−1E

(γi),m
(αi), (βi)

(ωzαi0).

Ïîñëåäíàòà ôîðìóëà ïîêàçâà, ÷å ôóíêöèÿòà zβi0E(γi),m

(αi), (β̃i)
(ωzαi0) å ïðèìè-

òèâíà ôóíêöèÿ íà zβi0−1E
(γi),m
(αi), (βi)

(ωzαi0), êîåòî ïîòâúðæäàâà âåðíîñòòà íà
(7.1.4). �
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Òåîðåìà 7.1.2. [90, 99] Íåêà αi, βi, γi, ω, λ, z ∈ C, è Re(αi), Re(βi0),
Re(λ) > 0, çà i = 1, . . . ,m, 1 ≤ i0 ≤ m, i0 ∈ N. Òîãàâà å â ñèëà ñëåäíîòî
òúæäåñòâî:

Rλ[zβi0−1E
(γi),m
(αi), (βi)

(ωzαi0)] = zβi0+λ−1E
(γi),m

(αi), (β̃i)
(ωzαi0) (| arg z| < π), (7.1.5)

ñ β̃i0 = βi0 + λ è β̃i = βi, àêî i ̸= i0.

Äîêàçàòåëñòâî. Îçíà÷àâàéêè f(t) = tβi0−1E
(γi),m
(αi), (βi)

(ωtαi0) íèå ïîëó÷à-
âàìå

f(zτ) = zβi0−1τβi0−1E
(γi),m
(αi), (βi)

(ωzαi0ταi0)

= zβi0−1
∞∑
k=0

(γ1)k . . . (γm)k
Γ(α1k + β1) . . .Γ(αmk + βm)

(ωzαi0)k

(k!)m
ταi0

k+βi0−1.

Ñåãà, èçïîëçâàéêè âòîðàòà ÷àñò îò ôîðìóëàòà (7.1.1), âçåìàéêè ïðåäâèä
çàâèñèìîñòòà

1∫
0

(1− τ)λ−1ταi0
k+βi0−1dτ = B(λ, αi0k + βi0) =

Γ(λ)Γ(αi0k + βi0)

Γ(αi0k + βi0 + λ)
,

è îò÷èòàéêè, ÷å ñìÿíàòà íà ðåäà íà èíòåãðèðàíå è ñóìèðàíå å âúçìîæ-
íà ïîðàäè ðàâíîìåðíàòà ñõîäèìîñò íà èíòåãðèðàíèÿ ðåä â êîìïàêòíèòå
ïîäìíîæåñòâà íà êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà C è äèôåðåíöèðóåìîñòòà è èíòåã-
ðóåìîñòòà íà ñòåïåííàòà ôóíêöèÿ çà | arg z| < π), íèå çàâúðøâàìå äîêàçà-
òåëñòâîòî íà òåîðåìàòà. �

Òåîðåìà 7.1.3. [90, 99] Íåêà αi, βi, γi, ω, λ, z ∈ C, Re(αi), Re(βi0),
Re(λ) > 0, çà i = 1, . . . ,m, 1 ≤ i0 ≤ m, i0 ∈ N, òîãàâà å â ñèëà ñëåäíîòî
òúæäåñòâî

Dλ[zβi0−1E
(γi),m
(αi), (βi)

(ωzαi0)] = zβi0−λ−1E
(γi),m

(αi), (β̃i)
(ωzαi0) (| arg z| < π), (7.1.6)

ñ β̃i = βi, àêî i ̸= i0, è β̃i0 = βi0 − λ.

Äîêàçàòåëñòâî. Èçïîëçâàéêè (7.1.2) è (7.1.3), íèå ïðèëàãàìå ïîñëå-
äîâàòåëíî Rn−λ è ñëåä òîâà Dn, âñëåäñòèå íà êîåòî ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå
ðåçóëòàòè:
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Rn−λ[zβi0−1E
(γi),m
(αi), (βi)

(ωzαi0)] = zβi0+n−λ−1E
(γi),m
(αi), (β′

i)
(ωzαi0),

Dn[zβi0+n−λ−1E
(γi),m
(αi), (β′

i)
(ωzαi0)] = zβi0−λ−1E

(γi),m

(αi), (β̃i)
(ωzαi0),

ñ ïàðàìåòðè
β̃i = β′

i = βi, àêî i ̸= i0,

è ñúîòâåòíî
β′
i0 = βi0 + n− λ, β̃i0 = β′

i0
− n = βi0 − λ,

êîåòî ïîòâúðæäàâà êîðåêòíîñòòà íà çàâèñèìîñòòà (7.1.6). �

7.2 Èíòåãðàëè è ïðîèçâîäíè íà Åðäåé�Êîáåð
îò äðîáåí ðåä

Íàðåä ñ êëàñè÷åñêèòå äåôèíèöèè íà Ðèìàí�Ëèóâèë çà îïåðàòîðè îò
äðîáåí ðåä, â ëèòåðàòóðàòà ñå èçïîëçâàò ìíîãî äðóãè ìîäèôèêàöèè è òåõ-
íè îáîáùåíèÿ. Èçãëåæäà, ÷å íàé-ïîëåçíèòå îïåðàòîðè íà êëàñè÷åñêîòî ÄÑ
ñà òåçè íà Åðäåé�Êîáåð (çà ïîäðîáíîñòè ìîæå äà ñå âèäè íàïðèìåð â Êèðÿ-
êîâà [41]). Èçêëþ÷èòåëåí èíòåðåñ â òîâà îòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿâà è íàñêîðî
ïóáëèêóâàíàòà ñòàòèÿ [50].

Äðîáíèÿò èíòåãðàëåí îïåðàòîð íà Åðäåé�Êîáåð å äåôèíèðàí ïî ñëåä-
íèÿ íà÷èí:

Iβ,λµ f(z) =
[
z−(β+λ)Rλzβf(z1/µ)

]
z→zµ

=
z−µ(β+λ)

Γ(λ)

z∫
0

(zµ − tµ)λ−1tβµf(t)d(tµ)

=
1

Γ(λ)

1∫
0

(1− τ)λ−1τβf(zτ 1/µ)dτ,

(7.2.1)

à ñúîòâåòíèÿò äèôåðåíöèàëåí îïåðàòîð íà Åðäåé�Êîáåð ìîæå äà áúäå çà-
ïèñàí ñèìâîëè÷íî êàêòî ñëåäâà:

Dβ,λ
µ f(z) =

[
z−βDλzβ+λf(z1/µ)

]
z→zµ

, (7.2.2)
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êúäåòî λ, µ > 0 è β ñà ðåàëíè ïàðàìåòðè (Dβ,0
µ f(z) = Iβ,0µ f(z) = f(z) ïî

ïîäðàçáèðàíå) è Dβ,λ
µ Iβ,λµ = Id. Ñëó÷àèòå µ = 2 ñà âúâåäåíè îò Ñíåäîí,

äîêàòî òåçè, ïúðâîíà÷àëíî ðàçãëåæäàíè îò Êîáåð è Åðäåé èìàò µ = 1.
Îïåðàòîðèòå íà Åðäåé�Êîáåð (7.2.1) è (7.2.2) èìàò ìíîãîáðîéíè ïðèëîæå-
íèÿ, ïîä÷åðòàíè îùå îò Ñíåäîí, è ñà øèðîêî èçïîëçâàíè â ÄÑ è äèôå-
ðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ îò äðîáåí ðåä, çà äà ìîäåëèðàò ðàçëè÷íè âèäîâå
îò ôèçè÷íè, èêîíîìè÷åñêè, è äðóãè ïðîöåñè. Òàêà íàïðèìåð Ïàãíèíè [88],
ðàçãëåæäà òàêà íàðå÷åíàòà äðîáíà äèôóçèÿ íà Åðäåé�Êîáåð è ôàìèëèÿ
îò äèôóçèîííè ïðîöåñè, óïðàâëÿâàíè îò ggBm (îáîáùåíî ñèâî Áðàóíîâî
äâèæåíèå).

Ïî ñúùåñòâî â òàçè ñåêöèÿ å èçïîëçâàí îïåðàòîðúò (7.2.1), êàòî ïúðâî
ñà ïðåñìåòíàòè äðîáíèòå èíòåãðàëè íà Åðäåé�Êîáåð îò ôóíêöèèòå (5.3.1),
à ñëåä òîâà è íà è (6.4.1).

Òåîðåìà 7.2.1. [93, 99] Íåêà i = 1, 2, . . . ,m, i0 å ôèêñèðàíî åñòåñòâåíî
÷èñëî, 1 ≤ i0 ≤ m, z, ω ∈ C, | arg z| < π, ω ̸= 0, è α, β, αi, βi0, λ > 0.
Òîãàâà

Iβ−1,λ
1/α Eγ

α,β(ωz) = Eγ
α, β+λ(ωz), (7.2.3)

I
βi0−1,λ

1/αi0
E

(γi),m
(αi),(βi)

(ωz) = E
(γi),m

(αi),(β̃i)
(ωz) (7.2.4)

ñúñ ñòîéíîñòè
β̃i0 = βi0 + λ; β̃i = βi, i ̸= i0.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà äà äîêàæåì (7.2.3), ïúðâî âúâåæäàìå îçíà÷åíèå-
òî f(z) = Eγ

α,β(ωz), è èíòåãðèðàìå ïî÷ëåííî ñ èíòåãðàëà (7.2.1), êîåòî å
äîïóñòèìî àíàëîãè÷íî íà ïðåäõîäíàòà Ñåêöèÿ 7.1, ïðè êîåòî ñå ïîëó÷àâà
ñëåäíèÿò ðåçóëòàò

Iβ−1,λ
1/α f(z) =

1

Γ(λ)

1∫
0

(1− τ)λ−1τβ−1f(zτα)dτ

=
1

Γ(λ)

1∫
0

(1− τ)λ−1τβ−1
∞∑
k=0

(γ)k
Γ(αk + β)

(ωz)kταk

k!
dτ

=
1

Γ(λ)

∞∑
k=0

(γ)k
Γ(αk + β)

(ωz)k

k!

1∫
0

(1− τ)λ−1ταk+β−1dτ
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=
∞∑
k=0

(γ)k
Γ(αk + β + λ)

(ωz)k

k!
= Eγ

α, β+λ(ωz),

êîåòî äîêàçâà (7.2.3). Àíàëîãè÷íî, âçåìàéêè f(z) = E
(γi),m
(αi),(βi)

(ωz) è ïðèëà-
ãàéêè (7.2.1) ñ µ = 1/αi0, β = βi0 − 1, íèå ïîëó÷àâàìå (7.2.4). �

7.3 Îáîáùåíè èíòåãðàëè è ïðîèçâîäíè
íà Åðäåé�Êîáåð îò äðîáåí ðåä

Íåêà ñåãà íàêðàòêî äà ïðèïîìíèì äåôèíèöèÿòà íà îïåðàòîðèòå îò òàêà
íàðå÷åíîòî Îáîáùåíî äðîáíî ñìÿòàíå (ÎÄÑ) íà Êèðÿêîâà [41], [44].

Äåôèíèöèÿ 7.3.1. Íåêà m ≥ 1 å öÿëî ÷èñëî è

λi ≥ 0, µi > 0, βi ∈ R, (i = 1, . . . ,m).

Äà ðàçãëåäàìå âåêòîðà β = (β1, . . . , βm) êàòî ìóëòèòåãëî è ñúîòâåòíî
λ = (λ1, . . . , λm) êàòî ìóëòèðåä íà äðîáíî èíòåãðèðàíå. Èíòåãðàëíèòå
îïåðàòîðè, äåôèíèðàíè ïî-äîëó:

I
(βi),(λi)
(µi),m

f(z) =


1∫
0

Hm,0
m,m

[
τ
∣∣∣(βi+λi+1−1/µi,1/µi)

m
1

(βi+1−1/µi,1/µi)m1

]
f(zτ)dτ, àêî

m∑
i=1

λi > 0,

f(z), λ1 = λ2 = · · · = λm = 0,

(7.3.1)
ñå íàðè÷àò ìíîãîêðàòíè (m-êðàòíè) èíòåãðàëíè îïåðàòîðè íà Åðäåé�
Êîáåð çà äðîáíî ñìÿòàíå. Ïî-îáùî, îïåðàòîðèòå îò âèäà

If(z) = zλ0I
(βi),(λi)
(µi),m

f(z) ñ λ0 ≥ 0 (7.3.2)

íàêðàòêî ñå íàðè÷àò îáîáùåíè (m-êðàòíè) äðîáíè èíòåãðàëè.

Çà m = 1 îïåðàòîðèòå (7.3.1) ñå ïðåâðúùàò â êëàñè÷åñêèòå èíòåãðàëè
íà Åðäåé�Êîáåð (7.2.1), çà m = 2 òå ñà õèïåðãåîìåòðè÷íèòå äðîáíè èí-
òåãðàëè, çà ïðîèçâîëíî m > 1 ñå ïîëó÷àâàò õèïåð-Áåñåëîâèòå èíòåãðàëíè
îïåðàòîðè êàòî ÷àñòíè ñëó÷àè [41]. Òåîðèÿòà íà ÎÄÑ, áàçèðàíà íà îïåðàòî-
ðèòå (7.3.1) å ðàçâèòà íàïúëíî â ìîíîãðàôèÿòà íà Êèðÿêîâà [41]. Òóê íèå
ñàìî íàêðàòêî ïðèïîìíÿìå íåêîè îò îñíîâíèòå ôàêòè.
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Íåêà σ å ïðîèçâîëíî ðåàëíî ÷èñëî. Îçíà÷àâàìå ñ H(Ω) ïðîñòðàíñòâîòî
îò õîëîìîðôíè ôóíêöèè â êîìïëåêñíàòà îáëàñò Ω, çâåçäîîáðàçíà îòíîñíî
íà÷àëîòî z = 0, è ðàçãëåæäàìå ïðîñòðàíñòâàòà

Hσ(Ω) = {f(z) = zpf̃(z); p ≥ σ, f̃(z) ∈ H(Ω)}, H0(Ω) := H(Ω).

Çà βi > −1− σ/µi and λi > 0, îïåðàòîðèòå (7.3.1) èçîáðàçÿâàò ïðîñòðàíñò-
âîòî Hσ(Ω) â ñàìîòî íåãî (Êèðÿêîâà, [41]).

Îñíîâíîòî ñâîéñòâî íà îáîáùåíèòå ìíîãîêðàòíè (m-êðàòíè) äðîáíè èí-
òåãðàëè å, ÷å åäèíè÷íèòå èíòåãðàëè (7.3.1), êîèòî ñúäúðæàò H-ôóíêöèÿ,
ìîãàò äà ñå ïðåäñòàâÿò åêâèâàëåíòíî êàòî êîìóòàòèâíè êîìïîçèöèè íà åäè-
íè÷íè èíòåãðàëè íà Åðäåé�Êîáåð îò âèäà (7.2.1), à èìåííî çà f ∈ Hσ(Ω) ñ
βi > −1− σ/µi, λi > 0 è i = 1, 2, . . . ,m, êàêòî ñëåäâà:

I
(βi),(λi)
(µi),m

f(z) =
m∏
i=1

Iβi,λiµi
f(z)

=

1∫
0

. . .

1∫
0

[
m∏
i=1

(1− τi)
λi−1 τβii

Γ(λi)

]
f(z τ

1/µ1

1 . . . τ 1/µm
m ) dτ1 . . . dτm.

(7.3.3)

Àêî ñòîéíîñòèòå íà íÿêîè λi ñà íóëè, íàïðèìåð λ1 = · · · = λk = 0, 1 ≤ k ≤
m, òî ñúîòâåòíèòå èì îïåðàòîðè Iβi,λiµi

= I ñà îïåðàòîðè-èäåíòèòåòè è êðàò-
íîñòòà íà (7.3.1) ñå ñâåæäà îòm äîm−k (êàêòî è ïðè H-ôóíêöèèòå, êîèòî
ñà ÿäðî íà èíòåãðàëà). Äåêîìïîçèöèîííàòà çàâèñèìîñò (7.3.3) å êëþ÷ êúì
ðàçíîîáðàçíè ïðèëîæåíèÿ íà (7.3.1) è (7.3.2), ïðîèçòè÷àùà îò ïðîñòè÷êè-
òå, íî äîñòà åôåêòèâíè ñâîéñòâà íà G- è H-ôóíêöèèòå è ìîùíèÿ àïàðàò
íà ïðèëàãàíåòî èì.

Îáîáùåíèòå äðîáíè ïðîèçâîäíè, ñúîòâåòíè íà (7.3.1), ñà äåôèíèðàíè â
[41] ñ äèôåðåíöèàëíî-èíòåãðàëíè èçðàçè, ïî àíàëîãèÿ ñ èäåÿòà çà (7.1.2).

Ñåãà ïî àíàëîãèÿ ñ Òåîðåìà 7.2.1 å äîêàçàíà ðåëàöèÿ, ñúäúðæàùà îáîá-
ùåíèÿ äðîáåí èíòåãðàë (7.3.1).

Òåîðåìà 7.3.1. [93, 99] Íåêà z, ω ∈ C, | arg z| < π, ω ̸= 0, è αi, βi,
λi > 0 çà 1 ≤ i ≤ m. Òîãàâà

I
(βi−1),(λi)
(1/αi),m

E
(γi),m
(αi),(βi)

(ωz) = E
(γi),m
(αi),(βi+λi)

(ωz).
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Äîêàçàòåëñòâî. Êàòî ñå âçåìàò ïðåäâèä äîëóíàïèñàíèòå çàâèñèìîñòè,
áàçèðàíè íà (7.2.1) è (7.2.4):

1∫
0

(1− τ1)
λ1−1 τβ1−1

1

Γ(λ1)
E

(γi),m
(αi),(βi)

(ωzτα1
1 . . . ταm

m )dτ1

= Iβ1−1,λ1
1/α1

E
(γi),m
(αi),(βi)

(ωzτα2

2 . . . ταm
m ) = E

(γi),m
(αi),(β1+λ1,β2,...,βm)(ωzτ

α2

2 . . . ταm
m ),

. . . . . . . . .

1∫
0

(1− τm)
λm−1 τβm−1

m

Γ(λm)
E

(γi),m
(αi),(β1+λ1,...,βm−1+λm−1,βm)(ωzτ

αm
m )dτm

= Iβm−1,λm
1/αm

E
(γi),m
(αi),(β1+λ1,...,βm−1+λm−1,βm)(ωz) = E

(γi),m
(αi),(βi+λi)

(ωz),

ïîñëåäîâàòåëíèòå ïîâòîðíè (m ïúòè) èíòåãðèðàíèÿ â (7.3.3) âîäÿò äî òúæ-
äåñòâîòî

I
(βi−1),(λi)
(1/αi),m

E
(γi),m
(αi),(βi)

(ωz) = E
(γi),m
(αi),(βi+λi)

(ωz)

=

1∫
0

. . .

1∫
0

[
m∏
i=1

(1− τi)
λi−1τβi−1

i

Γ(λi)

]
E

(γi),m
(αi),(βi)

(ωzτα1

1 . . . ταm
m )dτ1 . . . dτm,

êîåòî äîêàçâà òåîðåìàòà. �

7.4 Ïðîèçâîäíè îò n-òè ðåä çà
2m-ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè

Äîòóê â òàçè ãëàâà ñå çàíèìàâàõìå ñ íàìèðàíå íà ðàçëè÷íè ïðîèçâîä-
íè è èíòåãðàëè îò ïðîèçâîëåí ðåä îò ïðåäñòàâèòåëè íà 3m-ïàðàìåòðè÷íè
ôóíêöèè, ïðè êîèòî ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò å ôóíêöèÿ îò ñúùèÿ âèä. Ïî-
íàòàòúøíèòå íè óñèëèÿ ñà íàñî÷åíè êúì íàìèðàíå íà çàâèñèìîñòè ìåæäó
ïðåäñòàâèòåëè íà äâàòà êëàñà îò ôóíêöèè.

Â íåîòäàâíàøíàòà ïóáëèêàöèÿ [84] å äîêàçàíà ïðîñòà çàâèñèìîñò êîÿòî
ñâúðçâà n-òà ïðîèçâîäíà íà äâóïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð
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è òðèïàðàìåòðè÷íèòå èì îáîáùåíèÿ (íàïðàâåíè îò Ïðàáõàêàð), à íåéíà
âàðèàöèÿ ñå ïîÿâÿâà îùå â [7], èìåííî:

E
(n)
α,β(z) = n!En+1

α,β+nα(z). (7.4.1)

Òàçè çàâèñèìîñò ïðîâîêèðà èíòåðåñ êúì âúïðîñà çà ñúùåñòâóâàíåòî íà
ïîäîáíà âðúçêà ìåæäó ìóëòèèíäåêñíèòå àíàëîçè íà òåçè ôóíêöèè è âúç-
áóæäà æåëàíèå çà íàìèðàíåòî �è, àêî òÿ ñúùåñòâóâà.

Ïðåäè äà ïðåìèíåì íàòàòúê, äà âúâåäåì ñëåäíîòî îáùîïðèåòî îçíà÷å-
íèå çà îïåðàòîðà çà n-êðàòíî äèôåðåíöèðàíå

Dn =
dn

dzn
=

(
d

dz

)n
, n ∈ N0,

êàòî îòáåëåæèì, ÷å àêî n = 0, ïî ïîäðàçáèðàíå ñå ïðèåìà, ÷å Dnf(z) =
f(z), ò. å. D0f(z) = f(z).

Â ñëåäâàùàòà òåîðåìà å ïîëó÷åíà çàâèñèìîñò ìåæäó ôóíêöèÿòà
E

(γi),m
(αi), (βi+nαi)

(ïðè ïîñî÷åíè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå γi) è n-òà ïðîèçâîä-
íà íà E(αi), (βi). Îêàçâà ñå, ÷å â òîçè ñëó÷àé å âÿðíà ôîðìóëà, àíàëîãè÷íà
íà (7.4.1), ò.å ïðîèçâîäíèòå îò öÿë ðåä íà 2m-ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè íà
Ìèòàã-Ëåôëåð ñå èçðàçÿâàò ÷ðåç 3m-ïàðàìåòðè÷íèòå, ñúùî ñ òî÷íîñò äî
êîíñòàíòà. Ïî-êîíêðåòíî, â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 7.4.1. Íåêà αi, βi, z ∈ C è íåêà Re(αi) > 0 çà i = 1, . . . ,m.
Òîãàâà å â ñèëà ñëåäíîòî ðàâåíñòâî:

Dn
[
E(αi), (βi) (z)

]
=

dn

dzn
[
E(αi), (βi) (z)

]
= Γ(n+ 1)E

(γi),m
(αi), (βi+nαi)

(z), (7.4.2)

çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà n ∈ N0, ñ ïàðàìåòðè γ1 = n+1, γ2 = · · · = γm = 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Çàïî÷âàìå äîêàçàòåëñòâîòî ñúñ ñëó÷àÿ n ∈ N. Êàòî
âçåìåì ïîä âíèìàíèå, ÷å

Dn
(
zk
)
=

Γ(k + 1)

Γ(k − n+ 1)
zk−n,

è ôîðìóëèòå (6.1.1), (6.4.1), äåôèíèðàùè ñúîòâåòíî 2m- è 3m-èíäåêñíèòå
ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð, ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

Dn
[
E(αi), (βi) (z)

]
=

∞∑
k=n

Γ(k + 1)

Γ(k − n+ 1)

zk−n

Γ(α1k + β1) . . .Γ(αmk + βm)
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=
∞∑
k=0

Γ(k + n+ 1)

Γ(k + 1)

zk

Γ(α1k + α1n+ β1) . . .Γ(αmk + αmn+ βm)
.

Äîêàçàòåëñòâîòî çàâúðøâà îò÷èòàéêè, ÷å

Γ(k + n+ 1) = (n+ 1)k Γ(n+ 1),

îòêúäåòî ñëåäâà ðàâåíñòâîòî

Γ(k + n+ 1)

Γ(k + 1)
= Γ(n+ 1)

(n+ 1)k (1)k . . . (1)k
(k!)m

.

Âçåìàéêè γ1 = n + 1, γ2 = · · · = γm = 1, âåðíîñòòà íà (7.4.2) ñëåäâà íå-
çàáàâíî. Äà îòáåëåæèì, ÷å íàïðàâåíàòà ñìÿíà íà ðåäà íà äèôåðåíöèðàíå
è ñóìèðàíå å çàêîííà, çàùîòî ôóíêöèèòå (6.1.1) ñå ïðåäñòàâÿò ñúñ ñòåïå-
íåí ðåä, ñõîäÿù â öÿëàòà êîìïëåêñíà ðàâíèíà è ðàâíîìåðíî è àáñîëþòíî
ñõîäÿù â êîìïàêòíèòå �è ïîäìíîæåñòâà.

Â ñëó÷àé, ÷å n = 0, ïîëó÷àâàìå ñúîòâåòíî, ÷å

D0
[
E(αi), (βi) (z)

]
= E(αi), (βi) (z) = E

(1),m
(αi), (βi)

(z) = Γ(n+ 1)E
(γi),m
(αi), (βi+nαi)

(z),

ñ γ1 = n + 1 = 1, γ2 = · · · = γm = 1, êîåòî ïîêàçâà, ÷å (7.4.2) å èçïúëíåíî
è â òîçè ñëó÷àé. �

7.5 Ïðîèçâîäíè è èíòåãðàëè íà Ðèìàí-Ëèóâèë
îò äðîáåí ðåä çà 2m-ïàðàìåòðè÷íèòå
ôóíêöèè

Â òàçè ñåêöèÿ ñà ðàçãëåäàíè èíòåãðàëèòå (7.1.1) è ïðîèçâîäíèòå (7.1.2)
íà Ðèìàí�Ëèóâèë îò äðîáåí ðåä è ñà ïðåñìåòíàòè òàêèâà çà ìóëòèèíäåêñ-
íèòå ôóíêöèè (6.1.1), óìíîæåíè ñ ïîäõîäÿùà ñòåïåííà ôóíêöèÿ. Â ðåçóëòàò
ñå ïîëó÷àâà ôóíêöèÿ îò âèäà (6.4.1), ñ òî÷íîñò äî êîíñòàíòà. Çà öåëòà íåêà
äà âçåìåì λ̃, z ∈ C è | arg z| < π è äà âúâåäåì îçíà÷åíèåòî

Ẽα, β(z) = zλ̃Eα, β(z), Ẽ(αi), (βi)(z) = zλ̃E(αi), (βi)(z) = zλ̃Em
(αi), (βi)

(z) (7.5.1)

çà ôóíêöèèòå, ÷èèòî äðîáíè ïðîèçâîäíè è èíòåãðàëè ñà íàìåðåíè ïî-íàòàòúê
â òàçè ñåêöèÿ.

Çàïî÷âàéêè ñ íàé-ïðîñòèÿ ñëó÷àé m = 1, ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå ñëåä-
íîòî åëåìåíòàðíî òâúðäåíèå.
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Òåîðåìà 7.5.1. Íåêà α, β, λ̃ ∈ C, Re(α) > 0, 0 < Re(λ̃) < 1, n ∈ N, è
íåêà λ = n− 1 + λ̃. Òîãàâà

Dλ[Ẽα,β(z)] = Γ(λ+ 1)Eλ+1
α,β+(n−1)α(z) (çà | arg z| < π). (7.5.2)

Äîêàçàòåëñòâî. Ïðèëàãàéêè äîáðå èçâåñòíaòà ôîðìóëà

Dλ (zp) =
Γ(p+ 1)

Γ(p− λ+ 1)
zp−λ, (7.5.3)

çà zk+λ̃ ïîëó÷àâàìå

Dλ
(
zk+λ̃

)
=

Γ(k + λ̃+ 1)

Γ(k + λ̃− λ+ 1)
zk+λ̃−λ =

Γ(k + λ̃+ 1)

Γ(k − n+ 2)
zk+1−n.

Òîãàâà ïî÷ëåííîòî äèôåðåíöèðàíå â ðàâåíñòâîòî (äîïóñòèìî, êàêòî â äî-
êàçàòåëñòâàòà íà ïðåäõîäíèòå òâúðäåíèÿ â òàçè ãëàâà)

Ẽα,β(z) = zλ̃Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk+λ̃

Γ(αk + β)

âîäè ïîñëåäîâàòåëíî äî ñëåäíàòà âåðèãà îò ïðåîáðàçîâàíèÿ

Dλ[Ẽα,β(z)] =
∞∑

k=n−1

Γ(k + λ̃+ 1)

Γ(k − n+ 2)

zk+1−n

Γ(αk + β)

=
∞∑
k=0

Γ(k + λ̃+ n)

Γ(k + 1)

zk

Γ(αk + (n− 1)α+ β)
=

∞∑
k=0

(λ̃+ n)k Γ(λ̃+ n)

Γ(αk + (n− 1)α + β)

zk

k!
,

êîåòî äîêàçâà òåîðåìàòà, òúé êàòî

λ̃+ n = λ̃+ n+ 1− 1 = λ+ 1. �

Ñëåäñòâèå 7.5.1. Àêî α, β, λ ∈ C, Re(α) > 0 è 0 < Re(λ) < 1, òî å â
ñèëà òúæäåñòâîòî

Dλ[zλEα,β(z)] = Γ(λ+ 1)Eλ+1
α,β (z) (çà | arg z| < π). (7.5.4)



7.5. ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÈ È ÈÍÒÅÃÐÀËÈ ÍÀ ÐÈÌÀÍ-ËÈÓÂÈË 131

Äîêàçàòåëñòâî. Â ÷àñòíîñò àêî â ïàðàìåòúðà λ îò Òåîðåìà 7.5.1 ñå
âçåìå n = 1, òî ñå ïîëó÷àâà, ÷å λ = λ̃, êîåòî àâòîìàòè÷íî ñâåæäà ôîðìó-
ëàòà (7.5.2) äî èñêàíàòà çàâèñèìîñò (7.5.4). �

Òåîðåìà 7.5.2. Íåêà αi, βi, λ̃ ∈ C è Re(αi) > 0 çà i = 1, . . . ,m.

Íåêà îñâåí òîâà 0 < Re(λ̃) < 1, n ∈ N, è λ = n− 1 + λ̃. Òîãàâà å â ñèëà

Dλ[Ẽ(αi), (βi)(z)] = Γ(λ+ 1)E
(γi),m
(αi), (βi+(n−1)αi)

(z) (çà | arg z| < π), (7.5.5)

ñ ïàðàìåòðè γ1 = λ+ 1, γ2 = · · · = γm = 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïîðàäè (7.5.1)

Ẽ(αi),(βi)(z) = zλ̃E(αi),(βi)(z) =
∞∑
k=0

zk+λ̃

Γ(α1k + β1) . . .Γ(αmk + βm)
,

è òîãàâà, àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâàòà íà ïðåäíèòå ðåçóëòàòè, ñúãëàñíî
(7.5.3), ñëåäâà ïîñëåäîâàòåëíî, ÷å

Dλ[Ẽ(αi), (βi)(z)] =
∞∑

k=n−1

Γ(k + λ̃+ 1)

Γ(k − n+ 2)

zk+1−n

Γ(α1k + β1) . . .Γ(αmk + βm)

=
∞∑
k=0

Γ(k + λ̃+ n)

Γ(k + 1)

zk

Γ(α1k + β̃1) . . .Γ(αmk + β̃m)

= Γ(λ+ 1)
∞∑
k=0

(λ+ 1)k

Γ(α1k + β̃1) . . .Γ(αmk + β̃m)

zk

k!
,

êúäåòî β̃i = (n− 1)αi + βi çà i = 1, . . . ,m. �

Ñëåäñòâèå 7.5.2. Àêî αi, βi, λ ∈ C, Re(αi) > 0 çà i = 1, . . . ,m, è
0 < Re(λ) < 1, òî å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

Dλ[zλE(αi), (βi)(z)] = Γ(λ+ 1)E
(γi)
(αi), (βi)

(z) (çà | arg z| < π), (7.5.6)

ñ ïàðàìåòðè γ1 = λ+ 1, γ2 = · · · = γm = 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Ñëåäñòâèå 7.5.1,
âåðíîñòòà íà (7.5.6) ñëåäâà àâòîìàòè÷íî îò (7.5.5) ïðè n = 1. �
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Òåîðåìà 7.5.3. Íåêà α, β, λ ∈ C, è íåêà Re(α) > 0 è 0 < Re(λ) < 1.
Òîãàâà

Rλ[z−λEα, β(ωz)] = Γ(1− λ)E1−λ
α, β (ωz) (çà | arg z| < π). (7.5.7)

Äîêàçàòåëñòâî. Îçíà÷àâàéêè f(z) = z−λEα, β(ωz), ïîëó÷àâàìå

f(zτ) = z−λτ−λEα, β(ωzτ) = z−λτ−λ
∞∑
k=0

(ωzτ)k

Γ(αk + β)
,

îòêúäåòî, èçïîëçâàéêè, âòîðàòà ÷àñò îò ôîðìóëàòà (7.1.1), è èíòåãðèðàéêè
ïî÷ëåííî, àíàëîãè÷íî íà ïðåäõîäíèòå äîêàçàòåëñòâà ñòèãàìå ïîñëåäîâàòåë-
íî äî ñëåäíèÿ ðåçóëòàò:

Rλf(z) =
1

Γ(λ)

1∫
0

(1− τ)λ−1τ−λ
∞∑
k=0

(ωzτ)k

Γ(αk + β)
dτ

=
∞∑
k=0

(ωz)k

Γ(αk + β)

1∫
0

(1− τ)λ−1τ k−λ

Γ(λ)
dτ .

Ñåãà âçåìàéêè ïîä âíèìàíèå, ÷å

1∫
0

(1− τ)λ−1τ k−λ

Γ(λ)
dτ =

B(λ, k − λ+ 1)

Γ(λ)

=
Γ(k − λ+ 1)

Γ(k + 1)
=

(1− λ)kΓ(1− λ)

k!
,

çàâúðøâàìå äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà. �

Òåîðåìà 7.5.4. Íåêà αi, βi, λ ∈ C è Re(αi) > 0 çà i = 1, . . . ,m.
Íåêà îñâåí òîâà 0 < Re(λ) < 1. Òîãàâà

Rλ[z−λE(αi), (βi)(ωz)] = Γ(1− λ)E
(γi)
(αi), (βi)

(ωz) (çà | arg z| < π), (7.5.8)

ñ ïàðàìåòðè γ1 = 1− λ, γ2 = · · · = γm = 1.
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Äîêàçàòåëñòâî. Îçíà÷àâàéêè f(z) = z−λE(αi), (βi)(ωz), ïî àíàëîãèÿ ñ
äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 7.5.3 ïîëó÷àâàìå

Rλf(z) =
1

Γ(λ)

1∫
0

(1− τ)λ−1τ−λ
∞∑
k=0

(ωzτ)k

Γ(α1k + β1) . . .Γ(αmk + βm)
dτ

=
∞∑
k=0

(ωz)k

Γ(α1k + β1) . . .Γ(αmk + βm)

1∫
0

(1− τ)λ−1τ k−λ

Γ(λ)
dτ ,

ñëåä êîåòî äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà ïðîäúëæàâà ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàê-
òî òîâà íà Òåîðåìà 7.5.3. �

7.6 Îáîáùåíè ïðîèçâîäíè è èíòåãðàëè
íà Åðäåé�Êîáåð îò äðîáåí ðåä çà
2m-ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè

Â òàçè ñåêöèÿ íèå ðàçãëåæäàìå èíòåãðàëà îò äðîáåí ðåä Iβ,λµ íà Åðäåé�
Êîáåð, äåôèíèðàí ñ (7.2.1), â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà è ãî èçó÷àâàìå çà
ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå

µ = 1, λ > 0, β = −λ,
êàòî ãî ïðèëàãàìå çà äâóïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè Eα,β íà Ìèòàã-Ëåôëåð
(5.1.2) è 2m-ïàðàìåòðè÷íèòå ìóëòèèíäåêñíè ôóíêöèè (6.1.1). Â ðåçóëòàò
ñå ïîëó÷àâàò ñúîòâåòíî òðèïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð è
3m-ïàðàìåòðè÷íèòå ìóëòèèíäåêñíè ôóíêöèè (6.4.1).

Ëåìà 7.6.1. Íåêà i = 1, 2, . . . ,m è íåêà α, β, αi, βi, γi, ω, z ∈ C,
ω ̸= 0. Íåêà îñâåí òîâà Re(α) > 0, Re(αi) > 0 è 0 < λ < 1. Òîãàâà

I−λ,λ1 Eα,β(ωz) = Γ(1− λ)E1−λ
α, β (ωz), (7.6.1)

I−λ,λ1 E(αi),(βi) (ωz) = Γ(1− λ)E
(γi),m
(αi),(βi)

(ωz), (7.6.2)

ñ ïàðàìåòðè
γ1 = 1− λ; γ2 = · · · = γm = 1.
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Äîêàçàòåëñòâî. Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà (7.6.1),
îçíà÷àâàìå f(z) = Eα,β(ωz), ñëåä êîåòî èçâúðøâàìå ïî÷ëåííî èíòåãðèðàíå
â (7.2.1), ÷èÿòî äîïóñòèìîñò ñå ãàðàíòèðà êàêòî ïî-ãîðå, òúé êàòî èíòåã-
ðèðàíèÿò ðåä å ðàâíîìåðíî ñõîäÿù âúðõó êîìïàêòíèòå ïîäìíîæåñòâà íà
êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà. Òîâà äàâà ïîñëåäîâàòåëíî

I−λ,λ1 f(z) =
1

Γ(λ)

1∫
0

(1− τ)λ−1τ−λf(ωzτ)dτ

=
1

Γ(λ)

1∫
0

(1− τ)λ−1τ−λ
∞∑
k=0

(ωz)kτ k

Γ(αk + β)
dτ

=
1

Γ(λ)

∞∑
k=0

(ωz)k

Γ(αk + β)

1∫
0

(1− τ)λ−1τ k−λdτ

=
∞∑
k=0

Γ(k − λ+ 1)

Γ(αk + β)

(ωz)k

k!
= Γ(1− λ)E1−λ

α, β (ωz),

òúé êàòî Γ(k−λ+1) = (1−λ)kΓ(1−λ). (Òîâà äîêàçâà (7.6.1)). Àíàëîãè÷íî,
îçíà÷àâàéêè f(z) = E(αi),(βi)(ωz) è ïðèëàãàéêè (7.2.1) ñ ïàðàìåòðè µ = 1 è
β = −λ, ïîëó÷àâàìå (7.6.2). �

Çàáåëåæêà 7.6.1. Â èíòåðåñ íà èñòèíàòà, òðÿáâà äà îòáåëåæèì,
÷å ïîëó÷åíèòå äîòóê â òàçè ñåêöèÿ ðåçóëòàòè ñúâïàäàò ñ òåçè îò Ñåê-
öèÿ 7.5, ñâúðçàíè ñ Ðèìàí�Ëèóâèëîâèÿ èíòåãðàë, çàùîòî ðàçãëåæäàíèÿ
èíòåãðàë íà Åðäåé�Êîáåð å ñ ïàðàìåòðè

µ = 1 è β + λ = 0

è ïîðàäè òîâà ôîðìóëàòà (7.2.1), êîÿòî äåôèíèðà èíòåãðàëà íà Åðäåé�
Êîáåð, ñå ñâåæäà äî ñëåäíèÿ âèä

I
(−λ),(λ)
1 f(z) = R−λ (z−λf(z))

çà ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà λ > 0.
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Çàáåëåæêà 7.6.2. Äà îòáåëåæèì, ÷å â ÷àñòíîñò, àêî µi = µ, çà

i = 1, . . . ,m, òî èçðàçúò (7.3.1) ñå îçíà÷àâà ïðîñòî ñ I
(βi),(λi)
µ,m f(z) âìåñòî

ñ I
(βi),(λi)
(µ),m f(z), à ñàìèòå ôîðìóëè (7.3.1) è (7.3.2) ñå ðåäóöèðàò äî

I(βi),(λi)µ,m f(z) =


1∫
0

Gm,0
m,m

[
τ
∣∣∣(βi+λi)m1(λi)m1

]
f(zτ

1
µ )dτ,

m∑
i=1

λi > 0,

f(z), λ1 = λ2 = · · · = λm = 0,

(7.6.3)

è ñúîòâåòíî
If(z) = zλ0I(βi),(λi)µ,m f(z) ñ λ0 ≥ 0. (7.6.4)

Àíàëîãè÷íî íà (7.3.1), åäíîêðàòíèòå èíòåãðàëè â (7.6.3), ñúäúðæàùè G-
ôóíêöèÿòà ìîãàò äà ñå ïðåäñòàâÿò â åêâèâàëåíòíà ôîðìà êàòî êîìóòàòèâíè
êîìïîçèöèè íà åäíîêðàòíè èíòåãðàëè íà Åðäåé�Êîáåð îò âèäà (7.2.1), à
èìåííî çà f ∈ Hσ(Ω) ñ βi > −1− σ/µ, λi > 0 è i = 1, 2, . . . ,m:

I(βi),(λi)µ,m f(z) =
m∏
i=1

Iβi,λiµ f(z)

=

1∫
0

. . .

1∫
0

[
m∏
i=1

(1− τi)
λi−1 τβii

Γ(λi)

]
f
(
(z τ1 . . . τm)

1/µ
)
dτ1 . . . dτm.

(7.6.5)

Àêî íÿêîè îò λi ñà íóëè, íàïðèìåð λ1 = · · · = λk = 0, 1 ≤ k ≤ m, òî ñúîò-
âåòíèòå ìíîæèòåëè Iβi,λiµ = I ñà îïåðàòîðè-èäåíòèòåòè è òîãàâà êðàòíîñòòà
íà (7.6.3) ñå ðåäóöèðà îò m äî m − k, êàêòî è ðåäà íà G-ôóíêöèÿòà (êî-
ÿòî å ÿäðîòî). Äåêîìïîçèöèîííàòà çàâèñèìîñò (7.6.5) å êëþ÷ êúì ðàçëè÷-
íè ïðèëîæåíèÿ íà (7.6.3) è (7.6.4), ïðîèçòè÷àùè îò ïðîñòè÷êèòå, íî äîñòà
åôåêòèâíè ñâîéñòâà íà G-ôóíêöèèòå. Îáîáùåíèòå äðîáíè ïðîèçâîäíè, ñú-
îòâåòñòâàùè íà (7.6.3), ñà äåôèíèðàíè â [41] ñ äèôåðåíöèàëíî-èíòåãðàëíè
èçðàçè, ïî àíàëîãèÿ ñ èäåÿòà çà (7.1.2) è (7.2.2).

Ñåãà, ïî àíàëîãèÿ ñ Ëåìà 7.2.1 å äîêàçàíà çàâèñèìîñò, ñúäúðæàùà îáîá-
ùåíèÿ äðîáåí èíòåãðàë (7.6.3), êîÿòî ñâúðçâà 3m-ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè
íà Ìèòàã-Ëåôëåð ñ èíòåãðàëà (7.6.3) îò 2m-ïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè íà
Ìèòàã-Ëåôëåð, äàäåíà âúâ ôîðìóëèðàíàòà ïî-äîëó òåîðåìà.

Òåîðåìà 7.6.1. Íåêà αi, βi, ω, z ∈ C, Re(αi) > 0, 0 < λi < 1 (1 ≤ i ≤
m) è ω ̸= 0. Òîãàâà å â ñèëà òúæäåñòâîòî

I
(−λi),(λi)
1,m E(αi),(βi)(ωz) = Γ(1− λ1) . . .Γ(1− λm) E

(1−λi),m
(αi),(βi)

(ωz). (7.6.6)
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Äîêàçàòåëñòâî. Èìàéêè ïðåäâèä ñëåäíèòå ðåëàöèè, îñíîâàâàùè ñå
íà äåôèíèöèÿòà çà äðîáåí èíòåãðàë íà Åðäåé�Êîáåð (7.2.1) è ôîðìóëà-
òà (7.6.2), ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî:

1∫
0

(1− τ1)
λ1−1 τ−λ11

Γ(λ1)
E(αi),(βi)(ωzτ1 . . . τm)dτ1

= I−λ1,λ11 E(αi),(βi)(ωzτ2 . . . τm) = Γ(1− λ1) E
(γi),m
(αi),(βi)

(ωzτ2 . . . τm),

ñ ïàðàìåòðè
γ1 = 1− λ1, γ2 = · · · = γm = 1,

. . . . . . . . . ,

è ñúîòâåòíî

1∫
0

(1− τm)
λm−1 τ−λmm

Γ(λm)
Γ(1− λ1) . . .Γ(1− λm−1)E

(γ̃i),m
(αi),(βi)

(ωzτm)dτm

= Γ(1− λ1) . . .Γ(1− λm−1) I
−λm,λm
1 E

(γ̃i),m
(αi),(βi)

(ωz)

= Γ(1− λ1) . . .Γ(1− λm) E
(1−λi),m
(αi),(βi)

(ωz),

ñ ïàðàìåòðè

γ̃1 = 1− λ1, . . . , γ̃m−1 = 1− λm−1, γ̃m = 1.

Âñè÷êî òîâà ïîêàçâà, ÷å èçâúðøâàíåòî íà ïîñëåäîâàòåëíè ïîâòàðÿùè ñå (m
ïúòè) èíòåãðèðàíèÿ â (7.6.5) âîäè äî òúæäåñòâîòî

I
(−λi),(λi)
1,m E(αi),(βi)(ωz) =

m∏
i=1

I−λi,λi1 E(αi),(βi)(ωz)

=

1∫
0

. . .

1∫
0

[
m∏
i=1

(1− τi)
λi−1τ−λii

Γ(λi)

]
E(αi),(βi)(ωzτ1 . . . τm)dτ1 . . . dτm

= Γ(1− λ1) . . .Γ(1− λm) E
(1−λi),m
(αi),(βi)

(ωz),

êîåòî äîêàçâà òåîðåìàòà. �



Ãëàâà 8

Ðåäîâå ïî ôóíêöèè îò
Áåñåëîâ è Ìèòàã-Ëåôëåðîâ
òèï. Ñõîäèìîñò

8.1 Ðåäîâå ïî ôóíêöèè îò Áåñåëîâ òèï. Òåî-
ðåìè îò Êîøè�Àäàìàðîâ è Àáåëîâ òèï

Íåêà Jµn (z), äåôèíèðàíè ñ (4.1.1), è J
µ,m
n−2λ,λ(z), äåôèíèðàíè ñ (4.2.2), ñà

ñúîòâåòíî òàêà íàðå÷åíèòå ôóíêöèè íà Áåñåë�Ìåéòëàíä è îáîáùåíè ôóí-
êöèè íà Ëîìåë�Ðàéò ñ z ∈ C è ïàðàìåòðè λ ∈ C, µ > 0, m ∈ N è íåêà
n ∈ N0. Äà ïðèïîìíèì, ÷å çà m = 1 ôóíêöèèòå íà Ëîìåë�Ðàéò äàâàò îáîá-
ùåíèòå 3-èíäåêñíè ôóíêöèè íà Áåñåë�Ìåéòëàíä. Àêî äîïúëíèòåëíî λ = 0
è µ = 1, òå ñå ñâåæäàò äî ôóíêöèè íà Áåñåë îò ïúðâè ðîä, äåôèíèðàíè ñ
(1.5.2). Åòî çàùî, âçåìàéêè m = 1 (ñúîòâåòíî m = 1, λ = 0 è µ = 1), âñè÷-
êè ðàçóëòàòè çà Jµ,mn−2λ,λ(z), ïîëó÷åíè â òàçè ãëàâà, ïîðàæäàò ñúîòâåòíèòå
òâúðäåíèÿ, ñâúðçàíè ñúñ ñïîìåíàòèòå ôóíêöèè Jµn−2λ,λ(z), ñúîòâåòíî Jn(z).
Â òàçè ñåêöèÿ ðàçãëåæäàìå ðåäîâå ïî èçáðîåíèòå ïî-ãîðå îáîáùåíè Áåñå-
ëîâè ôóíêöèè â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà è çà ïî-êðàòêî ãè íàðè÷àìå ðåäîâå
îò Áåñåëîâ òèï èëè ìóëòèèíäåêñíè Áåñåëîâè ðåäîâå.

Çà äà íàïðàâèì ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå âúçìîæíî ïî-ÿñíî è äà
ïðåäñòàâèì ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè âúâ âúçìîæíî íàé-îïðîñòåí âèä, èçáèðà-
ìå ïîäõîäÿùà ôàìèëèÿ îò ôóíêöèè. Çà öåëòà ïúðâî âúâåæäàìå ñëåäíèòå
îçíà÷åíèÿ:

137
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J̃µn (z) = znΓ(n+ 1)Jµn (z), (8.1.1)

J̃ µ,m
n−2λ, λ(z) = (−1)pz−2p2n+2pΓm(λ+p+1)Γ(n−λ+pµ+1)J µ,m

n−2λ, λ(z), (8.1.2)

çà n = 0, 1, 2, ... è ñúñ ñòîòâåòíèòå p, äåôèíèðàíè â Ñåêöèÿ 4.2. Ñëåä òîâà
äà îòáåëåæèì, ÷å â òàçè ãëàâà èçñëåäâàìå ðåäîâå îò ñëåäíèòå âèäîâå

∞∑
n=0

anJ̃
µ
n (z), (8.1.3)

∞∑
n=0

anJ̃
µ,m
n−2λ, λ(z), (8.1.4)

ñ êîìïëåêñíè êîåôèöèåíòè an.

Çàïî÷âàìå ñ òåîðåìè îò Êîøè�Àäàìàðîâ òèï, êîèòî äàâàò îáëàñòèòå íà
ñõîäèìîñò, ò.å. îáëàñòèòå, â êîèòî ðåäîâåòå ñà àáñîëþòíî ñõîäÿùè è ðàçõî-
äÿùè â òåõíèòå âúíøíîñòè.

Òåîðåìà 8.1.1 (îò Êîøè�Àäàìàðîâ òèï [99]). Îáëàñòòà íà ñõîäèìîñò
è íà äâàòà ðåäà (8.1.3) è (8.1.4) å îòâîðåíèÿ êðúã D(0;R) ñ ðàäèóñ íà
ñõîäèìîñò

R =

(
lim sup
n→∞

( |an| )1/n
)−1

. (8.1.5)

Ïî-êîíêðåòíî, òå ñà àáñîëþòíî ñõîäÿùè â îòâîðåíèÿ êðúã D(0;R) è ðàç-
õîäÿùè â îáëàñòòà |z| > R. Ñëó÷àèòå R = 0 è R = ∞ ñå âêëþ÷âàò â
îáùèÿ ñëó÷àé.

Äîêàçàòåëñòâî. Çàïî÷âàéêè ñ ðåäà (8.1.4), äàâàìå ñàìî èäåÿòà çà äîêà-
çàòåëñòâî, çàùîòî òî â ãîëÿìà ñòåïåí ñëåäâà òîâà çà ðåäîâå ïî ôóíêöèè íà
Áåñåë â Ãëàâà 2. Èìåííî, èçïîëçâàéêè àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëàòà (4.2.6),
îöåíÿâàìå àáñîëþòíàòà ñòîéíîñò íà îáùèÿ ÷ëåí íà ðåäà (8.1.4), ñëåä êîåòî
äîêàçàòåëñòâîòî ñå ðàçäåëÿ íà òðè îòäåëíè ñëó÷àÿ: R = ∞, 0 < R < ∞ è
R = 0, ñëåäâàéêè èäåÿòà íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 2.5.1. Ïúðâî äî-
êàçâàìå àáñîëþòíàòà ñõîäèìîñò íà ðåäà (8.1.4) â êðúãîâàòà îáëàñò D(0;R).
Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé äîêàçâàìå ñúùî, ÷å ðåäúò å ðàçõîäÿù çà |z| > R, è â
òðåòèÿ ñëó÷àé, ÷å å ðàçõîäÿù çà âñè÷êè êîìïëåêñíè ñòîéíîñòè íà z, çà
êîèòî z ̸= 0.
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Äîêàçàòåëñòâîòî çà äðóãèÿ ðåä ïðîòè÷à àíàëîãè÷íî, íî â íåãî ñå èçïîë-
çâà àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà (4.2.4) âìåñòî (4.2.6). �

Ïî-äîëó ñà äàäåíè ðåçóëòàòè, àíàëîãè÷íè íà êëàñè÷åñêàòà ëåìà íà Àáåë,
êîèòî ìîãàò äà ñå èçâëåêàò êàòî ñëåäñòâèå îò ïîñëåäíàòà òåîðåìà.

Ñëåäñòâèå 8.1.1. [99] Íåêà ðåäúò (8.1.3) (ñúîòâåòíî (8.1.4)) å ñõîäÿù
â òî÷êàòà z0 ̸= 0. Òîãàâà òîé å àáñîëþòíî ñõîäÿù â êðúãà D(0; |z0|).
Îñâåí òîâà ñõîäèìîñòòà å ðàâíîìåðíà âúòðå â êðúãà D(0;R), ò. å. âúâ
âñåêè çàòâîðåí êðúã |z| ≤ r (r < R, R å äåôèíèðàí ñ (8.1.5)).

Âúðõó ãðàíèöàòà íà êðúãà ∂D(0;R) ðàçãëåæäàíèòå ðåäîâå ìîãàò äà ñà
äàæå ðàçõîäÿùè. Ïî-íàòàòúê å èçñëåäâàíî ïîâåäåíèåòî èì �â áëèçîñò� äî
îêðúæíîñòòà C(0;R). Íåêà çà öåëòà, z0 ∈ C, 0 < R < ∞, |z0| = R è gφ
å ïðîèçâîëíà úãëîâà îáëàñò îò âèäà (2.1.4) ñ ãîëåìèíà íà úãúëà 2φ < π è
âðúõ â òî÷êàòà z = z0, êîÿòî å ñèìåòðè÷íà îòíîñíî ïðàâàòà, ìèíàâàùà ïðåç
òî÷êèòå 0 è z0. Íåêà îñâåí òîâà dφ å ÷àñòòà îò îáëàñòòà gφ, ðàçïîëîæåíà
ìåæäó ðàìåíåòå íà úãúëà gφ è äúãàòà îò îêðúæíîñòòà, êîÿòî èìà öåíòúð
òî÷êàòà 0 è ñå äîïèðà äî ðàìåíåòå íà úãúëà. Ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà ñëåä-
íàòà òåîðåìà, ñâúðçàíà êàêòî ñ ðåäîâåòå ïî ôóíêöèè íà Áåñåë�Ìåéòëàíä,
òàêà è ñ îáîáùåíèòå ôóíêöèè íà Ëîìåë�Ðàéò.

Òåîðåìà 8.1.2 (îò Àáåëîâ òèï [99]). Íåêà {an}∞n=0 å ðåäèöà îò êîìïëåê-
ñíè ÷èñëà, R å ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, äåôèíèðàíî ñ (8.1.5), F (z) å ñóìàòà
íà êîé äà å îò ðåäîâåòå (8.1.3), ñúîòâåòíî (8.1.4), â îáëàñòòà D(0;R),
ò.e.

F (z) =
∞∑
n=0

anJ̃
µ
n (z), z ∈ D(0;R),

ñúîòâåòíî

F (z) =
∞∑
n=0

anJ̃
µ,m
n−2λ,λ(z), z ∈ D(0;R),

è íåêà òîçè ðåä å ñõîäÿùù â òî÷êàòà z0 îò ãðàíèöàòà íà D(0;R). Òîãàâà

(I) Ðàçãëåæäàíèÿò ðåä ((8.1.3), ñúîòâåòíî (8.1.4)), å ðàâíîìåðíî ñõî-
äÿù â îáëàñòòà dφ.

(II) Â ñèëà å ñëåäíîòî ðàâåíñòâî
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lim
z→z0

F (z) =
∞∑
n=0

anJ̃
µ
n (z0), (8.1.6)

ñúîòâ. : lim
z→z0

F (z) =
∞∑
n=0

anJ̃
µ,m
n−2λ,λ(z0), (8.1.7)

ñòèãà ñàìî z ∈ gφ.

Äîêàçàòåëñòâî. Çàïî÷âàéêè ñ ðåäà (8.1.3), ïðîñòî äàâàìå èäåÿòà íà
äîêàçàòåëñòâîòî. È òàêà, íåêà z ∈ dφ. Îçíà÷àâàéêè çà óäîáñòâî

Sk(z) =
k∑

n=0

anJ̃
µ
n (z),

íèå îöåíÿâàìå ìîäóëà íà èçðàçà

Sk+p(z)− Sk(z) =

k+p∑
n=0

anJ̃
µ
n (z)−

k∑
n=0

anJ̃
µ
n (z) =

k+p∑
n=k+1

anJ̃
µ
n (z),

êàòî èçïîëçâàìå ñúùåñòâåíî íåðàâåíñòâîòî (2.1.5) è àñèìïòîòè÷íàòà ôîð-
ìóëà (4.2.4). Ñëåäâàéêè äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 2.5.1, äîêàçâàìå ðàâíî-
ìåðíàòà ñõîäèìîñò. Òîãàâà ðàâåíñòâîòî (8.1.6) ñëåäâà ïîðàäè èçïúëíåíèåòî
íà ðàâåíñòâàòà lim

z→z0
J̃µn (z) = J̃µn (z0) çà n ∈ N0.

Äîêàçàòåëñòâîòî çà ðåäà (8.1.4), ïðîòè÷à àíàëîãè÷íî, íî â íåãî ñå èç-
ïîëçâà àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà (4.2.6). �

Òúé êàòî äîêàçàòåëñòâàòà íà ðåçóëòàòèòå â òàçè ñåêöèÿ ñëåäâàò íà-
ïúëíî ïúòÿ íà îíåçè çà Áåñåëîâè ðåäîâå (Ñåêöèè 2.4 è 2.5), äåòàéëèòå ñà
ïðîïóñíàòè.

8.2 Ðåäîâå ïî ôóíêöèè îò Áåñåëîâ òèï.
Òåîðåìè îò òèïà íà òåîðåìèòå íà
Òàóáåð è Ôàòó

Èçëîæåíèåòî â òàçè ñåêöèÿ çàïî÷âà ñ òåîðåìè îò Òàóáåðîâ òèï çà ñó-
ìèðàíå íà ðàçõîäÿùè ðåäîâå, ïðåäñòàâåíè êàêòî ÷ðåç ôóíêöèè íà Áåñåë�
Ìåéòëàíä, òàêà è òåçè ÷ðåç ôóíêöèè íà Ëîìåë Ðàéò. Çà äà áúäàò ôîðìó-
ëèðàíè ðåçóëòàòèòå çà (J, z0)-ñóìèðóåìîñò, äåôèíèðàíà ñ Äåôèíèöèÿ 2.6.2,
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ïúðâî êîíñòðóèðàìå ïîäõîäÿùà ôàìèëèÿ îò âèäà (2.6.4). Â íà÷àëîòî âúç-
íàìåðÿâàìå äà çàïî÷íåì ñ òâúðäåíèÿòà, ñâúðçàíè ñ ôóíêöèèòå íà Áåñåë�
Ìåéòëàíä.

Íåêà z0 ∈ C, |z0| = R, 0 < R <∞, è Jµn (z0) ̸= 0 çà n = 0, 1, 2, ... è íåêà
çà êðàòêîñò äà îçíà÷èì

jn(z) = J∗
n,µ(z; z0) =

J̃µn (z)

J̃µn (z0)
, (J ; z0) := {jn}n∈N0

. (8.2.1)

Î÷åâèäíî å, ÷å ôóíêöèèòå jn îò (8.2.1) ñà öåëè ôóíêöèè è jn(z0) = 1,
ïîðàäè êîåòî, ôàìèëèÿòà (J ; z0) å îò òèïà, äåôèíèðàí ñ (2.6.4). Îñâåí òîâà
íèå ñå íóæäàåì è îò ðåäà

∞∑
n=0

anjn(z) =
∞∑
n=0

anJ
∗
n,µ(z; z0). (8.2.2)

Ñúãëàñíî Òåîðåìà 8.1.2, ìîæå äà ñå çàïèøå ñëåäíàòà çàáåëåæêà.

Çàáåëåæêà 8.2.1. (J, z0) - ñóìèðóåìîñòòà, èçïîëçâàùà ñèñòåìàòà
îò ôóíêöèè (8.2.1), å ðåãóëÿðíà, è òîâà ñâîéñòâî å ñàìî ÷àñòåí ñëó÷àé
íà Òåîðåìà 8.1.2.

È òàêà, ñòèãàìå äî ñëåäíîòî òâúðäåíèå, êîåòî å àíàëîã íà êëàñè÷åñêàòà
òåîðåìà íà Òàóáåð.

Òåîðåìà 8.2.1 (îò Òàóáåðîâ òèï [99]). Íåêà ôàìèëèÿòà (J ; z0) å äåôè-
íèðàíà ñ ôîðìóëàòà (8.2.1). Àêî ÷èñëîâèÿò ðåä (2.2.2) å (J, z0) - ñóìèðóåì
è

lim
n→∞

nan = 0, (8.2.3)

òîãàâà òîé å ñõîäÿù.

Ïî-íàòàòúê å äàäåíî è îáîáùåíèåòî íà o(1/n) âåðñèÿòà íà òåîðåìàòà îò
Òàóáåðîâ òèï (Òåîðåìà 8.2.1), êîåòî ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî òåîðåìà îò
Ëèòúëóäîâ òèï.

Òåîðåìà 8.2.2 (îò Ëèòúëóäîâ òèï [99]). Íåêà ôàìèëèÿòà (J ; z0) å äå-
ôèíèðàíà ñ ðàâåíñòâîòî (8.2.1). Àêî ÷èñëîâèÿò ðåä (2.2.2) å (J, z0) - ñó-
ìèðóåì è ÷èñëàòà an óäîâëåòâîðÿâàò ñâîéñòâîòî

an = O(1/n), (8.2.4)

òî ðåäúò (2.2.2) å ñõîäÿù.
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Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà z äà ïðèíàäëåæè íà îòñå÷êàòà [0, z0]. Èçïîëç-
âàéêè àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà (4.2.4) çà ôóíêöèèòå íà Áåñåë�Ìåéòëàíä,
ïîëó÷àâàìå:

anJ
∗
n,µ(z; z0) = an

(
z

z0

)n
1 + θµn(z)

1 + θµn(z0)
= an

(
z

z0

)n (
1 + θ̃µn(z; z0)

)
,

êúäåòî θ̃µn(z; z0) =
θµn(z)− θµn(z0)

1 + θµn(z0)
. Òîãàâà θ̃µn(z; z0) = O(1/nµ), áëàãîäàðåíèå

íà (4.3.3) è Çàáåëåæêà 1.1.2 (iii).

Íåêà äà çàïèøåì (8.2.2) âúâ âèäà

∞∑
n=0

anJ
∗
n,µ(z; z0) =

∞∑
n=0

an

(
z

z0

)n (
1 + θ̃µn(z; z0)

)
. (8.2.5)

Ñëåä òîâà, îçíà÷àâàéêè

wn(z) = an

(
z

z0

)n
θ̃µn(z; z0),

ðàçãëåæäàìå ðåäà
∞∑
n=0

wn(z). Òúé êàòî |wn(z)| ≤ |an| |θ̃µn(z; z0)| è ñúãëàñíî

óñëîâèåòî (8.2.4) è îöåíêàòà (4.3.3), òî ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà C̃, òàêàâà ÷å

|wn(z)| ≤ C̃/n1+µ çà n ∈ N. Ïîðàäè ñõîäèìîñòòà íà ðåäà
∞∑
n=1

1/n1+µ ñëåäâà,

÷å ðåäúò
∞∑
n=0

wn(z) å ñúùî ñõîäÿù, äàæå àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî âúðõó îò-

ñå÷êàòà [0, z0]. Ñëåäîâàòåëíî (ïîíåæå lim
z→z0

wn(z) = wn(z0) = anθ̃
µ
n(z0; z0) =

0) å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

lim
z→z0

∞∑
n=0

wn(z) =
∞∑
n=0

lim
z→z0

wn(z) = 0.

Î÷åâèäíî, ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å ðåäúò (2.2.2) å (J, z0)- ñóìèðóåì, âëå÷å
ñúùåñòâóâàíåòî íà ãðàíèöàòà (2.6.6). Òîãàâà, èìàéêè ïðåäâèä, ÷å (8.2.5)
ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

∞∑
n=0

anJ
∗
n,µ(z; z0) =

∞∑
n=0

an

(
z

z0

)n
+

∞∑
n=0

an

(
z

z0

)n
θ̃µn(z; z0),
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çàêëþ÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà

lim
z→z0

∞∑
n=0

an

(
z

z0

)n
, (8.2.6)

è îñâåí òîâà, ÷å

lim
z→z0

∞∑
n=0

anJ
∗
n,µ(z; z0) = lim

z→z0

∞∑
n=0

an

(
z

z0

)n
.

Îò ñúùåñòâóâàíåòî íà ãðàíèöàòà (8.2.6) ñëåäâà, ÷å ðåäúò (2.2.2) åA-ñóìèðóåì
è òîãàâà, ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.2.2, ðåäúò (2.2.2) å ñõîäÿù. �

Çàáåëåæêà 8.2.2. Ñåãà âàëèäíîñòòà íà Òåîðåìà 8.2.1 ñëåäâà îò Òåî-
ðåìà 8.2.2, ïðîñòî êàòî ñëåäñòâèå. Òÿ ìîæå äà ñå äîêàæå è íåçàâèñèìî
è äîêàçàòåëñòâîòî ñå èçâúðøâà àíàëîãè÷íî íà òîâà íà Òåîðåìà 8.2.2.

Ðåçóëòàòèòå, ñâúðçàíè ñ îáîáùåíèòå ôóíêöèè íà Ëîìåë�Ðàéò (4.2.1) ñà
ñàìî ôîðìóëèðàíè, çàùîòî òåõíèòå äîêàçàòåëñòâà ïðîòè÷àò ïî ñúùèÿ íà-
÷èí, íî èçïîëçâàéêè ñïåöèôèêàòà íà ñúîòâåòíàòà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà.

Äà îòáåëåæèì, ÷å âñÿêà åäíà îò ôóíêöèèòå J̃µ,mn−2λ,λ(z), n ∈ N0, áèäåé-
êè öÿëà ôóíêöèÿ, íå òúæäåñòâåíî íóëà, èìà íàé-ìíîãî êðàåí áðîé íóëè â
çàòâîðåíîòî è îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî [D(0;R)]. Îñâåí òîâà, ïîðàäè Çàáå-
ëåæêà 4.4.2, ñàìî êðàåí áðîé îò òåçè ôóíêöèè èçîáùî èìàò íÿêàêâè íóëè,
åâåíòóàëíî ñ èçêëþ÷åíèå íà 0.

Íåêà z0 ∈ C, |z0| = R, 0 < R <∞, Jµ,mn−2λ,λ(z0) ̸= 0 çà n = 0, 1, 2, ... , è
íåêà äà îçíà÷èì çà êðàòêîñò

jn(z) = J∗
n,λ,µ,m(z; z0) =

J̃ µ,m
n−2λ,λ(z)

J̃ µ,m
n−2λ,λ(z0)

, (J ; z0) := {jn}n∈N0
. (8.2.7)

Î÷åâèäíî, ôàìèëèÿòà (J ; z0) å îò òèïà, äåôèíèðàí ñ (2.6.4), çàùîòî
âñè÷êè ôóíêöèès jn â (8.2.7) ñà öåëè ôóíêöèè è ïðè òîâà jn(z0) = 1.
Èçïîëçâàéêè ñèñòåìàòà (8.2.7) îò îáîáùåíè ôóíêöèè íà Ëîìåë�Ðàéò, íèå
ôîðìóëèðàìå òåîðåìèòå îò Òàóáåðîâ è Ëèòúëóäîâ òèï.

Òåîðåìà 8.2.3 (îò Òàóáåðîâ òèï [99]). Íåêà ñèñòåìàòà (J ; z0) å äåôè-
íèðàíà ñ (8.2.7). Àêî ÷èñëîâèÿò ðåä (2.2.2) å (J, z0)-ñóìèðóåì è

lim
n→∞

nan = 0, (8.2.8)

òî òîé å ñõîäÿù.
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Òåîðåìà 8.2.4 (îò Ëèòúëóäîâ òèï [99]). Íåêà ñèñòåìàòà (J ; z0) å äå-
ôèíèðàíà ñ (8.2.7). Àêî ÷èñëîâèÿò ðåä (2.2.2) å (J, z0)-ñóìèðóåì è

an = O(1/n), (8.2.9)

òî ðåäúò (2.2.2) å ñõîäÿù.

Äà îòáåëåæèì, ÷å òàçè (J, z0)-ñóìèðóåìîñò å ñúùî ðåãóëÿðíà, ò.å. ìîæå
äà ñå çàïèøå ñëåäíàòà çàáåëåæêà.

Çàáåëåæêà 8.2.3. Ðàçãëåæäàíàòà (J, z0)-ñóìèðóåìîñò å ðåãóëÿðíà è
òîâà ñâîéñòâî å ñàìî ÷àñòåí ñëó÷àé íà Òåîðåìà 8.1.2.

Äðóã èíòåðåñåí ðåçóëòàò, êîéòî ñå îòíàñÿ äî ïîâåäåíèåòî íà ðåäîâåòå
(8.1.3) è (8.1.4) ïî ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà íà ñõîäèìîñò, äàâà çàâèñèìîñò
ìåæäó ðàçïðåäåëåíèåòî íà ðåãóëÿðíèòå òî÷êè íà òåõíèòå ñóìè è ñõîäè-
ìîñòòà íà ðåäîâåòå â òàêèâà òî÷êè íà ãðàíèöàòà. Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè
â òàçè íàñîêà çà äâåòå ôàìèëèè ñà êîìáèíèðàíè â åäíà òåîðåìà, êàêòî
ñëåäâà.

Òåîðåìà 8.2.5 (îò Ôàòó òèï [99]). Íåêà {an}∞n=0 å ðåäèöà îò êîìïëåê-
ñíè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà

lim
n→∞

an = 0, lim sup
n→∞

( |an| )1/n = 1, (8.2.10)

è F (z) äà áúäå ñóìàòà íà (8.1.3), ñúîòâåòíî (8.1.4), â åäèíè÷íèÿ êðúã
D(0; 1), ò. e.

F (z) =
∞∑
n=0

anJ̃
µ
n (z), z ∈ D(0; 1) (8.2.11)

(ðåñï. : F (z) =
∞∑
n=0

anJ̃
µ,m
n, λ (z), z ∈ D(0; 1)). (8.2.12)

Íåêà σ å ïðîèçâîëíà äúãà îò åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò C(0; 1), âñè÷êè òî÷-
êè íà êîÿòî (âêëþ÷èòåëíî è êðàèùàòà) ñà ðåãóëÿðíè çà ôóíêöèÿòà F .
Òîãàâà ðåäúò (8.1.3) (ñúîòâåòíî (8.1.4)) å ñõîäÿù, äàæå ðàâíîìåðíî, âúð-
õó äúãàòà σ.

Äîêàçàòåëñòâî. Òóê å èçëîæåíî äîêàçàòåëñòâîòî çà ðåäà (8.1.3). Òúé
êàòî âñè÷êè òî÷êè íà äúãàòà σ ñà ðåãóëÿðíè çà ôóíêöèÿòà F (z), òî ñú-
ùåñòâóâà îáëàñò G ⊃ σ, â êîÿòî ôóíêöèÿòà F ìîæå äà áúäå ïðîäúëæåíà.



8.2. ÐÅÄÎÂÅ ÏÎ ÔÓÍÊÖÈÈ ÎÒ ÁÒ. ÒÅÎÐÅÌÈ ÎÒ ÒÀÓÁÅÐÎÂ È ÔÀÒÓ ÒÈÏ145

Îçíà÷àâàéêè G̃ = G ∪ D(0; 1), íèå äåôèíèðàìå ôóíêöèÿ ψ â îáëàñòòà G̃
ñúñ ñëåäíîòî ðàâåíñòâî

ψ(z) = F (z), z ∈ D(0; 1).

Ñ äðóãè äóìè êàçàíî, ψ å åäíîçíà÷íî àíàëèòè÷íî ïðîäúëæåíèå íà F â
îáëàñòòà G̃.

Íåêà ρ > 0 å ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó ãðàíèöàòà ∂G̃ íà îáëàñòòà G̃ è äúãàòà
σ (∂G̃ ñúäúðæà ÷àñò îò åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò |z| = 1), íåêà äà âçåìåì
òî÷êèòå ζ1, ζ2 îò åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò

ζ1, ζ2 /∈ σ, |ζ1| = |ζ2| = 1,

òàêèâà, ÷å ðàçñòîÿíèåòî íà âñÿêà åäíà îò òî÷êèòå ζ1, ζ2 è ñúîòâåòíèÿ ïî-
áëèçúê êðàé íà äúãàòà σ ñà ðàâíè íà ρ/2, è äà îçíà÷èì

z1 = ζ1(1 + ρ/2), z2 = ζ2(1 + ρ/2).

Äà äåôèíèðàìå ñåãà ïîìîùíàòà ôóíêöèÿ

φn(z) = ψ(z)−
n∑
k=0

akJ̃
µ
k (z) (8.2.13)

è äà îòáåëåæèì, ÷å ñúãëàñíî Çàáåëåæêà 4.4.2, ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñ-
ëî N0, òàêîâà ÷å J̃µn (z) ̸= 0 êîãàòî z ïðèíàäëåæè íà íåïðàçíî êîìïàêòíî
ïîäìíîæåñòâî íà C, z ̸= 0 è n > N0. Ñåãà, âçåìàéêè n ≥ N0, âúâåæäàìå
ñëåäíîòî îçíà÷åíèå:

ωn(z) =
φn(z)

J̃µn+1(z)
(z − ζ1)(z − ζ2), z ̸= 0, ωn(0) = an+1ζ1ζ2. (8.2.14)

Çà äà äîêàæåì, ÷å ðåäèöàòà

{
n∑
k=0

akJ̃
µ
k (z)

}
å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà âúðõó

äúãàòà σ, å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì, ÷å ðåäèöàòà {ωn(z)}∞n=N0
êëîíè ðàâíî-

ìåðíî êúì íóëà âúðõó ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà ∂∆ íà ñåêòîðà ∆ = Oz1z2,
êîéòî å êîìïàêòíî ìíîæåñòâî, è ñëåä òîâà äà îöåíèì φn(z) âúðõó äúãàòà
σ.

Çà öåëòà äà ñå âúðíåì íà (4.3.3) è äà ñè ïðèïîìíèì ñâîéñòâîòî íà ÷àñòíî
íà äâå Γ-ôóíêöèè, äàäåíî â Çàáåëåæêà 1.1.2(iii). Íåêà ñàìî äà ñïîìåíåì,
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÷å òúé êàòî lim
n→∞

1

nµ
= 0, òî ñúùåñòâóâàò ÷èñëà C è Ñ > N0, òàêèâà ÷å

|1 + θµn(z)| ≤ C/2 çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà n ∈ N è 1/2 ≤ |1 + θµn(z)| ≤ 2 çà
n > Ñ âúðõó ïðîèçâîëíî êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà C.

Ñåãà, âçåìàéêè ε > 0 è îçíà÷àâàéêè

R = 1 + ρ/2, ε1 =
ερ3

8(8CR2 + ρ)
, M = max

z∈[∆]
|ψ(z)| ([∆] = ∆ ∪ ∂∆),

íèå òðÿáâà äà ðàçãëåäàìå ÷åòèðè ñëó÷àÿ, êàêòî ñëåäâà.

(1) Ïúðâî, íåêà z ∈ (O, ζ1) ∪ (O, ζ2) ⊂ D(0; 1).

Â åäèíè÷íèÿ êðúã, ñúãëàñíî (8.2.13), èìàìå ïîñëåäîâàòåëíî, ÷å

ωn(z) =
∞∑
k=0

an+k+1

J̃µn+k+1(z)

J̃µn+1(z)
(z − ζ1)(z − ζ2),

ωn(z) =
∞∑
k=0

an+k+1 z
k (1 + θµn+k+1(z))

(1 + θµn+1(z))
(z − ζ1)(z − ζ2). (8.2.15)

Òúé êàòî an → 0 è |(z− ζ1)(z− ζ2)| < 2(1− |z|), òî ñúùåñòâóâà ÷èñëî
N1 = N1(ε1) > Ñ , òàêîâà ÷å

|ωn(z)| < ε1

∞∑
k=0

|z|k
∣∣∣∣(1 + θµn+k+1(z))

(1 + θµn+1(z))

∣∣∣∣ |(z − ζ1)||(z − ζ2)|

< 2Cε1

∞∑
k=0

|z|k(1− |z|) = 2Cε1

çà n > N1, ò. e.
|ωn(z)| < 2Cε1. (8.2.16)

(2) Íåêà z ∈ (ζ1, z1) ∪ (ζ2, z2).

Â òîçè ñëó÷àé |z−ζ1| = |z|−1 è |z−ζ2| ≤ |z|+|ζ2| < 2R, è âçåìàéêè ïîä
âíèìàíèå Òåîðåìà 4.4.1, àñèìïòîòè÷íèòå ôîðìóëè (4.2.4) è (8.2.13),



8.2. ÐÅÄÎÂÅ ÏÎ ÔÓÍÊÖÈÈ ÎÒ ÁÒ. ÒÅÎÐÅÌÈ ÎÒ ÒÀÓÁÅÐÎÂ È ÔÀÒÓ ÒÈÏ147

ìîæåì äà çàïèøåì ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà çà àáñîëþòíàòà ñòîéíîñò íà
ωn(z), äàäåíà ñ ôîðìóëàòà

ωn(z) =

ψ(z)−
n∑
k=0

ak z
k (1 + θµk (z))

zn+1(1 + θµn+1(z))
(z − ζ1)(z − ζ2),

èìåííî:

|ωn(z)| ≤
M +

n∑
k=0

|ak||z|k|(1 + θµk (z))|

|z|n+1|(1 + θµn+1(z))|
2R(|z| − 1)

< 2R

(
2M +

N1∑
k=0

C|ak|Rk

)
(|z| − 1)

|z|n+1
+ 2ε1RC

(|z| − 1)

|z|n+1

n∑
k=N1+1

|z|k .

Ïî-íàòàòúê, èìàéêè ïðåäâèä ÷å îò åäíà ñòðàíà:

(|z| − 1)

|z|n+1
<

(|z| − 1)

|z|n+1 − 1
=

1

|z|n + · · ·+ 1
<

1

n+ 1
,

è îò äðóãà ñòðàíà:

n∑
k=N1+1

|z|k = |z|n+1 − |z|N1+1

(|z| − 1)
<

|z|n+1

(|z| − 1)
,

íèå çàêëþ÷àâàìå, ÷å

|ωn(z)| <
2R

n+ 1

(
2M +

N1∑
k=0

C|ak|Rk

)
+ 2ε1RC.

Òîãàâà, òúé êàòî n−1 → 0, òî ñúùåñòâóâà ÷èñëî N2 = N2(ε1) > N1,
òàêîâà ÷å

2R

n+ 1

(
2M +

N1∑
k=0

C|ak|Rk

)
< ε1

çà n > N2, ò. e.
|ωn(z)| < (1 + 2RC)ε1. (8.2.17)
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(3) z ïðèíàäëåæè íà äúãàòà
⌢
z1z2 (âêëþ÷èòåëíî êðàèùàòà).

Òîãàâà |z − ζ1| < 2R, |z − ζ2| < 2R è ñëåäîâàòåëíî

|ωn(z)| <
4R2

(
2M +

n∑
k=0

C|ak|Rk

)
Rn+1

<

4

(
2M +

N1∑
k=0

C|ak|Rk

)
Rn−1

+
8ε1CR

2

ρ
·

Òúé êàòî R−n → 0, òî ñúùåñòâóâà ÷èñëî N3 = N3(ε1) > N1, òàêîâà
÷å

|ωn(z)| <
(
8CR2

ρ
+ 1

)
ε1 (8.2.18)

çà n > N3.

(4) Íåêà z ∈ {O, ζ1, ζ2}.
Â òîçè ñëó÷àé (8.2.14) âîäè äî ωn(0) = an+1ζ1ζ2, îòêúäåòî

|ωn(0)| = |an+1| < ε1 çà n > N1 è ωn(ζ1,2) = 0. (8.2.19)

Íåêà N = max{N1, N2, N3} è n > N , òîãàâà èìàéêè ïðåäâèä, ÷å ñà
èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà (8.2.16) � (8.2.19), ìîæåì äà çàïèøåì ñëåäíàòà
âåðèãà îò ðåëàöèè:

|ωn(z)| < max

(
2Cε1, (2RC + 1)ε1,

(
8CR2

ρ
+ 1

)
ε1

)
=

(
8CR2

ρ
+ 1

)
ε1,

âúðõó ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà ∆. Ñëåäîâàòåëíî, ñúãëàñíî ïðèíöèïà çà ìàê-
ñèìóìà íà ìîäóëà, ìîæå äà ñå èçâëå÷å ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî

|ωn(z)| <
(
8CR2 + ρ

ρ

)
ε1, z ∈ σ. (8.2.20)

Íàêðàÿ, ñúãëàñíî (4.2.4), (8.2.13) è (8.2.15), è òúé êàòî |z| = 1 âúðõó
äúãàòà σ, òî ïîëó÷àâàìå
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|ωn(z)| =

∣∣∣∣ψ(z)− n∑
k=0

akJ̃
µ
k (z)

∣∣∣∣
|zn+1||1 + θµn+1(z)|

|z − ζ1||z − ζ2| >
1

2
· ρ

2

4

∣∣∣∣∣ψ(z)−
n∑
k=0

akJ̃
µ
k (z)

∣∣∣∣∣ .
(8.2.21)

Òîãàâà ïðèëàãàíåòî íà íåðàâåíñòâîòî (8.2.20), ðåëàöèÿòà (8.2.21) äàâà∣∣∣∣∣ψ(z)−
n∑
k=0

akJ̃
µ
k (z)

∣∣∣∣∣ < 8

ρ2
|ωn(z)| <

8ε1
ρ3
(
8CR2 + ρ

)
= ε, z ∈ σ,

êîåòî äîêàçâà òåîðåìàòà â òîçè ñëó÷àé.
Äîêàçàòåëñòâîòî çà ðåäà (8.1.4) ïðîòè÷à àíàëîãè÷íî. �

8.3 Ìèòàã-Ëåôëåðîâè è îáîáùåíè Ìèòàã-
Ëåôëåðîâè ðåäîâå. Òåîðåìè îò Êîøè�
Àäàìàðîâ è Àáåëîâ òèï

Íåêà En(z) è Eα,n(z), äåôèíèðàíè ñ (5.1.1) è (5.1.2) è Eγ
α, n(z), äåôè-

íèðàíè ñ (5.3.1), ñà ñúîòâåòíî ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð è òåõíèòå 3-
èíäåêñíè îáîáùåíèÿ ñúñ z ∈ C è ïàðàìåòðè α, γ ∈ C, n ∈ N, Re(α) > 0.
Äà ïðèïîìíèì îñâåí òîâà, ÷å çà γ = 1 îáîáùåíàòà 3-ïàðàìåòðè÷íà ôóíê-
öèÿ íà Ìèòàã-Ëåôëåð (èçâåñòíà îùå êàòî ôóíêöèÿ íà Ïðàáõàêàð) ñúâïàäà
ñ ôóíêöèÿòà íà Ìèòàã-Ëåôëåð, ïîðàäè êîåòî, ïîñòàâÿéêè γ = 1, âñè÷êè ïî-
ëó÷åíè ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ Eγ

α, n(z), â òàçè ãëàâà ïîðàæäàò ñúîòâåòíèòå
òâúðäåíèÿ, ñâúðçàíè ñ êëàñè÷åñêèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð Eα,n(z).

Â ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå íèå èçïîëçâàìå îçíà÷åíèÿòà

Ẽ0(z) = 1, Ẽn(z) = znEn(z), n ∈ N,
Ẽ0
α, 0(z) = 1, Ẽ0

α, n(z) = Γ(n) znE0
α, n(z), n ∈ N,

Ẽγ
α, n(z) =

Γ(αp+ n)

(γ)p
zn−pEγ

α, n(z) (γ ̸= 0), n ∈ N0,

(8.3.1)

ñúñ ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà p, îïðåäåëåíè â Ñåêöèÿ 5.4 (òóê Ẽ0(z) = 1 è
Ẽ0
α, 0(z) = 1 ñà âúâåäåíè ñàìî çà ïúëíîòà).



150 ÃËÀÂÀ 8. ÐÅÄÎÂÅ ÎÒ ÁÅÑÅËÎÂ È Ì-Ë ÒÈÏ. ÑÕÎÄÈÌÎÑÒ

Â òàçè ñåêöèÿ ðàçãëåæäàìå ðåäîâå ïî òàêúâ òèï îò ôóíêöèè â êîìï-
ëåêñíàòà ðàâíèíà, èìåííî:

∞∑
n=0

anẼn(z), (8.3.2)

ñúîòâåòíî
∞∑
n=0

anẼ
γ
α, n(z), (8.3.3)

ñ êîìïëåêñíè êîåôèöèåíòè an (n = 0, 1, 2, ...). Ïúðâèÿ îò òÿõ íàðè÷àìå ïî-
êðàòêî Ìèòàã-Ëåôëåðîâ ðåä à âòîðèÿ � îáîáùåí Ìèòàã-Ëåôëåðîâ ðåä, èëè
äâàòà âèäà ðåäîâå íàðè÷àìå îáùî ðåäîâå îò Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï. Òúé êàòî
äîêàçàòåëñòâàòà íà òâúðäåíèÿòà â òàçè ñåêöèÿ ñëåäâàò ëèíèÿòà íà îíåçè,
îòíàñÿùè ñå äî ðåäîâå ïî Áåñåëîâè è îáîáùåíè Áåñåëîâè ôóíêöèè, äåòàé-
ëèòå òóê ñà ïðîïóñíàòè. Ïúðâî ôîðìóëèðàìå òåîðåìà îò Êîøè�Àäàìàðîâ
òèï çà ðåäîâåòå (8.3.2) è (8.3.3).

Òåîðåìà 8.3.1 (îò Êîøè�Àäàìàðîâ òèï [99]). Îáëàñòòà íà ñõîäèìîñò
íà âñåêè åäèí îò ðåäîâåòå (8.3.2) è (8.3.3) ñ êîìïëåêñíè êîåôèöèåíòè an
å îòâîðåíèÿ êðúã D(0;R) ñ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò

R =

(
lim sup
n→∞

( |an| )1/n
)−1

. (8.3.4)

Ïî-êîíêðåòíî, è äâàòà ðåäà ñà àáñîëþòíî ñõîäÿùè â êðúãà D(0;R) è ðàç-
õîäÿùè â îáëàñòòà |z| > R. Ñëó÷àèòå R = 0 è R = ∞ ïîïàäàò â îáùèÿ
ñëó÷àé.

Ñëåäñòâèå 8.3.1. [99] Íåêà êîé äà å îò ðåäîâåòå (8.3.2) è (8.3.3) å ñõî-
äÿù â òî÷êàòà z0 ̸= 0. Òîãàâà òîé å àáñîëþòíî ñõîäÿù â êðúãà D(0; |z0|).
Îñâåí òîâà, ñõîäèìîñòòà å ðàâíîìåðíà âúòðå â êðúãà D(0;R), ò. e. âúðõó
âñåêè çàòâîðåí êðúã |z| ≤ r < R (R äåôèíèðàí ñ (8.3.4)).

Íåêà z0 ∈ C, 0 < R < ∞, |z0| = R, gφ å ïðîèçâîëíà úãëîâà îáëàñò îò
âèäà (2.1.4) ñ ãîëåìèíà 2φ < π è ñ âðúõ â òî÷êàòà z = z0, è íåêà dφ å ÷àñòòà
îò gφ, äåôèíèðàíà ñ (2.1.4). Ñëåäâàùàòà òåîðåìà ñå îòíàñÿ äî ðàâíîìåðíàòà
ñõîäèìîñò íà ðåäîâåòå (8.3.2) è (8.3.3) â ìíîæåñòâîòî dφ è ñúùåñòâóâíåòî
íà ãðàíèöàòà íà òÿõíàòà ñóìà â òî÷êàòà z0, ïðè óñëîâèå, ÷å |z| < R è z ∈ gφ.
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Òåîðåìà 8.3.2 (îò Àáåëîâ òèï [99]). Íåêà {an}∞n=0 å ðåäèöà îò êîìï-
ëåêñíè ÷èñëà è R äà áúäå ðåàëíîòî ÷èñëî, äåôèíèðàíî ñ (8.3.4), 0 < R <∞
è F (z), G(z) äà ñà ñóìèòå ñúîòâåòíî íà ðåäîâåòå (8.3.2), (8.3.3) â îáëàñò-
òà D(0;R), ò. e.

F (z) =
∞∑
n=0

anẼn(z), z ∈ D(0;R), (8.3.5)

G(z) =
∞∑
n=0

anẼ
γ
α, n(z), z ∈ D(0;R). (8.3.6)

Àêî êîé äà å îò òåçè ðåäîâå ((8.3.2) èëè ñúîòâåòíî (8.3.3)) å ñõîäÿù â
òî÷êàòà z0 îò ãðàíèöàòà ∂D(0;R) = C(0;R), òî

(I) Ðåäúò (8.3.2), ñúîòâåòíî (8.3.3), å ðàâíîìåðíî ñõîäÿù â îáëàñòòà
dφ.

(II) Â ñèëà å ñëåäíàòà ðåëàöèÿ

lim
z→z0

F (z) =
∞∑
n=0

anẼn(z0), (8.3.7)

ðåñï. : lim
z→z0

F (z) =
∞∑
n=0

anẼ
γ
α, n(z0), (8.3.8)

ïðè óñëîâèå, ÷å z ∈ gφ.

Ïîäðîáíîñòèòå îò äîêàçàòåëñòâàòà, îòíàñÿùè ñå çà ðåäîâåòå (8.3.3) è
ðàâåíñòâîòî (8.3.8) ìîãàò äà ñå íàìåðÿò â [94], ñ èçêëþ÷åíèå íà ðàâíî-
ìåðíîñòòà è Ñëåäñòâèå 8.3.1. Èäåèòå, êàêòî è ïúòÿ ïî êîéòî ìîãàò äà ñå
èçâúðøàò äîêàçàòåëñòâàòà íà ïîñëåäíèòå, ñà àíàëîãè÷íè íà [91], êúäåòî
ñà äàäåíè äîêàçàòåëñòâàòà íà ñúîòâåòíèòå ðåçóëòàòè, çàñÿãàùè ðåäîâåòå
(8.3.2) è ðàâåíñòâîòî (8.3.7).

8.4 Ðåäîâå ïî ôóíêöèè îò Ìèòàã-Ëåôëåðîâ
òèï. Òåîðåìè îò òèïà íà òåîðåìèòå íà
Òàóáåð è Ôàòó

Íåêà Ẽn, Ẽγ
α, n ñà ôóíêöèèòå, äåôèíèðàíè ñ ðåëàöèèòå (8.3.1), z0 ∈ C

ñ |z0| = R è 0 < R < ∞, Ẽn(z0) ̸= 0 è ñúùî Ẽγ
α, n(z0) ̸= 0 (ïîñëåäíîòî
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óñëîâèå ìîæå äà áúäå çàïèñàíî, çàùîòî è äâåòå ôóíêöèè Ẽn, Ẽγ
α, n ñà öå-

ëè ôóíêöèè, è äîïúëíèòåëíî ïðåäâèä Çàáåëåæêè 5.6.3, 5.6.4). Çà óäîáñòâî
îçíà÷àâàìå

jn(z) := E∗
n(z; z0) =

Ẽn(z)

Ẽn(z0)
, (J ; z0) := {jn}n∈N0

, (8.4.1)

ñúîòâåòíî

jn(z) := E∗
α, n, γ(z; z0) =

Ẽγ
α, n(z)

Ẽγ
α, n(z0)

, (J ; z0) := {jn}n∈N0
. (8.4.2)

ßñíî å, ÷å âñè÷êèòå ôóíêöèè jn âúâ ôîðìóëèòå (8.4.1) è (8.4.2) ñà öåëè
ôóíêöèè, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî jn(z0) = 1.

Çà äà ôîðìóëèðàìå ñëåäâàùèòå ðåçóëòàòè íèå ðàçãëåæäàìå ñúîòâåòíè-
òå ðåäîâå îò âèäà (2.6.5), ò. å ðåäîâåòå:

∞∑
n=0

anjn(z) =
∞∑
n=0

anE
∗
n(z; z0), (8.4.3)

ðåñïåêòèâíî
∞∑
n=0

anjn(z) =
∞∑
n=0

anE
∗
α, n, γ(z; z0), (8.4.4)

èçïîëçâàíè â Äåôèíèöèÿ 2.6.2 çà (J, z0)-ñóìèðóåìîñò íà äàäåí ÷èñëîâ ðåä.
Äà îòáåëåæèì, ÷å ñúãëàñíî Òåîðåìà 8.3.2 ìîæå äà ñå çàïèøå ñëåäâàùàòà
çàáåëåæêà, êîÿòî ñå îòíàñÿ çà òàêúâ âèä ñóìèðàíå.

Çàáåëåæêà 8.4.1. (J, z0)-ñóìèðóåìîñòòà íà ÷èñëîâèÿ ðåä (2.2.2), êî-
ÿòî èçïîëçâà ôàìèëèÿòà (8.4.1), ðåñïåêòèâíî (8.4.2), å ðåãóëÿðíà è òîâà
ñâîéñòâî å ñàìî ÷àñòåí ñëó÷àé íà Òåîðåìà 8.3.2.

Òåîðåìà 8.4.1 (îò Òàóáåðîâ òèï [99]). Àêî {an}∞n=0 å ðåäèöà îò êîìï-
ëåêñíè ÷èñëà, êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà ñâîéñòâîòî

lim
n→∞

nan = 0, (8.4.5)

è ÷èñëîâèÿò ðåä (2.2.2) å (J, z0)-ñóìèðóåì, (÷ðåç ñèñòåìàòà (8.4.1), ñú-
îòâåòíî (8.4.2)), òî ðåäúò (2.2.2) å ñõîäÿù.
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Äîêàçàòåëñòâî. Äà çàïî÷íåì ñúñ ñóìèðóåìîñò, èçðàçåíà ÷ðåç ôàìè-
ëèÿòà îò ôóíêöèè íà Ïðàáõàêàð (8.4.2) (ò. å. 3-ïàðàìåòðè÷íè îáîáùåíèÿ íà
ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð). Â ñëó÷àÿ, êîãàòî γ = 0, äîêàçàòåëñòâîòî ñå
èçâúðøâà íåçàáàâíî, çàùîòî ñúãëàñíî Ëåìà 5.4.3, ðåäúò (8.4.4) ñå ñâåæäà äî
ñòåïåíåí ðåä. Íåêà ñåãà γ ̸= 0 è z ïðèíàäëåæè íà ñåãìåíòà [0, z0]. Âçåìàéêè
ïîä âíèìàíèå àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà (5.6.4) çà îáîáùåíèòå ôóíêöèè íà
Ìèòàã-Ëåôëåð, ïîëó÷àâàìå:

anE
∗
α, n, γ(z; z0) = an

(
z

z0

)n (
1 + θ̃n(z; z0)

)
,

êúäåòî θ̃n(z; z0) =
θγα, n(z)− θγα, n(z0)

1 + θγα, n(z0)
. Òîãàâà áëàãîäàðåíèå íà (5.6.5) èìàìå:

| θ̃n(z; z0)| = O(1/nRe(α)). (8.4.6)

Ïî-íàòàòúê, çàïèñâàéêè (8.4.4) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

∞∑
n=0

anE
∗
α, n, γ(z; z0) =

∞∑
n=0

an

(
z

z0

)n (
1 + θ̃n(z; z0)

)
, (8.4.7)

íèå ðàçãëåæäàìå ðåäà
∞∑
n=0

wn(z), êúäåòî wn å èçïîëçâàíî çà îçíà÷àâàíå íà

èçðàçà

wn(z) = an

(
z

z0

)n
θ̃n(z; z0).

Òúé êàòî |wn(z)| ≤ |an| |θ̃n(z; z0)| è ñúãëàñíî óñëîâèåòî (8.4.5) è çàâèñè-
ìîñòòà (8.4.6), ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà C, òàêàâà ÷å |wn(z)| ≤ C/n1+Re(α).

Òúé êàòî ðåäúò
∞∑
n=1

1/n1+Re(α) å ñõîäÿù, òî ðåäúò
∞∑
n=0

wn(z) å ñúùî ñõîäÿù,

äàæå àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî âúðõó ñåãìåíòà [0, z0]. Ñëåäîâàòåëíî (ïîíåæå
lim
z→z0

wn(z) = 0)

lim
z→z0

∞∑
n=0

wn(z) =
∞∑
n=0

lim
z→z0

wn(z) = 0.

Î÷åâèäíî, ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å ðåäúò (2.2.2) å (J, z0)-ñóìèðóåì âëå÷å ñú-
ùåñòâóâàíåòî íà ãðàíèöàòà (2.6.6). Òîãàâà, êàòî ñå èìà ïðåäâèä, ÷å (8.4.7)
ìîæå äà áúäå çàïèñàíî âúâ âèäà

∞∑
n=0

anE
∗
α, n, γ(z; z0) =

∞∑
n=0

an

(
z

z0

)n
+

∞∑
n=0

wn(z),
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íèå çàêëþ÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà

lim
z→z0

∞∑
n=0

an

(
z

z0

)n
(8.4.8)

è îñâåí òîâà, ÷å

lim
z→z0

∞∑
n=0

anE
∗
α, n, γ(z; z0) = lim

z→z0

∞∑
n=0

an

(
z

z0

)n
.

Îò ñúùåñòâóâàíåòî íà ãðàíèöàòà (8.4.8) ñëåäâà, ÷å ðåäúò (2.2.2) åA-ñóìèðóåì.
Òîãàâà ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.2.1, ðåäúò (2.2.2) å ñõîäÿù, êîåòî äîêàçâà òåî-
ðåìàòà â òîçè ñëó÷àé.

Ñóìèðóåìîñòòà, êîÿòî ñå îòíàñÿ äî ñèñòåìàòà (8.4.1) ìîæå äà áúäå äî-
êàçàíà àíàëîãè÷íî, èçïîëçâàéêè ðåäà (8.4.3) âìåñòî (8.4.4) è ñúîòâåòíàòà
àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà. �

Ïî-äîëó å íàïðàâåíî îáîáùåíèå îò Ëèòúëóäîâ òèï íà o(1/n)-âåðñèÿòà
íà òåîðåìàòà îò Òàóáåðîâ òèï (Theorem 8.4.1). Òúé êàòî íåãîâîòî äîêàçà-
òåëñòâî ñëåäâà òîâà íà Òåîðåìà 8.4.1, òî ðåçóëòàòúò å ñàìî ôîðìóëèðàí.

Òåîðåìà 8.4.2 (îò Ëèòúëóäîâ òèï [99]). Àêî {an}∞n=0 å ðåäèöà îò êîìï-
ëåêñíè ÷èñëà, êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî an = O(1/n), è ÷èñëîâèÿò
ðåä (2.2.2) å (J, z0)-ñóìèðóåì (èçðàçåíî ÷ðåç ñèñòåìàòà (8.4.1), ñúîòâåò-
íî (8.4.2)), òî òîé å ñõîäÿù.

Òåîðåìà 8.4.3 (îò Ôàòó òèï [99]). Íåêà {an}∞n=0 å ðåäèöà îò êîìïëåê-
ñíè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà

lim
n→∞

an = 0, lim sup
n→∞

( |an| )1/n = 1,

è F (z) äà áúäå ñóìàòà íà ðåäà (8.3.2), ñúîòâåòíî (8.3.3), â åäèíè÷íèÿ
îòâîðåí êðúã D(0; 1), ò.e.

F (z) =
∞∑
n=0

anẼn(z), z ∈ D(0; 1) (8.4.9)

(ðåñï.: F (z) =
∞∑
n=0

anẼ
γ
α, n(z), z ∈ D(0; 1)). (8.4.10)
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Íåêà σ å ïðîèçâîëíà äúãà îò åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò C(0; 1), âñè÷êè òî÷-
êè íà êîÿòî (âêëþ÷èòåëíî è êðàèùàòà) ñà ðåãóëÿðíè çà ôóíêöèÿòà F .
Òîãàâà ðåäúò (8.3.2) (ñúîòâåòíî (8.3.3)) å ñõîäÿù, äàæå ðàâíîìåðíî, âúð-
õó äúãàòà σ.

Äîêàçàòåëñòâî. Òóê å äàäåíà ñàìî èäåÿ çà äîêàçàòåëñòâî. Ïîðàäè ðå-
ãóëÿðíîñòòà ñúùåñòâóâà îáëàñò G ⊃ σ, â êîÿòî ôóíêöèÿòà F ìîæå äà áúäå
ïðîäúëæåíà. Ñëåä êàòî îçíà÷èì G̃ = G ∪ D(0; 1), íèå äåôèíèðàìå ôóíê-
öèÿòà ψ â îáëàñòòà G̃ ñ ïîìîùòà íà ðàâåíñòâîòî

ψ(z) = F (z), z ∈ D(0; 1),

ò. e. òîâà îçíà÷àâà, ÷å F èìà åäíîçíà÷íî àíàëèòè÷íî ïðîäúëæåíèå â G̃.
Íåêà ρ > 0 å ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó ãðàíèöàòà ∂G̃ íà îáëàñòòà G̃ è äúãàòà

σ (∂G̃ ñúäúðæà ÷àñò îò åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò C(0; 1)), íåêà äà âçåìåì
òî÷êèòå ζ1, ζ2 /∈ σ, |ζ1| = |ζ2| = 1, òàêèâà, ÷å ðàçñòîÿíèåòî íà âñÿêà åäíà îò
òî÷êèòå ζ1, ζ2 è ñúîòâåòíèÿ ïî-áëèçúê êðàé íà äúãàòà σ ñà ðàâíè íà ρ/2, è
äà îçíà÷èì z1 = ζ1(1 + ρ/2), z2 = ζ2(1 + ρ/2).

Äà äåôèíèðàìå ñåãà ïîìîùíàòà ôóíêöèÿ

φn(z) = ψ(z)−
n∑
k=0

akẼ
γ
α,k(z),

è äà îòáåëåæèì, ÷å ñúãëàñíî Çàáåëåæêà 5.6.4, ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî
N0, òàêîâà ÷å Ẽγ

α,n(z) ̸= 0 â îãðàíè÷åíîòî ìíîæåñòâî G̃, êîãàòî z ̸= 0 è
n > N0. Ñåãà, âçåìàéêè n ≥ N0, íèå âúâåæäàìå îçíà÷åíèåòî

ωn(z) =
φn(z)

Ẽγ
α,n+1(z)

(z − ζ1)(z − ζ2), ωn(0) = an+1ζ1ζ2.

Äîêàçàòåëñòâîòî ïðîäúëæàâà ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàêòî â Òåîðåìà 8.2.5,
êàòî ïúðâî ñå ïîêàæå, ÷å ðåäèöàòà {ωn(z)}∞n=0 êëîíè ðàâíîìåðíî êúì íóëà
âúðõó ãðàíèöàòà ∂∆ íà ñåêòîðà ∆ = Oz1z2, è ñëåä òîâà ñå èçïîëçâà òîâà,

çà äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäèöàòà

{
n∑
k=0

akẼ
γ
α,k(z)

}
å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà âúðõó

äúãàòà σ. Äåòàéëèòå ñà ïðîïóñíàòè, íî ìîãàò äà ñå íàìåðÿò íàïðèìåð â
ïóáëèêàöèÿòà [95].

Äîêàçàòåëñòâàòà íà îñòàíàëèòå äâà ñëó÷àÿ ñëåäâàò ñúùàòà èäåÿ è ñå
èçâúðøâàò àíàëîãè÷íî. �
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8.5 ÌóëòèèíäåêñíèÌèòàã-Ëåôëåðîâè ðåäîâå.
Òåîðåìè îò Êîøè�Àäàìàðîâ è Àáåëîâ òèï

Íåêà
E(αi), (µi0

(n)) (z), äåôèíèðàíè ñ (6.2.2), è J
(m)
(νi0(n))

(z), äåôèíèðàíè ñ (4.2.9),

ñà ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð è ñúîòâåòíî õèïåð-Áåñåëîâèòå
ôóíêöèè ñúñ z ∈ C è ïàðàìåòðè, êàêòî ñëåäâà:

αi > 0, µi, νi ∈ C, Re(νi + 1) > 0 (i = 1, . . . ,m), n ∈ N0.

Çà äà èçáåðåì ïîäõîäÿùè ôàìèëèè îò ôóíêöèè çà ïî-íàòàòúøíîòî èç-
ëîæåíèå, íèå ìîäèôèöèðàìå ìàëêî ôóíêöèèòå, ñïîìåíàòè ïî-ãîðå, êàòî ãè
óìíîæèì ñ ïîäõîäÿùè êîåôèöèåíòè è ñòåïåííè ôóíêöèè.

Íåêà Ẽ(αi), (µi0
(n)) ñà ôóíêöèèòå

Ẽ(αi), (µi0
(n)) (z) = zn−p E(αi), (µi0

(n)) (z) Γ(αi0p+ n)
m∏
i=1

′ Γ(αip+ µi), (8.5.1)

ñúñ ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà p, îïðåäåëåíè â Ñåêöèÿ 6.2 è íåêà J̃ (m)
(νi0(n))

ñà
äåôèíèðàíè ñ ðàâåíñòâîòî

J̃
(m)
(νi0(n))

(z) = Cm,n

(
z

m+ 1

)−
m∑
i=1

′νi

J
(m)
(νi0(n))

(z), (8.5.2)

êúäåòî ñèìâîëúò Cm,n å èçïîëçâàí çà îçíà÷àâàíå íà èçðàçà ïî-äîëó, ò. å.

Cm,n = (m+ 1)n Γ(n+ 1)
m∏
i=1

′ Γ(νi + 1). (8.5.3)

Â òàçè ñåêöèÿ ñà ðàçãëåäàíè ðåäîâå ïî òàêèâà âèäîâå ôóíêöèè, êàêòî å
çàïèñàíî â ñëåäâàùèòå äâå ôîðìóëè, ñúîòâåòíî:

∞∑
n=0

anẼ(αi), (µi0
(n)) (z) (8.5.4)

êàêòî è
∞∑
n=0

anJ̃
(m)
(νi0(n))

(z), (8.5.5)
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ñ êîìïëåêñíè êîåôèöèåíòè an (n = 0, 1, 2, ...) è å èçó÷åíà òÿõíàòà ñõîäèìîñò
â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà C. Íàìåðåíè ñà òåõíèòå êðúãîâå íà ñõîäèìîñò è
ñúùî òàêà å èçñëåäâàíî ïîâåäåíèåòî èì �â áëèçîñò� äî ãðàíèöàòà íà êðúãà
íà ñõîäèìîñò, êàòî ñà äàäåíè ðåçóëòàòè îò Êîøè-Àäàìàðîâ è Àáåëîâ òèï.
Òúé êàòî äîêàçàòåëñòâàòà íà ðåçóëòàòèòå, êîèòî ñà äàäåíè â òàçè è ñëåä-
âàùàòà ñåêöèÿ, ñëåäâàò ëèíèÿòà íà òåçè çà Áåñåëîâè ðåäîâå (Ñåêöèè 2.4 �
2.8), à ñúùî òàêà è íà îíåçè â ïðåäøåñòâàùèòå íÿêîëêî Ñåêöèè 8.1 � 8.4,
äåòàéëèòå ñà ïðîïóñíàòè.

Çàïî÷âàìå ñ ôîðìóëèðîâêàòà íà òåîðåìàòà îò Êîøè�Àäàìàðîâ òèï,
êîìáèíèðàéêè ðåçóëòàòèòå çà äâàòà ðàçãëåæäàíè ðåäà.

Òåîðåìà 8.5.1 (îò Êîøè�Àäàìàðîâ òèï [99]). Îáëàñòòà íà ñõîäèìîñò
íà âñåêè åäèí îò ðåäîâåòå (8.5.4) è (8.5.5) ñ êîìïëåêñíè êîåôèöèåíòè an
å îòâîðåíèÿ êðúã D(0;R) ñ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò, äàäåí ñ ôîðìóëàòà

R =

(
lim sup
n→∞

( |an| )1/n
)−1

. (8.5.6)

Ïî-êîíêðåòíî, è äâàòà ðåäà ((8.5.4) è (8.5.5)) ñà àáñîë÷òíî ñõîäÿùè â
êðúãà D(0;R) è ðàçõîäÿùè â îáëàñòòà |z| > R. Ñëó÷àèòå R = 0 è R = ∞
ïîïàäàò â îáùèÿ ñëó÷àé.

Êàòî åëåìåíòàðíî ñëåäñòâèå îò òàçè òåîðåìà ìîæå äà ñå çàïèøå ñëåä-
íîòî òâúðäåíèå.

Ñëåäñòâèå 8.5.1. [99] Íåêà êîé äà å îò ðåäîâåòå (8.5.4) è (8.5.5)
å ñõîäÿù â òî÷êàòà z0 ̸= 0. Òîãàâà òîé å àáñîëþòíî ñõîäÿù â êðúãà
D(0; |z0|) ⊂ C. Îñâåí òîâà, ñõîäèìîñòòà å ðàâíîìåðíà âúòðå â êðúãà
D(0;R), ò. e. âúðõó âñåêè çàòâîðåí êðúã |z| ≤ r < R (R, äåôèíèðàí ñ
(8.5.6)) ñõîäèìîñòòà å ðàâíîìåðíà.

Íåêà z0 ∈ C, 0 < R < ∞, |z0| = R è gφ å ïðîèçâîëíà úãëîâà îáëàñò îò
âèäà (2.1.4) ñ ãîëåìèíà íà úãúëà 2φ < π è ñ âðúõ â òî÷êàòà z = z0. Íåêà
ñúùî òàêà dφ äà áúäå ÷àñòòà îò úãëîâàòà îáëàñò gφ, êîÿòî å ðàçïîëîæåíà
ìåæäó ðàìåíåòå íà úãúëà è äúãàòà îò îêðúæíîñòòà, äîïèðàùà ñå äî ðàìå-
íåòå íà úãúëà è èìàùà öåíòúð òî÷êàòà 0. Ñëåäâàùàòà òåîðåìà ñå îòíàñÿ
äî ðàâíîìåðíàòà ñõîäèìîñò íà ðåäîâåòå (8.5.4) è (8.5.5) â ìíîæåñòâîòî dφ
è ñúùåñòâóâíåòî íà ãðàíèöàòà íà òåõíèòå ñóìè â òî÷êàòà z0, ïðè óñëîâèå,
÷å z ∈ gφ.
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Òåîðåìà 8.5.2 (îò Àáåëîâ òèï [99]). Íåêà {an}∞n=0 å ðåäèöà îò êîìï-
ëåêñíè ÷èñëà è R äà áúäå ðåàëíîòî ÷èñëî, äåôèíèðàíî ñ (8.5.6), 0 < R <∞
è F (z), G(z) äà ñà ñóìèòå ñúîòâåòíî íà ðåäîâåòå (8.5.4) è (8.5.5) â êðúãà
D(0;R). Àêî êîé äà å îò òåçè ðåäîâå ((8.5.4), ðåñïåêòèâíî (8.5.5)) å ñõî-
äÿù â òî÷êàòà z0 îò ãðàíèöàòà íà D(0;R), òî òîé å ðàâíîìåðíî ñõîäÿù
â îáëàñòòà dφ è îñâåí òîâà å â ñèëà ðåëàöèÿòà

lim
z→z0

F (z) =
∞∑
n=0

anẼ(αi), (µi0
(n)) (z0), (8.5.7)

ñúîòâåòíî

lim
z→z0

G(z) =
∞∑
n=0

anJ̃
(m)
(νi0(n))

(z0), (8.5.8)

ïðè óñëîâèå, ÷å z ∈ gφ.

Ïîäðîáíîñòèòå îò äîêàçàòåëñòâàòà, çàñÿãàùè ðåäîâåòå (8.5.4) è ðàâåíñ-
òâîòî (8.5.7) ìîãàò äà ñå íàìåðÿò â [92], ñ èçêëþ÷åíèå íà ðàâíîìåðíîñòòà
è Ñëåäñòâèå 8.5.1, êîèòî ñà ïóáëèêóâàíè â [97]. Ñúîòâåòíèòå ðåçóëòàòè çà
ðåäîâåòå (8.5.5) ñà ðàçãëåäàíè â [96], êúäåòî ñà äàäåíè èäåèòå çà äîêàçà-
òåëñòâàòà èì.

8.6 ÌóëòèèíäåêñíèÌèòàã-Ëåôëåðîâè ðåäîâå.
Òåîðåìè îò òèïà íà òåîðåìèòå íà
Òàóáåð è Ôàòó

Íåêà Ẽ(αi), (µi0
(n)) (z) è J̃

(m)
(νi0(n))

(z) ñà ôóíêöèèòå, äåôèíèðàíè ñ ðåëàöè-

èòå (8.5.1), ñúîòâåòíî (8.5.2), íåêà z0 ∈ C, |z0| = R è 0 < R <∞, è íåêà

Ẽ(αi), (µi0
(n))(z0) ̸= 0, J̃

(m)
(νi0(n))

(z0) ≠ 0

(ïîñëåäíèòå óñëîâèÿ ìîãàò äà ñå çàïèøàò, çàùîòî ôóíêöèèòå Ẽ(αi), (µi0
(n)) (z)

è J̃ (m)
(νi0(n))

(z) ñà öåëè ôóíêöèè, è äîïúëíèòåëíî ïðåäâèä Çàáåëåæêè 6.3.3 è

4.4.2). Çà óäîáñòâî äà îçíà÷èì

jn(z) := E⋆
(αi), (µi0

(n)) (z; z0) =
Ẽ(αi), (µi0

(n)) (z)

Ẽ(αi), (µi0
(n)) (z0)

, n ∈ N0, (8.6.1)
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ñúîòâåòíî

jn(z) := J
⋆ (m)
(νi0(n))

(z; z0) =
J̃

(m)
(νi0(n))

(z)

J̃
(m)
(νi0(n))

(z0)
, n ∈ N0. (8.6.2)

Î÷åâèäíî å, ÷å âñè÷êè ôóíêöèè jn âúâ ôîðìóëèòå (8.6.1) è (8.6.2) ñà
öåëè ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèåòî jn(z0) = 1, ò. e. ñúîòâåòíèòå
ôàìèëèè (J ; z0) := {jn}n∈N0

ñà îò âèäà (2.6.4).
Çà äà äàäåì ñëåäâàùèòå ðåçóëòàòè, íèå ðàçãëåæäàìå ðåäîâåòå îò âèäà

(2.6.5), ò.e. ðåäà

∞∑
n=0

anjn(z) =
∞∑
n=0

anE
⋆
(αi), (µi0

(n)) (z; z0), (8.6.3)

ñúîòâåòíî

∞∑
n=0

anjn(z) =
∞∑
n=0

anJ
⋆ (m)
(νi0(n))

(z; z0), (8.6.4)

êàêòî å îïèñàíî â Äåôèíèöèÿ 2.6.2 çà (J, z0)-ñóìèðóåìîñò íà äàäåí ÷èñëîâ
ðåä. Êàòî ñå âçåìå ïîä âíèìàíèå Òåîðåìà 8.5.2, ìîæå äà ñå çàïèøå ñëåäíàòà
çàáåëåæêà, îòíàñÿùà ñå çà ñóìèðàíå îò òàêúâ âèä.

Çàáåëåæêà 8.6.1. (J, z0)-ñóìèðóåìîñòòà íà ÷èñëîâèÿ ðåä (2.2.2), ïîñ-
ðåäñòâîì ôàìèëèÿòà (8.6.1), ñúîòâåòíî (8.6.2), å ðåãóëÿðíà è òîâà ñâîéñ-
òâî å ñàìî ÷àñòåí ñëó÷àé íà Òåîðåìà 8.5.2.

Ñúñ ñëåäâàùîòî ôîðìóëèðàíî òâúðäåíèå ñå äàâà ðåçóëòàò, îáðàòåí íà
Òåîðåìà 8.5.2.

Òåîðåìà 8.6.1 (îò Òàóáåðîâ òèï [99]). Àêî {an}∞n=0 å ðåäèöà îò êîì-
ïëåêñíè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùà ñâîéñòâîòî lim

n→∞
nan = 0, è ÷èñëîâèÿò

ðåä (2.2.2) å (J, z0)-ñóìèðóåì (ïîñðåäñòâîì ôóíêöèèòå (8.6.1), ñúîòâåòíî
(8.6.2)), òî ðåäúò (2.2.2) å ñõîäÿù.

Ñúîòâåòíîòî îáîáùåíèå îò Ëèòúëóäîâ òèï íà òàçè òåîðåìà èçãëåæäà ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí.

Òåîðåìà 8.6.2 (îò Ëèòúëóäîâ òèï [99]). Àêî {an}∞n=0 å ðåäèöà îò êîì-
ïëåêñíè ÷èñëà ñúñ ñâîéñòâîòî an = O(1/n), è ÷èñëîâèÿò ðåä (2.2.2) å
(J, z0)-ñóìèðóåì (ïîñðåäñòâîì ôóíêöèèòå (8.6.1), ðåñïåêòèâíî (8.6.2)),
òî òîé å ñõîäÿù.
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Â êðàÿ íà òàçè ñåêöèÿ å ôîðìóëèðàíî òâúðäåíèå îò òèïà íà òåîðåìàòà
íà Ôàòó.

Òåîðåìà 8.6.3 (îò Ôàòó òèï [99]). Íåêà {an}∞n=0 å ðåäèöà îò êîìïëåê-
ñíè ÷èñëà, óäîâëâòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà

lim
n→∞

an = 0, lim sup
n→∞

( |an| )1/n = 1,

è íåêà F (z) å ñóìàòà íà ðåäà (8.5.4), èëè ñúîòâåòíî (8.5.5), â åäèíè÷íèÿ
êðúã D(0; 1), ò. e.

F (z) =
∞∑
n=0

anẼ(αi), (µi0
(n)) (z), z ∈ D(0; 1), (8.6.5)

èëè ñúîòâåòíî

F (z) =
∞∑
n=0

anJ̃
(m)
(νi0(n))

(z), z ∈ D(0; 1). (8.6.6)

Íåêà σ å ïðîèçâîëíà äúãà îò åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò C(0; 1), âñè÷êè òî÷-
êè íà êîÿòî (âêëþ÷èòåëíî è êðàèùàòà íà äúãàòà) ñà ðåãóëÿðíè çà F . Òî-
ãàâà ðåäúò (8.5.4) (ðåñïåêòèâíî (8.5.5)) å ñõîäÿù, äàæå ðàâíîìåðíî, âúðõó
äúãàòà σ.

Äà îòáåëåæèì, ÷å äîêàçàòåëñòâàòà íà òåîðåìèòå îò Òàóáåðîâ òèï, ïîñ-
ðåäñòâîì ôóíêöèèòå (8.6.1), ñà äàäåíè â [92]. Ñúîòâåòíèòå ðåçóëòàòè, ñâúð-
çàíè ñ ôóíêöèèòå (8.6.2) ìîãàò äà ñå äîêàæàò ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí, èçïîë-
çâàéêè àñèìïòîòè÷íàòà èì îöåíêà (4.3.11). Òåîðåìèòå îò òèïà íà Ôàòó çà
ðåäîâåòå (8.5.4) è (8.5.5) ñà ðàçãëåäàíè ñúîòâåòíî â [97] è [96]. Òåõíèòå ïîä-
ðîáíè äîêàçàòåëñòâà ñà èçëîæåíè â òåçè ïóáëèêàöèè.



Ãëàâà 9

Ðåäîâå ïî ôóíêöèè îò
Áåñåëîâ è Ìèòàã-Ëåôëåðîâ
òèï. Ñâðúõñõîäèìîñò

9.1 Ñâðúõñõîäèìîñò íà ðåäîâå îò Áåñåëîâ òèï

Äà ñå âúðíåì îòíîâî êúì ôóíêöèÿòà íà Áåñåë�Ìåéòëàíä Jµn , äåôèíè-
ðàíà ñ (4.1.1), îáîáùåíàòà ôóíêöèÿ íà Ëîìåë�Ðàéò J µ, q

n−2λ, λ, äåôèíèðàíà ñ

(4.1.3), è õèïåð-Áåñåëîâàòà ôóíêöèÿ J (m)
(νi0(n))

, äåôèíèðàíà ñ (4.1.4)�(4.1.6) è

(4.2.8)�(4.2.10), è äà ðàçãëåäàìå èçáðîèìèòå ôàìèëèè{
J̃µn (z)

}∞

n=0
,
{
J̃ µ, q
n−2λ, λ(z)

}∞

n=0
; µ > 0, (9.1.1)

ñúîòâåòíî {
J̃

(m)
(νi0(n))

(z)
}∞

n=0
, Re(νi + 1) > 0 (i = 1, 2, . . .m), (9.1.2)

îò ôóíêöèè îò Áåñåëîâ òèï, äàäåíè ñúîòâåòíî ñ (8.1.1), (8.1.2) è (8.5.2).

Â òàçè ñåêöèÿ íèå ðàçãëåæäàìå ðåäîâå ïî îïèñàíèòå ïî-ãîðå îáîáùåíè
Áåñåëîâè ôóíêöèè â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà îò âèäîâåòå (8.1.3), (8.1.4) è
(8.5.5). Ïî-êîíêðåòíî, ðàçãëåæäàìå ðåäîâåòå:

∞∑
n=0

anJ̃
µ
n (z),

∞∑
n=0

anJ̃
µ, q
n−2λ, λ(z),

∞∑
n=0

anJ̃
(m)
(νi0(n))

(z), (9.1.3)

161
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ñ êîìïëåêñíè êîåôèöèåíòè, èìàùè Àäàìàðîâè ïðàçíèíè, è èçó÷àâàìå òÿõ-
íàòà ñâðúõñõîäèìîñò (ïî ñìèñúëà íà Çàáåëåæêà 3.2.1). Ðåçóëòàòèòå ñà ñàìî
ôîðìóëèðàíè, çàùîòî äîêàçàòåëñòâàòà èì áóêâàëíî ñëåäâàò òåçè, êîèòî ñå
îòíàñÿò çà Áåñåëîâèòå ðåäîâå, äàäåíè â Ñåêöèÿ 3.2.

Òåîðåìà 9.1.1 (çà ñâðúõñõîäèìîñò [99]). Íåêà {an}∞n=0 å ðåäèöà îò
êîìïëåêñíè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèåòî lim sup

n→∞
( |an| )1/n = 1, íåêà

f̃(z) å ñóìàòà íà êîé äà å îò ðåäîâåòå (9.1.3) â åäèíè÷íèÿ êðúã D(0; 1),

f̃(z) èìà ïîíå åäíà ðåãóëÿðíà òî÷êà, ïðèíàäëåæàùà íà îêðúæíîñòòà

C(0; 1), è íåêà f̃(z) ïðèòåæàâà Àäàìàðîâè ïðàçíèíè. Òîãàâà ñúîòâåòíè-
ÿò ðåä (9.1.3) å ñâðúõñõîäÿù.

Òåîðåìà 9.1.2 (îò Àäàìàðîâ òèï çà ïðàçíèíèòå [99]). Íåêà {ak}∞k=0 å
ðåäèöà îò êîìïëåêñíè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà

lim sup
n→∞

( |akn| )1/kn = 1 çà kn+1 ≥ (1 + θ)kn (θ > 0),

êîåôèöèåíòèòå ak = 0 çà kn < k < kn+1 è f̃(z) å ñóìàòà íà êîé äà å îò
ðåäîâåòå (9.1.3) â åäèíè÷íèÿ êðúã D(0; 1). Òîãàâà âñè÷êè òî÷êè íà åäèíè÷-

íàòà îêðúæíîñò C(0; 1) ñà ñèíãóëÿðíè çà ôóíêöèÿòà f̃ , ò.e. åäèíè÷íàòà
îêðúæíîñò å åñòåñòâåíà ãðàíèöà íà àíàëèòè÷íîñò çà ñúîòâåòíèÿ ðåä
(9.1.3).

Â çàêëþ÷åíèå äà îòáåëåæèì, ÷å êàòî ÷àñòíè ñëó÷àè ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò
ñúîòâåòíèòå ðåçóëòàòè çà ðåäîâå ïî Áåñåëîâè ôóíêöèè, äàäåíè â Ñåêöèÿ
3.2 è ïóáëèêóâàíè â [98] è [99].

9.2 Ïàðöèàëíè ñóìè è èíòåãðàëè çà ðåäîâå îò
Áåñåëîâ òèï: Ïîëåçíè îöåíêè

Â òàçè ñåêöèÿ ñà íàìåðåíè íÿêîè ñâîéñòâà íà ðàçãëåæäàíèòå ñâðúõñ-
õîäÿùè ðåäîâå, êîèòî ñå îòíàñÿò äî ïîäðåäèöè íà ðåäèöèòå îò ïàðöèàë-
íèòå èì ñóìè è èíòåãðàëè îò òÿõ. Çàïî÷âàìå èçëîæåíèåòî ñ ôàìèëèÿòà
îò ôóíêöèè Jµn (z), äåôèíèðàíè ñ (4.1.1), ñ öåëè íåïîëîæèòåëíè èíäåêñè
n = 0, 1, 2, . . . è µ > 0, ò.å.

Jµn (z) =
∞∑
k=0

(−z)k

k! Γ(n+ µk + 1)
, z ∈ C, n = 0, 1, 2, . . . è µ > 0.
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Ðàçãëåæäàìå ðåäîâå ïî òåçè ôóíêöèè â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà, ò. å ðåäîâå
îò âèäà

∞∑
n=0

anJ̃
µ
n (z) (J̃µn (z) = n!znJµn (z)), an ∈ C, z ∈ C. (9.2.1)

Â ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå èçïîëçâàìå îáè÷àéíèòå îçíà÷åíèÿD(0; R̃)

è C(0; R̃) çà îòâîðåíèÿ êðúã ñ öåíòúð â íà÷àëîòî è ðàäèóñ R̃ è ñúîòâåòíî
çà íåãîâèÿ êîíòóð, ò.å.

D(0; R̃) = {z : |z| < R̃, z ∈ C}, C(0; R̃) = ∂D(0; R̃) = {z : |z| = R̃, z ∈ C},

è D̃(0; R̃) çà êðúãîâàòà îáëàñò

D̃(0; R̃) = {z : |z| > R̃, z ∈ C}. (9.2.2)

Íåêà γ̃ ⊂ D̃(0; 1) å äàäåíà îêðúæíîñò è íåêà îáëàñòòà G å îò âèäà íà
èçîáðàçåíàòà íà Ôèã. 3.3.1, ò.å. G å îãðàíè÷åíà îò îêðúæíîñòèòå γ̃ è C(0; 1)
(ñ äðóãè äóìè êàçàíî, G å òÿõíàòà âúíøíîñò). Îñâåí òîâà, íåêà R > 1 è
îêðúæíîñòòà C(0;R) ⊂ G, ò.å.

C(0;R) ⊂ G ⊂ C, ∂G = γ̃ ∪ C(0; 1), R > 1. (9.2.3)

Êàòî îçíà÷èì

Skn(z) =

kn∑
m=0

amJ̃
µ
m(z), n = 1, 2, . . . , (9.2.4)

è

Im =
1

2πi

∫
|z|=R

Skn(z)

zm+1
dz, (9.2.5)

ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå ñëåäíèÿ ðåçóëòàò.

Òåîðåìà 9.2.1. Àêî ðåäúò (9.2.1) èìà ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò 1 è ïîä-
ðåäèöàòà (9.2.4) îò ïàðöèàëíèòå ìó ñóìè å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà âúðõó
êðèâàòà γ̃, òî ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíî ÷èñëî η, òàêîâà ÷å ñà â ñèëà
ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà:
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|Skn(z)| ≤
(
Re−η

)kn (9.2.6)

çà z ∈ C(0;R) è

|Im| ≤
(Re−η)kn

Rm
, çà m ≤ kn. (9.2.7)

Äîêàçàòåëñòâî. Ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà

un(z) =
1

kn
log

∣∣∣∣Skn(z)zkn

∣∣∣∣ = 1

kn
log |Skn(z)| − log |z|, n = 1, 2, . . . , (9.2.8)

êîÿòî å ñóáõàðìîíè÷íà â ìíîæåñòâîòî, ðàçãëåæäàíî ïî-íàòàòúê.
Î÷åâèäíî, ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà N1, òàêàâà ÷å å èçïúëíåíî íåðàâåíñò-

âîòî un(z) < −q çà z ∈ γ̃ è n > N1, ñ q íå çàâèñåùî íèòî îò z, íèòî îò n, è
îñâåí òîâà q > 0.

Ñåãà âçåìàéêè ε > 0, îçíà÷àâàìå δ = e−ε/2, êîåòî î÷åâèäíî èçïúëíÿâà

íåðàâåíñòâîòî δ < 1. Òúé êàòî ìàêñèìóìúò íà ìîäóëà
∣∣∣Skn(z)
zkn

∣∣∣ â çàòâîðåíàòà
îáâèâêà [D̃(0; δ)] íà ìíîæåñòâîòî D̃(0; δ) ñå äîñòèãà âúðõó îêðúæíîñòòà
C(0; δ), òî îçíà÷àâàéêè

mδ,n = max
|z|=δ

|Skn(z)| ,

ìîæåì äà çàïèøåì ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî â ìíîæåñòâîòî |z| ≥ δ:

un(z) ≤
1

kn
logmδ,n − log δ =

1

kn
logmδ,n +

ε

2
,

êîåòî îñòàâà â ñèëà ñúùî òàêà è âúðõó |z| ≥ 1. Òúé êàòî lim
n→∞

1
kn
logmδ,n = 0,

ñúùåñòâóâà ÷èñëî N2, òàêîâà ÷å çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà n > N2, çà |z| > δ,
à â ÷àñòíîñò ñúùî è çà |z| ≥ 1, å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî un(z) ≤ ε.

Çàåäíî ñ äâåòå îêðúæíîñòè γ̃ è C(0; 1) ðàçãëåæäàìå è îêðúæíîñòòà
C(0;R) (Ôèã. 3.3.1) ñ ðàäèóñ R > 1, ëåæàùà â îáëàñòòà G, îãðàíè÷åíà
îò êðèâèòå γ̃ è C(0; 1). Íåêà ñåãà n > N = N(ε) = max (N1, N2). Òîãàâà
ìîæåì äà çàïèøåì

un(z) < −q çà z ∈ γ̃ è un(z) ≤ ε çà |z| = 1.
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Â ðåçóëòàò ñå ïîëó÷àâà ñëåäíàòà îöåíêà

un(z) ≤ −λ1q + λ2ε çà z ∈ C(0;R) è n > N,

ñ λ1,2 > 0 è λ1,2 çàâèñåùè ñàìî îò R (âñúùíîñò λ1 å ìèíèìóìúò íà õàðìî-
íè÷íàòà ìÿðêà íà îáëàñòòà G ñïðÿìî îêðúæíîñòòà C(0;R) [22, Ãë. VIII, �4,
äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 2]). Âçåìàéêè ε òàêîâà, ÷å −λ1q+λ2ε = −η < 0
ñòèãàìå äî èçâîäà, ÷å un(z) ≤ −η çà n > N è |z| = R, êîåòî ïîðàæäà îöåí-
êàòà (9.2.6), ò.å.

|Skn(z)| ≤
(
Re−η

)kn .
Ñåãà èçïîëçâàéêè ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî çà |Skn(z)|, ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà
îöåíêà çà ìîäóëèòå |Im| íà èíòåãðàëèòå (9.2.5)

|Im| ≤
1

2π

1

Rm+1

(
Re−η

)kn 2πR =
(Re−η)kn

Rm
, çà m ≤ kn,

êîåòî å âòîðîòî îò æåëàíèòå íåðàâåíñòâà. �

Çàáåëåæêà 9.2.1. Äà îòáåëåæèì, ÷å íå ñàìî ïàðöèàëíèòå ñóìè
Skn(z) è ñúîòâåòñòâàùèòå èì èíòåãðàëè Im çà ïúðâàòà îò ôàìèëè-
èòå (9.1.1) óäîâëåòâîðÿâàò ñúîòâåòíî íåðàâåíñòâàòà (9.2.6) è (9.2.7).
Ñúùèòå ñâîéñòâà ñà èçïúëíåíè è çà âòîðàòà îò ôàìèëèèòå (9.1.1), à
ñúùî è çà (9.1.2), è òåçè ðåçóëòàòè ñå äîêàçâàò àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî
íà Òåîðåìà 9.2.1.

Çà äà ôîðìóëèðàìå ñúîòâåòíîòî òâúðäåíèå çà âñÿêà åäíà îò òåçè ôà-
ìèëèè, ïúðâî íåêà äà îçíà÷èì ñ

J̃ =
{
j̃n(z)

}∞

n=0
(9.2.9)

êîÿ äà å îò ôàìèëèèòå (9.1.1) èëè (9.1.2), è íåêà ðåäúò

∞∑
n=0

anj̃n(z), j̃n ∈ J̃ (9.2.10)

å ïðåäñòàâåí ïî åëåìåíòèòå íà òàçè ôàìèëèÿ. Íåêà îñâåí òîâà

Skn(z) =

kn∑
m=0

amj̃m(z), n = 1, 2, . . . , (9.2.11)
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è

Im =
1

2πi

∫
|z|=R

Skn(z)

zm+1
dz. (9.2.12)

Òîãàâà, êàêòî å îòáåëÿçàíî â Çàáåëåæêà 9.2.1, å âàëèäíà ôîðìóëèðàíàòà
ïî-äîëó òåîðåìà.

Òåîðåìà 9.2.2. Àêî ðåäúò (9.2.10) èìà ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò 1 è ïîä-
ðåäèöàòà (9.2.11) îò ïàðöèàëíèòå ìó ñóìè å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà âúðõó
êðèâàòà γ̃, òî ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíî ÷èñëî η, òàêîâà ÷å ñà â ñèëà
ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà:

|Skn(z)| ≤
(
Re−η

)kn (9.2.13)

çà z ∈ C(0;R) è

|Im| ≤
(Re−η)kn

Rm
, çà m ≤ kn, (9.2.14)

êúäåòî Im ñà âúâåäåíè ñ ôîðìóëàòà (9.2.12) è ó÷àñòâàùàòà Skn â ïîäèí-
òåãðàëíàòà èì ôóíêöèÿ å äàäåíà ñ (9.2.11).

Äà ñå âúðíåì êúì ðåäà (9.2.1), ïàðöèàëíàòà ìó ñóìà (9.2.4) è èíòåãðàëà
Im, äàäåí ñ (9.2.5), îò êîèòî ñå íóæäàåì çà äà îöåíèì àáñîëþòíàòà ñòîéíîñò
|am| íà êîåôèöèåíòà am. Çà òàçè öåë ïúðâî äà ïðèïîìíèì, ÷å

Im = Res 0
(
Skn(z)/z

m+1
)

è ñëåä êàòî èçâúðøèì äèðåêòíî èíòåãðèðàíåòî â Im çà m = 0, 1, . . . , kn,
ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

I0 = a0, I1 = a1 − a0
Γ(1)

1!Γ(µ+ 1)
,

I2 = a2 − a1
Γ(2)

1!Γ(µ+ 2)
+ a0

Γ(1)

2!Γ(2µ+ 1)
,

I3 = a3 − a2
Γ(3)

1!Γ(µ+ 3)
+ a1

Γ(2)

2!Γ(2µ+ 2)
− a0

Γ(1)

3!Γ(3µ+ 1)
,

(9.2.15)
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è â îáùèÿ ñëó÷àé, ñúîòâåòíî:

Im = am − am−1
Γ(m)

1!Γ(µ+m)
+ am−2

Γ(m− 1)

2!Γ(2µ+m− 1)
+ . . .

+a2
(−1)m−2Γ(3)

(m− 2)!Γ((m− 2)µ+ 3)
+ a1

Γ(2)(−1)m−1

(m− 1)!Γ((m− 1)µ+ 2)

+a0
(−1)mΓ(1)

m!Γ(mµ+ 1)
·

(9.2.16)

Ïî-íàòàòúê, îçíà÷àâàéêè

αs,m =
Γ(s+ 1)

(m− s)! Γ((m− s)µ+ s+ 1)
(0 ≤ s ≤ m), (9.2.17)

çàâèñèìîñòòà (9.2.16) ïðèåìà âèäà

Im = am − am−1 αm−1,m + am−2 αm−2,m + . . .

+(−1)m−2 a2 α2,m + (−1)m−1 a1 α1,m + (−1)m a0 α0,m .

(9.2.18)

Â ñëåäâàùîòî ïîìîùíî òâúðäåíèå å ôîðìóëèðàíî åäíî ïðîñòè÷êî ñâîéñ-
òâî, êîåòî èçïúëíÿâàò ÷èñëàòà (9.2.17).

Ëåìà 9.2.1. Àêî µ ≥ 1 è 0 ≤ s ≤ m, òî ñà âàëèäíè ñëåäíèòå íåðàâåí-
ñòâà

Γ((m− s)µ+ s+ 1) ≥ Γ(m+ 1) = m!, 0 < αs,m ≤ s!

(m− s)!m!
. (9.2.19)

Äîêàçàòåëñòâî. Çà m = 0 íåðàâåíñòâàòà ñà òðèâèàëíî èçïúëíåíè. Çà
m ≥ 1 âåðíîñòòà íà (9.2.19) ñëåäâà íåçàáàâíî, êàòî ñå îò÷åòå, ÷å àðãóìåíòúò
íà Γ-ôóíêöèÿòà

(m− s)µ+ s+ 1 ≥ m+ 1 ≥ 2

êàêòî è, ÷å Γ-ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà â òîçè ñëó÷àé. �

Âå÷å ñìå ãîòîâè äà ôîðìóëèðàìå ñëåäâàùàòà òåîðåìà, â êîÿòî ñà äàäåíè
ãîðíè îöåíêè íà àáñîëþòíèòå ñòîéíîñòè |am| íà êîåôèöèåíòèòå am.
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Òåîðåìà 9.2.3. Àêî ïàðàìåòúðúò µ ≥ 1, ðåäúò (9.2.1) èìà ðàäèóñ íà
ñõîäèìîñò 1, ïîäðåäèöàòà (9.2.4) íà ïàðöèàëíèòå ìó ñóìè å ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùà âúðõó êðèâàòà γ̃, è ÷èñëîòî R îò (9.2.3) èìà ñâîéñòâîòî 1 <
R <

√
2, òî êîåôèöèåíòèòå am â (9.2.4) óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâàòà

|a0| ≤
(
Re−η

)kn , |a1| ≤
5

2R

(
Re−η

)kn , (9.2.20)

|a2| ≤
7

2R2

(
Re−η

)kn , |a3| ≤
7

2R3

(
Re−η

)kn , (9.2.21)

êàêòî è

|am| ≤
3

Rm

(
Re−η

)kn , çà 4 ≤ m ≤ kn. (9.2.22)

Äîêàçàòåëñòâî. Èçïîëçâàéêè (9.2.7), (9.2.15), è Ëåìà 9.2.1, ïúðâàòà
îò îöåíêèòå (9.2.20), êîÿòî ñå îòíàñÿ çà |a0|, àâòîìàòè÷íî ñëåäâà, èìåííî

|a0| = |I0| ≤
(
Re−η

)kn .
Ðåñïåêòèâíî, çà |a1| å èçïúëíåíî ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî

|a1| ≤ |I1|+ |a0| ≤
1

R

(
Re−η

)kn + (Re−η)kn ≤ (1 +
√
2)

R

(
Re−η

)kn ,
îòêúäåòî (9.2.20) ñëåäâà íåçàáàâíî. Àíàëîãè÷íî

|a2| ≤ |I2|+ |a1|
Γ(2)

1!Γ(3)
+ |a0|

Γ(1)

2!Γ(3)
= |I2|+ |a1|

1

2!
+ |a0|

1

2!2!

≤
(

1

R2
+

5

4R
+

1

4

)(
Re−η

)kn ≤
(

1

R2
+

15

8R2
+

1

2R2

)(
Re−η

)kn
=

27

8R2

(
Re−η

)kn < 7

2R2

(
Re−η

)kn ,
è ñúùî òàêà

|a3| = |I3|+ |a2|
2!

1!3!
+ |a1|

1

2!3!
+ |a0|

1

3!3!

≤
(

1

R3
+

4

3R2
+

5

3!4R
+

1

3!3!

)(
Re−η

)kn
≤
(

1

R3
+

2

R3
+

5

12R3
+

1

12R3

)(
Re−η

)kn =
7

2R3

(
Re−η

)kn ,
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êîåòî ïîòâúðæäàâà âàëèäíîñòòà íà (9.2.21).
Çà äîêàçàòåëñòâîòî íà (9.2.22) èçïîëçâàìå ìàòåìàòè÷åñêà èíäóêöèÿ, è

çàòîâà íàé-íàïðåä ïðîâåðÿâàìå âàëèäíîñòòà ìó çà m = 4, èìåííî:

|a4| ≤ |I4|+
|a3|
4

+
|a2|
4!

+
|a1|
3!4!

+
|a0|
4!4!

≤
(

1

R4
+

7

8R3
+

7

4!2R2
+

5

3!4!2R
+

1

4!4!

)(
Re−η

)kn
≤
(

1

R4
+

21

16R4
+

7

24R4
+

5

16R4
+

1

144R4

)(
Re−η

)kn
≤
(

2

R4
+

11

12R4
+

1

144R4

)(
Re−η

)kn < 3

R4

(
Re−η

)kn ,
êîåòî ïîòâúðæäàâà âåðíîñòòà íà (9.2.22) çà m = 4.

Êàòî ïðåäïîëîæèì, ÷å

|am| ≤
3

Rm

(
Re−η

)kn , çà 4 ≤ m < kn,

íåïîñðåäñòâåíî ìîæå äà ñå çàïèøå ñëåäíàòà âåðèãà îò íåðàâåíñòâà

|am+1| ≤ |Im+1|+
|am|
m+ 1

+
|am−1|

2!m(m+ 1)
+

|am−2|
3!(m− 1)m(m+ 1)

+ . . .

+
3!|a3|

(m− 2)!(m+ 1)!
+

2!|a2|
(m− 1)!(m+ 1)!

+
|a1|

m!(m+ 1)!
+

|a0|
(m+ 1)!(m+ 1)!

≤

 1

Rm+1
+

1

Rm+1
+

1

(m+ 1)Rm+1
+ · · ·+ 1

(m+ 1)Rm+1︸ ︷︷ ︸
m

(Re−η)kn

≤ 3

Rm+1

(
Re−η

)kn , çà 5 ≤ m+ 1 ≤ kn.

Åòî çàùî, (9.2.22) ñëåäâà ïî èíäóêöèÿ. �
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9.3 Îáðàòíà òåîðåìà çà ñâðúõñõîäèìîñò çà ðå-
äîâå îò Áåñåëîâ òèï

Àíàëîãè÷íî íà ñëó÷àÿ çà ñòåïåííèòå ðåäîâå, ïðèáàâÿíåòî íà ðåä îò âèäà
(9.2.1) ñ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò ïî-ãîëÿì îò åäèíèöà êúì ñâðúõñõîäÿùèÿ ðåä
(9.2.1) ñ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò 1, çàïàçâà ñâðúõñõîäèìîñòòà. Ïî-íàòàòúê å
ôîðìóëèðàíî è äîêàçàíî òâúðäåíèå, êîåòî ñå îòíàñÿ çà ðåäà (9.2.1), îáðàò-
íî íà Òåîðåìà 9.1.1, à èìåííî, ÷å äàäåí ñâðúõñõîäÿù ðåä îò âèäà (9.2.1) ñ
ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò 1 ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà íà äâà ðåäà � ïúðâè-
ÿò ñ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò ïî-ãîëÿì îò 1, à âòîðèÿò ñ Àäàìàðîâè ïðàçíèíè.
Ïî-òî÷íî, âÿðíà å ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 9.3.1. Íåêà {an}∞n=0 å ðåäèöà îò êîìïëåêñíè ÷èñëà, óäîâëåò-
âîðÿâàùè óñëîâèåòî lim sup

n→∞
( |an| )1/n = 1, ïàðàìåòúðúò µ ≥ 1, F (z) å

ñóìàòà íà ðåäà (9.2.1) â åäèíè÷íèÿ êðúã D(0; 1), ò. å.

F (z) =
∞∑
n=0

anJ̃
µ
n (z) çà z ∈ D(0; 1) (J̃µn (z) = n!znJµn (z)),

è íåêà ðåäúò (9.2.1) å ñâðúõñõîäÿù. Òîãàâà F (z) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè
êàòî ñóìà îò äâà ðåäà âúâ âèäà

F (z) = H(z) +G(z), (9.3.1)

êúäåòî ðåäúò H(z) ïðèòåæàâà Àäàìàðîâè ïðàçíèíè, à ðåäúò G(z) èìà
ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò ïî-ãîëÿì îò 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò ñâðúõñõîäèìîñòòà íà ðåäà (9.2.1) ñëåäâà, ÷å ñúùåñ-
òâóâà îêðúæíîñò γ̃ ⊂ D̃(0; 1) è ïîäðåäèöà {Skn(z)} íà ðåäèöàòà îò íåãîâèòå
ïàðöèàëíè ñóìè, äåôèíèðàíà ñ (9.2.4), êîÿòî å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà âúðõó
êðèâàòà γ̃. Èçáèðàìå èíäåêñèòå kn ïî òàêúâ íà÷èí, ÷å

kn+1 > αnkn, n = 1, 2, . . . (ñ lim inf
n→∞

αn > 1). (9.3.2)

Ðàçãëåæäàéêè îáëàñòòà G, îãðàíè÷åíà îò äâåòå êðèâè C(0; 1) è γ̃, íèå
ðàçãëåæäàìå ñúùî è îêðúæíîñòòà C(0;R) ñ ðàäèóñ R > 1, ëåæàùà â G
(Ôèã. 3.3.1). Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæå äà ñå ïðåäïîëàãà, ÷å ðàç-
ñòîÿíèåòî ìåæäó êðèâèòå C(0; 1) è γ̃ íå íàäìèíàâà

√
2 − 1. Òîâà âëå÷å
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íåðàâåíñòâîòî 0 < R ≤
√
2, çàùîòî ïîñëåäíîòî å âàëèäíî çà ðàäèóñà R íà

âñÿêà îêðúæíîñò C(0;R) ⊂ G.
Â ÷àñòíîñò, îçíà÷àâàéêè α = lim inf

n→∞
αn > 1 è âçåìàéêè

1/α < p′ < 1, p′kn < m ≤ kn,

ñëåäâà íåðàâåíñòâîòî R−m < R−p′kn, îòêúäåòî

|am| ≤ 3

(
Re−η

Rp′

)kn
, çà p′kn < m ≤ kn. (9.3.3)

Èçáèðàéêè p′ òîëêîâà áëèçêî äî 1, ÷å
(
Re−ηR−p′) = ρ < 1, íåðàâåíñòâîòî

(9.3.3) ïðèäîáèâà âèäà

|am| ≤ 3ρkn ≤ 3ρm (ρ < 1), çà p′kn < m ≤ kn. (9.3.4)

Ïî-íàòàòúê, îçíà÷àâàéêè pn = [p′kn] (êúäåòî [p′kn] îçíà÷àâà öÿëàòà ÷àñò
íà p′kn), ðàçãëåæäàìå ãðóïèðàíèÿ ðåä

G(z) =
∞∑
n=1

J̃pn+1, kn(z), J̃pn+1, kn(z) = apn+1J̃
µ
pn+1(z) + · · ·+ aknJ̃

µ
kn
(z).

(9.3.5)
Îò óñëîâèÿòà (9.3.2) è 1/α < p′ < 1 ïðîèçòè÷à ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî,

ñâúðçàíî ñ èíäåêñèòå â J̃pn+1,kn:

pn + 1 ≤ kn <
1

α
kn+1 < p′kn+1 < [p′kn+1] + 1 = pn+1 + 1. (9.3.6)

Îò åäíà ñòðàíà, íàé-ãîëåìèÿò èíäåêñ â ñúáèðàåìîòî J̃pn+1, kn(z) å kn, à îò
äðóãà ñòðàíà, íàé-ìàëêèÿò èíäåêñ â ñëåäâàùîòî ñúáèðàåìî J̃pn+1+1, kn+1

(z)
å pn+1 + 1. Òîãàâà èíäåêñèòå íà èíäèâèäóàëíèòå ôóíêöèè â ðàçëè÷íèòå
÷ëåíîâå íà (9.3.5) íå ñå çàñòúïâàò. Ñëåäîâàòåëíî, ðàçâèòèåòî (9.3.5) ìîæå
äà áúäå ðàçãëåæäàíî êàòî ïðåäñòàâÿíå ïî ôóíêöèèòå J̃µm(z) ñ èíäåêñè

m ∈ {pn + 1, . . . , kn}∞n=1

(ñúãëàñíî òîêó-ùî íàïðàâåíèÿ êîìåíòàð, áåç çàñòúïâàíå íà èíäåêñèòå).
Íàé-ïîñëå, íåðàâåíñòâîòî (9.3.4) ïîêàçâà, ÷å ðåäúò îò ôóíêöèè (9.3.5), ðàç-
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ãëåæäàí êàòî ðåä ïî ôóíêöèèòå íà Áåñåë�Ìåéòëàíä J̃µm(z), å ñõîäÿù â êðúã
D(0; 1/ρ) ñ ðàäèóñ 1/ρ > 1.

Äîïúëíèòåëíèÿò ðåä

H(z) =
∞∑
m=0

ãmJ̃
µ
m(z), ãm =

{
0 çà m ∈ {pn + 1, . . . , kn}∞n=1 ,

am èíà÷å,
(9.3.7)

î÷åâèäíî å ñ ïðàçíèíè. Ïðåäè äà ïðèâåäåì äîêàçàòåëñòâîòî, ÷å òîâà ñà
Àäàìàðîâè ïðàçíèíè, äà îòáåëåæèì, ÷å

ãm = 0 çà pn < m < kn + 1, n = 1, 2, . . .

è äà ðàçãëåäàìå (9.3.7). Òîãàâà, îçíà÷àâàéêè

α0 =
1

p′
> 1 è qn = kn + 1

è âçåìàéêè ïîä âíèìàíèå, ÷å pn = [p′kn] ≤ p′kn, çàêëþ÷àâàìå, ÷å

α0pn = α0[p
′kn] ≤ α0p

′kn = kn < kn + 1 = qn, (9.3.8)

è ñúùî òàêà, ÷å
ãm = 0 çà pn < m < qn.

Ñåãà îò (9.3.8) ñëåäâà, ÷å

α0pn < qn ñ α0 > 1,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ðåäúò (9.3.7) å ñ Àäàìàðîâè ïðàçíèíè. �

Â çàêëþ÷åíèå, äà îòáåëåæèì, ÷å ÷àñòíèÿò ñëó÷àé µ = 1 âîäè äî àíàëî-
ãè÷íè ðåçóëòàòè çà ðåäîâå ïî ôóíêöèèòå íà Áåñåë�Êëèôîðä Cn(z), äàäåíè
ñ (1.5.7), ïî êîíêðåòíî çà ðåäîâåòå

∞∑
n=0

anC̃n(z) (C̃n(z) = n!znCn(z)), an ∈ C, z ∈ C, (9.3.9)

êîèòî ñà òÿñíî ñâúðçàíè ñ ðåçóëòàòèòå, ïîëó÷åíè â [101].
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9.4 Ñâðúõñõîäèìîñò íà ðåäîâå îò
Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï

Íåêà îòíîâî äà ðàçãëåäàìå ôàìèëèèòå îò ôóíêöèè îò Ìèòàã-Ëåôëåðîâ
òèï, äåôèíèðàíè ñ (8.3.1), ò.å. ôàìèëèèòå{

Ẽn(z)
}∞

n=0
,
{
Ẽ γ
α, n(z)

}∞

n=0
; α, γ ∈ C, Re(α) > 0, (9.4.1)

ðåñïåêòèâíî ìóëòèèíäåêñíèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð (8.5.1){
Ẽ

(m)
(αi),(µi0

(n))(z)
}∞

n=0
, µi ∈ C, αi > 0 (i = 1, 2, . . .m). (9.4.2)

Â òàçè ñåêöèÿ ðàçãëåæäàìå ðåäîâå ïî èçáðîåíèòå ïî-ãîðå ôóíêöèè íà
Ìèòàã-Ëåôëåð è òåõíèòå îáîáùåíèÿ îò âèäîâåòå (8.3.2), (8.3.3) è (8.5.4) â
êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà. Ïî-êîíêðåòíî, ðàçãëåæäàìå ðåäîâåòå:

∞∑
n=0

anẼn(z),
∞∑
n=0

anẼ
γ
α, n(z),

∞∑
n=0

anẼ
(m)
(αi),(µi0

(n))(z), (9.4.3)

ñ êîìïëåêñíè êîåôèöèåíòè, ïðè ïðåäïîëîæåíèå, ÷å èìàò Àäàìàðîâè ïðàç-
íèíè, è èçó÷àâàìå òÿõíàòà ñâðúõñõîäèìîñò (â ñìèñúëà íà Çàáåëåæêà 3.2.1).

Îòíîâî ñàìî ôîðìóëèðàìå ðåçóëòàòèòå, çàïî÷âàéêè ñ òåîðåìàòà çà
ñâðúõñõîäèìîñò. Äîêàçàòåëñòâàòà ñå èçâúðøâàò íàïúëíî àíàëîãè÷íî íà
îíåçè â Ñåêöèÿ 3.2, è çàòîâà òå ñà ïðîïóñíàòè.

Òåîðåìà 9.4.1 (ça ñâðúõñõîäèìîñò [99]). Íåêà {an}∞n=0 å ðåäèöà îò êîì-

ïëåêñíè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèåòî lim sup
n→∞

( |an| )1/n = 1, f̃(z) å

ñóìàòà íà êîé äà å îò ðåäîâåòå (9.4.3) â åäèíè÷íèÿ êðúã D(0; 1), f̃(z)
èìà ïîíå åäíà ðåãóëÿðíà òî÷êà, ëåæàùà íà îêðúæíîñòòà C(0; 1), è íåêà

f̃(z) ïðèòåæàâà Àäàìàðîâè ïðàçíèíè. Òîãàâà ñúîòâåòíèÿò ðåä (9.4.3) å
ñâðúõñõîäÿù.

Òåîðåìà 9.4.2 (îò Àäàìàðîâ òèï çà ïðàçíèíèòå [99]). Íåêà {ak}∞k=0 å
ðåäèöà oò êîìïëåêñíè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèåòî

lim sup
n→∞

( |akn| )1/kn = 1 çà kn+1 ≥ (1 + θ)kn (θ > 0),
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ak = 0 çà kn < k < kn+1 è f̃(z) å ñóìàòà íà êîé äà å îò ðåäîâåòå (9.4.3) â
åäèíè÷íèÿ êðúã D(0; 1). Òîãàâà âñè÷êè òî÷êè íà åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò

C(0; 1) ñà ñèíãóëÿðíè çà ôóíêöèÿòà f̃ , ò.e. åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò å åñ-
òåñòâåíà ãðàíèöà íà àíàëèòè÷íîñò çà ñúîòâåòíèÿ ðåä (9.4.3).

Â çàêëþ÷åíèå íà òàçè ñåêöèÿ äà îòáåëåæèì, ÷å ðåçóëòàòèòå îò Ñåêöèÿ
9.1, çàñÿãàùè òðåòèÿ îò ðåäîâåòå (9.1.3) ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò è êàòî ñëåäñ-
òâèÿ îò ñúîòâåòíèòå ðåçóëòàòè, îòíàñÿùè ñå äî òðåòèÿ îò ðåäîâåòå (9.4.3).

9.5 Ïàðöèàëíè ñóìè è èíòåãðàëè çà ðåäîâå îò
Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï: Ïîëåçíè îöåíêè

Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì îöåíêèòå íà ïàðöèàëíèòå ñóìè çà ñâðúõñîäÿùè
ðåäîâå îò âèäà (9.4.3), ïúðâî äà âúâåäåì íÿêîëêî îçíà÷åíèÿ. È òàêà, íåêà
çà óäîáñòâî äà îçíà÷èì ñ

J̃ =
{
j̃n(z)

}∞

n=0
(9.5.1)

êîÿ äà å îò ôàìèëèèòå (9.4.1) èëè (9.4.2), è íåêà ðåäúò

∞∑
n=0

anj̃n(z), j̃n ∈ J̃ (9.5.2)

å ïðåäñòàâåí ïî åëåìåíòèòå íà òàçè ôàìèëèÿ. Íåêà îñâåí òîâà

Skn(z) =

kn∑
m=0

amj̃m(z), n = 1, 2, . . . , (9.5.3)

è

Im =
1

2πi

∫
|z|=R

Skn(z)

zm+1
dz. (9.5.4)

Òîãàâà, å âàëèäíà ôîðìóëèðàíàòà ïî-äîëó òåîðåìà, êîÿòî ñå äîêàçâà
àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî íà Òåîðåìà 9.2.1, è çàòîâà íåéíîòî äîêàçàòåëñòâî å
ïðîïóñíàòî â èçëîæåíèåòî.

Òåîðåìà 9.5.1. [100, 102] Àêî ðåäúò (9.5.2) èìà ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò
1 è ïîäðåäèöàòà (9.5.3) îò ïàðöèàëíèòå ìó ñóìè å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà
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âúðõó êðèâàòà γ̃, òî ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíî ÷èñëî η, òàêîâà ÷å ñà â
ñèëà ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà:

|Skn(z)| ≤
(
Re−η

)kn (9.5.5)

çà z ∈ C(0;R) è

|Im| ≤
(Re−η)kn

Rm
, çà m ≤ kn, (9.5.6)

êúäåòî Im ñà âúâåäåíè ñ ôîðìóëàòà (9.5.4) è ó÷àñòâàùàòà Skn â ïîäèí-
òåãðàëíàòà èì ôóíêöèÿ å äàäåíà ñ (9.5.3).

Äà ðàçãëåäàìå ðåäà (9.5.2), ïàðöèàëíàòà ìó ñóìà (9.5.3) è èíòåãðàëà Im,
äàäåí (9.5.4), îò êîèòî ñå íóæäàåì çà äà îöåíèì àáñîëþòíàòà ñòîéíîñò |am|
íà êîåôèöèåíòà am, è äà ïðèïîìíèì, ÷å ñúãëàñíî òåîðåìàòà çà ðåçèäóóìèòå

Im = Res 0
(
Skn(z)/z

m+1
)
. (9.5.7)

Â ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå â òàçè è ñëåäâàùàòà ñåêöèÿ ñïèðàìå âíè-
ìàíèåòî ñè íà ïúðâèòå äâà îò ðåäîâåòå (9.4.3), çàïî÷âàéêè ñ ïúðâèÿ îò òÿõ,
ò.å. ñ ðåäà

∞∑
n=0

anẼn(z) (ò. e. j̃n = Ẽn). (9.5.8)

Ñëåä êàòî èçâúðøèì äèðåêòíî èíòåãðèðàíåòî â ñúîòâåòíèÿ èíòåãðàë Im çà
m = 0, 1, . . . , kn, ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

I0 = a0, I1 = a1, I2 = a2 + a1, I3 = a3 +
a2
2!

+
a1
2!
,

I4 = a4 +
a3
3!

+
a2
4!

+
a1
3!
, I5 = a5 +

a4
4!

+
a3
6!

+
a2
6!

+
a1
4!
,

(9.5.9)

è â îáùèÿ ñëó÷àé ñúîòâåòíî

Im = am +
am−1

(m− 1)!
+

am−2

[2(m− 2)]!
+

am−3

[3(m− 3)]!
+ . . .

+
a3

[3(m− 3)]!
+

a2
[2(m− 2)]!

+
a1

(m− 1)!

(9.5.10)
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Â ñëåäâàùàòà òåîðåìà ñà äàäåíè ãîðíè îöåíêè íà àáñîëþòíèòå ñòîéíîñ-
òè |am| íà êîåôèöèåíòèòå am.

Òåîðåìà 9.5.2. [100] Àêî ðåäúò (9.5.8) èìà ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò 1,
ïîäðåäèöàòà (9.5.3) íà ïàðöèàëíèòå ìó ñóìè å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà âúðõó
êðèâàòà γ̃, è ÷èñëîòî R îò (9.2.3) èìà ñâîéñòâîòî 1 < R <

√
2, òî

êîåôèöèåíòèòå am â (9.5.3) óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâàòà

|a0| ≤
(
Re−η

)kn , |a1| ≤
(Re−η)kn

R
;

|am| ≤
(m− 1)(R + 1) (Re−η)kn

Rm
, ça m ≥ 2,

(9.5.11)

Äîêàçàòåëñòâî. Èçïîëçâàéêè (9.5.6) è (9.5.9), ïúðâèòå äâå îò îöåíêèòå
(9.5.11), êîèòî ñå îòíàñÿò çà |a0| è |a1| àâòîìàòè÷íî ñëåäâàò, èìåííî

|a0| = |I0| ≤
(
Re−η

)kn , |a1| = |I1| ≤
(Re−η)kn

R
.

Ðåñïåêòèâíî, çà |a2| å èçïúëíåíî ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî

|a2| ≤ |I2|+ |a1| ≤
1

R2

(
Re−η

)kn + 1

R

(
Re−η

)kn =
(1 +R) (Re−η)kn

R2
,

è àíàëîãè÷íî

|a3| ≤ |I3|+
|a2|
2!

+
|a1|
2!

≤
(

1

R3
+

1 +R

2R2
+

1

2R

)(
Re−η

)kn
<

(
1

R3
+

1 +R

R3
+

1

R3

)(
Re−η

)kn < 2(1 +R)

R3

(
Re−η

)kn ,
îòêúäåòî (9.5.11) ñëåäâà è çà m = 2 è m = 3. Ïî-íàòàòúê, çà äîêàçàòåëñò-
âîòî íà (9.5.11) çà ïðîèçâîëíà ñòîéíîñò íà m èçïîëçâàìå èíäóêöèÿ, ïîðàäè
êîåòî ïðåäïîëàãàìå, ÷å å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

|am| ≤
(m− 1)(R + 1) (Re−η)kn

Rm
, ça 2 ≤ m < kn,
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ñëåä êîåòî íåïîñðåäñòâåíî ìîæå äà ñå çàïèøå ñëåäíàòà âåðèãà îò íåðàâåð-
íñòâà

|am+1| ≤ |Im+1|+
|am|
m!

+
|am−1|

[2(m− 1)]!
+

|am−2|
[3(m− 2)]!

+ . . .

+
|a3|

[3(m− 2)]!
+

|a2|
[2(m− 1)]!

+
|a1|
m!

≤
(

1

Rm+1
+

1

m!R

)(
Re−η

)kn (9.5.12)

+

(
(m− 1)

m!Rm
+

(m− 2)

[2(m− 1)]!Rm−1
+ · · ·+ 1

[2(m− 1)]!R2

)
(R + 1)

(
Re−η

)kn .
Òîãàâà, îçíà÷àâàéêè

αs,n =
sRm+1−(s+1)

[(s+ 1)(m− s)]!
, ça s = 1, 2, . . . , (m− 1) è α0,n =

Rm−1

m!
,

è îò÷èòàéêè, ÷å

αs,n ≤ 1 ça s = 0, 1, 2, . . . , (m− 1),

(9.5.12) ñå ïðåîáðàçóâà ïîñëåäîâàòåëíî êàêòî ñëåäâà

|am+1| ≤
R + 1

Rm+1

(
Re−η

)kn + m− 1

Rm+1
(R + 1)

(
Re−η

)kn ,
|am+1| ≤

m(R + 1) (Re−η)kn

Rm+1
,

êîåòî ïîêàçâà, ÷å èñêàíîòî íåðàâåíñòâî å èçïúëíåíî è çà m + 1, îòêúäåòî
ïî èíäóêöèÿ ñëåäâà, ÷å å èçïúëíåíî çà âñÿêî 2 ≤ m ≤ kn. �

Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì òðèìåðíèÿ ñëó÷àé, ïðèâåæäàìå åäíî äîïúëíè-
òåëíî íåðàâåíñòâî çà ñèìâîëà íà Ïîõõàìåð, êîåòî ñå èçïîëçÿà ïî-íàòàòúê.

Ëåìà 9.5.1. [103] Íåêà R ≤ 2, òîãàâà ñà â ñèëà ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà

(m)k+1 ≥ (m+ 1)Rk è (m)m+1 ≥ 4Rm, (9.5.13)

çà k = 2, . . . ,m− 1 è m = 2, 3, . . . .
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Äîêàçàòåëñòâî. Ïúðâîòî îò íåðàâåíñòâàòà å òðèâèàëíî èçïúëíåíî è
çàòîâà íåãîâîòî äîêàçàòåëñòâî å ïðîïóñíàòî. Çàm = 2 ïðîâåðêàòà íà âòîðî-
òî îò íåðàâåíñòâàòà å åëåìåíòàðíà, èìåííî (2)3 = 2.3.4 ≥ 4R2. Ïî-íàòàòúê,
ïðåäïîëàãàéêè, ÷å (m)m+1 ≥ 4Rm, íåçàáàâíî ìîæå äà ñå çàïèøå ñëåäíàòà
âåðèãà îò íåðàâåíñòâà:

(m+ 1)m+2 = (m+ 1)m+1(2m+ 2) ≥ 4Rm(2m+ 2) ≥ 4Rm+1, (9.5.14)

îòêúäåòî, ïî èíäóêöèÿ, âòîðîòî îò íåðàâåíñòâàòà (9.5.13) å èçïúëíåíî çà
âñè÷êè ñòîéíîñòè íà m = 2, 3, . . . . �

Íåêà ñåãà äà ñå çàíèìàåì ñ 3-ïàðàìåòðè÷íèÿ ñëó÷àé ïðè îãðàíè÷åíèÿ
çà ïàðàìåòðèòå α > 0 è −1 ≤ γ ≤ 1, ò. å. íåêà äà ðàçãëåäàìå ðåäà

∞∑
n=0

anẼ
γ
α, n(z) (α > 0, −1 ≤ γ ≤ 1). (9.5.15)

Çàïî÷âàéêè ñúñ ñëó÷àÿ γ = −1, íèå èçâúðøâàìå äèðåêòíî äåëåíèåòî
â ñúîòâåòíîòî (9.5.4) çà m = 0, 1, . . . , kn. Èìàéêè ïðåäâèä, ÷å êîåôèöèåí-
òúò íà 1/z â èçðàçà (9.5.4) å ðàâåí íà ñúîòâåòíèÿ ðåçèäóóì, ïîëó÷àâàìå
ïîñëåäîâàòåëíî

I0 = a0, I1 = a1, I2 = a2 − a1
Γ(1)

Γ(α+ 1)
, (9.5.16)

I3 = a3 − a2
Γ(2)

Γ(α+ 2)
, I4 = a4 − a3

Γ(3)

Γ(α + 3)
,

. . . . . . . . .

Èçîáùî,

Im = am − am−1
Γ(m− 1)

Γ(α+m− 1)
, çà m ≥ 2. (9.5.17)

Ñåãà ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå ñëåäíèÿ ðåçóëòàò çà îöåíêèòå íà ìîäóëèòå
íà êîåôèöèåíòèòå â (9.5.3), ïðè äîïúëíèòåëíîòî óñëîâèå α ≥ 2, èçïîëçâàíî
â äîêàçàòåëñòâîòî íà (1.4.1), (1.4.2) è (1.4.11).

Òåîðåìà 9.5.3. [103] Àêî ïàðàìåòúðúò α ≥ 2, γ = −1, ðåäúò (9.5.15)
èìà ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò 1, ïîäðåäèöàòà îò ïàðöèàëíèòå ìó ñóìè (9.5.3)
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å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà âúðõó êðèâàòà γ̃, è ÷èñëîòî R îò (9.2.3) èìà ñâîéñ-
òâîòî 1 < R <

√
2, òî êîåôèöèåíòèòå am â (9.5.3) óäîâëåòâîðÿâàò

íåðàâåíñòâàòà

|a0| ≤
(
Re−η

)kn , |a1| ≤
1

R

(
Re−η

)kn , (9.5.18)

è ñúîòâåòíî

|am| ≤
2

Rm

(
Re−η

)kn , çà 2 ≤ m ≤ kn. (9.5.19)

Äîêàçàòåëñòâî. Èçïîëçâàéêè (9.5.6) è (9.5.16), îöåíêèòå (9.5.18)

|a0| = |I0| ≤
(
Re−η

)kn , |a1| = |I1| ≤
1

R

(
Re−η

)kn ,
ñëåäâàò àâòîìàòè÷íî. Çà äà äîêàæåì (9.5.19), íèå ïúðâî ïðîâåðÿâàìå âà-
ëèäíîñòòà ìó çà m = 2, êúäåòî ïîðàäè (1.4.2) èìàìå

|a2| ≤ |I2|+ |a1|
Γ(1)

Γ(α+ 1)
≤
(

1

R2
+

1

2R

)(
Re−η

)kn ≤ 2

R2

(
Re−η

)kn .
Ïðåäïîëàãàéêè ñëåä òîâà, ÷å

|am| ≤
2

Rm

(
Re−η

)kn , çà m < kn,

íåçàáàâíî ìîæå äà ñå çàïèøå ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî:

|am+1| ≤ |Im+1|+ |am|
Γ(m)

Γ(α +m)
≤
(

1

Rm+1
+

1

m(m+ 1)

2

Rm

)(
Re−η

)kn
≤ 2

Rm+1

(
Re−η

)kn , çà m+ 1 ≤ kn.

Åòî çàùî, (9.5.19) ñëåäâà ïî èíäóêöèÿ. �

Äðóãèÿò ñëó÷àé, êîãàòî α > 0 è γ ̸= −1 (èçêëþ÷âàéêè γ = 0, êîéòî
å òðèâèàëåí ñëó÷àé), å ïî-ñëîæåí. Ñåãà, âçåìàéêè −1 < γ ≤ 1 è γ ̸= 0,
íèå ðàçãëåæäàìå òîçè ñëó÷àé. Îòíîâî èçâúðøâàéêè äèðåêòíî äåëåíèåòî â



180ÃËÀÂÀ 9. ÐÅÄÎÂÅÎÒ ÁÅÑÅËÎÂÈÌ-Ë ÒÈÏ. ÑÂÐÚÕÑÕÎÄÈÌÎÑÒ

(9.5.4) è èçðàçÿâàéêè ðåçèäóóìèòå, ñúîòâåòíèòå èíòåãðàëè ìîãàò äà áúäàò
ïðåñìåòíàòè. Èìåííî, ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò ñëåäíèòå âåðèãè îò ðåëàöèè:

I0 = a0, I1 = a1 + a0
Γ(α)

Γ(2α)

(γ + 1)1
2!

,

I2 = a2 + a1
Γ(1)

Γ(α+ 1)

(γ)1
1!

+ a0
Γ(α)

Γ(3α)

(γ + 1)2
3!

,

(9.5.20)

è, èçîáùî çà m ≥ 2:

Im = am + am−1
Γ(m− 1)

Γ(α +m− 1)

(γ)1
1!

+ am−2
Γ(m− 2)

Γ(2α+m− 2)

(γ)2
2!

+ · · ·+ a2
Γ(2)

Γ((m− 2)α+ 2)

(γ)m−2

(m− 2)!

+a1
Γ(1)

Γ((m− 1)α+ 1)

(γ)m−1

(m− 1)!
+ a0

Γ(α)

Γ((m+ 1)α)

(γ + 1)m
(m+ 1)!

.

(9.5.21)

Ïî-íàòàòúê ñà íàìåðåíè ãîðíè îöåíêè çà çà ìîäóëèòå |am| íà êîåôèöè-
åíòèòå am è ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñà äàäåíè ñúñ ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 9.5.4. [103] Àêî ïàðàìåòúðúò α ≥ 2, −1 < γ ≤ 1 è γ ̸= 0,
ðåäúò (9.5.15) èìà ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò 1, ïîäðåäèöàòà íà ïàðöèàëíèòå
ìó ñóìè (9.5.3) å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà âúðõó êðèâàòà γ̃, è ÷èñëîòî R îò
(9.2.3) èìà ñâîéñòâîòî 1 < R <

√
2, òî êîåôèöèåíòèòå am â (9.5.3)

óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâàòà

|a0| ≤
(
Re−η

)kn , |a1| ≤
4

3R

(
Re−η

)kn , (9.5.22)

è

|am| ≤
m+ 1

Rm

(
Re−η

)kn , çà 2 ≤ m ≤ kn. (9.5.23)

Äîêàçàòåëñòâî. Åäíîâðåìåííîòî ïðèëàãàíå íà (9.5.20) è (9.5.6) âîäè
äî íåðàâåíñòâàòà (9.5.22), èìåííî,

|a0| = |I0| ≤
(
Re−η

)kn
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è ñúîòâåòíî, ñúãëàñíî (1.4.1):

|a1| ≤ |I1|+ |a0|
Γ(α)

Γ(2α)

∣∣∣∣(γ + 1)1
2!

∣∣∣∣ ≤ ( 1

R
+

1

3!

)(
Re−η

)kn
≤
(
1

R
+

1

3R

)(
Re−η

)kn ≤ 4

3R

(
Re−η

)kn .
Àíàëîãè÷íî, âåðèãàòà

|a2| ≤ |I2|+ |a1|
Γ(1)

Γ(α+ 1)

∣∣∣∣(γ)11!

∣∣∣∣+ |a0|
Γ(α)

Γ(3α)

∣∣∣∣(γ + 1)2
3!

∣∣∣∣
≤
(

1

R2
+

2

3R
+

1

4!

)(
Re−η

)kn
≤
(

1

R2
+

1

R2
+

1

4!

)(
Re−η

)kn ≤ 3

R2

(
Re−η

)kn ,
ïîòâúðæäàâà âåðíîñòòà íà (9.5.23) çà m = 2. Ñåãà ïðåäïîëàãàéêè, ÷å

|as| ≤
(s+ 1) (Re−η)kn

Rs
, çà s = 2, . . . ,m è m < kn,

è ïðèëàãàéêè íåðàâåíñòâîòî (9.5.6) è çàåäíî ñ íåãî (9.5.22), êàêòî è (1.4.1),
(1.4.2), (1.4.11), (9.5.13), ïîëó÷àâàìå

|am+1| ≤ |Im+1|+ |am|
Γ(m)

Γ(α+m)
+ |am−1|

Γ(m− 1)

Γ(2α+m− 1)

+ · · ·+ |a1|
Γ(1)

Γ((m− 1)α + 1)
+ |a0|

Γ(α)

Γ((m+ 1)α)

≤ (m+ 2) (Re−η)kn

Rm+1
,

(9.5.24)

êîåòî óñòàíîâÿâà âåðíîñòòà íà (9.5.23), ïî èíäóêöèÿ. �
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9.6 Îáðàòíà òåîðåìà çà ñâðúõñõîäèìîñò çà ðå-
äîâå îò Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï

Â ïðåäíàòà ñåêöèÿ íàïðàâèõìå ãîðíè îöåíêè çà ìîäóëèòå â ïàðöèàëíèòå
ñóìè {Skn(z)} íà ðåäîâåòå (9.5.8) è (9.5.15). Â òàçè ñåêöèÿ ñà ïðåäëîæåíè
òâúðäåíèÿ, îáðàòíè íà Òåîðåìà 9.4.1, êàñàåùè òåçè ðåäîâå, à èìåííî, ÷å
ñâðúõñõîäÿù ðåä ñ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò 1 (îò êîé äà å îò òåçè äâà âèäà)
ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà îò äâà ðåäà � ïúðâèÿò ñ ðàäèóñ íà ñõîäè-
ìîñò ïî-ãîëÿì îò åäèíèöà, à âòîðèÿò � ñ Àäàìàðîâè ïðàçíèíè. Çàïî÷âàéêè
ñ åäíîïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè, ôîðìóëèðàìå ïúðâàòà îò òåçè òåîðåìè.

Òåîðåìà 9.6.1 (ça ñâðúõñõîäèìîñò [100]). Íåêà {an}∞n=0 å ðåäèöà îò
êîìïëåêñíè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèåòî lim sup

n→∞
( |an| )1/n = 1, F (z)

å ñóìàòà íà ðåäà (9.5.8) â åäèíè÷íèÿ êðúã D(0; 1), è íåêà òîçè ðåä å ñâðúõñ-
õîäÿù. Òîãàâà F (z) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà íà äâà ðåäà ïî ñúùèÿ
âèä ôóíêöèè êàêòî ñëåäâà

F (z) = H(z) +G(z), (9.6.1)

êúäåòî ðåäúò H(z) ïðèòåæàâà Àäàìàðîâè ïðàçíèíè, à G(z) èìà ðàäèóñ
íà ñõîäèìîñò ïî-ãîëÿì îò 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò ñâðúõñõîäèìîñòòà íà ðåäà (9.5.8) ñëåäâà, ÷å ñú-
ùåñòâóâà îêðúæíîñò γ̃ ⊂ D̃(0; 1) è ïîäðåäèöà

Skn(z) =

kn∑
m=0

amẼm(z), n = 1, 2, . . . , (9.6.2)

íà ïàðöèàëíèòå ìó ñóìè, òàêàâà ÷å {Skn(z)} å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà âúðõó
êðèâàòà γ̃. Ïðè òîâà, íèå ìîæåì äà ïðåäïîëàãàìå, ÷å

kn+1 > αnkn, n = 1, 2, . . . (lim inf
n→∞

αn = α > 1). (9.6.3)

Ñúãëàñíî Òåîðåìà 9.5.1 è 9.5.2, ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíî ÷èñëî η, òàêî-
âà ÷å ñà â ñèëà ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà:

|am| ≤
(m− 1)(R + 1) (Re−η)kn

Rm
ça m ≥ 2. (9.6.4)
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Â ÷àñòíîñò, âçåìàéêè p′ òàêîâà, ÷å äà ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

1/α < p′ < 1, p′kn < m ≤ kn,

âåäíàãà ñëåäâà íåðàâåíñòâîòî R−m < R−p′kn, îòêúäåòî(
Re−η

)knR−m ≤
(
Re−η

)knR−p′kn =
(
Re−ηR−p′

)kn
.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å

|am| ≤ (m− 1)(R + 1)

(
Re−η

Rp′

)kn
, çà p′kn < m ≤ kn. (9.6.5)

Èçáèðàéêè p′ òîëêîâà áëèçêî äî 1, ÷å
(
Re−ηR−p′) = ρ < 1, íåðàâåíñòâîòî

(9.6.5) ïðèåìà âèäà

|am| ≤ (m− 1)(R + 1)ρkn < (m− 1)(R + 1)ρm (ρ < 1), (9.6.6)

çà p′kn < m ≤ kn.

Ïî-íàòàòúê, îçíà÷àâàéêè pn = [p′kn] (êúäåòî [p′kn] îçíà÷àâà öÿëàòà ÷àñò
íà p′kn), ðàçãëåæäàìå ãðóïèðàíèÿ ðåä

G(z) =
∞∑
n=1

Ẽpn+1,kn(z), Ẽpn+1,kn(z) = apn+1Ẽpn+1(z) + · · ·+ aknẼkn(z).

(9.6.7)
Îò÷èòàéêè óñëîâèåòî (9.6.3) è ñúùî, ÷å 1/α < p′ < 1, ìîæå äà ñå ïîëó÷è

ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî çà èíäåêñèòå â Ẽpn+1,kn:

pn + 1 ≤ kn <
1

α
kn+1 < p′kn+1 < [p′kn+1] + 1 = pn+1 + 1. (9.6.8)

Îò åäíà ñòðàíà, íàé-ãîëåìèÿò èíäåêñ â ñúáèðàåìîòî Ẽpn+1,kn(z) å kn, à
îò äðóãà ñòðàíà, íàé-ìàëêèÿò èíäåêñ â ñëåäâàùîòî ñúáèðàåìî å pn+1 + 1.
Ñëåäîâàòåëíî, èäèâèäóàëíèòå ôóíêöèè â ðàçëè÷íèòå ÷ëåíîâå íà (9.6.7) íå
ñå çàñòúïâàò. Òàêà ÷å, ðàçâèòèåòî íà âñè÷êè ÷ëåíîâå íà (9.6.7) ìîæå äà áúäå
ðàçãëåæäàíî êàòî ïî ôóíêöèèòå Ẽm(z) ñ èíäåêñè m ∈ {pn + 1, . . . , kn}∞n=1.
Íàé-ñåòíå, íåðàâåíñòâîòî (9.6.6) ïîêàçâà, ÷å ðåäúò (9.6.7) ðàçãëåæäàí êàòî
ðåä ïî Ìèòàã-Ëåôëåðîâèòå ôóíêöèè Ẽm(z), å ñõîäÿù â êðúãà D(0; 1/ρ) ñ
ðàäèóñ 1/ρ > 1.
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Äîïúëíèòåëíèÿò ðåä

H(z) =
∞∑
m=0

ãmẼm(z), ãm =

{
0 çà m ∈ {pn + 1, . . . , kn}∞n=1 ,

am èíà÷å,
(9.6.9)

î÷åâèäíî å ñ ïðàçíèíè. Çà äà äîâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî, ïúðâî äà îòáå-
ëåæèì, ÷å ãm = 0 çà pn < m < kn + 1, n = 1, 2, . . . è äà ðàçãëåäàìå (9.6.9).
Îçíà÷àâàéêè α0 =

1
p′ > 1 è qn = kn + 1 è îò÷èòàéêè, ÷å pn = [p′kn] ≤ p′kn,

ïîëó÷àâàìå, ÷å

α0pn = α0[p
′kn] ≤ α0p

′kn = kn < kn + 1 = qn è ãm = 0 çà pn < m < qn.

Ñëåäîâàòåëíî α0pn < qn ñ α0 > 1, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ðåäúò (9.6.9) èìà
Àäàìàðîâè ïðàçíèíè. �

Òåîðåìà 9.6.2 (çà ñâðúõñõîäèìîñò [103]). Íåêà ïàðàìåòúðúò α ≥ 2,
{an}∞n=0 å ðåäèöà îò êîìïëåêñíè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèåòî

lim sup
n→∞

( |an| )1/n = 1,

F (z) å ñóìàòà íà ðåäà (9.5.15) â åäèíè÷íèÿ êðúã D(0; 1), è íåêà òîçè ðåä
å ñâðúõñõîäÿù. Òîãàâà F (z) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà íà äâà ðåäà
ïî ñúùèÿ âèä ôóíêöèè êàêòî ñëåäâà

F (z) = H(z) +G(z), (9.6.10)

êúäåòî ðåäúò H(z) ïðèòåæàâà Àäàìàðîâè ïðàçíèíè, à G(z) èìà ðàäèóñ
íà ñõîäèìîñò ïî-ãîëÿì îò 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Â ãîëÿìà ñòåïåí äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà òîâà íà Òå-
îðåìà 9.6.1. Îò ñâðúõñõîäèìîñòòà íà ðåäà (9.5.15) ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà
îêðúæíîñò γ̃ ⊂ D̃(0; 1) è ïîäðåäèöà

Skn(z) =

kn∑
m=0

amẼ
γ
α,m(z), n = 1, 2, . . . , (9.6.11)

íà ïàðöèàëíèòå ìó ñóìè, òàêàâà ÷å {Skn(z)} å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà âúðõó
êðèâàòà γ̃, ïðè êîåòî ìîæåì äà ïðåäïîëàãàìå, ÷å

kn+1 > αnkn, n = 1, 2, . . . (lim inf
n→∞

αn = α̃ > 1). (9.6.12)

Äîêàçàòåëñòâîòî ïðîäúëæàâà, êàòî çà ïàðàìåòúðà γ ñà ðàçãëåäàíè ïîîò-
äåëíî òðè ðàçëè÷íè ñëó÷àÿ.
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i. Êîãàòî γ = 0 ñëó÷àÿò å òðèâèàëåí (äàæå çà α > 0), çàùîòî ðåäúò
(9.5.15) ñå ðåäóöèðà äî ñòåïåíåí ðåä, êîåòî å ïðîñòî êëàñè÷åñêèÿ ñëó-
÷àé.

ii. Êîãàòî γ = −1, äîêàçàòåëñòâîòî îñíîâíî ñå áàçèðà íà Òåîðåìà 9.5.3.
Îò ñâðúõñõîäèìîñòòà íà ðåäà (9.5.15) ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà îêðúæ-
íîñò γ̃ ⊂ D̃(0; 1) è ïîäðåäèöà {Skn(z)}, äåôèíèðàíà ñ (9.6.11), êîÿòî
å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà âúðõó êðèâàòà γ̃. Ðàçãëåæäàéêè îáëàñòòà G,
îãðàíè÷åíà îò äâåòå êðèâè C(0; 1) è γ̃, íèå ðàçãëåæäàìå ñúùî è îê-
ðúæíîñòòà C(0;R) ñ ðàäèóñ R > 1, ëåæàùà â G (Ôèãóðà 3.3.1). Áåç
îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà, ìîæåì äà ïðåäïîëàãàìå, ÷å ðàçñòîÿíèåòî
ìåæäó êðèâèòå C(0; 1) è γ̃ å ïî-ìàëêî èëè ðàâíî íà

√
2−1. Òîâà âîäè

äî 0 < R ≤
√
2, çàùîòî òàêîâà íåðàâåíñòâî å âÿðíî çà ðàäèóñà R íà

âñÿêà åäíà îêðúæíîñò C(0;R) ⊂ G.

Â ÷àñòíîñò, âçåìàéêè 1/α̃ < p′ < 1, p′kn < m ≤ kn, ñëåäâà íåðàâåíñò-
âîòî R−m < R−p′kn, îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâà, ÷å(

Re−η
)knR−m ≤

(
Re−η

)knR−p′kn =
(
Re−ηR−p′

)kn
.

Ñúãëàñíî Òåîðåìà 9.5.1, 9.5.2 è 9.5.3 ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíî ÷èñëî
η, òàêîâà ÷å ñà â ñèëà ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà:

|am| ≤ 2

(
Re−η

Rp′

)kn
, çà p′kn < m ≤ kn. (9.6.13)

Èçáèðàìå p′ òîëêîâà áëèçêî äî 1, ÷å
(
Re−ηR−p′) = ρ < 1, ïðè êîåòî

(9.6.13) ïðèåìà âèäà

|am| ≤ 2ρkn ≤ 2ρm (ρ < 1), çà p′kn < m ≤ kn. (9.6.14)

Ïî-íàòàòúê, îçíà÷àâàéêè pn = [p′kn] (òóê [p′kn] îòíîâî å öÿëàòà ÷àñò
íà p′kn), ðàçãëåæäàìå ãðóïèðàíèÿ ðåä

G(z) =
∞∑
n=1

Ẽα;pn+1,kn(z), (9.6.15)

ñ Ẽα;pn+1,kn êàêòî ñëåäâà

Ẽα;pn+1,kn(z) = apn+1Ẽ
γ
α;pn+1(z) + · · ·+ aknẼ

γ
α;kn

(z).
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Âçåìàéêè ïîä âíèìàíèå óñëîâèåòî (9.6.12) è ñúùî, ÷å 1/α̃ < p′ < 1,
ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî çà èíäåêñèòå â Ẽα;pn+1,kn:

pn + 1 ≤ kn <
1

α̃
kn+1 < p′kn+1 < [p′kn+1] + 1 = pn+1 + 1. (9.6.16)

Àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 9.6.1 ñëåäâà, ÷å ðàçâèòè-
åòî íà âñè÷êè ÷ëåíîâå íà (9.6.15) ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ïî ôóí-
êöèèòå Ẽγ

α,m(z) ñ èíäåêñè m ∈ {pn + 1, . . . , kn}∞n=1, à ðåäúò (9.6.15) å
áåç çàñòúïâàíå íà èíäåêñèòå. Íàêðàÿ, íåðàâåíñòâîòî (9.6.14) ïîêàçâà,
÷å ðåäúò (9.6.15) (êàòî ðåä ïî ôóíêöèèòå Ẽγ

α,m(z)) å ñõîäÿù â êðúãà
D(0; 1/ρ) ñ 1/ρ > 1, ò. e. ðàäèóñúò íà ñõîäèìîñò íà (9.6.15) å ïî-ãîëÿì
îò 1.

Äîïúëíèòåëíèÿò ðåä

H(z) =
∞∑
m=0

ãmẼ
γ
α,m(z), ãm =

{
0 çà m ∈ {pn + 1, . . . , kn}∞n=1 ,

am èíà÷å,
(9.6.17)

î÷åâèäíî å ñ Àäàìàðîâè ïðàçíèíè, êîåòî ñëåäâà òî÷íî êàêòî â äîêà-
çàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 9.6.1.

iii. Êîãàòî −1 < γ ≤ 1 è γ ̸= 0, äîêàçàòåëñòâîòî ïðîòè÷à àíàëîãè÷íî,
íî èçïîëçâà Òåîðåìà 9.5.4 âìåñòî Òåîðåìà 9.5.3. Ðàçëèêàòà å ñàìî â
(9.6.13) è (9.6.14), êîèòî ñà çàìåíåíè ñúîòâåòíî ñ

|am| ≤ (m+ 1)

(
Re−η

Rp′

)kn
, è |am| ≤ (m+ 1)ρm (ρ < 1) (9.6.18)

çà p′kn < m ≤ kn. �
Â çàêëþ÷åíèå äà îòáåëåæèì, ÷å àêî γ = 1, òî ôóíêöèèòå Eγ

α,m ñå ðå-
äóöèðàò äî ôóíêöèèòå Eα,n. Ñëåäîâàòåëíî ìîæå äà ñå çàïèøå ñëåäíàòà
çàáåëåæêà.

Çàáåëåæêà 9.6.1. Â ÷àñòíîñò, ïîëó÷åíèòå òóê ðåçóëòàòè çà ðåäî-
âåòå (9.5.15) ñà â ñèëà è çà ðåäîâå îò âèäà

∞∑
n=0

anẼα, n(z) =
∞∑
n=0

anẼ
1
α, n(z), (9.6.19)

ïî ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð Ẽα, n ñ äâà èíäåêñà.



Çàêëþ÷èòåëíè áåëåæêè

Êàêòî âå÷å áåøå ïîä÷åðòàíî, ôóíêöèèòå íà Áåñåë äúëæàò ñâîÿ ïðî-
èçõîä íà êîíêðåòíè çàäà÷è îò ìåõàíèêàòà è àñòðîíîìèÿòà, äîêàòî ôóíê-
öèÿòà íà Ìèòàã-Ëåôëåð ñå ïîÿâÿâà ïðè èçñëåäâàíèÿ îò ÷èñòî òåîðåòè÷åí
õàðàêòåð è äúëãî îñòàâà ïî÷òè íåïîçíàòà çà ïî-ãîëÿìàòà ÷àñò îò ó÷åíèòå.
Íàé-âåðîÿòíî çà ïúðâè ïúò èíòåðåñ êúì òàçè ôóíêöèÿ å ïðîÿâåí îò Õèë
è Òàìàðêèí [31] ïîðàäè èçïîëçâàíåòî �è çà ïðåäñòàâÿíåòî íà ðåøåíèåòî íà
èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå íà Àáåë îò âòîðè ðîä

u(t) +
a

Γ(λ)

t∫
0

(t− τ)λ−1u(τ) dτ = f(t), λ > 0,

â êîåòî a å ðåàëåí èëè êîìïëåêñåí ïàðàìåòúð, à ôóíêöèÿòà f(t) å äàäåíà.
Âúïðîñíîòî ðåøåíèå ñå çàïèñâà êàêòî ñëåäâà [64]:

u(t) =
d

dt

t∫
0

Eλ,1

(
−aτλ

)
f(t− τ) dτ ,

êàòî ñå èçðàçÿâà ÷ðåç ôóíêöèÿòà íà Ìèòàã-Ëåôëåð Eλ

(
−atλ

)
. Òóê å ìÿñ-

òîòî äà îòáåëåæèì, ÷å ðàçãëåæäàíîòî óðàâíåíèå ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ÷ðåç
èíòåãðàëà íà Ðèìàí�Ëèóâèë Rλ âúâ âèäà:

u(t) + aRλu(t) = f(t), λ > 0,

êîåòî ïîêàçâà, ÷å òî å èíòåãðàëíî óðàâíåíèå îò äðîáåí ðåä λ. Ïîðàäè òàçè
ïðè÷èíà ôóíêöèÿòà íà Ìèòàã-Ëåôëåð ñå ÷èñëè êúì ñïåöèàëíèòå ôóíêöèè
íà äðîáíîòî ñìÿòàíå.

Â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ñå èçó÷àâàò òåçè äâà âèäà ôóíêöèè, ïúðâàòà îò
êîèòî å êëàñè÷åñêà ñïåöèàëíà ôóíêöèÿ, à âòîðàòà � ñïåöèàëíà ôóíêöèÿ
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íà äðîáíîòî ñìÿòàíå, è ïîÿâèëèòå ñå òåõíè ìíîãîáðîéíè îáîáùåíèÿ âñëåä-
ñòâèå íà íàðàñòâàùèÿ èíòåðåñ êúì ñïåöèàëíèòå ôóíêöèè, êúì øèðîêàòà
èì è ðàçíîîáðàçíà óïîòðåáà, ò. å. íàêðàòêî êàçàíî, ôóíêöèè îò Áåñåëîâ è
Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï.

Íàé-îáùî ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ìîãàò äà ñå êëàñèôèöèðàò â äâå ãðóïè
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

• Ðåçóëòàòè ñâúðçàíè ñ èçâåñòíè êëàñîâå îò ñïåöèàëíè ôóíêöèè

• Ðåçóëòàòè ñâúðçàíè ñ âúâåäåí íîâ êëàñ îò ñïåöèàëíè ôóíêöèè.

Êúì ïúðâàòà ãðóïà ñïàäàò ðåçóëòàòèòå îò Ãëàâè 1�5, 8, 9 è ÷àñò îò Ãëàâà
6, êúäåòî ñå èçó÷àâàò ðàçëè÷íè èçáðîèìè ñèñòåìè îò ôóíêöèè îò Áåñåëîâ
è Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï. Â Ãëàâè 1, 4, 5 è 6 ñà ïîëó÷åíè ôóíäàìåíòàëíè ðå-
çóëòàòè, êàòî íàïðèìåð âàæíè íåðàâåíñòâà çà òàêèâà ñèñòåìè, êàêòî è çà
ñóìè îò òàêèâà ôóíêöèè, è àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè çà �ãîëåìè� ñòîéíîñòè
íà ïàðàìåòðèòå, êîèòî ñå èçïîëçâàò ñúùåñòâåíî ïðè ïî-íàòàòúøíèòå èçñ-
ëåäâàíèÿ. Â Ãëàâè 2, 3, 8 è 9 ñå ðàçãëåæäàò ðåäîâå ïî ñèñòåìè îò ôóíêöèè
îò Áåñåëîâ è Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï, à èìåííî ïî ñèñòåìèòå (2.7.1), (8.1.1),
(8.1.2), (8.3.1), (8.5.1) è (8.5.2). Èçó÷àâà ñå ñõîäèìîñòòà íà òàêèâà ðåäîâå â
êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà, è ñà äîêàçàíè àíàëîçè íà êëàñè÷åñêèòå ðåçóëòàòè,
êàòî íàïðèìåð òåîðåìèòå íà Êîøè�Àäàìàð, Àáåë, Òàóáåð, Ëèòúëóä è Ôà-
òó, à ñúùî è òåîðåìè çà ñâðúõñõîäèìîñò çà øèðîêî èçïîëçâàíèòå ñòåïåííè
ðåäîâå.

Çà îïðîñòÿâàíå íà ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå è çà óäîáñòâî, íåêà äà
îçíà÷èì ñ

J̃ :=
{
j̃n

}
n∈N0

(C.1.1)

êîÿ äà å îò ñïîìåíàòèòå ôàìèëèè. Â ïðîöåñà íà èçó÷àâàíå íà ðåäà

∞∑
n=0

anj̃n(z), an ∈ C, z ∈ C, (C.1.2)

íèå ðàçãëåæäàìå çàåäíî ñ íåãî è ñòåïåííèÿ ðåä

∞∑
n=0

anz
n, an ∈ C, z ∈ C, (C.1.3)
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ñúñ ñúùèòå êîåôèöèåíòè an.

Äà ïîä÷åðòàåì, ÷å ðåçóëòàòèòå ïîëó÷åíè çà ðåäà (C.1.2) ñà àáñîëþòíî
àíàëîãè÷íè íà òåçè çà êëàñè÷åñêèòå ñòåïåííè ðåäîâå îò âèäà (C.1.3).

Îêàçâà ñå, ÷å òåçè ðåäîâå èìàò åäèí è ñúù ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò R, è ñà
àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ñõîäÿùè âúâ âñåêè çàòâîðåí êðúã |z| ≤ r (r < R).
Îñâåí òîâà, àêî âñåêè åäèí îò òÿõ å ñõîäÿù â òî÷êàòà z0 îò ãðàíèöàòà íà
D(0;R), òî è çà äâàòà ðåäà ñà âàëèäíè òåîðåìè îò Àáåëîâ òèï â åäíà è
ñúùà úãëîâà îáëàñò.

Áåç äà îãðàíè÷àâàìå îáùíîñòòà, ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å R = 1. Àêî îñ-
âåí òîâà {an}∞n=0 å ðåäèöà îò êîìïëåêñíè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèåòî
lim
n→∞

an = 0, è âñè÷êèòå òî÷êè (âêëþ÷èòåëíî è êðàèùàòà) íà äúãàòà σ îò

åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò C(0; 1) ñà ðåãóëÿðíè çà ñóìèòå íà äâàòà ðàçãëåæäà-
íè ðåäà, òî ðåäîâåòå (C.1.2) è (C.1.3) ñà ñõîäÿùè, äàæå ðàâíîìåðíî âúðõó
äúãàòà σ. Îñâåí òîâà, àêî f̃ å ñóìàòà íà êîé äà å îò äâàòà ðàçãëåæäàíè ðåäà
â åäèíè÷íèÿ êðúãD(0; 1) è àêî àêî f̃ èìàò Àäàìàðîâè ïðàçíèíè è ïîíå åäíà
ðåãóëÿðíà òî÷êà, ëåæàùà íà îêðúæíîñòòà C(0; 1), òî òå ñà ñâðúõñõîäÿùè.
Îáà÷å, àêî lim sup

n→∞
( |akn| )1/kn = 1 çà kn+1 ≥ (1 + θ)kn (θ > 0) è ak = 0 çà

kn < k < kn+1, òî âñè÷êè òî÷êè îò åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò C(0; 1) ñà ñèíãó-
ëÿðíè çà ôóíêöèÿòà f̃ , ò. å. åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò å åñòåñòâåíà ãðàíèöà íà
àíàëèòè÷íîñò çà ñúîòâåòíèÿ ðåä. Íàé-ñåòíå, àêî êîé äà å îò ðàçãëåæäàíèòå
ðåäîâå å ñâðúõñõîäÿù, òî íåãîâàòà ñóìà f̃ ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà
íà äâà ðåäà ïî ñúùèÿ âèä ôóíêöèè êàêòî ñëåäâà

f̃(z) = h̃(z) + g̃(z),

êúäåòî ðåäúò h̃(z) ïðèòåæàâà Àäàìàðîâè ïðàçíèíè, à g̃(z) èìà ðàäèóñ íà
ñõîäèìîñò ïî-ãîëÿì îò 1.

Çà ïî-íàòàòúøíèòå ðàçãëåæäàíèÿ, âçåìàéêè z0 ∈ C(0;R) è j̃n(z0) ̸= 0,
íèå íîðìèðàìå â èçâåñòåí ñìèñúë ñèñòåìàòà (C.1.1) è îçíà÷àâàìå

(J ; z0) := {jn}n∈N0
, jn(z) = j⋆n(z; z0) =

j̃n(z)

j̃n(z0)
. (C.1.1∗)

Î÷åâèäíî å, ÷å ôóíêöèèòå jn âúâ ôîðìóëàòà (C.1.1∗) ñà öåëè ôóíê-
öèè, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèåòî jn(z0) = 1, ò. å. ñúîòâåòíàòà ôàìèëèÿ å
îò âèäà (2.6.4). Çà äà äàäåì ñëåäâàùèòå ðåçóëòàòè, íèå ñå îïèðàìå íà Äå-
ôèíèöèÿ 2.6.2 çà (J, z0)-ñóìèðóåìîñò íà äàäåí ÷èñëîâ ðåä. Àíàëîãè÷íî íà
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A-ñóìèðóåìîñòòà íà äàäåí ÷èñëîâ ðåä, àêî ÷èñëîâèÿò ðåä (2.2.2) å (J, z0)-
ñóìèðóåì, ïîñðåäñòâîì ôàìèëèÿòà (C.1.1∗), è äîïúëíèòåëíî lim

n→∞
nan = 0

(èëè äàæå an = O(1/n)), òî òîé å ñõîäÿù. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñà â ñèëà òåî-
ðåìè îò Òàóáåðîâ è Ëèòúëóäîâ òèï, ñúùî êàêòî è â òåîðèÿòà íà ñòåïåííèòå
ðåäîâå. Ðàçáèðà ñå, òàçè ñóìèðóåìîñò å ðåãóëÿðíà è íåéíàòà ðåãóëÿðíîñò
ñëåäâà îò ñúîòâåòíàòà ñúùåñòâóâàùà òåîðåìà îò Àáåëîâ òèï.

Íàêðàÿ, ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè â èçáðîåíèòå ÷åòèðè ãëàâè ìîãàò äà ñå
ðåçþìèðàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà ðåäîâåòå, êîèòî ñà
îáåêò íà òîâà èçñëåäâàíå, ñà äîñòàòú÷íî �áëèçêè� äî òåçè íà ñòåïåííèòå
ðåäîâå, ò. å. òÿõíîòî ïîâåäåíèå å íàïúëíî ñõîäíî íà ïîâåäåíèåòî íà øèðîêî
ðàçïðîñòðàíåíèòå ñòåïåííè ðåäîâå.

Ïîðàäè íåïðåêúñíàòî íàðàñòâàùèÿ èíòåðåñ êúì ñïåöèàëíèòå ôóíêöèè
è øèðîêàòà èì óïîòðåáà ñå ïîâÿâàò ìíîãîáðîéíè òåõíè îáîáùåíèÿ, êîåòî
ïðîäúëæàâà è â äíåøíî âðåìå. Îñòàíàëàòà ÷àñò îò ðåçóëòàòèòå, èçëîæåíè
â ÷àñò îò Ãëàâà 6 è â Ãëàâà 7, å ñâúðçàíà ñ âúâåæäàíåòî è èçó÷àâàíåòî íà
íîâ êëàñ îò 3m-ïàðàìåòðè÷íè ìóëòèèíäåêñíè ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð,
êîèòî îáîáùàâàò åäíîâðåìåííî ôóíêöèèòå íà Ïðàáõàêàð è ìóëòèèíäåêñíè-
òå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð ñ 2m ïàðàìåòúðà. Â òîçè êëàñ ñå âêëþ÷âàò
è ðàçãëåäàíèòå ïðåäè òîâà ôóíêöèè îò Áåñåëîâ è Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï
êàòî ñïåöèàëíè ñëó÷àè. Èçñëåäâàíèÿòà íà ôóíêöèèòå îò âúâåäåíèÿ êëàñ
âêëþ÷âàò íàìèðàíå íà ôóíäàìåíòàëíè òåõíè ñâîéñòâà, êàòî ðåä è òèï,
èíòåãðàëíè ïðåäñòàâÿíèÿ, êàêòî è îïðåäåëÿíå íà ìÿñòîòî èì ñðåä èçâåñò-
íèòå äî ìîìåíòà ôóíêöèè. Íàïðàâåíè ñà èçñëåäâàíèÿ, ñâúðçàíè ñ äðîáíîòî
ñìÿòàíå â êëàñîâåòå îò ìóëòèèíäåêñíè ôóíêöèè, èçñëåäâàíè ñà âðúçêàòà
è ñâîéñòâàòà íà òåçè êëàñîâå ñïåöèàëíè ôóíêöèè ñ îïåðàòîðèòå íà äðîá-
íîòî ñìÿòàíå. Ïîäîáíè èçñëåäâàíèÿ çà îñòàíàëèòå ôóíêöèè îò Áåñåëîâ è
Ìèòàã-Ëåôëåðîâ ñà ïðîâåæäàíè îò ðåäèöà ó÷åíè è ìîãàò äà ñå íàìåðÿò
â öèòèðàíèòå ëèòåðàòóðíè èçòî÷íèöè, ìåæäó êîèòî íàïðèìåð: [2], [11] �
[16], [24, 29, 33, 34], [38] � [41], [56, 57], [64, 66, 80, 105], [109] � [113] è
[110, 116, 131, 132].

Îñâåí çíà÷åíèåòî â ÷èñòî òåîðåòè÷íèÿ àñïåêò çà ðàçâèâàíå íà òåîðèÿòà
íà ñïåöèàëíèòå ôóíêöèè è íåéíîòî îáîãàòÿâàíå, ïîëó÷åíèòå â äèñåðòàöè-
îííèÿ òðóä ðåçóëòàòè èìàò è ïðèëîæíî çíà÷åíèå. Òîâà ñå èíäèêèðà îò
òÿõíîòî èçïîëçâàíå çà ðåøàâàíå íà ìîäåëíè äèôåðåíöèàëíè è èíòåãðàë-
íè óðàâíåíèÿ ñâúðçàíè ñ ïðèëîæåíèÿòà íà ñïåöèàëíèòå ôóíêöèè â äðóãè
êëîíîâå íà íàóêàòà. Òàêà íàïðèìåð öÿë êðúã îò ñïåöèàëèñòè îò Ïëàíê
èíñòèòóòèòå ñå çàíèìàâà ñ ðåøàâàíå íà çàäà÷è, ðåøåíèÿòà íà êîèòî ñå äà-
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âàò ñ ðåäîâå ïî ñïåöèàëíè ôóíêöèè îò ðàçãëåæäàíèòå âèäîâå. Ôóíêöèèòå
(5.3.1) è ðåäîâå ïî òÿõ ñà èçïîëçâàíè íàïðèìåð çà èçðàçÿâàíå íà ðåøåíèÿòà
íà îáîáùåíîòî óðàâíåíèå íà Ëàíæåâåí îò Ñàíäåâ, Òîìîâñêè è Äóáåëäàì
[121], à ñúùî òàêà è çà ðàçëàãàíå ïî ñîáñòâåíèòå ôóíêöèè íà ðåøåíèåòî íà
äâó÷ëåííî äðîáíî óðàâíåíèå (îòíîñíî âðåìåòî) îò Áàæëåêîâà è Äèìîâñ-
êè [7, 8]. Çà íåéíîòî ñêîðîøíî èçïîëçâàíå â òðèåíåòî è îáîáùåíèòå ÿäðà
íà ïàìåòòà, êàêòî è â òî÷íèòå ðåøåíèÿ íà îáîáùåíîòî äðîáíî óðàâíåíèå
íà Ëàíæåâåí � ìîæå äà ñå âèäè íàïðèìåð îùå â [117]�[119] è [125]. Òàçè
ôóíêöèÿ èãðàå ôóíäàìåíòàëíà ðîëÿ â îïèñàíèåòî íà àíîìàëíèòå äèåëåê-
òðè÷íè ñâîéñòâà â íåðàçïðåäåëåíèòå ìàòåðèàëè è õåòåðîãåííèòå ñèñòåìè,
êîèòî ïðîÿâÿâàò åäíîâðåìåííî íåëîêàëíîñò è íåëèíåéíîñò [21]. Çà èëþñò-
ðàöèÿ íà êàçàíîòî ñà ïðèâåäåíè äâà ïðèìåðà. Ïúðâèÿò îò òÿõ ñå îòíàñÿ äî
ìîäåëèðàíåòî íà åäíîïîñî÷íè âèñêîåëàñòè÷íè ïîòîöè, êîåòî ñå ïðàâè ñúñ
çàäà÷àòà [5]

u′(t) + λu(t) + λγ Dα
t u(t) = 0, u(0) = 1.

Çà ñòîéíîñòè íà λ > 0, ðåøåíèåòî u(t, λ) ñå çàïèñâà â ñëåäíèÿ ÿâåí âèä:

u(t, λ) =
∞∑
k=0

(−1)k

γk+1λk+1
t(α−1)(k+1) Ek+1

α, α(k+1)−k(−γ
−1tα),

÷ðåç òðèïàðàìåòðè÷íèòå ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð.
Äðóãèÿò ïðèìåð ñå îòíàñÿ äî îáùîòî óðàâíåíèå íà Ëàíæåâåí, êîåòî ñå

èçïîëçâà êàòî ïîëåçåí èíñòðóìåíò çà ìîäåëèðàíå íà àíîìàëíè äèôóçíè
ïðîöåñè â ñëîæíà è âèñêîåëàñòè÷íà ñðåäà. Çà ñâîáîäíè ÷àñòèöè òî èìà
ñëåäíèÿ âèä

m.v′(t) +

∫ t

0

γ(t− τ)v(τ)dτ = ξ(t), x′(t) = v(t),

êúäåòî x(t) è v(t) ñà ñúîòâåòíî ïðåìåñòâàíåòî è ñêîðîñòòà íà ÷àñòèöè-
òå, γ(t) å ÿäðîòî íà ôðèêöèîííàòà ïàìåò, C(t) = kBTγ(t) (kB å êîíñ-
òàíòàòà íà Áîëöìàí, T å àáñîëþòíàòà òåìïåðàòóðà íà îêîëíàòà ñðåäà) è
ξ(t) å ñëó÷àéíà ñèëà ñ íóëåâà ñðåäíà ñòîéíîñò è êîðåëàöèîííà ôóíêöèÿ
⟨ξ(t)ξ(τ)⟩ = C(τ − t). Ðåøåíèåòî íà òîâà óðàâíåíèå ñå äàâà ñ ôîðìóëèòå
[120]:

x(t) = ⟨x(t)⟩+
∫ t

0

G(t− τ)ξ(τ)dτ,

v(t) = ⟨v(t)⟩+
∫ t

0

g(t− τ)ξ(τ)dτ,



192 
Çàêëþ÷èòåëíè áåëåæêè

êúäåòî ⟨x(t)⟩ = x0 + v0G(t) å ñðåäíîòî ïðåìåñòâàíå íà ÷àñòèöèòå,
⟨v(t)⟩ = v0G(t) å ñðåäíàòà ñêîðîñò íà ÷àñòèöèòå, à x0 = x(0) è v0 = v(0) ñà
ñúîòâåòíî íà÷àëíî ïðåìåñòâàíå è íà÷àëíà ñêîðîñò íà ÷àñòèöèòå. Â ñëó÷àÿ
íà äâóìåðåí øóì ôóíêöèèòå G è g ñå èçðàçÿâàò ÷ðåç òðèïàðàìåòðè÷íèòå
ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð è èìàò ñëåäíèÿ âèä:

G(t) =
∞∑
n=0

(−A1)
nt(2−λ1)n+1En+1

2−λ2,(2−λ1)n+2(−A2t
2−λ2),

g(t) =
∞∑
n=0

(−A1)
nt(2−λ1)nEn+1

2−λ2,(2−λ1)n+1(−A2t
2−λ2),

ñúñ ñòîéíîñòè íà λ1,2 êàêòî ñëåäâà:

0 < λ1 < λ2 < 2, λ1, λ2 ̸= 1.

Íå å èçòåêëî è ïîëîâèí ñòîëåòèå îò âðåìåòî, êîãàòî Ð. Àñêè å íàïèñàë
â ñâîèòå êëàñè÷åñêè Ëåêöèè ïî îðòîãîíàëíè ïîëèíîìè è ñïåöèàëíè ôóí-
êöèè, ÷å âñå îùå ïî-ãîëÿìàòà ÷àñò îò ìàòåìàòèöèòå è ïðåäñòàâèòåëèòå íà
ïðèðîäíèòå, òåõíè÷åñêèòå è äðóãè ïðèëîæíè íàóêè

�ñà íàïúëíî íåçàïîçíàòè ñúñ ñèëàòà íà ñïåöèàëíèòå ôóíêöèè. Òå ðåà-
ãèðàò íà ñòàòèÿ, êîÿòî ñúäúðæà Áåñåëîâè ôóíêöèè èëè ïîëèíîìè íà
Ëüîæàíäúð ÷ðåç íåçàáàâíî ïðåìèíàâàíå êúì ñëåäâàùàòà ñòàòèÿ . . .
Íàäÿâàì ñå, ÷å òåçè ëåêöèè ùå ïîêàæàò êîëêî ïîëåçíè áèõà ìîãëè äà
áúäàò òå . . . Òàêà ÷å, ìîÿò ñúâåò å äà íàó÷èòå íåùî çà ñïåöèàëíèòå
ôóíêöèè èëè àêî òîâà èçãëåæäà òâúðäå òðóäíà èëè ñêó÷íà çàäà÷à, äà
ñå çàïîçíàåòå ñ íÿêîé, êîéòî çíàå íåùî çà òÿõ . . . Âúâ âñåêè ãîëÿì
óíèâåðñèòåò èëè èçñëåäîâàòåëñêà ëàáîðàòîðèÿ òðÿáâà äà èìà ÷îâåê
êîéòî íå ñàìî ìîæå äà íàìåðè ðàçíè íåùà â ïðîåêòà ía Áåéòìàí è
Åðäåé, íî è äà ìîæå äà ïîïúëíè íÿêîè ïðàçíèíè â òàçè ïîðåäèöà îò
êíèãè. Âúâ âñåêè ñëó÷àé, ìîÿòà ãëåäíà òî÷êà å ñëåäíàòà: ñïåöèàëíèòå
ôóíêöèè ñà ïîëåçíè è òåçè, êîèòî ñå íóæäàÿò îò òÿõ è îíåçè, êîèòî
ãè ïîçíàâàò òðÿáâà äà çàïî÷íàò äà ðàçãîâàðÿò ïîìåæäó ñè� [2].

Èçêëþ÷èòåëíî èíòåíçèâíîòî ðàçâèòèå íà ñïåöèàëíèòå ôóíêöèè è òÿõ-
íîòî àêòèâíî èçïîëçâàíå çà ðåøàâàíåòî íà ðàçëè÷íè çàäà÷è îò òåîðèÿòà è
ïðàêòèêàòà ïîêàçâà, ÷å ìîæå áè òîâà âðåìå âå÷å å çàáðàâåíî è íà ñïåöè-
àëíèòå ôóíêöèèè å îòðåäåíî çàñëóæåíî ìÿñòî êàòî ìîùåí èíñòðóìåíò çà
èçñëåäâàíèÿ íà ðàçíîîáðàçíè ïðîöåñè è ôåíîìåíè.
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