
Ðåöåíçèÿ íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä

"Ôóíêöèè íà Bessel è Mittag-Le�er è
îáîáùåíèÿ�

çà ïðèñúæäàíåòî íà íàó÷íàòà ñòåïåí

�Äîêòîð íà ìàòåìàòè÷åñêèòå íàóêè �

íà äîöåíò ä-ð Éîðäàíêà Ïàíåâà-Êîíîâñêà

ÐÅÖÅÍÇÅÍÒ:

ïðîô. äìí Ðàëèöà Êîâà÷åâà

Áèîãðàôè÷íè äàííè:

Ñðåäíîòî ñè oáðàçîâàíèå äîöåíò ä-ð Ïàíåâà ïîëó÷àâà â Ïðèðîäîìà-
òåìàòè÷åñêàòà ãèìíàçèÿ âúâ Âàðíà. Çàâúðøâà ìàòåìàòèêà â Øóìåíñ-
êèÿ Óíèâåðñèòåò "Ñâåòè Êîíñòàíòèí Ïðåñëàâñêè"ñ óñïåõ îòëè÷åí (5,63).
Ñëåä äèïëîìèðàíåòî ñè êàòî ìàòåìàòèê ðàáîòè êàòî ñòàæàíò àñèñòåíò
â ñúùèÿ óíèâåðñèòåò, à ñëåä ñïå÷åëåí êîíêóðñ, è êàòî àñèñòåíò â êà-
òåäðàòà ïî ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç. Ñëåäâàò ãîäèíè íà ñïåöèàëèçàöèè â
Èíñòèòóòà ïî ìàòåìàòèêà íà ÁÀÍ, â ñåêòîðà ïî ìàòåìàòè÷åñêî ìîäåëè-
ðàíå è â ñåêòîðà ïî êîìïëåêñåí àíàëèç, ñ ðúêîâîäèòåëè ñúîòâåòíî äîö.
ä-ð Ñïàñ Òàøåâ è ïðîô. äìí Ïåòúð Ðóñåâ. Âúâ âðåìåòî îò 1996 äî 1999
ãîäèíà å ðåäîâíà àñïèðàíòêà. Íàó÷åí ðúêîâîäèòåë å ïðîô. äìí Ïåòúð
Ðóñåâ; ïîä íåãîâî ðúêîâîäñòâî çàùèòàâà äèñåðòàöèÿ è ïîëó÷àâà çâàíè-
åòî äîêòîð ïî ìàòåìàòèêà. Òåìàòà íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä å "Ôóíêöèè
íà Áåñåë, áàçèñíîñò è ïúëíîòà íà èçáðîèìè ñèñòåìè îò ôóíêöèè è ïî-
ëèíîìè íà Áåñåë". Îò 1997 ãîäèíà ðàáîòè â Òåõíè÷åñêèÿ Óíèâåðñèòåò -
Ñîôèÿ, ïúðâîíà÷àëíî êàòî àñèñòåíò à, ñëåä òîâà, êàòî äîöåíò. Â ìîìåíòà
å äîöåíò âúâ ÔÏÌÈ íà ÒÓ-Ñîôèÿ, è çàìåñòíèê-äåêàí. Àñîöèèðàí ÷ëåí
å íà ÈÌÈ - ñåêöèÿ "Àíàëèç, ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ."Áèëà å íàó÷åí ðú-
êîâîäèòåë íà äîêòîðñêàòà äèñåðòàöèÿ íà ßíêà Íèêîëîâà (çàùèòåíà ïðåç
2014 ã.) è íà äèïëîìíàòà ðàáîòà íà Õðèñèìèðà Òàñåâà (çàùèòåíà 2017).
×åëà å ëåêöèè ïî àíàëèç 2, êîìïëåêñåí àíàëèç, òåîðèÿ íà ïîëåòî, èíòåã-
ðàëíè òðàíñôîðìàöèè è ôóíêöèîíàëåí àíàëèç (çà ìàãèñòðè). Ïðåç 2017
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ã. òÿ ïóáëèêóâà ìîíîãðàôèÿ íà òåìà �From Bessel to multiindex Mittag-
Le�er functions: Enumerable seies, series in them and convergence�, èçäíèå
íà World Scienti�c Publications. Çà òàçè ìîíîãðàôèÿ å óäîñòîåíà ñ íàãðà-
äàòà íà Ñúþçà íà Ó÷åíèòå â Áúëãàðèÿ.

Îáùà ïîñòàíîâêà íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä:

Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä å ïîñâåòåí íà ôóíêöèèòå íà Bessel è íà Mittag-
Le�er - êàêòî êëàñè÷åñêèòå, òàêà è òåõíè ìóëòèèíäåêñíè îáîáùåíèÿ.
Âúâåäåíèòå è ðàçãëåäàíè îáîáùåíèÿ ñà íå ñàìî ïëîä íà ìàòåìàòè÷åñ-
êà ëþáîçíàòåëíîñò, à ñà îáóñëîâåíè îò êîíêðåòíè ïðîáëåìè îò àñòðîíî-
ìèÿòà, ìåõàíèêàòà, èíæåíåðíè äèñöèïëèíè, ðåøàâàíå íà îïðåäåëåí âèä
÷àñòíè óðàâíåíèÿ, âúëíîâî óðàâíåíèå ñ ôðèêöèîííà ïàìåò, óðàâíåíèå
íà Ôîêúð-Ïëàíä, è äð Çàñëóæàâà äà ñå îòáåëåæè, ÷å âñÿêî îáîáøåíèå å
ïðèäðóæåíî îò êîíêðåòåí ñëó÷àé, ìîòèâèðàù íåãîâàòà ïîÿâà.

Äâå ñà îñíîâíèòå íàïðàâëåíèÿ íà èçñëåäâàíèÿòà. Ïúðâîòî îáõâàùà
èçñëåäâàíèÿ, ñâúðçàíè ñ èçâåñòíè âå÷å ñïåöèàëíè ôóíêöèè è àíàëèçè-
ðàíå è õàðàêòåðèçèðàíå íà îñíîâíè òåõíè ñâîéñòâà. Èçñëåäâàíèÿ â òî-
âà íàïðàâëåíèå ñà ñâúðçàíè ñ âúâåæäàíå íà íîâè êëàñîâå îò ñïåöèàë-
íè ôóíêöèè, à èìåííî ôóíêöèè îò Áåñåëîâ è îò Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï -
2m è 3m-ïàðàìåòðè÷íè ôóíêöèè íà Mittag-Le�er (èëè ìóëòèèíäåêñíè
ôóíêöèè íà Mittag-Le�er). Äðóã àñïåêò å äðîáíî ñìÿòàíå ñ ìóëòèèíäåê-
ñíè ôóíêöèè íà Mittag-Le�er - ïðîèçâîäíè íà Riemann-Ëóèâèë èíòåãðà-
ëè íà Åäðåé-Êîáåð îò äðîáåí ðåä è äðóãè. Îïðåäåëÿ ñå àñèìïòîòèêàòà
íà ôóíêöèèòå íà Bessel è íåãîâèòå îáîáùåíèÿ, êàêòî è íà ôóíêöèè íà
Mittag-Le�er è îáîáùåíèÿ - âúâåäåíè îò äðóãè àâòîðè, òàêà è îò ñàìàòà
àâòîðêà. Óñòàíîâÿâàò ñå àñèìïòîòè÷íè ñâîéñòâà, ïðåäñòàâÿíèÿ ÷ðåç öåëè
ôóíêöèè, íàìèðàò ñå âðúçêè ñ íÿêîè êëàñîâå ñïåöèàëíè ôóíêöèè.

Âúâ âòîðîòî íàïðàâëåíèå ñå ðàçãëåæäàò áåçêðàéíè ðåäîâå ïî ôóíê-
öèè íà Bessel è ïî ôóíêöèè îò Besselîâ òèï, êàêòî è ðåäîâå ïî ôóíê-
öèè íà Mittag-Le�er è îò Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï. Îïðåäåëÿò ñå îáëàñòèòå
íà ñõîäèìîñò ÷ðåç äîêàçâàíå íà àíàëîçè íà êëàñè÷åñêàòà ôîðìóëà íà
Cauchy-Hadamard çà ñõîäèìîñò íà ñòåïåíåí ðåä, äîêàçâàò ñå àíàëîçè íà
ïúðâàòà è âòîðàòà òåîðåìà íà Abel çà ñòåïåííè ðåäîâå, êàêòî è àíàëîçè
íà òåîðåìè íà Tauber, Fatou è Littlewood. Ñúùåñòâåíà ÷àñò îò äèñåðòàöè-
ÿòà å ïîñâåòåíà íà ôåíîìåíà "ñâðúõñõîäèìîñò"ïðè âúâåäåíèòå áåçêðàéíè
ðåäîâå. Ïîñòàâÿ ñå è âúïðîñúò çà âðúçêàòà ìåæäó ñâðúõñõîäèìîñòòà è
íàëè÷èåòî íà ïðàçíèíè íà Hadamard, êàòî ñå äîêàçâàò òåîðåìè â äóõà
íà êëàñè÷åñêàòà òåîðåìà çà À. Îñòðîâñêè çà ïðàçíèíèòå. ÄÎêàçàíè ñà
àíàëîçè íà êëàñè÷åñêèÿ ðåçóëòàò íà Îñòðîâñêè çà íåïðîäúëæèìîñòòà
íà ñòåïåííèòå ðåäîâå. Âñè÷êè ïî-ãîðå ðåçóëòàòè ñà êëàñè÷åñêè è èäåè-
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òå çà òåõíèòå äîêàçàòåëñòâî ñà ïðèëîæèìè çà øèðîê êðúã îò áåçêðàéíè
ñóìè, â êîèòî áàçîâèòå ôóíêöèè èìàò "ïîäõîäÿùà"àñèìïòîòèêà - íàïð.
ðåäîâå íà Ôóðèå ïî ïîëèíîìè, îðòîãîíàëíè ñïðÿìî ðåãóëÿðåí íîñèòåë,
èíòåðïîëàöèîííè ïîëèíîìè îò Íþòîíîâ òèï è äð. Äîêàçàòåëñòâàòà íà
äîö. Ïàíåâà ñå ïðåäõîæäàò îò ïðåöèçíè èçñëåäâàíèÿ è íåòðèâèàëíà ïîä-
ãîòîâêà, êîåòî ïðàâè âúçìîæíî ïðèëàãàíåòî íà êëàñè÷åñêèòå èäåè íà
Hadamard, Abel, Tauber, Fatou. Littelewood è Ostrowski.

Ïðåäñòàâÿíå è àíàëèç íà ïîñòèãíàòèòå ðåçóëòàòè

Äèñåðòàöèÿòà ñå ñúñòîè îò ïðåäãîâîð, óâîä, 9 ãëàâè è òåõíè ïàðàã-
ðàôè. çàêëþ÷èòåëíè áåëåæêè, áèáëèîãðàôèÿ, ñúäúðæàùà 132 çàãëàâèÿ,
çàêëþ÷èòåëíè áåëåæêè è àçáó÷åí óêàçàòåë. Îáùèÿò îáåì å 205 ñòðàíèöè.

Ñëåäâà ïîñëåäîâàòåëíî ïðåäñòàâÿíå íà ñúäúðæàíèåòî.

Ãëàâà 1 èìà ïîäãîòâèòåëåí õàðàêòåð. Ãëàâåí oáåêò íà ðàçãëåæäàíè-
ÿòà ñà ôóíêöèèòå íà Bessel Jν îò ïúðâè ðîä,

Jν(z) = zν
∑ (−1)k(z/2)2k

k!Γ(k + ν + 1)

Î÷åâèäíî Jν å öÿëà ôóíêöèÿòà, êîãàòî ïàðàíåòúðúò ν å öÿëî ÷èñëî è
èìà òî÷êà íà ðàçêëîíåíèå â íóëàòà, êîãàòî ν íå å öÿëî. Â ïúðâèÿ ñëó÷àé
àâòîðêàòà ãè íàðè÷à "êîåôèöèåíòè íà Bessel". Òúé êàòî âñè÷êè èçñëåä-
âàíèÿ â äèñåðòàöèÿòà, ñâúðçàíè ñ ôóíêöèèòå íà Bessel îò ïúðâè ðîä ñå
îòíàñÿò äî ôóíêöèè ñ öåëè ïàðàìåòðè, òî àâòîðêàòà áè òðÿáâàëî äà ñëåä-
âà òàêà âúâåäåíàòà òåðìèíîëîãèÿ, âìåñòî îáùîòî "ôóíêöèè íà Bessel".
Â ïî-íàòàòúøíèòå ñè ðàçãëåæäàíèÿ ùå èçïîëçâàìå òåðìèíà "ôóíêöèè
íà Bessel èìàéêè ïðåä âèä ñàìî òàêèâà ôóíêöèè, ïðè êîèòî ïàðàìåòúðúò
å öÿëî ÷èñëî (ò.å., êîåôèöèåíòè íà Bessel).

Â ãëàâà ïúðâà å èçâåäåíà è ôîðìóëà çà àñèìïòîòèêàòà íà "êîåôèöè-
åíòèòå íà Bessel"(Òåîðåìà 1.6.1 ), ðåçóëòàò, ñòîÿù â îñíîâàòà íà ñëåäâàùè
äîêàçàòåëñòâà. Òàçè òåîðåìà å àíîíñèðàíà ïðåç 1963 ã. â ìîíîãðàôèÿòà
"Êóðñ ñîâðåìåííîãî àíàëèçà"íà Witteker è Batson (èçä.Ôèç-ìàò. ëèòåðà-
òóðà, Ìîñêâà 1963). Äèñåðòàíòêàòà ÿ äîêàçâà ïî ñîáñòâåí ïúò.

Jn(z) = (z/2)n(1 +Qn(z))1/n!, n→∞

kato
Qn(z) = 0(1/(n)), n→∞

ðàâíîìåðíî âúðõó êîìïàêòíèòå ìíîæåñòâà â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà.

3



Â Ãëàâà 2 äèñåðòàíòêàòà äåôèíèðà áåçêðàéíè ðåäîâå ïî ôóíêöèè
íà Bessel îò ïúðâè ðîä (ò.í. "êîåôèöèåíòè íà Bessel"). Äîêàçàí å àíà-
ëîã íà êëàñè÷åñêèÿ ðåçóëòàò íà Cauchy-Hadamard çà ðàäèóñà íà ñõîäè-
ìîñò íà ñòåïåííè ðåäîâå, êàêòî è àíàëîã íà ïúðâàòà òåîðåìà íà Abel
(ò.å., "àêî áåçêðàéíèÿò ðåä

∑
anz

n å ñõîäÿù â òî÷êàòà z0 6= 0, òî òîé å
ðàâíîìåðíî ñõîäÿù âúðõó êîìïàêòíèòå ïîäìíîæåñòâà íà êðúãà D0(|z0|
- ò.å. ëîêàëíî ðàâíîìåðíî â òîçè êðúã (Abel).) Ïî-íàòàòúê ñå âúâåæäàò
áåçêðàéíè ðåäîâå ïî "íîðìèðàíè"â åäèí èëè â äðóã ñìèñúë ôóíêöèè
íà Bessel J∗n = n!znJn è J̃n = n!znJn. Çà "íîâèòå"ðåäîâå ñå äîêàçâàò
òåîðåìè îò òèï íà âòîðàòà òåîðåìà íà Abel, íà òåîðåìèòå íà Tauber,
Fatou, Littlewood (âòîðà òåîðåìà íà Abel: àêî ðåäúò

∑
anz

n ñ ðàäèóñ
íà ñõîäèìîñò R > 0 å ñõîäÿù â òî÷êàòà z0, |z0| = R, òî òîé å íåðå-
êúñíàò ðàäèàëíî â z0

1; òåîðåìà íà Tauber, Littlewood :àko ñúùåñòâóâà
ãðàíèöàòà l := limz∈[0,z0],z→z0

∑
anz

n è an = Rno(1/n)(an = Rn0(1/n), òî
l =

∑
anz

n
0 .)Ïðè òåçè ðåçóëòàòè íà äîö. Ïàíåâà àíàëîãèÿòà ñ êëàñè÷åñ-

êèòå ñòåïåííè ðåäîâå íå å ïúëíà - â äèñåðòàöèÿòà ïðè ðåäîâåòå ïî ôóíê-
öèè îò òèï íà Mittag-Le�er ëîêàëíî ðàâíîìåðíàòà ñõîäèìîñò îò ïúðâàòà
òåîðåìà íà Abel å âàëèäíà çà îïðåäåëåí âèä êðúãîâà îáëàñò dφ, äîêà-
òî íåïðåêúñíàòîñòòà ñå îòíàñÿ äî îáëàñò gφ. Çà ðåäîâåòå ïî ôóíêöèèòå
J̃n = n!znJn å äîêàçàíà òåîðåìà îò òèï íà Fatou.

Ñëåäâàùàòà Ãëàâà 3 å ïîñâåòåíà íà ôåíîìåíà "ñâðúõñõîäèìîñò"ïðè
áåçêðàéíè ðåäîâå ñ áàçèñíè ôóíêöèè J̃n = n!znJn, n = 1, 2, ... Äîêàçàí å
àíàëîã íà êëàñè÷åñêèÿ ðåçóëòàò íà Àëåêñàíäúð Îñòðîâñêè, ñïîðåä êîé-
òî "ðåäúò

∑
anz

n ñ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò R = 1 è äîïóñêàù àíàëèòè÷íî
ïðîäúëæåíèå ïðåç íÿêîÿ òî÷êà íà åäèíè÷íèÿ êðúã å ñâðúõñõîäÿù òîãà-
âà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ïðèòåæàâà ïðàçíèíè íà Îñòðîâñêè-Hadamard.
Äîêàçàí å è àíàëîã íà òåîðåìàòà íà Îñòðîâñêè çà íåïðîäúëæèòåëíîñòòà
íà ñòåïåíåí ðåä ñ "äîñòàòú÷íî ãîëåìè"ïðàçíèíè.

Â ÷åòâúðòà ãëàâà Ãëàâà 4 ñå äîêàçâàò ðåäèöà ñâîéñòâà íà ìóëòè-
èíäåêñíèòå îáîáùåíèÿ íà ôóíêöèèòå íà Bessel îò ïúðâè ðîä. Äî òÿõ ñå
ñòèãà, íàé-îáùî êàçàíî, ÷ðåç ïîñëåäîâàòåëíî äîáàâÿíå íà íîâè ïàðàìåò-
ðè âúâ ôóíêöèèòå íà Bessel (ñ öÿë ïàðàìåòúð). Òîâà ñà: äâóèíäåêñíèòå
îáîáùåíèÿ Jµν , µ > −1 (ò.í. ôóíêöèè íà Bessel-Wright èëè îùå íà Bessel
- Meitland), òðè-÷åòèðèïàðàìåòðè÷íè îáîáùåíèÿ, ñúîòâåòíî íà Bessel -
Meitland è Jµν,λ è íà Lomell-Wright Jµ,mν,λ , êàêòî è õèïåð-Besselîâàòà ôóíê-
öèÿ Jmν1,...νm . Ùå îòáåëåæèì, ÷å ïîñëåäíàòà îáîáùàâà ôóíêöèÿòà íà Bessel
îò ïúðâè ðîä ïðè m = 1. Äîêàçàíè ñà ðåäèöà îáùè ñâîéñòâà, êàêòî è ñà
ðàçãëåäàíè íÿêîè ñïåöèàëíè ôóíêöèè ñâîéñòâà, êàêòî è å èçâåäåíà ôîð-
ìóëà çà àñèìïòîòèêàòà èì.

1limz∈[0,z0],z→z0

∑
anz

n(z)→
∑

anz
n
0 ,
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Â Ãëàâà 5 ñå ðàçãëåæäàò äâó-è òðè ïàðàìåòðè÷íè îáîáùåíèÿ íà
êëàñè÷åñêàòà ôóíêöèÿòà íà Mittag-Le�er Eα(z) :=

∑ zn

Γ(αn+1)
, èìåííî

Eα,β(z) :=
∑ zn

Γ(αn+β)
, Eγ

α,n(z) :=
∑ (γ)!zn

n!Γ(αn+β)
(âñåêè ïúò ñ äîáàâÿíå íà

íîâ ïàðàìåòúð). Òàêà äåôèíèðàíèòå ôóíêèè ñà âúâåäåíè ñúîòâåòíî îò
Àãàðâàë è Ïðàáõàêàð. Â äèñåðòàöèÿòà å ïðîâåäåí îáñòîåí òåõåí àíà-
ëèç, êàòî îñíîâíî âíèìàíèå å îáúðíàòî íà ò.í. ôóíêöèÿ íà Ïðàáõàêàð
Eγ
α,n(z) :=

∑ (γ)!zn

n!Γ(αn+β)
, êàòî å èçðàçåíà â ÿâeí âèä òî÷íàòà è' àñèìïòîòèêà

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â òàçè ãëàâà, ïî ìíåíèå íà ðåöåíçåíòà, ñà ôîðìóëèòå
çà àñèìïòîòèêàòà íà âñè÷êè âúâåäåíè îáîáùåíèÿ, èçâåäåíè â ìîíîãðà-
ôèÿòà íà äèñåðòàíòêàòà.

Â Ãëàâà 6 ñå âúâåæäàò ìóëòèèíäåêñíè îáîáùåíèÿ íà ôóíêöèè îò
òèï íà Mittag-Le�er E1/ρ,µ, êúäåòî 1/ρ := (1/ρ1, ...1/ρm), µ := (µ1, ..., µm).
Ïîñëåäíèòå, íàðè÷àíè îþå 2m−ìóëòèèíäåêñíè ôóíêöèè íà Mittag-Le�er,
ìîãàò äà ñå ðàçãëåæäàò, êàêòî å îòáåëÿçàíî â äèñåðòàöèÿòà, è êàòî "äðîá-
íî èíäåêñíè"àíàëîçè íà Besselîâèòå è íà õèïåðBesselîâèòå ôóíêöèè. Ñëåä
íàïðàâåíèÿ àíàëèç ñå èçâåæäàò ôîðìóëè çà àñèìïòîòèêàòà èì. Âúâåäå-
íè çà ïî-íàòàòúê è 3m-ïàðàìåòðè÷íèòå ìóëòèèíäåêñíè îáîáùåíèå è ñà
ïîñî÷åíè òåõíè ñâîéñòâà. Òóê å ìÿñòîòî äà îòáåëåæè, ÷å ãîðíèòå îáîá-
ùåíèÿ ñà äåëî íà äèñåðòàíòêàòà è ñà ïóáëèêóâàíè â ìîíîãðàôèÿòà è'.
Ïîñî÷åíî å âðúçêàòà ìåæäó 3m-ïàðàìåòðè÷íèòå ìóëòèèíäåêñíè ôóíê-
öèè íà Mittag-Le�er, îò åäíà ñòðàíà, è ôóíêöèèòå íà Fox è Wright, îò
äðóãà.

Ãëàâà 7 å ïîñâåòåíà íà äðîáíîòî ñìÿòàíå â êëàñà íà ìóëòèèíäåêñíè-
òå ôóíêöèè. Ïðåñìåòíàòà å â ÿâåí âèä äðîáíàòà ïðîèçâîäíà na Riemann-
Loiuvillle îò ðåä λ íà 3m-ïàðàìåòðè÷íèòå ìóëòèèíäåêñíè ôóíêöèè íà
Mittag-Le�er, êàòî ïîñëåäíàòà å èçðàçåíà ÷ðåç ñàìàòà 3m-ïàðàìåòðè÷íà
ìóëòèèíäåêñíà ôóíêöèÿ. Ïî-íàòàúê ñà ðàçãååæäàò èíòåãðàëè è ïðîèç-
âîäíè íà Åðäåé-Êîáåð è ñà èçâåäåíè òåõíè êîíêðåòíè ïðåäñòàâÿíèÿ.

Â Ãëàâà 8 ñå âúâåæäàò áåçêðàéíè ðåäîâå ïî ôóíêöèè îò Besselîâ,
êàêòî è oò Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï. Èçñëåäâà ñå ðàäèóñúò íà ñõîäèìîñò íà
òåçè ðåäîâå è ñå äîêàçâàò òåîðåìè îò òèïà íà Cauchy-Hadamard, Abel,
Tauber, Littlewood è Fatou. Äîêàçâà ñå, ÷å ïîñî÷åíèòå ðåäîâå ñà ñõîäÿùè
èëè íå åäíîâðåìåííî ñúñ ñòåïåííèÿ ðåä

∑
anz

n.
Ãëàâà 9 ðàçãëåæäà âúïðîñà çà ñâðúõñõîäèìîñò íà áåçêðàéíè ðåäîâå

ïî ôóíêöèè îò òèï íà Bessel è íà Mittag-Le�er. Â õîäà íà äîêàçàòåë-
ñòâàòà ñå óñòàíîâÿâàò èíòåðåñíè ðåçóëòàòè èíåðàâåíñòâà, êîèòî èìàò è
ñàìîñòîÿòåëíïî çíà1åíèå. Àâòîðêàòà ôîðìóëèðà è äîêàçâà îöåíêè çà áåç-
êðàéíà ðåäèöà îò ïàðöèàëíè ñóìè {Snk

} íà ñòåïåíåí ðåä îò ãîðíèÿ âèä,
àêî òàçè ðåäèöà å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà â ×åáèøåâàòà ìåòðèêà âúðõó îê-
ðúæíîñò, íåïðåñè÷àùà ñå ñ åäèíè÷íèÿ êðúã. Òåîðåìà 9.2.1. Òàçè òåîðåìà
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å â îñíîâàòà íà ðàçãëåæäàíèÿòà â ãëàâà 9.

Çàêëþ÷èòåëíè çàáeëåæêè: Îñâåí íàïðàâåíàòà âå÷å çàáåëåæêà îò-
íîñíî èçïîëçâàíåòî íà òåðìèíà "ôóíêöèè íà Áåñåë"âìåñòî �Ôóíêöèè íà
Áåñåë ñ öÿë ïàðàìåòúð�, èëè "êîåôèöèåíòè íà Áåñåë ïðè ïðî÷èòà íà äè-
ñåðòàöèîííèÿ òðóä çàáåëÿçàõ è íÿêîëêî íåòî÷íîñòè. Íà ñòðàíèöà 164 ñ
mδ,n e îçíà÷åíà íåïðåêúñíàòàòà íîðìà íà ïîëèíîìà Snk

âúðõó îêðúæ-
íîñòòà {z, |z| = δ}. Áè òðÿáâàëî îçíà÷åíèåòî äà áúäå mδ,nk

èëè mδ,k. Îò
äîêàçàòåëñòâîòî íà ñúîòâåòíàòà òåîðåìà (Th.9.2.1) íå ñòàâà ÿñíî γ å ïðî-
èçâîëíà ðåêòèôèöèðóåìà êðèâà ëè å èëè íåïðåìåííî îêðúæíîñò èçâúí
åäèíè÷íèÿ êðúã. Ïîçîâàâàíåòî íà ôèãóðà 3.3.1. å ïîäâåæäàùà, òúé êàòî,
êàêòî ñå âèæäà îò äîêàçàòåëñòâîòî, òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà å âàëèäíî
çà âñÿêî ÷èñëî R > 1, òàêîâà, ÷å îêðúæíîñòòà {z, |z| = R} íå ñå ïðåñè÷à ñ
γ. Àâòîðêòà ÿâíî ñå å ðàçìèíàëà ñ òîçè ïî-îáù ðåçóëòàò. Íà ñòðàíèöèòå
188 è 189 çàáåëÿçàõ ïðàâîïèñíè ãðåøêè, èìåííî "ñâòúõñõîäèìîñò"è "íàé
ñåòíå âìåñòî "ñâðúõñõîäèìîñò"è "íàé - ñåòíå ñúîòâåòíî. Íà ñòðàíèöà 165
å çàïèñàíî λ1,1 è λ1,2; èìà ñå ïðåä âèä λ1 è λ2. Îñâåí òîâà òåðìèíúò "õàð-
ìîíè÷íà ìÿðêà âúðõó îêðúæíîñòòà..."ñå íóæäàå îò óòî÷íåíèå, à èìåííî:
"õàðìîíè÷íà ìÿðêà íà îáëàñòòà... ñïðÿìî îêðúæíîñòòà ..."Òåçè çàáåëåæ-
êè íà ñà, ðàçáèðà ñå, ñúùåñòâåíè è íå îêàçâàò âëèÿíèå âúðõó ñòîéíîñòòà
íà äèàñåðòàöèîííèÿ òðóä.

Çàêëþ÷åíèå: Ïðåäñòàâåíèÿò äèñåðòàöèîíåí òðóä ïðåäñòàâëÿâà åäèí
çàâúðøåí âèñîêîñòîéíîñòåí íàó÷åí òðóä, êîéòî íåñúìíåíî ùå áúäå îò
ãîëÿìà ïîëçà íå ñàìî çà ñïåöèàëèñòèòå â îáëàñòòà íà ñïåöèàëíèòå ôóí-
êöèè, íî è èçñëåäîâàòåëè â äðóãè îáëàñòè íà ìàòåìàòèêàòà, íàïð. â îá-
ëàñòòà íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ è äðîáíîòî ñìÿòàíå. Àâòîðêàòà
ïîêàçâà îòëè÷íî ïîçíàâàíå íà òåìàòèêàòà íà äèñåðòàöèÿòà è ñúîòâåòíèò
ëèòåðàòóðíè èçòî÷íèöè. Äîêàçàòåëñòâàòà çà îðèãèíàëíè, ïðåöèçíè è èç-
äúðæàíè. Ëîãè÷åñêè ãðåøêè íå êîíñòàòèðàõ, èçïîëçâàíèòå öèòèðàíèÿ
ñà êîðåêòíè.

Íàóêo-ìåòðè÷íè äàííè: Ïúëíèÿò ñïèñúê îò ïóáëèêàöèèòå íà äîö.
Ïàíåâà, âêëþ÷åíè â äèñåðòàöèÿòà ñå ñúñòîè îò åäíà ìîíîãðàôèÿ, 1 àâòî-
ðåôåðàò è 15 íàó÷íè ñòàòèè (ñ åäèíñòâåí àâòîð). Âñè÷êè òå ñà ïóáëèêóâà-
íè â ñïåöèàëèçèðàíè ìåæäóíàðîäíè ñïèñàíèÿ è â ðåöåíçèðàíè ñáîðíèöè
îò òðóäîâå íà ìåæäóíàðîäíè êîíôåðåíöèè. Öÿëàòà íàó÷íà ïðîäóêöèÿ
(59 ñòàòèè) èìà îáù IF 8.292 îò ñòàòèè â íàó÷íè ñïåöèàëèçèðàíè ñïè-
ñàíèÿ è ñóìàðåí SJR 1,483 îò ìåæäóíàðîäíè êîíôåðåíöèèè. Íàó÷íèòå
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òðóäîâå, âêëþ÷åíè â äèñåðòàöèÿòà, èìàò îáùî 48 öèòèðàíèÿ, êàòî îáùè-
ÿò IF e 44,32, a SJR - 2,080. Öÿëàòà íàó÷íà ïðîäóêöèÿ íà äîöåíò Ïàíåâà
èìà íàä 90 öèòèðàíèÿ ñ IF e 74,32 a SJR - 3,102. H-index ïî "Scopus"å
6,00, a ïî "Publish and Perish 11.

Òåçè äàííè ïîêàçâàò, ÷å ñà íàëèöå ïðåïîðú÷èòåëíèòå êðèòåðèè çà
ïðèñúæäàíå íà íàó÷íàòà ñòåïåí �äîêòîð íà ìàòåìàòè÷åñêèòå íàóêè�.

Ïî ìîå ìíåíèå, àâòîðåôåðàòúò è àâòîðñêàòà ñïðàâêà îòðàçÿâàò ïðà-
âèëíî îñíîâíèòå ïðèíîñè â äèñåðòàöèÿòà.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ:

Èçëîæåíîòî äîòóê ìè äàâà îñíîâàíèå äà ïðåïîðú÷àì íàñòîé÷èâî íà
Ïî÷èòàåìîòî æóðè äà âçåìå ïîëîæèòåëíî ðåøåíèå çà ïðèñúæäàíå íà
íàó÷íàòà ñòåïåí "Äîêòîð íà ìàòåìàòè÷åñêèòå íàóêè"íà äèñåðòàíòêàòà
Éîðäàíêà Ïàíåâà-Êîíîâñêà.

Ñîôèÿ, 17.02.2018 ã. Ïîäïèñ íà ðåöåíçåíòà:

(ä.ì.í. ïðîô. Ðàëèöà Êîâà÷åâà)
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