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Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Êàê äà ìåðèì áåçêðàéíèòå îáåêòè â àëãåáðàòà?

Êîãàòî èìàìå äâå êðàéíè ìíîæåñòâà, åñòåñòâåíèÿò íà÷èí äà ãè

ñðàâíÿâàìå å ÷ðåç áðîÿ íà åëåìåíòèòå èì.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà

Çà äà ìåðèì ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà, èçïîëçâàìå òÿõíàòà

ðàçìåðíîñò:

2 = dim(R2) < dim(R3) = 3.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Êàêâî äà ïðàâèì ñ áåçêðàéíîìåðíèòå ëèíåéíè
ïðîñòðàíñòâà?

Çàùî ïîëèíîìèòå íà òðè ïðîìåíëèâè ñà ïîâå÷å îò ïîëèíîìèòå

íà äâå ïðîìåíëèâè?

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ïúðâè ïîäõîä

Íåêà K å ïðîèçâîëíî ïîëå è K [Xd ] å àëãåáðàòà íà ïîëèíîìèòå
íà d ïðîìåíëèâè. Ùå ìåðèì àëãåáðàòà ïî òîâà êàêâà å

ðàçìåðíîñòòà íà ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî íà ïîëèíîìèòå îò

ñòåïåí ≤ n:

g(K [Xd ], n) =

(
n + d

d

)
=

(n + d)(n + d − 1) · · · (n + 1)

d!

=
nd

d!
+O(nd−1).

Ôóíêöèÿòà

g = gV : N0 → N0

ñå íàðè÷à ôóíêöèÿ íà ðúñòà íà àëãåáðàòà K [Xd ] îòíîñíî
ïîðàæäàùîòî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî V = KXd .

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Íåäîñòàòúê

Ôóíêöèÿòà íà ðúñòà çàâèñè îò ñèñòåìàòà ïîðàæäàùè.

Àëãåáðàòà K [Xd ] ñå ïîðàæäà è îò åäíî÷ëåíèòå îò ïúðâà è âòîðà

ñòåïåí, ò.å. îò ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî W = V + V 2. Òîãàâà

gW (K [Xd ], n) =

(
2n + d

d

)
=

2dnd

d!
+O(nd−1).

Êàêâî å îáùîòî ìåæäó äâåòå ïîðàæäàùè ôóíêöèè?

lim
n→∞

logn(gV (K [Xd ], n)) = lim
n→∞

logn(gW (K [Xd ], n)) = d .

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ðàçìåðíîñò íà Ãåëôàíä-Êèðèëîâ

Íåêà R å àëãåáðà, ïîðîäåíà îò êðàéíîìåðíîòî ëèíåéíî

ïðîñòðàíñòâî V ñ áàçèñ {r1, . . . , rd} è íåêà

Vn = V 0 + V 1 + · · ·+ V n = span{ri1 · · · rim | 0 ≤ m ≤ n}.

Ôóíêöèÿòà íà ðúñòà íà R îòíîñíî V å

gV (R, n) = dim(Vn), n = 0, 1, 2, . . .

Òîãàâà ðàçìåðíîñòòà íà Ãåëôàíä-Êèðèëîâ å ãîðíàòà ãðàíèöà

(àêî ñúùåñòâóâà)

GKdim(R) = lim sup
n→∞

logn(gV (R, n)).

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ñâîéñòâà
I R � êîìóòàòèâíà ⇒ GKdim(R) å öÿëî ÷èñëî, ðàâíî íà

ñòåïåíòà íà òðàíñöåíäåíòíîñò íà àëãåáðàòà R (êëàñèêà).

I R � àñîöèàòèâíà ⇒ GKdim(R) ∈ {0, 1} ∪ [2,∞] è âñÿêî îò

òåçè ÷èñëà ñå ðåàëèçèðà êàòî ðàçìåðíîñò íà

Ãåëôàíä-Êèðèëîâ:

GKdim(R) 6∈ (1, 2) � Bergman Gap Theorem

GKdim(R) ∈ [2,∞) ñå ðåàëèçèðà:
W. Borho, H. Kraft, �Uber die Gelfand-Kirillov Dimension,

Math. Ann. 220 (1976), 1-24.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ãðàäóèðàíè àëãåáðè

Àëãåáðàòà íà ïîëèíîìèòå K [Xd ] å ãðàäóèðàíà, ò.å. âñåêè
ïîëèíîì å ñóìà îò õîìîãåííè ïîëèíîìè.

Ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî W å ãðàäóèðàíî, àêî å äèðåêòíà ñóìà

îò âèäà

W = W (0) ⊕W (1) ⊕W (2) ⊕ · · · .

Êîãàòî õîìîãåííèòå êîìïîíåíòè W (n), n = 0, 1, 2, . . ., ñà
êðàéíîìåðíè, èíôîðìàöèÿòà çà òåõíèòå ðàçìåðíîñòè ñå íîñè

îò ôîðìàëíèÿ ñòåïåíåí ðåä

H(W , z) =
∑
n≥0

dim(W (n))zn,

íàðå÷åí ðåä íà Õèëáåðò (èëè ðåä íà Ïîàíêàðå) íà W .

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Àëãåáðàòà R å ãðàäóèðàíà, àêî

R = R(0) ⊕ R(1) ⊕ R(2) ⊕ · · · ,

è

R(m)R(n) ⊆ R(m+n), m, n ≥ 0.

Îáèêíîâåíî ñå ïðåäïîëàãà, ÷å R(0) = K èëè R(0) = 0 .

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ñâîéñòâà íà ðåäîâåòå íà Õèëáåðò çà êîìóòàòèâíè àëãåáðè

Íåêà R å êðàéíî ïîðîäåíà ãðàäóèðàíà êîìóòàòèâíà àëãåáðà.

Òîãàâà:

I Ðåäúò íà Õèëáåðò H(R, z) å ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ ñúñ

çíàìåíàòåë, êîéòî å ïðîèçâåäåíèå îò áèíîìè 1− zm

(Òåîðåìà íà Õèëáåðò-Ñåð).

I Àêî

H(R, z) = p(z)
∏ 1

(1− zmi )ai
, ai ≥ 1, p(z) ∈ Q[z ],

òî ðàçìåðíîñòòà íà Ãåëôàíä-Êèðèëîâ GKdim(R) å ðàâíà íà
êðàòíîñòòà íà 1 êàòî ïîëþñ íà H(R, z):

Àêî p(1) 6= 0, òî GKdim(R) =
∑

ai .

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ðåäîâå íà Õèëáåðò íà àñîöèàòèâíè (íåêîìóòàòèâíè)
àëãåáðè

R = K 〈Xd〉 � ñâîáîäíàòà àñîöèàòèâíà àëãåáðà îò ðàíã d
(àëãåáðàòà íà ïîëèíîìèòå íà d íåêîìóòèðàùè ïðîìåíëèâè)

H(K 〈Xd〉, z) =
1

1− dz
(ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ);

g(K 〈Xd〉, n) = 1 + d + d2 + · · ·+ dn =
1− dn+1

1− d

(ôóíêöèÿòà íà ðúñòà ðàñòå åêñïîíåíöèàëíî).

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ïðîáëåì

Êàêúâ ìîæå äà áúäå ðåäúò íà Õèëáåðò íà åäíà êðàéíî

ïîðîäåíà ãðàäóèðàíà àñîöèàòèâíà àëãåáðà?

Âúçìîæíîñòè:
I Ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ;

I Àëãåáðè÷íà ôóíêöèÿ (ïðèìåðè??)

I Òðàíñöåíäåíòíà ôóíêöèÿ (ïðèìåðè??)

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ðúñò íà êîåôèöèåíòèòå

Êàê ìîãàò äà ðàñòàò êîåôèöèåíòèòå íà ðåäà íà Õèëáåðò?

I Ïîëèíîìíî èëè åêñïîíåíöèàëíî;

I Ìîãàò ëè äà ðàñòàò ìåæäèííî (ïî-áúðçî îò ïîëèíîìíî è

ïî-áàâíî îò åêñïîíåíöèàëíî)?

Èçâåñòíî å, ÷å êîåôèöèåíòèòå íà àëãåáðè÷íèòå ôóíêöèè ðàñòàò

ïîëèíîìíî èëè åêñïîíåíöèàëíî. Ñëåäîâàòåëíî, ôóíêöèèòå ñ

ìåæäèíåí ðúñò íà êîåôèöèåíòèòå ñà òðàíñöåíäåíòíè.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Àëãåáðè ñ ìåæäèíåí ðúñò - ïðèìåð íà Ìàðòà Ñìèò

Ñúùåñòâóâà äâå-ïîðîäåíà áåçêðàéíîìåðíà ãðàäóèðàíà àëãåáðà

íà Ëè L, ÷èéòî ðåä íà Õèëáåðò å

H(L, z) = z +
1

1− z
.

Ðåäúò íà Õèëáåðò íà íåéíàòà óíèâåðñàëíà îáâèâàùà U(L) å ñ
ìåæäèíåí ðúñò íà êîåôèöèåíòèòå:

H(U(L), z) =
1

1− z

∏
n≥1

1

1− zn
.

M. K. Smith, Universal enveloping algebras with subexponential but

not polynomially bounded growth, Proc. Amer. Math. Soc. 60(1)

(1976), 22�24.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ïîñëåäâàùè èçñëåäâàíèÿ

Ëèõòìàí îáîáùàâà ðåçóëòàòà íà Ìàðòà Ñìèò çà ðåäèöà äðóãè

àëãåáðè íà Ëè.

A. I. Lichtman, Growth in enveloping algebras, Israel J. Math.

47(4) (1984), 296�304.

Ïîäðîáíà ñêàëà çà ðúñòà íà ôóíêöèèòå

Ïåòðîãðàäñêè ðàçâèâà òåîðèÿ íà ôóíêöèèòå ñ ìåæäèíåí ðúñò,

êîèòî ñå ðåàëèçèðàò êàòî ðåäîâå íà Õèëáåðò â èçâåñòíèòå

ïðèìåðè íà àëãåáðè ñ ìåæäèíåí ðúñò.

V. M. Petrogradsky, Intermediate growth in Lie algebras and their

enveloping algebras, J. Algebra 179(2) (1996) 459�482.

V. M. Petrogradsky, Growth of �nitely generated polynilpotent Lie

algebras and groups, generalized partitions, and functions analytic in

the unit circle, Internat. J. Algebra Comput. 9(2) (1999) 179�212.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Êðàéíî ïðåäñòàâèìè àëãåáðè ñ ìåæäèíåí ðúñò

Âñÿêà d-ïîðîäåíà àñîöèàòèâíà àëãåáðà R å õîìîìîðôåí îáðàç

íà ñâîáîäíàòà àñîöèàòèâíà àëãåáðà K 〈Xd〉, ò.å. ñúùåñòâóâà
èäåàë I íà K 〈Xd〉 òàêúâ, ÷å R å ôàêòîð àëãåáðà íà K 〈Xd〉:

R ∼= K 〈Xd〉/I .

Àëãåáðàòà å êðàéíî ïðåäñòàâèìà, àêî èäåàëúò I å êðàéíî
ïîðîäåí.

Àëãåáðèòå îò ïðèìåðèòå íà Ìàðòà Ñìèò, Ëèõòìàí è

Ïåòðîãðàäñêè íå ñà êðàéíî ïðåäñòàâèìè.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ïðèìåð íà Óôíàðîâñêè

Â. À. Óôíàðîâñêèé, Î ðÿäàõ Ïóàíêàðå ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð,

Ìàòåì. çàìåòêè 27 (1) (1980), 21�32.

Íåêà W1 = Der(K [x ]) å àëãåáðàòà íà Ëè íà îïåðàòîðèòå íà

äèôåðåíöèðàíå íà àëãåáðàòà íà ïîëèíîìèòå íà åäíà

ïðîìåíëèâà íàä ïîëå K ñ õàðàêòåðèñòèêà 0. Òàçè àëãåáðà èìà

áàçèñ, êîéòî å ãðàäóèðàí{
δp−1 = xp

d

dx
| p ≥ 0

}
, deg

(
xp

d

dx

)
= p − 1,

è óìíîæåíèå

[δp−1, δq−1] = δp−1δq−1 − δq−1δp−1 =

[
xp

d

dx
, xq

d

dx

]

= (q − p)xp+q−1 d

dx
= (q − p)δp+q−2.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Íåêà L å ïîäàëãåáðàòà íà Ëè W1, ïîðîäåíà îò δ1 è δ2. Òÿ èìà

áàçèñ

{δp | p = 1, 2, . . .},

à äèôåðåíöèðàíèÿòà δp ìîãàò äà ñå äåôèíèðàò èíäóêòèâíî ÷ðåç

δp+1 =
1

p − 1
[δ1, δp], p = 2, 3, . . . .

Îêàçâà ñå, ÷å â òåçè îçíà÷åíèÿ àëãåáðàòà L èìà îïðåäåëÿùè

ñúîòíîøåíèÿ

[δ2, δ3] = δ5 è [δ2, δ5] = 3δ7.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Óíèâåðñàëíàòà îáâèâàùà àëãåáðà U(L) íà L å àñîöèàòèâíàòà

àëãåáðà ñ áàçèñ

{f n11 · · · f
np
p | ni ≥ 0},

ïîðîäåíà îò f1 = x è f2 = y , çà êîÿòî

fp+1 =
1

p − 1
(f1fp − fpf1), p = 2, 3, . . . .

Àëãåáðàòà U(L) å ôàêòîð àëãåáðà íà ñâîáîäíàòà àëãåáðà

K 〈x , y〉 ïî ìîäóë èäåàëà, ïîðîäåí îò

(f2f3 − f3f2)− f5 è (f2f5 − f5f2)− 3f7.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Àêî ïðèåìåì, ÷å deg fp = p, òî ðåäúò íà Õèëáåðò íà U(L) å

H(U(L), z) =
∏
n≥1

1

1− zn
=
∑
n≥0
Pnzn.

×èñëîòî Pn å ðàâíî íà áðîÿ íà ðàçáèâàíèÿòà íà ÷èñëîòî n

λ = (λ1, . . . , λm) , λ1 + · · ·+ λm = n, λ1 ≥ · · · ≥ λm ≥ 0.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ñúãëàñíî èçâåñòíàòà ôîðìóëà íà Õàðäè-Ðàìàíóäæàí îò 1918 ã.

(äîêàçàíà íåçàâèñèìî îò Óñïåíñêè ïðåç 1920 ã.)

Pn ≈
1

4n
√

3
exp

(
π

√
2

3
n

)

è Pn èìà ìåæäèíåí ðúñò.

G. H. Hardy, S. Ramanujan, Asymptotic formulae in combinatory

analysis, Proc. Lond. Math. Soc. (2) (1918) 17, 75-115.

ß. Â. Óñïåíñêèé, Àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ÷èñëîâûõ

ôóíêöèé, âñòðå÷àþùèõñÿ â çàäà÷àõ î ðàçáèåíèè ÷èñåë íà

ñëàãàåìûå, Èçâ. Ðîññ. Àêàä. Íàóêú. VI ñåð. 14 (1920), 199�218.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ïðèìåðè íà àëãåáðè÷íè ðåäîâå íà Õèëáåðò

Íåêà R1 å ïîäàëãåáðàòà íà ñâîáîäíàòà àñîöèàòèâíà àëãåáðà

K 〈X2〉, ñúñòîÿùà ñå îò ïîëèíîìèòå f (x1, x2), çà êîèòî

f (x1, x1 + x2) = f (x1, x2),

à R2 å ïîäàëãåáðàòà íà R1 îò âñè÷êè f (x1, x2), çà êîèòî

f (x1 + x2, x2) = f (x1, x2).

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Òîãàâà:

H(R2, z) =
1−
√

1− 4z2

2z2
.

G. Almkvist, W. Dicks, E. Formanek, Hilbert series of �xed free

algebras and noncommutative classical invariant theory, J. Algebra

93 (1985), 189-214.

H(R1, z) =
1−
√

1− 4z2

z(2z − 1 +
√

1− 4z2)
.

V. Drensky, C.K. Gupta, Constants of Weitzenb�ock derivations and

invariants of unipotent transformations acting on relatively free

algebras, J. Algebra 292 (2005), 393-428.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Âðúçêà ñ íåêîìóòàòèâíà òåîðèÿ íà èíâàðèàíòèòå

Àëãåáðàòà R2 å àëãåáðà îò èíâàðèàíòè: R2 = K 〈X2〉SL2(K) å

àëãåáðàòà íà èíâàðèàíòèòå â K 〈X2〉 íà ñïåöèàëíàòà ëèíåéíà
ãðóïà SL2(K ), äåéñòâàùà êàíîíè÷íî âúðõó äâóìåðíîòî ëèíåéíî

ïðîñòðàíñòâî KX2.

Àëãåáðàòà R1 ñúùî å àëãåáðà îò èíâàðèàíòè:

R1 = K 〈X2〉UT2(K), êúäåòî

UT2(K ) =

{(
1 α
0 1

)
| α ∈ K

}
.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Çàáåëåæêà

Àëãåáðèòå R1 è R2 íå ñà êðàéíî ïîðîäåíè, íî ñà ñâîáîäíè

àñîöèàòèâíè àëãåáðè.

D.R. Lane, Free Algebras of Rank Two and Their Automorphisms,

Ph.D. Thesis, Bedford College, London, 1976.

Â.Ê. Õàð÷åíêî, Îá àëãåáðàõ èíâàðèàíòîâ ñâîáîäíûõ àëãåáð,

Àëãåáðà è ëîãèêà 17 (1978), 478-487.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ïîðàæäàùè ìíîæåñòâà íà àëãåáðèòå R1 è R2

Àëãåáðàòà R2 èìà ïîðàæäàùî ìíîæåñòâî, êîåòî ñå ñòðîè

èíäóêòèâíî.

(1) Çàïî÷âàìå ñ [x1, x2] = x1x2 − x2x1.
(2) Àêî w1, . . . ,wm ñà âå÷å ïîñòðîåíè åëåìåíòè îò ïîðàæäàùîòî

ìíîæåñòâî, äîáàâÿìå êúì ñèñòåìàòà îò ïîðàæäàùè åëåìåíòà

x1w1 · · ·wmx2 − x2w1 · · ·wmx1

è ïðîäúëæàâàìå íàòàòúê.

Àëãåáðàòà R1 ñå ïîðàæäà îò ñèñòåìàòà ïîðàæäàùè íà R2 è

åëåìåíòà x1.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Äðóã òèï ïðèìåðè

W. Borho, H. Kraft, �Uber die Gelfand-Kirillov Dimension, Math.

Ann. 220 (1976), 1-24.

V. Drensky, Free Algebras and PI-Algebras, Springer-Verlag,

Singapore, 2000, �9.4.

Íåêà J ⊂ N0 è íåêà R å àëãåáðà, ïîðîäåíà îò x , y , ñ áàçèñ

{xm, xmyxn, xmyx jyxn | m, n ≥ 0, j ∈ J}

è òàêàâà, ÷å âñè÷êè îñòàíàëè åäíî÷ëåíè ñà ðàâíè íà íóëà.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ðåäúò íà Õèëáåðò íà R å

H(R, z) =
1

1− z
+

2z

(1− z)2
+

z2

(1− z)2
h(z), h(z) =

∑
j∈J

z j .

I Çà ïîäõîäÿùè èçáîðè íà ìíîæåñòâîòî J ôóíêöèÿòà h(z)
ñòàâà òðàíñöåíäåíòíà, à ñëåäîâàòåëíî ñúùîòî å âÿðíî è çà

ðåäà íà Õèëáåðò H(R, z).

I Çà ïðîèçâîëíî ðåàëíî ÷èñëî α ∈ [2, 3] ñúùåñòâóâà
ìíîæåñòâî J, çà êîåòî GKdim(R) = α.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Îáîáùåíèå íà êîíñòðóêöèÿòà

Òåîðåìà. Íåêà

f (z) =
∑
n≥0

anz
n ∈ Z[[z ]]

å ôîðìàëåí ñòåïåíåí ðåä ñ íåîòðèöàòåëíè öåëè êîåôèöèåíòè,

çà êîéòî ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî d òàêîâà, ÷å an ≤ dn.

Òîãàâà ñúùåñòâóâà (d + 1)-ïîðîäåíà ãðàäóèðàíà àëãåáðà R , çà
êîÿòî

H(R, z) =
1

1− dz
+

z

(1− dz)2
+

z2f (z)

(1− z)dp(1− dz)q
,

p, q ≥ 0, p + q ≤ 2.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Òåîðåìà. Àêî â îçíà÷åíèÿòà íà ïðåäèøíàòà òåîðåìà

ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî d , çà êîåòî an ≤
(
n + d − 1

d − 1

)
, òî

ñúùåñòâóâà (d + 1)-ïîðîäåíà ãðàäóèðàíà àëãåáðà R , çà êîÿòî

H(R, z) =
1

(1− z)d
+

z

(1− z)2d
+

z2f (z)

(1− z)dp
, 0 ≤ p ≤ 2.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Âúïðîñ (Ðîáåðòî Ëà Ñêàëà)

Êàê äà ñòðîèì ãðàäóèðàíè àëãåáðè ñ ðåä íà Õèëáåðò, êîéòî å

àëãåáðè÷íà ôóíêöèÿ, êîÿòî íå å ðàöèîíàëíà?

Îòãîâîð

Ìîæåì äà ïðèëîæèì ïðåäèøíèòå äâå òåîðåìè, íî èìàìå

íóæäà îò àëãåáðè÷íè ñòåïåííè ðåäîâå, êîèòî ñà ñ

íåîòðèöàòåëíè öåëè êîåôèöèåíòè è íå ñà ðàöèîíàëíè ôóíêöèè.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ïðåäóïðåæäåíèå

Óñëîâèåòî åäèí ñòåïåíåí ðåä äà å ñ öåëè íåîòðèöàòåëíè

êîåôèöèåíòè è äà å àëãåáðè÷åí å ìíîãî ñèëíî.

Òåîðåìà (Ôàòó, 1904)

Àêî åäèí ñòåïåíåí å ñ öåëè íåîòðèöàòåëíè êîåôèöèåíòè, êîèòî

ñà îãðàíè÷åíè ïîëèíîìíî, òî ðåäúò å èëè ðàöèîíàëåí èëè

òðàíñöåíäåíòåí.

P. Fatou, S�eries trigonom�etriques et s�eries de Taylor, Acta Math.

30 (1906), 335-400.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ñëåäñòâèå

Àêî R å ãðàäóèðàíà àëãåáðà ñ êðàéíà ðàçìåðíîñò íà

Ãåëôàíä-Êèðèëîâ, òî íåéíèÿò ðåä íà Õèëáåðò å èëè

ðàöèîíàëíà èëè òðàíñöåíäåíòíà ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà íà Áåðåë

Êðàéíî ïîðîäåíèòå àñîöèàòèâíè àëãåáðè ñ ïîëèíîìíî

òúæäåñòâî (PI-àëãåáðè) èìàò êðàéíà ðàçìåðíîñò íà

Ãåëôàíä-Êèðèëîâ.

A. Berele, Homogeneous polynomial identities, Israel J. Math. 42

(1982), 258-272.

Ñëåäñòâèå

Àêî R å êðàéíî ïîðîäåíà ãðàäóèðàíà PI-àëãåáðà, òî íåéíèÿò

ðåä íà Õèëáåðò å èëè ðàöèîíàëíà èëè òðàíñöåíäåíòíà ôóíêöèÿ.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ïðîáëåì

Êàê äà ñòðîèì àëãåáðè÷íè ñòåïåííè ðåäîâå, êîèòî íå ñà

ðàöèîíàëíè ôóíêöèè è ñà ñ íåîòðèöàòåëíè öåëè êîåôèöèåíòè?

Èäåÿ

Òðúãâàìå îò ðåäèöà îò êðàéíè ìíîæåñòâà îò îáåêòè An,

n = 0, 1, 2, . . ., çà êîÿòî çíàåì (èëè ìîæåì äà äîêàæåì), ÷å

ïðîèçâîäÿùàòà ôóíêöèÿ

f (z) =
∑
n≥0
|An|zn

íà ðåäèöàòà |An|, n = 0, 1, 2, . . ., å àëãåáðè÷íà, íî íå å

ðàöèîíàëíà.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ïðèìåð � ÷èñëà íà Êàòàëàí

n-òîòî ÷èñëî íà Êàòàëàí å ðàâíî íà áðîÿ íà ïëàíàðíèòå

áèíàðíè äúðâåòà ñ êîðåí è ñ n ëèñòà.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ñëåäîâàòåëíî,

c(z) =
∑
n≥1

cnz
n, c2(z) =

∑
n≥2

n−1∑
k=1

ckcn−kz
n = c(z)− z ,

c2(z)− c(z) + z = 0, c(z) =
1−
√

1− 4z

2
,

cn =
1

n

(
2n − 2

n − 1

)
, n = 1, 2, . . . .

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Àíàëîãè÷åí ïðèìåð � k-àðíè äúðâåòà, k > 2

Òîâà ñà ïëàíàðíè äúðâåòà ñ êîðåí, çà êîèòî îò âñåêè âðúõ

(êîéòî íå å ëèñòî) èçëèçàò òî÷íî k êëîíà.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ïðîèçâîäÿùàòà ôóíêöèÿ f (z) íà k-àðíèòå äúðâåòà å
åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

f k(z)− f (z) + z = 0,

çà êîåòî f (0) = 0.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Îùå åäèí ïðèìåð � ïðîèçâîëíè äúðâåòà

Ðàçãëåäàìå äúðâåòà, çà êîèòî îò âñåêè âðúõ (êîéòî íå å ëèñòî)

èçëèçàò ïîíå äâà êëîíà. Ïðîèçâîäÿùàòà ôóíêöèÿ íà òàêèâà

äúðâåòà óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî

f 2(z)

1− f (z)
− f (z) + z = 0,

f (z) =
1 + z −

√
1− 6z + z2

4

è òîâà å ïîðàæäàùàòà ôóíêöèÿ íà ñóïåð-÷èñëàòà íà Êàòàëàí

(âæ. ðåäèöàòà A001003 â Îíëàéí-åíöèêëîïåíäèÿòà íà

öåëî÷èñëåíèòå ðåäèöè).

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ïðåâîä íà àëãåáðè÷åí åçèê

Ìîæåì äà ïðåâúðíåì ìíîæåñòâîòî íà ïëàíàðíèòå áèíàðíè

äúðâåòà â íåàññîöèàòèâåí ãðóïîèä (èëè íåàññîöèàòèâíà ìàãìà):

⇓

((x(xx))x)◦((xx)(xx))=((x(xx))x)((xx)(xx))

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ω-ìàãìè

Çà âñÿêî n ≥ 2 ôèêñèðàìå êðàéíî ìíîæåñòâî îò n-àðíè
îïåðàöèè

Ωn = {ωn1, . . . , ωnpn}, Ω =
⋃
n≥2

Ωn.

Êàêòî â ñëó÷àÿ íà áèíàðíè äúðâåòà, è ñåãà ìîæåì äà

ðàçãëåæäàìå Ω-äúðâåòà, ïðè êîåòî âúðõîâåòå, êîèòî íå ñà

ëèñòà, ñà íîìåðèðàíè ñ åëåìåíòèòå íà Ω, ñúîáðàçÿâàéêè ñå ñ

n-àðíîñòòà íà îïåðàöèèòå. Ñëåä òîâà ìîæåì äà ïðåâúðíåì

ñúîòâåòíèòå ìíîæåñòâà îò Ω-äúðâåòà â Ω-ìàãìà.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ðåçóëòàòè íà Â.Ä. è ×àâäàð Ëàëîâ, ïðîåêò íà Ó÷åíè÷åñêèÿ
èíñòèòóò ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà êúì ÈÌÈ

Àêî p(z) = p2z
2 + p3z

3 + · · · å ïðîèçâîäÿùàòà ôóíêöèÿ íà

ìíîæåñòâîòî Ω, òî ïðîèçâîäÿùàòà ôóíêöèÿ íà Ω-äúðâåòàòà
(êîÿòî áðîè äúðâåòàòà ñ äàäåí áðîé ëèñòà) óäîâëåòâîðÿâà

óðàâíåíèåòî

p(f (z))− f (z) + z = 0.

Ñëåäîâàòåëíî, àêî p(z) å àëãåáðè÷íà, ïðè ìèíèìàëíè

îãðàíè÷åíèÿ çà p(z), ôóíêöèÿòà f (z) ñúùî ùå áúäå

àëãåáðè÷íà.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Òåîðåìà íà Êóðîø (1947, 1969)

Âñÿêà ïîäìàãìà íà ñâîáîäíàòà Ω-ìàãìà å îòíîâî ñâîáîäíà.

À. Ã. Êóðîø, Íåàññîöèàòèâíûå ñâîáîäíûå àëãåáðû è ñâîáîäíûå

ïðîèçâåäåíèÿ àëãåáð, Ìàòåì. ñá., 20(62):2 (1947), 239�262.

À. Ã. Êóðîø, Ìóëüòèîïåðàòîðíûå êîëüöà è àëãåáðû, ÓÌÍ,

24:1(145) (1969), 3�15; Russian Math. Surveys, 24:1 (1969), 1�13.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Òåîðåìà

Ìíîæåñòâîòî íà Ω-äúðâåòàòà å ñâîáîäíà Ω-ìàãìà, à
ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè Ω-äúðâåòà ñ áðîé íà ëèñòàòà, äåëÿù ñå

íà s å ïîäìàãìà. Àêî f (s)(z) å ïðîèçâîäÿùàòà ôóíêöèÿ íà òîâà

ìíîæåñòâî, òî ïðîèçâîäÿùàòà ôóíêöèÿ g (s)(z) íà ñâîáîäíèòå
ïîðàæäàùè óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî

p(f (s)(z))− f (s)(z) + g (s)(z) = 0.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ñúâìåñòíî ñ ×àâäàð Ëàëîâ, ó÷åíèê â ÌÃ �Ãåî Ìèëåâ�, Ïëåâåí,

íàìåðèõìå íà÷èí îò àëãåáðè÷íà ïîðàæäàùà ôóíêöèÿ p(z) íà
ìíîæåñòâîòî îò îïåðàöèè Ω (çàäàäåíà ÿâíî èëè ÷ðåç ñâîåòî

óðàâíåíèå) äà íàìåðèì ïîðàæäàùàòà ôóíêöèÿ g (s)(z) èëè
íåéíîòî óðàâíåíèå. Îòíîâî ïðè åñòåñòâåíè îãðàíè÷åíèÿ çà p(z)
ñå îêàçâà, ÷å g (s)(z) å àëãåáðè÷íà, íî íå å ðàöèîíàëíà.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Îòêúäå òðúãíà ïðîåêòúò ñ ×àâäàð Ëàëîâ?

Ïëàíàðíè áèíàðíè äúðâåòà ñ ÷åòåí áðîé ëèñòà

Ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâîòî E îò âñè÷êè ïëàíàðíè áèíàðíè

äúðâåòà ñ ÷åòåí áðîé ëèñòà. Ìîæåì äà èäåíòèôèöèðàìå E ñ

ìíîæåñòâîòî îò äóìè îò ÷åòíà ñòåïåí â ñâîáîäíàòà ìàãìà

M(x), ïîðîäåíà îò x . Èìà äâå âúçìîæíîñòè çà áðîÿ íà ëèñòàòà

íà äâàòà êëîíà íà äúðâîòî (u)(v) ∈ E :

(÷åòåí�÷åòåí)

E0 = {(u)(v) | |u| ≡ |v | ≡ 0(mod 2)}

(íå÷åòåí�íå÷åòåí)

E1 = {(u)(v) | |u| ≡ |v | ≡ 1(mod 2)}.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ïðîáëåì. Ðàçãëåæäàìå ïëàíàðíèòå áèíàðíè äúðâåòà ñ êîðåí è

ñ ÷åòåí áðîé 2n íà ëèñòàòà. Êîè ñà ïîâå÷å � äúðâåòàòà îò òèï

(÷åòåí�÷åòåí) èëè îò òèï (íå÷åòåí�íå÷åòåí)?

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Ðåøåíèå

Ìíîæåñòâîòî E å ïîäìàãìà íà ñâîáîäíàòà ìàãìà M(x) è
ñëåäîâàòåëíî (ïî òåîðåìàòà íà Êóðîø) å ñâîáîäíà. Íåéíîòî

ïîðàæäàùî ìíîæåñòâî ñå ñúñòîè îò (íå÷åòíè-íå÷åòíè) äúðâåòà.

Àêî e(z) è g(z) ñà ïîðàæäàùèòå ôóíêöèè íà E è íà

ïîðàæäàùèòå íà E , òî ïîðàæäàùàòà ôóíêöèÿ íà E å

e(z) =
∑
n≥1

c2nz
2n =

1

2
(c(z) + c(−z)) = c(g(z)).

Ðàçãëåæäàìå g(z) êàòî íåèçâåñòíî, ðåøàâàìå óðàâíåíèåòî è

ïîëó÷àâàìå

g(z) =
1

4
c(4z2), g2n =

1

4n−1
cn.
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Ïðèëàãàéêè ôîðìóëàòà íà Ñòèðëèíã çà n! ñëåä èçâåñòíè

ïðåñìÿòàíèÿ ïîëó÷àâàìå

g2n
c2n
≈ 1

2

√
2n − 1

n − 1
, lim

n→∞

g2n
c2n

=

√
2

2
≈ 0.707105.

Ñëåäîâàòåëíî äúðâåòàòà îò òèï (íå÷åòåí-íå÷åòåí) ñà ìíîãî

ïîâå÷å îò äúðâåòàòà îò òèï (÷åòåí-÷åòåí).

V. Drensky, R. Holtkamp, Planar trees, free nonassociative

algebras, invariants, and elliptic integrals, Algebra and Discrete

Mathematics (2008), No. 2, 1-41.
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Åëèïòè÷íè èíòåãðàëè

Ðàçãëåæäàìå àáñîëþòíî ñâîáîäíàòà íåàñîöèàòèâíà àëãåáðà

K{X2} (â íåÿ uv 6= vu è (uv)w 6= u(vw)). Êàêòî â ñëó÷àÿ íà

ñâîáîäíàòà àñîöèàòèâíà àëãåáðà K 〈X2〉, êîéòî ðàçãëåäàõìå

ïî-ãîðå, íåêà R1 è R2 ñà ïîäàëãåáðèòå íà K{X2}, äåôèíèðàíè
÷ðåç

R1 = {f (x1, x2) ∈ K{X2} | f (x1, x1 + x2) = f (x1, x2)},

R2 = {f (x1, x2) ∈ R1 | f (x1 + x2, x2) = f (x1, x2)}.

Çàáåëåæêà

Êàêòî â ñëó÷àÿ íà ñâîáîäíàòà àñîöèàòèâíà àëãåáðà, àëãåáðèòå

R1 è R2 íå ñà êðàéíî ïîðîäåíè.

Âåñåëèí Äðåíñêè Àëãåáðè, ôóíêöèè, äúðâåòà è èíòåãðàëè



Òåîðåìà

Ðåäîâåòå íà Õèëáåðò íà àëãåáðèòå R1 è R2 ñà åëèïòè÷íè

èíòåãðàëè:

H(R1, z) =

∫ 1

0
cos2(πu)

(
1−

√
1− 8z cos(2πu)

)
du,

H(R2, z) =

∫ 1

0
sin2(2πu)

(
1−

√
1− 8z sin(2πu)

)
du

Äîêàçàòåëñòâîòî èçïîëçâà íåêîìóòàòèâåí àíàëîã íà

èíòåãðàëíàòà ôîðìóëà íà Ìîëèí-Âàéë çà ðåäîâåòå íà Õèëáåðò

îò êëàñè÷åñêàòà òåîðèÿ íà èíâàðèàíòèòå.

V. Drensky, R. Holtkamp, Planar trees, free nonassociative

algebras, invariants, and elliptic integrals, Algebra and Discrete

Mathematics (2008), No. 2, 1-41.
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