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Ñèìåòðè÷íèòå ïîëèíîìè

Íåêà K å ïîëå (ïî-íàòàòúê ùå èñêàìå äà å ñ õàðàêòåðèñòèêà 0),
à K [Xn] = K [x1, . . . , xn] å àëãåáðàòà íà ïîëèíîìèòå íà n
ïðîìåíëèâè. Ïîëèíîìúò f (x1, . . . , xn) å ñèìåòðè÷åí, àêî

f (xσ(1), . . . , xσ(n)) = f (x1, . . . , xn)

çà âñÿêà ñóáñòèòóöèÿ σ îò ñèìåòðè÷íàòà ãðóïà Sn îò ñòåïåí n.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñèìåòðè÷íè ïîëèíîìè â àëãåáðè íà Ëè



Îñíîâíà òåîðåìà çà ñèìåòðè÷íèòå ïîëèíîìè

Àëãåáðàòà K [Xn]
Sn íà ñèìåòðè÷íèòå ïîëèíîìè ñå ïîðàæäà îò

åëåìåíòàðíèòå ñèìåòðè÷íè ïîëèíîìè

ep(x1, . . . , xn) =
∑

i1<···<ip

xi1 · · · xip , p = 1, . . . , n,

êîèòî ñà àëãåáðè÷åñêè íåçàâèñèìè.
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Ñèìåòðè÷íè ïîëèíîìè íà ãðóïè îò ïðîìåíëèâè

Íåêà ñà äàäåíè íÿêîëêî ãðóïè îò n ïðîìåíëèâè Xn, . . . ,Yn è
íåêà ñèìåòðè÷íàòà ãðóïà Sn äåéñòâà åäíîâðåìåííî íà âñÿêà îò
ãðóïèòå. Ðàçãëåæäàìå àëãåáðàòà K [Xn, . . . ,Yn]

Sn îò
ïîëèñèìåòðè÷íèòå ïîëèíîìè f (Xn, . . . ,Yn) ñúñ ñâîéñòâîòî

f (xσ(1), . . . , xσ(n), . . . , yσ(1), . . . , yσ(n)) = f (X1, . . . ,Yn), σ ∈ Sn.

Âúïðîñ

Êîè ñà ïîðàæäàùèòå íà àëãåáðàòà K [Xn, . . . ,Yn]
Sn? Êàêâè ñà

ñúîòíîøåíèÿòà ìåæäó ïîðàæäàùèòå?
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Òîâà ñà òèïè÷íè ïðîáëåìè îò êëàñè÷åñêàòà òåîðèÿ íà
èíâàðèàíòèòå

Îïèñàíèåòî íà ïîðàæäàùèòå f1, . . . , fm íà àëãåáðàòà
K [Xn, . . . ,Yn]

Sn ñå íàðè÷à Ïúðâà îñíîâíà òåîðåìà íà àëãåáðàòà

íà èíâàðèàíòèòå K [Xn, . . . ,Yn]
Sn íà ãðóïàòà Sn.

Òîãàâà îïèñàíèåòî íà ÿäðîòî íà õîìîìîðôèçìà

K [z1, . . . , zm]→ K [Xn, . . . ,Yn]
Sn ,

çàäàäåí ÷ðåç zi → fi , i = 1, . . . ,m, ñå íàðè÷à Âòîðà îñíîâíà

òåîðåìà íà àëãåáðàòà íà èíâàðèàíòèòå K [Xn, . . . ,Yn]
Sn íà

ãðóïàòà Sn.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñèìåòðè÷íè ïîëèíîìè â àëãåáðè íà Ëè



Ïîðàæäàùè íà àëãåáðàòà K [Xn, . . . ,Yn]
Sn

Àëãåáðàòà K [Xn, . . . ,Yn]
Sn íà k ãðóïè îò ïðîìåíëèâè ñå

ïîðàæäà îò ïîëÿðèçàöèèòå íà åëåìåíòàðíèòå ñèìåòðè÷íè
ôóíêöèè

ep1,...,pk (Xn, . . . ,Yn) =
∑

xi1 · · · xip1 · · · yj1 · · · yjpk ,

p = p1 + · · ·+ pk ≤ n, à ñóìèðàíåòî ñå âîäè ïî âñè÷êè p-îðêè
(i1, . . . , ip1 , . . . , j1, . . . , jpk ) îò äâå ïî äâå ðàçëè÷íè ÷èñëà è
òàêèâà, ÷å 1 ≤ i1 < · · · < ip1 ≤ n, . . ., 1 ≤ j1 < · · · < jp+k ≤ n.
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Ôàêòúò, ÷å àëãåáðàòà íà ïîëèñèìåòðè÷íèòå ïîëèíîìè ñå
ïîðàæäà îò ïîëèíîìè îò ñòåïåí ≤ n å èçïîëçâàí ñúùåñòâåíî îò
Åìè Íüîòåð â íåéíîòî äîêàçàòåëñòâî, ÷å àëãåáðàòà íà
èíâàðèàíòèòå K [Xn]

G íà ïðîèçâîëíà êðàéíà ãðóïà G ñå
ïîðàæäàò îò èíâàðèàíòè îò ñòåïåí ≤ |G |.
E. Noether, Der Endlichkeitssatz der Invarianten endlicher Gruppen,
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Abhandlungen. Collected Papers�, Springer-Verlag,
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Âåñåëèí Äðåíñêè Ñèìåòðè÷íè ïîëèíîìè â àëãåáðè íà Ëè



Îïðåäåëÿùè ñúîòíîøåíèÿ

Êëàñè÷åñêè èçñëåäâàíèÿ:
I Fr. Junker, Die Relationen, welche zwischen den elementaren

symmetrischen Functionen bestehen, Math. Ann. 38 (1891),
91-114.

I Fr. Junker, Ueber symmetrische Functionen von mehreren
Reihen von Ver�anderlichen, Math. Ann. 43 (1893), 225-270.

I Fr. Junker, Die symmetrischen Functionen und die Relationen
zwischen den Elementarfunctionen derselben, Math. Ann. 45
(1894), 1-84.

Ñúâðåìåííî èçëîæåíèå ñ îêîí÷àòåëíè ðåçóëòàòè:
M. Domokos, Vector invariants of a class of pseudo-re�ection
groups and multisymmetric syzygies, J. Lie Theory 19 (2009), No.
3, 507-525.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñèìåòðè÷íè ïîëèíîìè â àëãåáðè íà Ëè



Íåêîìóòàòèâíè îáîáùåíèÿ

Çàìåñòâàìå K [Xn] ñ äðóãà àëãåáðà.
Ïúðâè êàíäèäàò � ñâîáîäíàòà àñîöèàòèâíà àëãåáðà K 〈Xn〉
(àëãåáðàòà íà ïîëèíîìèòå íà n íåêîìóòèðàùè ïðîìåíëèâè).

Òåîðåìà íà Ìàðãàðåò Âîëô

Àëãåáðàòà K 〈Xn〉Sn íà ñèìåòðè÷íèòå ïîëèíîìè íà
íåêîìóòèðàùè ïðîìåíëèâè å áåçêðàéíî ïîðîäåíà ñâîáîäíà
àñîöèàòèâíà àëãåáðà.
M.C. Wolf, Symmetric functions of non-commutative elements,
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Òåîðèÿ íà èíâàðèàíòèòå â K 〈Xn〉:
Òåîðåìà íà Äèêñ-Ôîðìàíåê è Õàð÷åíêî

Çà êðàéíàòà ãðóïà G àëãåáðàòà K 〈Xn〉G íà G -èíâàðèàíòèòå â
K 〈Xn〉 å êðàéíî ïîðîäåíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî G å
öèêëè÷íà ãðóïà, êîÿòî äåéñòâà âúðõó ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî
KXn ñ áàçèñ Xn ÷ðåç ñêàëàðíî óìíîæåíèå.
W. Dicks, E. Formanek, Poincar�e series and a problem of S.
Montgomery, Lin. Multilin. Algebra 12 (1982), 21-30.
V.K. Kharchenko, Algebra of invariants of free algebras (Russian),
Algebra i Logika 17 (1978), 478-487. Translation: Algebra and
Logic 17 (1978), 316-321.
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Òåîðåìà íà Êîðþêèí

Ñèìåòðè÷íàòà ãðóïà Sd äåéñòâà âúðõó õîìîãåííàòà êîìïîíåíòà
îò ñòåïåí d íà K 〈Xn〉 ÷ðåç ïåðìóòèðàíå âúðõó íà ìåñòàòà íà
ïðîìåíëèâèòå:(∑

αixi1 · · · xid
)
σ =

∑
αixiσ(1)

· · · xiσ(d)
, σ ∈ Sd .

Ñ òîâà äîïúëíèòåëíî äåéñòâèå àëãåáðàòà à K 〈Xn〉G å êðàéíî
ïîðîäåíà çà âñÿêà ðåäóêòèâíà ãðóïà G .
A.N. Koryukin, Noncommutative invariants of bialgebras (Russian),
Algebra i Logika 33 (1994), No. 6, 654-680. Translation: Algebra
Logic 33 (1994), No. 6, 366-380.
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Òåîðèÿ íà èíâàðèàíòèòå çà ñâîáîäíàòà àëãåáðà íà Ëè:
Òåîðåìà íà Ðîäæúð Áðàéúíò

Çà ïðîèçâîëíà íåòðèâèàëíà êðàéíà ïîäãðóïà G íà GLn(K )
äåéñòâàùà âúðõó ñâîáîäíàòà àëãåáðà íà Ëè Ln, àëãåáðàòà íà
èíâàðèàíòèòå LGn íå å êðàéíî ïîðîäåíà.
R.M. Bryant, On the �xed points of a �nite group acting on a free
Lie algebra, J. London Math. Soc. (2) 43 (1991), No. 2, 215-224.
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Òåîðèÿ íà èíâàðèàíòèòå çà îòíîñèòåëíî ñâîáîäíè
àñîöèàòèâíè è ëèåâè àëãåáðè

Íåêà V å ìíîãîîáðàçèå îò àñîöèàòèâíè èëè ëèåâè àëãåáðè. Òî
ñå ñúñòîè îò âñè÷êè àëãåáðè, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò äàäåíà
ñèñòåìà îò ïîëèíîìíè òúæäåñòâà. Àêî I (V) å èäåàëúò íà
âñè÷êè ïîëèíîìíè òúæäåñòâà â V (I (V) ⊂ K 〈X 〉 = K 〈x1, x2, . . .〉
çà àñîöèàòèâíè àëãåáðè è I (V) ⊂ L∞ çà àëãåáðè íà Ëè), òî

Fn(V) = K 〈Xn〉/(K 〈Xn〉 ∪ I (V))

å îòíîñèòåëíî ñâîáîäíàòà àëãåáðà îò ðàíã n â V â
àñîöèàòèâíèÿ ñëó÷àé. Àëãåáðàòà Fn(V) ñå äåôèíèðà
àíàëîãè÷íî çà ñëó÷àÿ íà àëãåáðè íà Ëè.
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Ñ÷èòà ñå, ÷å ïî ñâîèòå ñòðóêòóðíè è êîìáèíàòîðíè ñâîéñòâà
àñîöèàòèâíèòå àëãåáðè ñ ïîëèíîìíè òúæäåñòâà ìíîãî
ïðèëè÷àò íà êîìóòàòèâíèòå àëãåáðè è íà êðàéíîìåðíèòå
àëãåáðè. Íî îò ãëåäíà òî÷êà íà òåîðèÿ íà èíâàðèàíòèòå èìà
ðåäèöà ñúùåñòâåíè ðàçëèêè, îñîáåíî êîãàòî ñòàâà âúïðîñ çà
êðàéíà ïîðîäåíîñò íà àëãåáðàòà Fn(V)G .
Çà ïðèëèêèòå è ðàçëèêèòå â òåîðèÿ íà èíâàðèàíòèòå â
êîìóòàòèâíèÿ ñëó÷àé è â ñëó÷àÿ íà îòíîñèòåëíî ñâîáîäíè
àëãåáðè âèæ:
M. Domokos, V. Drensky, Rationality of Hilbert series in
noncommutative invariant theory, International J. Algebra and
Computations 27 (2017), No. 7, 831-848.
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Ìíîãîîáðàçèå íà ìåòàáåëåâèòå àëãåáðè íà Ëè

Ìíîãîîáðàçèåòî íà ìåòàáåëåâèòå (ðàçðåøèìèòå îò êëàñ 2)
àëãåáðè íà Ëè (ñòàíäàðòíî îçíà÷åíèå A2) ñå ïðåäåëÿ îò
òúæäåñòâîòî [[y1, y2], [y3, y4]] = 0. Òîâà ìíîãîîáðàçèå èãðàå
êëþ÷îâà ðîëÿ â òåîðèÿòà íà ìíîãîîáðàçèÿòà îò àëãåáðè íà Ëè.
Ñúãëàñíî òåîðåìàòà íà Çåëìàíîâ çà íèëïîòåíòíîñòòà íà
àëãåáðèòå íà Ëè, óäîâëåòâîðÿâàùè òúæäåñòî íà Åíãåë
[[y2, y1], . . . , y1] = y2(adx1)d = 0, å â ñèëà ñëåäíàòà äèõîòîìèÿ.
Åäíî ìíîãîîáðàçèå îò àëãåáðè íà Ëè èëè ñúäúðæà â ñåáå ñè
ìåòàáåëåâîòî ìíîãîîáðàçèå èëè ñå ñúñòîè îò íèëïîòåíòíè
àëãåáðè.
E.I. Zelmanov, On Engel Lie algebras (Russian), Sibirsk. Mat. Zh.
29 (1988), No.5, 112-117. Translation: Siberian Math. J. 29
(1988), 777-781.
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Òåîðèÿ íà èíâàðèàíòèòå çà ñâîáîäíèòå ìåòàáåëåâè àëãåáðè
íà Ëè

Íåêà Fn(A
2) = Ln/L

′′
n, L

′′
n = [[Ln.Ln], [Ln, Ln]], å n-ïîðîäåíàòà

ñâîáîäíà ìåòàáåëåâà àëãåáðà íà Ëè. Êàêòî â ñëó÷àÿ íà
ñâîáîäíèòå àëãåáðè íà Ëè, ñúãëàñíî òåîðåìà íà äîêëàä÷èêà, çà
ïðîèçâîëíà íåòðèâèàëíà êðàéíà ãðóïà G àëãåáðàòà îò
èíâàðèàíòèòå Fn(A

2)G íå å êðàéíî ïîðîäåíà. Ñúùîòî å âÿðíî è
çà àëãåáðàòà Fn(V)G çà ïðîèçâîëíî ìíîãîîáðàçèå V,
ñúäúðæàùî A2.
V. Drensky, Fixed algebras of residually nilpotent Lie algebras,
Proc. Amer. Math. Soc. 120 (1994), No. 4, 1021-1028.
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Âñå ïàê èìà íÿêàêâà êðàéíà ïîðîäåíîñò

Êîìóòàòîðíèÿò èäåàë F ′n(A
2) å äåñåí ìîäóë íà ïîëèíîìíàòà

àëãåáðà K [Xn] ñ äåéñòâèå äåôèíèðàíî ÷ðåç

wf (x1, . . . , xn) = wf (adx1, . . . , adxn),w ∈ F ′n(A
2), f ∈ K [Xn].

Òîãàâà, àêî G å ïðîèçâîëíà êðàéíà ãðóïà, òî G -èíâàðèàíòèòå
(F ′n(A

2))G â êîìóòàòîðíèÿ èäåàë F ′n(A
2) îáðàçóâàò êðàéíî

ïîðîäåí K [Xn]
G -ìîäóë.
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Ïðèìåð (òåîðåìà íà äâàìàòà ìè ñúàâòîðè)

Ñèìåòðè÷íèòå ïîëèíîìè íà äâå ïðîìåíëèâè â 2-ïîðîäåíàòà
ñâîáîäíà ìåòàáåëåâà àëãåáðà íà Ëè F2(A

2) ñà îò âèäà

f (X2) = α(x1+x2)+
∑

0≤a<b

αab[x2, x1](x
a
1x

b
2 −xa2x

b
1 ), α, αab ∈ K .

�S. F�nd�k, N.�S. �O�g�u�sl�u, Palindromes in the free metabelian Lie
algebras, Internat. J. Algebra Comput. 29 (2019), No. 5, 885-891.

Ñëåäñòâèå

K [X2]
S2-ìîäóëúò íà ñèìåòðè÷íèòå ïîëèíîìè â (F ′2(A

2))S2 ñå
ïîðàæäà îò

f12(X2) = [x2, x1](x2 − x1).
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Ñèìåòðè÷íè ïîëèíîìè íà ïðîèçâîëåí áðîé ïðîìåíëèâè â
ñâîáîäíàòà ìåòàáåëåâà àëãåáðà íà Ëè

Ðàáîòèì â ñâîáîäíèÿ äåñåí K [Xn]-ìîäóë UnK [Xn], ïîðîäåí îò
Un = {u1, . . . , un}. Ïðåäïîëàãàìå, ÷å Sn äåéñòâà åäíîâðåìåííî
âúðõó ìíîæåñòâàòà Un è Xn. Âëàãàìå äåñíèÿ K [Xn]-ìîäóë
F ′n(A

2) â UnK [Xn] ïî ïðàâèëîòî

ι : [xi , xj ]f (Xn)→ (uixj − ujxi )f (Xn), f ∈ K [Xn].

Òîâà âëàãàíå îòãîâàðÿ íà âëàãàíåòî íà Øìåëêèí íà ñâîáîäíàòà
ìåòàáåëåâà àëãåáðà Fn(A

2) â àáåëåâîòî ñïëåòåíèå íà àáåëåâè
àëãåáðè íà Ëè.
A.L. Shmel'kin, Wreath products of Lie algebras and their
application in the theory of groups (Russian), Trudy Moskov. Mat.
Obshch. 29 (1973), 247-260. Translation: Trans. Moscow Math.
Soc. 29 (1973), 239-252.
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Èçâåñòíî å, ÷å
n∑

i=1

ui fi (Xn) ∈ UnK [Xn] ïðèíàäëåæè íà îáðàçà

ι(F ′n(A
2)) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

n∑
i=1

xi fi (Xn) = 0.

Äåéñòâèåòî íà Sn âúðõó F ′n(A
2) ñå ñúãëàñóâà ñ äåéñòâèåòî âúðõó

UnK [Xn] è

ι((F ′n(A
2))Sn) = (UnK [Xn])

Sn ∩ ι(F ′n(A2)).

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñèìåòðè÷íè ïîëèíîìè â àëãåáðè íà Ëè



Òåîðåìà

Íåêà

εp(Un,Xn) = e1,p−1(Un,Xn) =
n∑

i=1

uixj1 · · · xjp−1 ,

1 ≤ j1 < · · · < jp−1 ≤ n, i 6= j1, . . . , jp−1. Òîãàâà K [Xn]
Sn -ìîäóëúò

ι((F ′n(A
2))Sn) ñå ïîðàæäà îò ïîëèíîìèòå

hpq(Un,Xn) = qεp(Un,Xn)eq(Xn)− pεq(Un,Xn)ep(Xn),

1 ≤ p < q ≤ n.
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Ïðèìåð: n = 2

Ïîðàæäàùèÿò íà K [X2]
S2-ìîäóëà ι((F ′2(A

2))S2) å h12. Íåãîâèÿò
ïðîîáðàç â (F ′2(A

2) å:

f12(X2) = [x2, x1, x2 − x1].
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Ïðèìåð: n = 3

Ïîðàæäàùèòå íà K [X3]
S3-ìîäóëà ι((F ′3(A

2))S3) ñà h12, h13, h23.
Äèðåêòíè ñìåòêè äàâàò, ÷å ïðîîáðàçèòå íà òåçè åëåìåíòè â
(F ′3(A

2) ñà:

f12(X3) = [x2, x1, x2 − x1] + [x3, x1, x3 − x1] + [x3, x2, x3 − x2],

f13(X3) = [x2, x1, x2−x1, x3]+[x3, x1, x3−x1, x2]+[x3, x2, x3−x2, x1],

f23(X3) = [x2, x1, x2 − x1, x1 + x2, x3]

+[x3, x1, x3 − x1, x1 + x3, x2] + [x3, x2, x3 − x2, x2 + x3, x1].
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