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Íåêà S å å ïîäìíîæåñòâî â äàäåíà àëãåáðè÷íà ñèñòåìà G
(íàïðèìåð G å ïîëóãðóïà, ãðóïà, ïðúñòåí èëè àëãåáðà íàä
ïîëå) è íåêà Ω å ìíîæåñòâî îò îïåðàöèè â G .

Íèå ùå îáñúæäàìå âúïðîñà êîëêî îïåðàöèè îò Ω ñà
íåîáõîäèìè, çà äà ñå èçðàçè äàäåí åëåìåíò îò G ÷ðåç
åëåìåíòèòå íà S (è äàëè âúîáùå å âúçìîæíî åëåìåíòúò äà ñå
èçðàçè ÷ðåç S).

Òîâà å âàæåí ïðîáëåì êàêòî çà ïðàêòèêàòà, òàêà è îò ãëåäíà
òî÷êà íà òåîðèÿ íà èç÷èñëèìîñòòà.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Åäíà îò îñíîâíèòå çàäà÷è íà òåîðèÿòà íà èç÷èñëèìîñòòà å äà
êëàñèôèöèðà àëãîðèòìè÷íèòå ïðîáëåìè â çàâèñèìîñò îò
òÿõíàòà ñëîæíîñò.

Êëàñúò NP (íåäåòåðìèíèñòè÷íî ïîëèíîìèàëíî âðåìå) ñå
ñúñòîè îò àëãîðèòìè÷íèòå ïðîáëåìè, çà êîèòî àêî èìàìå
êàíäèäàò çà ðåøåíèå, ìîæåì äà ïðîâåðèì çà ïîëèíîìèàëíî
âðåìå äàëè òîâà å íàèñòèíà ðåøåíèå. Ñ ïðîñòè äóìè òîâà
îçíà÷àâà, ÷å å ëåñíî äà ïðîâåðèì äàëè íåùî å ðåøåíèå íà
ïðîáëåìà.

Êëàñúò P ñå ñúñòîè îò ïðîáëåìè, çà êîèòî èìà àëãîðèòúì,
êîéòî íàìèðà îòãîâîðà çà ïîëèíîìèàëíî âðåìå. Îòíîâî ñ
ïðîñòè äóìè, ëåñíî å äà ñå íàìåðè ðåøåíèå íà çàäà÷àòà.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Ïðîáëåìúò P ñðåùó ïðîáëåìà NP

Òîâà å åäèí îò íàé-âàæíèòå íåðåøåíè ïðîáëåìè â òåîðèÿòà íà
èç÷èñëèìîñòòà è â ìàòåìàòè÷åñêàòà èíôîðìàòèêà. Âúïðîñúò å
äàëè âñåêè ïðîáëåì, ÷èåòî ðåøåíèå ìîæå äà áúäå ïðîâåðåíî

áúðçî (çà ïîëèíîìèàëíî âðåìå), ìîæå ñúùî äà áúäå ðåøåí

áúðçî (îòíîâî çà ïîëèíîìèàëíî âðåìå).

Òîâà å åäèí îò ñåäåìòå �Ïðîáëåìè çà íàãðàäàòà íà
õèëÿäîëåòèåòî�, èçáðàíè îò Ìàòåìàòè÷åñêèÿ èíñòèòóò �Êëåé�,
âñåêè îò êîèòî íîñè íàãðàäà îò 1,000,000 äîëàðà çà ïúðâîòî
êîðåêòíî ðåøåíèå.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Ìåòîä íà Ãàóñ çà ðåøàâàíå íà ëèíåéíè ñèñòåìè îò
óðàâíåíèÿ

Çà äà ðåøèì ñèñòåìà îò n óðàâíåíèÿ ñ n íåèçâåñòíè ÷ðåç
ïðåîáðàçóâàíèÿ ïî ðåäîâå ïðèâåæäàìå ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà
â òðàïåöîâèäåí âèä, ñëåä êîåòî íàìèðàìå íåèçâåñòíèòå â
îáðàòåí ðåä. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å çà òîâà ñà íåîáõîäèìè O(n3)
îïåðàöèè. Àðèòìåòè÷íàòà ñëîæíîñò å äîáðî ìåðèëî çà
âðåìåòî, íåîáõîäèìî çà èçâúðøâàíå íà ïðåñìÿòàíèÿòà, êîãàòî
âðåìåòî çà èçâúðøâàíå íà âñÿêà àðèòìåòè÷íà îïåðàöèÿ å
ïðèáëèçèòåëíî åäíî è ñúùî. Òàêà å â ñëó÷àÿ, êîãàòî
êîåôèöèåíòèòå íà óðàâíåíèåòî ñà ïðåäñòàâåíè ÷ðåç ïëàâàùà
çàïåòàÿ èëè ñà îò êðàéíî ïîëå.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Êîãàòî êîåôèöèåíòèòå ñà òî÷íî ïðåäñòàâåíè öåëè èëè
ðàöèîíàëíè ÷èñëà, ïðè ìåæäèííèòå ïðåñìÿòàíèÿ ÷èñëàòà
ìîãàò äà ðàñòàò åêñïîíåíöèàëíî. Ñëåäîâàòåëíî áèòîâàòà
ñëîæíîñò íà ìåòîäà íà Ãàóñ ñòàâà åêñïîíåíöèàëíà.

Èìà âàðèàíò íà ìåòîäà íà Ãàóñ, íàðå÷åí àëãîðèòúì íà Áàðàéñ,
êîéòî èçáÿãâà åêñïîíåíöèàëíèÿ ðúñò íà ìåæäèííèòå ðåçóëòàòè
è ñúñ ñúùàòà àðèòìåòè÷íà ñëîæíîñò O)(n3), èìà áèòîâà
ñëîæíîñò O(n5).
E. H. Bareiss, Sylvester's Identity and multistep integer-preserving

Gaussian elimination, Mathematics of Computation 22 (1968),
565-578.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Îáðàòíî êúì çàäà÷àòà � Çàäà÷à çà Chicken McNuggets

Ïðåç 1979 ãîäèíà Ìàêäîíàëäñ ïóñêà â ïðîäàæáà Chicken
McNuggets (õàïêè îò ïèëåøêè ãúðäè â çëàòèñòà, õðóïêàâà
ïàíèðîâêà ñúñ ñîñ ïî èçáîð).

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Ïúðâîíà÷àëíî ïèëåøêèòå õàïêè ñà ïóñíàòè â îïàêîâêè îò 6, 9 è
20.

(Äíåñ ïîâå÷åòî çàâåäåíèÿ íà Ìàêäîíàëäñ â ÑÀÙ ïðîäàâàò
Chicken McNuggets â îïàêîâêè îò 4, 6, 10, 20, 40 è 50 õàïêè. Â
Áúëãàðèÿ òå ñå ïðåäëàãàò ïî 6 è 9, à àêî ñå âçåìàò êàòî ìåíþ ñ
êàðòîôêè è êîêà-êîëà � ïî 5.)

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Çàäà÷à çà Chicken McNuggets

Êîëêî ïèëåøêè õàïêè ìîãàò äà ñå êóïÿò â Ìàêäîíàëäñ, àêî ñå

èçïîëçâàò ñàìî îïàêîâêè îò 6, 9 èëè 20 õàïêè?

S.T. Chapman, C. O'Neill, Factoring in the Chicken McNugget

monoid, arXiv: 1709.01606.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Åñòåñòâåíèòå ÷èñëà n, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò çàäà÷àòà çà
Chicken McNuggets ñå íàðè÷àò ÷èñëà íà McNuggets (McNugget
numbers). Î÷åâèäíî, ÷å çà òÿõ ñúùåñòâóâà íàðåäåíà òðîéêà
(a, b, c) îò íåîòðèöàòåëíè öåëè ÷èñëà òàêàâà, ÷å

6a + 9b + 20c = n.

Îòãîâîð

Åäèíñòâåíèòå åñòåñòâåíè ÷èñëà, êîèòî íå ñà ÷èñëà íà
McNuggets ñà 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13, 14, 16, 17, 19, 22, 23,
25, 28, 31, 34, 37 è 43. (Òîâà å ðåäèöàòà A065003
(https://oeis.org/A065003) â Åíöèêëîïåäèÿòà íà öåëî÷èñëåíèòå
ðåäèöè, îñíîâàíà îò Ñëîàí ïðåç 1964 ã.)

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



×èñëîâè ïîëóãðóïè

Àêî a1, . . . , ak ∈ N, òî ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ÷èñëà îò âèäà

n = a1z1 + · · ·+ akzk , z1, . . . , zk ∈ N0,

å ïîäïîëóãðóïà ñ 0 íà àäèòèâíàòà ïîëóãðóïà N0. Êîãàòî
ïîäïîëóãðóïàòà ñúäúðæà ïî÷òè âñè÷êè (ñ èçêëþ÷åíèå íà êðàåí
áðîé) åñòåñòâåíè ÷èñëà, òÿ ñå íàðè÷à ÷èñëîâà ïîëóãðóïà.

Èçâåñòíî å, ÷å âñÿêà ïîäïîëóãðóïà íà N0 ñå ïîðàæäà îò êðàåí

áðîé ÷èñëà è ïðèòåæàâà åäèíñòâåíà ìèíèìàëíà ñèñòåìà

ïîðàæäàùè.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Òåîðåìà

Àêî a1, . . . , ak ∈ N è (a1, . . . , ak) = 1, òî âñè÷êè äîñòàòú÷íî

ãîëåìè åñòåñòâåíè ÷èñëà ñå ïðåäñòàâÿò âúâ âèäà

n = a1z1 + · · ·+ akzk , z1, . . . , zk ∈ N0.

Íàé-ãîëÿìîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî, êîåòî íå ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè
â òîçè âèä, ñå íàðè÷à ÷èñëî íà Ôðîáåíèóñ.

Íàïðèìåð, ÷èñëîòî íà Ôðîáåíèóñ çà ÷èñëàòà íà McNuggets å
ðàâíî íà 43.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Ïðîáëåì íà Ôðîáåíèóñ çà ìîíåòèòå

Ïîïóëÿðíà ôîðìóëèðîâêà:
Êîÿ å íàé-ãîëÿìàòà ñóìà (÷èñëîòî íà Ôðîáåíèóñ), êîÿòî íå

ìîæå äà ñå ïëàòè ñ ìîíåòè îò íÿêîëêî ôèêñèðàíè íîìèíàëà?

Ñ ìîíåòè îò 5 è 2 ïåíñà ìîãàò äà ñå ïëàòÿò âñè÷êè ñóìè
ñ èçêëþ÷åíèå íà 1 è 3 ïåíñà.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Âúïðåêè, ÷å Ôðîáåíèóñ íèêîãà íå å ïîñòàâÿë òîçè ïðîáëåì â
ÿâíà ôîðìà â íàïèñàí òåêñò, ïðîáëåìúò ñå ïðèïèñâà íà íåãî.
Èìà äàííè, ÷å òîé ïîíÿêîãà ãî å ñïîìåíàâàë â ñâîèòå ëåêöèè.

J.L. Ram��rez Alfons��n, The Diophantine Frobenius problem,
Oxford Lecture Series in Mathematics and its Applications 30,
Oxford: Oxford University Press, 2005.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Òåîðåìà íà Ñèëâåñòúð???

Ôîðìóëà çà ÷èñëîòî íà Ôðîáåíèóñ å èçâåñòíà ñàìî êîãàòî
ìîíåòèòå ñà îò äâà âçàèìíî ïðîñòè íîìèíàëà a è b. Òîãàâà òî å

ðàâíî íà ab − (a + b).

Íå å ÿñíî, ÷èé å òîçè ðåçóëòàò. Îáèêíîâåíî òîé ñå ïðèïèñâà íà
Ñèëâåñòúð, òúé êàòî ïðåç 1884 ã. òîé ïîñòàâÿ áëèçêà
çàíèìàòåëíà çàäà÷à. Íî äðóãè ïóáëèêàöèè íà Ñèëâåñòúð
íàâåæäàò íà ìèñúëòà, ÷å òîé å çíàåë çà ðåçóëòàòà.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Math. Questions from the Educational Times, 41 (1884), 21.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Â îáùèÿ ñëó÷àé íå å èçâåñòíà ôîðìóëà çà ÷èñëîòî íà
Ôðîáåíèóñ, íî ïðè ôèêñèðàíî êîëè÷åñòî îò íîìèíàëè èìà

àëãîðèòúì, êîéòî ïðåñìÿòà ÷èñëîòî íà Ôðîáåíèóñ çà

ïîëèíîìèàëíî âðåìå.
(Âõîäíèòå äàííè íà òàêúâ àëãîðèòúì ñà ëîãàðèòìèòå íà
íîìèíàëèòå.)

R. Kannan, Lattice translates of a polytope and the Frobenius

problem, Combinatorica 12 (1992), No. 2, 161-177.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Â îáùèÿ ñëó÷àé íå å íàìåðåí àëãîðèòúì, êîéòî ðåøàâà

çàäà÷àòà çà ïîëèíîìèàëíî âðåìå. Òîçè ïðîáëåì å NP-òðóäåí.

J.L Ram��rez-Alfons��n, Complexity of the Frobenius problem,
Combinatorica 16 (1996), No. 1, 143-147.

NP-ïúëåí å àëãîðèòìè÷åí ïðîáëåì, êîéòî å NP è ðåøåíèåòî íà
âñåêè NP-ïðîáëåì ìîæå çà ïîëèíîìèàëíî âðåìå äà ñå ñâåäå äî
ðåøàâàíåòî íà NP-ïúëíèÿ ïðîáëåì. Ïðîáëåìúò å NP-òðóäåí,
àêî çíàåì, ÷å ñå èçïúëíÿâà âòîðîòî óñëîâèå, íî íå çíàåì äàëè
ñå èçïúëíÿâà ïúðâîòî, ò.å. ðåøåíèåòî íà âñè÷êè NP-ïðîáëåìè
ñå ñâåæäàò äî íåãîâîòî ðåøàâàíå, íî íå çíàåì äàëè ñàìèÿò
ïðîáëåì ìîæå äà ñå ðåøè çà ïîëèíîìèàëíî âðåìå.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Â ñâîÿòà ñòàòèÿ Ðàìèðåñ Àëôîíñèí äîêàçâà, ÷å òðúãâàéêè îò

àëãîðèòúì çà ðåøàâàíå íà ïðîáëåìà íà Ôðîáåíèóñ, ìîæå äà ñå

íàìåðè àëãîðèòúì çà çàäà÷à, êîÿòî å NP-ïúëíà:

Ïðîáëåì çà ðàíèöàòà (îò êîìáèíàòîðíàòà îïòèìèçàöèÿ)

Äàäåíî å ìíîæåñòâî îò ïðåäìåòè, âñåêè îò êîèòî èìà òåãëî è

ñòîéíîñò. Äà ñå îïðåäåëè áðîÿò íà ïðåäìåòèòå îò âñåêè âèä,

êîèòî äà ñëîæèì â ðàíèöàòà, òàêà ÷å òåãëîòî íà ïðåäìåòèòå â

ðàíèöàòà äà íå å ïî-ãîëÿìî îò ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíîòî, à

îáùàòà èì ñòîéíîñò äà å êîëêîòî ñå ìîæå ïî-ãîëÿìà.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Ñìåíÿìå çàäà÷àòà:

Çàäà÷à. Êàêúâ å ìèíèìàëíèÿò áðîé ïàêåòè, àêî èñêàìå äà

êóïèì n õàïêè Chicken McNuggets?

Ðåøåíèå

Ðàçãëåæäàìå ôîðìàëíèÿ ñòåïåíåí ðåä

f (x , t) =
1

(1− x6t)(1− x9t)(1− x20t)
=
∑

fnpx
ntp.

Êîåôèöèåíòúò fnp å ðàâåí íà áðîÿ íà íà÷èíèòå, ïî êîèòî
ìîæåì äà ïðåäñòàâèì n âúâ âèäà n = 6a + 9b + 20c è çà êîèòî
a + b + c = p.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



f (x , t) = 1 + x6t + x9t + x12t2 + x15t2 + x18(t2 + t3) + x20t

+x21t3 + x24(t3 + t4) + x26t2 + x27(t3 + t4)

+x29t2 + x30(t4 + t5) + x32t3 + x33(t4 + t5)

+x35t3 + x36(t4 + t5 + t6) + x38(t3 + t4) + x39(t5 + t6)

+x40t2 + x41t4 + x42(t5 + t6 + t7) + x44(t4 + t5)

+x45(t5 + t6 + t7) + x46t3 + x47(t4 + t5)

+x48(t6 + t7 + t8) + x49t3 + x50(t5 + t6) + · · ·

Íàïðèìåð, ìîæåì äà êóïèì 47 õàïêè â 4 ïàêåòà èëè â 5 ïàêåòà.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Àêî èñêàìå äà íàìåðèì êîè ñà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà

6a + 9b + 20c = n, a + b + c = p

ìîæåì äà ðàçãëåäàìå ôîðìàëíèÿ ñòåïåíåí ðåä

f (x , t1, t2, t3) =
1

(1− x6t1)(1− x9t2)(1− x20t3)
=
∑

xnta1 t
b
2 t

c
3 .

Çàäà÷àòà å îò ïîëèíîìèàëíà ñëîæíîñò

Çà äà íàìåðèì ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî 6a + 9b + 20c = n,çà
êîèòî p = a + b + c å ìèíèìàëíî, å äîñòàòú÷íî äà ðàçãëåæäàìå
ïðîèçâåäåíèåòî∑

6a≤n
x6ata1 ·

∑
9b≤n

x9btb2 ·
∑

20c≤n
x20ctc3 .

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Â ãîðíèÿ ïðèìåð A å ÷èñëîâà ïîëóãðóïà, S ñå ñúñòîè îò
åäèíñòâåíàòà ìèíèìàëíà ñèñòåìà îò ïîðàæäàùè, Ω å
îïåðàöèÿòà ñúáèðàíå. Ïðåäñòàâÿíåòî íà åëåìåíòèòå íà A ñ

ìèíèìàëåí áðîé ñúáèðàåìè îò S ìîæå äà ñå íàìåðè çà

ïîëèíîìèàëíî âðåìå.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Ïðèìèòèâíè åëåìåíòè

Íåêà A å àëãåáðè÷íà ñèñòåìà. Ïðèìèòèâåí åëåìåíò â A å âñåêè
åëåìåíò, êîéòî ïðèíàäëåæè íà ìèíèìàëíà ïîðàæäàùà ñèñòåìà
íà A.

Ðàíã

Íåêà G å ìèíèìàëíà ïîðàæäàùà ñèñòåìà íà A. Âñåêè åëåìåíò
a ∈ A ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà a = f (g1, . . . , gn),
{g1, . . . , gn} ⊆ G , êúäåòî a çàâèñè ñúùåñòâåíî îò âñè÷êè
g1, . . . , gn. Ìèíèìàëíîòî n, êîãàòî G ïðîáÿãâà âñè÷êè
ìèíèìàëíè ïîðàæäàùè ñèñòåìè íà A ñå íàðè÷à ðàíã íà a.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Ïðîáëåì

Êàê äà ïðåñìåòíåì ðàíãà íà åäèí åëåìåíò â ñâîáîäíàòà ãðóïà,

ñâîáîäíàòà àëãåáðà íà Ëè, ñâîáîäíàòà àñîöèàòèâíà àëãåáðà, â

àëãåáðàòà íà ïîëèíîìèòå è â äðóãè ñâîáîäíè îáåêòè â

ìíîãîîáðàçèÿ îò àëãåáðè÷íè ñèñòåìè?

Ïî-ãîðå ïðåäïîëàãàìå, ÷å ñâîáîäíèòå îáåêòè ñà ñ ôèêñèðàí
êðàåí áðîé ïîðàæäàùè.

Îòãîâîðè

Çà ñâîáîäíèòå àëãåáðè íà Ëè:
À.À. Ìèõàë�åâ, À.À. Çîëîòûõ, Ðàíã ýëåìåíòà ñâîáîäíîé
(p)-ñóïåðàëãåáðû Ëè, Äîêëàäû ÐÀÍ 334 (1994), No. 6, 690-693.

Çà ñâîáîäíèòå ãðóïè:
Ó.Ó. Óìèðáàåâ, Î ðàíãå ýëåìåíòîâ ñâîáîäíûõ ãðóïï,

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà 2 (1996), No. 1,
313-315.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Ïðîáëåì

Àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà ëè å çàäà÷àòà äà ñå íàìåðè

ïðèìèòèâíà ñèñòåìà, ïðè êîÿòî ñå äîñòèãà ðàíãúò íà äàäåí

åëåìåíò? Àêî çàäà÷àòà å àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà, êàêâà å

íåéíàòà ñëîæíîñò?

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Ïðîáëåì íà Áàðäàêîâ, Øïèëüðàéí è Òîëñòûõ

V. Bardakov, V. Shpilrain, V. Tolstykh, On the palindromic and

primitive widths of a free group, J. Algebra 285 (2005), No. 2,
574-585.
Íåêà A å ãðóïà, íåêà S å ìíîæåñòâîòî íà ïðèìèòèâíèòå
åëåìåíòè è íåêà Ω ñå ñúñòîè îò ãðóïîâàòà îïåðàöèÿ.
Äåôèíèöèÿ. Ïðèìèòèâíàòà äúëæèíà plength(a) íà a ∈ A å
íàé-ìàëêîòî ÷èñëî k òàêîâà, ÷å a = u1 · · · uk , êúäåòî u1, . . . , uk
ñà ïðèìèòèâíè åëåìåíòè. Ìàêñèìóìúò pwidth(A) íà plength(a),
a ∈ A, ñå íàðè÷à ïðèìèòèâíà øèðèíà íà A.
Ïðîáëåì. Äà ñå íàìåðè ïðèìèòèâíàòà äúëæèíà íà åëåìåíòèòå

íà A è ïðèìèòèâíàòà øèðèíà íà A.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Ïðèìåð

Íåêà Zpn å àäèòèâíàòà ãðóïà îò ðåä pn, êúäåòî p å ïðîñòî
÷èñëî. Åëåìåíòúò u ∈ Zpn å ïðèìèòèâåí òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî p íå äåëè u.
Àêî p íå äåëè a, òî a å ïðèìèòèâåí è plength(a) = 1.
Àêî p äåëè a, a = pa1, òî a = (1 + pa1) + (−1). Ñëåäîâàòåëíî
plength(a) = 2.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



A å d-ïîðîäåíàòà ñâîáîäíà ãðóïà Fd , d ≥ 2

Òåîðåìà. (Áàðäàêîâ, Øïèëüðàéí è Òîëñòûõ)

pwidth(Fd) =∞.

V. Bardakov, V. Shpilrain, V. Tolstykh, On the palindromic and

primitive widths of a free group, J. Algebra 285 (2005), No. 2,
574-585.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Ïðîáëåì íà Åëà Àéäúí

E. Ayd�n, Primitive decomposition of elements of the free

metabelian Lie algebra of rank two, Serdica Math. J. 43 (2017),
369-374.
Íåêà A å àëãåáðà, S � ìíîæåñòâîòî îò ïðèìèòèâíèòå åëåìåíòè,
à ìíîæåñòâîòî îò îïåðàöèè Ω ñå ñúñòîè ñàìî îò ñúáèðàíåòî.
Äåôèíèöèÿ. Àäèòèâíàòà ïðèìèòèâíà äúëæèíà plength+(a) íà
a ∈ A å íàé-ìàëêîòî ÷èñëî k òàêîâà, ÷å a = u1 + · · ·+ uk ,
êúäåòî u1, . . . , uk ñà ïðèìèòèâíè åëåìåíòè (àêî òàêîâà k
ñúùåñòâóâà). Ìàêñèìóìúò pwidth+(A) íà plength+(a), àêî
plength+(a) å äåôèíèðàíî çà âñè÷êè a ∈ A, ñå íàðè÷à àäèòèâíà
ïðèìèòèâíà øèðèíà íà A.
Ïðîáëåì. Äà ñå íàìåðè àäèòèâíàòà ïðèìèòèâíà äúëæèíà íà

åëåìåíòèòå íà A è àäèòèâíàòà ïðèìèòèâíà øèðèíà íà A.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Ìíîãîîáðàçèÿ îò àëãåáðè

Íåêà K å ïîëå è K{Xd} = K{x1, . . . , xd} å àáñîëþòíî
ñâîáîäíàòà íåàñîöèàòèâíà àëãåáðà. (Â íåÿ (x1x2)x3 6= x1(x2x3).)
Íåêà V0 ⊂ K{X∞}.
Äåôèíèöèÿ. Êëàñúò V îò âñè÷êè (íåàñîöèàòèâíè) àëãåáðè R ,
çà êîèòî

f (r1, . . . , rn) = 0 çà âñè÷êè f ∈ V0, r1, . . . , rn ∈ R

ñå íàðè÷à ìíîãîîáðàçèå îò àëãåáðè, îïðåäåëåíî îò
ïîëèíîìíèòå òúæäåñòâà îò V0.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Ïðèìåðè

I Ìíîãîîáðàèçåòî àñîöèàòèâíèòå àëãåáðè Assoc ñå îïðåäåëÿ
îò òúæäåñòâîòî

(x1x2)x3 = x1(x2x3);

I Ìíîãîîáðàçèåòî A íà àñîöèàòèâíèòå è êîìóòàòèâíèòå
àëãåáðè å ïîäìíîãîîáðàçèå íà Assoc, êîåòî ñå îïðåäåëÿ
êàòî ïîäìíîãîîáðàçèå îò òúæäåñòâîòî

x1x2 = x2x1;

I Ìíîãîîáðàçèåòî Lie îò àëãåáðèòå íà Ëè ñå îïðåäåëÿ îò
òúæäåñòâîòî çà àíòèêîìóòàòèâíîñò è òúæäåñòâîòî íà
ßêîáè, ñúîòâåòíî

[x1, x1] è [[x1, x2], x3] + [[x2, x3], x1] + [[x3, x1], x2].

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



(Îòíîñèòåëíî) ñâîáîäíè àëãåáðè â ìíîãîîáðàçèÿ

Íåêà V å ìíîãîîáðàçèå îò àëãåáðè è íåêà V ⊂ K{X∞} å
ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè òúæäåñòâà âúâ V. Òîãàâà V å èäåàë â
K{X∞}, êîéòî å íàïúëíî õàðàêòåðèñòè÷åí, ò.å. èçäúðæà âñè÷êè
åíäîìîðôèçìè íà K{X∞}. Ñ äðóãè äóìè, àêî v(x1, . . . , xn) ∈ V
è u1, . . . , un ∈ K{X∞}, òî v(u1, . . . , un) ñúùî ïðèíàäëåæè íà V .
Ôàêòîð-àëãåáðèòå

F (V) = F∞(V) = K{X∞}/V è Fd(V) = K{Xd}/(V ∩ K{Xd})

ñå íàðè÷àò îòíîñèòåëíî ñâîáîäíè àëãåáðè âúâ V, ñúîòâåòíî îò
èçáðîèì ðàíã è ðàíã d .

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Àëãåáðèòå F (V) è Fd(V) èìàò ñëåäíîòî óíèâåðñàëíî ñâîéñòâî.
Àêî R å àëãåáðà îò V, òî âñÿêî èçîáðàæåíèå X∞ → R ñå

ïðîäúëæàâà åäíîçíà÷íî äî õîìîìîðôèçúì F (V)→ R .
Àíàëîãè÷íî ñâîéñòâî å â ñèëà è çà Fd(V).

Ïðèìèòèâíèòå åëåìåíòè â Fd(V) ñà îáðàçèòå íà Xd ïîä

äåéñòâèåòî íà àâòîìîðôèçúì íà Fd(V).

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Ïðèìåð � (îòíîñèòåëíî) ñâîáîäíè íèëïîòåíòíè àëãåáðè

Íåêà N å ìíîãîîáðàçèå îò àëãåáðè, óäîâëåòâîðÿâàùè âñè÷êè
òúæäåñòâà îò âèäà (x1 · · · )(· · · xn) = 0 ñ âñåâúçìîæíè
ðàçïîëîæåíèÿ íà ñêîáêèòå.

Åäíî èçîáðàæåíèå ϕ0 : Xd → Fd(N) ñå ïðîäúëæàâà äî
àâòîìîðôèçúì ϕ íà Fd(N) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

åëåìåíòèòå ϕ0(Xd) ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè ïî ìîäóë F 2
d (N).

Ñëåäîâàòåëíî, u ∈ Fd(N) å ïðèìèòèâåí òîãàâà è ñàìî òîãàâà,

êîãàòî íå ïðèíàäëåæè íà F 2
d (N).

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Àäèòèâíà ïðèìèòèâíà äúëæèíà â Fd(N)

u =
d∑

i=1

αixi + v , αi ∈ K , v ∈ F 2
d (N).

Òúé êàòî x1 + v è −x1 ñà ïðèìèòèâíè è v = (x1 + v) + (−x1), òî

plength+(u) =

{
1, αi 6= 0 çà íÿêîå i = 1, . . . , d ;

2, αi = 0, i = 1, . . . , d .

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Ïîëèíîìíàòà àëãåáðà K [Xd ]

Ïðèìèòèâíèòå åëåìåíòè â K [Xd ] ñà îáðàçèòå íà x1 ïîä
äåéñòâèåòî íà ãðóïàòà Aut(K [Xd ]) îò àâòîìîðôèçìèòå íà
K [Xd ].

Ãðóïàòà Aut(K [Xd ]) ñúäúðæà ïîäãðóïàòà íà ïèòîìíèòå
àâòîìîðôèçìè, ïîðîäåíà îò àôèííèòå àâòîìîðôèçìè

xj → βj +
d∑

i=1

αijxi , αij , βj ∈ K , j = 1, . . . , d ,

êúäåòî ìàòðèöàòà (αij) å îáðàòèìà, ò.å. ïðèíàäëåæè íà GLd(K )
è òðèúãúëíèòå àâòîìîðôèçìè

xj → αjxj + fj(xj+1, . . . , xd), αj 6= 0, j = 1, . . . , d .

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Òåîðåìà (Þíã-âàí äåð Êóëê)

H.W.E. Jung, �Uber ganze birationale Transformationen der

Ebene, J. reine und angew. Math. 184 (1942), 161-174.
W. van der Kulk, On polynomial rings in two variables, Nieuw
Archief voor Wiskunde (3) 1 (1953), 33-41.

I Þíã � çà char(K ) = 0;

I âàí äåð Êóëê � çà ïðîèçâîëíî ïîëå:

Âñè÷êè àâòîìîðôèçìè íà K [X2] ñà ïèòîìíè.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Àâòîìîðôèçìè íà äðóãè ñâîáîäíè îáåêòè

Ïîíÿòèåòî ïèòîìåí àâòîìîðôèçúì ñå äåôèíèðà ïî ñúîòâåòåí
íà÷èí è çà äðóãè ãðóïè è àëãåáðè.

I Íèëñåí (1924): Àâòîìîðôèçìèòå íà ñâîáîäíàòà ãðóïà ñà
ïèòîìíè;

I Êîí (1964): Àâòîìîðôèçìèòå íà ñâîáîäíàòà àëãåáðà íà Ëè

ñà ïèòîìíè.

I Ìàêàð Ëèìàíîâ (1970), ×åðíèàêèåâè÷ (1971):
Àâòîìîðôèçìèòå íà ñâîáîäíàòà àñîöèàòèâíà àëãåáðà

K 〈X2〉 ñà ïèòîìíè.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



J. Nielsen, Die Isomorphismengruppe der freien Gruppen, Math.
Ann. 91 (1924), 169-209.
P. M. Cohn, Subalgebras of free associative algebras, Proc.
London Math. Soc. (3) 14 (1964), 618-632.
Ë. Ã. Ìàêàð-Ëèìàíîâ, Îá àâòîìîðôèçìàõ ñâîáîäíîé àëãåáðû

ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè, Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë. 4 (1970), No.
3, 107-108.
A. J. Czerniakiewicz, Automorphisms of a free associative algebra
of rank 2, I, II, Trans. Amer. Math. Soc. 160 (1971), 393-401; 171
(1972), 309-315.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Àâòîìîðôèçúì íà Íàãàòà íà K [X3]

M. Nagata, On the Automorphism Group of k[x , y ], Lect. in
Math., Kyoto Univ., Kinokuniya, Tokyo, 1972.

x1 → x1 − 2(x22 + x1x3)x2 − (x22 + x1x3)2x3,
x2 → x2 + (x22 + x1x3)x3,
x3 → x3

Íàãàòà: Òîçè àâòîìîðôèçúì å äèâ (ò.å. íå å ïèòîìåí),
ðàçãëåæäàí êàòî àâòîìîðôèçúì íà (K [x3])[X2].

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Õèïîòåçà íà Íàãàòà

Íåãîâèÿò àâòîìîðôèçúì å äèâ, ðàçãëåæäàí êàòî

àâòîìîðôèçúì íà K [X3].

Òîâà å åäíà îò äâåòå íàé-âàæíè õèïîòåçè çà àâòîìîðôèçìèòå
íà ïîëèíîìíèòå àëãåáðè. Äðóãàòà õèïîòåçà (îò 1939 ã., âñå îùå
íåðåøåíà) å:

Õèïîòåçà çà ÿêîáèàíà. Àêî ìàòðèöàòà J(ϕ) =

(
∂ϕ(xi )

∂xj

)
íà

ÿêîáèàíà íà åäèí åíäîìîðôèçúì ϕ íà K [Xd ] å îáðàòèìà íàä

K , òî ϕ å àâòîìîðôèçúì.

A. van den Essen, Polynomial Automorphisms and the Jacobian

Conjecture, Progress in Mathematics, 190, Birkh�auser Verlag,
Basel, 2000.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Òåîðåìà íà Øåñòàêîâ-Óìèðáàåâ (2002)

Àâòîìîðôèçìúò íà Íàãàòà å äèâ, ðàçãëåæäàí êàòî

àâòîìîðôèçúì íà K [X3].

Ó. Ó. Óìèðáàåâ, È. Ï. Øåñòàêîâ, Ïîäàëãåáðû è

àâòîìîðôèçìû êîëåö ìíîãî÷ëåíîâ, Äîêë. ÐÀÍ 386 (2002), No.
6, 745-748.
I. P. Shestakov, U. U. Umirbaev, The Nagata automorphism is

wild, Proc. Natl. Acad. Sci. USA 100 (2003), No. 22, 12561-12563.
I. P. Shestakov, U. U. Umirbaev, Poisson brackets and

two-generated subalgebras of rings of polynomials, J. Am. Math.
Soc. 17 (2004), No. 1, 181-196.
I. P. Shestakov, U. U. Umirbaev, The tame and the wild

automorphisms of polynomial rings in three variables, J. Am. Math.
Soc. 17 (2004), No. 1, 197-227.
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Ñëåäñòâèå

Àêî åäèí àâòîìîðôèçúì å äèâ êàòî àâòîìîðôèçúì íà

(K [x3])[X2], òîé å äèâ è êàòî àâòîìîðôèçúì íà K [X3].

Àëãîðèòúì íà Äðåíñêè-Þ (2001)

V. Drensky, J.-T. Yu, Tame and wild coordinates of K [z ][x , y ],
Trans. Amer. Math. Soc. 353 (2001), 519-537.
Ïðåäëàãà ñå àëãîðèòúì, êîéòî ïîçâîëÿâà â ïîëèíîìèàëíî

âðåìå äà ñå ðåøè äàëè äàäåí àâòîìîðôèçúì íà K [X3], êîéòî
ôèêñèðà x3, å äèâ êàòî àâòîìîðôèçúì íà (K [x3])[X2].

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Àâòîìîðôèçúì íà Àíèê íà K 〈X3〉
Õèïîòåçà. Àâòîìîðôèçìúò íà K 〈X3〉

x1 → x1 + x3(x1x3 − x3x2),
x2 → x2 + (x1x3 − x3x2)x3,
x3 → x3

å äèâ.

P. M. Cohn, Free Rings and Their Relations, 2nd Edition, London
Math. Soc. Monographs No. 2, Academic Press, London, 1985,
ñòð. 343.

Òåîðåìà íà Óìèðáàåâ (2007)

Àâòîìîðôèçìúò íà Àíèê å äèâ.

U. U. Umirbaev, The Anick automorphism of free associative

algebras, J. Reine Angew. Math. 605 (2007), 165-178.
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Àäèòèâíà ïðèìèòèâíà äúëæèíà â K [Xd ]

Òåîðåìà (Äðåíñêè) Àêî d ≥ 2 è f (Xd) ∈ K [Xd ],
deg(f ) = n ≥ 2, òî

plength+(f ) ≤
(
n + d − 1

d − 1

)
.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Èäåÿ çà äîêàòåëñòâîòî çà K [X2]

Àêî f (x1, x2) ∈ K [X2] å ïðèìèòèâåí è deg(f ) = n > 1, òî
õîìîãåííàòà êîìïîíåíòà îò íàé-âèñîêà ñòåïåí å îò âèäà

(α1x1 + α2x2)n.

Ïîëèíîìúò

f (x1, x2) = β0 + β1x1 +
n∑

i=2

ξi (x1 + αx2)i , α 6= 0,

å ïðèìèòèâåí.
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Ôèêñèðàìå ðàçëè÷íè íåíóëåâè åëåìåíòè α0, α1, . . . , αn íà K è
èñêàìå äà ïðåäñòàâèì f êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà
ïðèìèòèâíè ïîëèíîìè

u0(X2) = β0 + (γ1x1 + γ2x2) +
n∑

i=2

ξ0i (x1 + α0x2)i ,

up(X2) = γp1x1 +
n∑

i=2

ξpi (x1 + αpx2)i , p = 1, . . . , n,

êàòî çà u0 ïîñòàâÿìå óñëîâèåòî γ1x1 + γ2x2 è x1 + α0x2 äà
áúäàò ëèíåéíî íåçàâèñèìè.
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Òúðñèì ïðåäñòàâÿíå íà f âúâ âèäà

f = u0 + u1 + · · ·+ un.

Çà ôèêñèðàíà ñòåïåí i ≥ 2 íåèçâåñòíèòå ξpi ñà ðåøåíèÿ íà
ñèñòåìà îò ëèíåéíè óðàâíåíèÿ. Òàçè ñèñòåìà âèíàãè èìà
ðåøåíèå, çàùîòî ðåäîâåòå íà íåéíàòà ìàòðèöà ñà ðåäîâå íà
äåòåðìèíàíòàòà íà Âàíäåðìîíä è ñëåäîâàòåëíî ñà ëèíåéíî
íåçàâèñèìè.
Ëåñíî ìîæåì äà ïîäáåðåì êîåôèöèåíòèòå β0, γ1, γ2, γp1, çà äà
èçðàçèì àôèííàòà ÷àñò íà f ÷ðåç àôèííèòå ÷àñòè íà
u0, u1, . . . , un.
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Ñúùàòà èäåÿ çà äîêàçàòåëñòâî çà d > 2

Ôèêñèðàìå ðàçëè÷íè íåíóëåâè α1, . . . , αN , N =

(
n + d − 1

d − 1

)
, è

èñêàìå äà ïðåäñòàâèì f êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà

àôèííà ÷àñò +
n∑

i=2

ξpi (x1 + αpx2 + αn+1
p x3 + · · ·+ α

(n+1)p−2

p )i .

Çà ôèêñèðàíî i íåèçâåñíèòå êîåôèöèåíòè ξpi ñà ðåøåíèÿ íà
ëèíåéíà ñèñòåìà, êîÿòî âèíàãè èìà ðåøåíèå, çàùîòî ðåäîâåòå
íà ìàòðèöàòà ñà ðåäîâå íà äåòåðìèíàíòàòà íà Âàíäåðìîíä.

Êàêòî ñå âèæäà, ïðîáëåìúò çà ïðåäñòàâÿíåòî íà f êàòî ñóìà íà

ïðèìèòèâíè ïîëèíîìè å îò êëàñà P.
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Ñâîáîäíè ìåòàáåëåâè àëãåáðè íà Ëè

Íåêà Ld å d-ïîðîäåíàòà ñâîáîäíà àëãåáðà íà Ëè. Òÿ ñå
ðåàëèçèðà êàòî íàé-ìàëêîòî ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà
ñâîáîäíàòà àñîöèàòèâíà àëãåáðà K 〈Xd〉 = K 〈x1, . . . , xd〉
(àëãåáðàòà íà ïîëèíîìèòå íà d íåêîìóòèðàùè ïðîìåíëèâè íàä
ïîëåòî K ), êîåòî ñúäúðæà Xd = {x1, . . . , xd} è å çàòâîðåíî
îòíîñíî îïåðàöèÿòà êîìóòèðàíå [u, v ] = uv − vu.
Ïîäïðîñòðàíñòâîòî L′d = [Ld , Ld ] å èäåàë íà àëãåáðàòà íà Ëè
Ld , íàðå÷åí êîìóòàòîðåí èäåàë, è å ëèíåéíàòà îáâèâêà íà
êîìóòàòîðèòå [u, v ], u, v ∈ Ld . Ïî ïîäîáåí íà÷èí äåôèíèðàìå
L′′d = [L′d , L

′
d ]. Ôàêòîð-àëãåáðàòà Fd(A2) = Ld/L

′′
d å ñâîáîäíàòà

ìåòàáåëåâà (ðàçðåøèìà îò êëàñ 2) àëãåáðà íà Ëè.
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Ïðèìèòèâíè åëåìåíòè â Fd(A
2)

Ïðèìèòèâíèòå åëåìåíòè â Fd(A2) ñà îáðàçèòå íà x1 ïîä
äåéñòâèåòî íà ãðóïàòà Aut(Fd(A2)) îò àâòîìîðôèçìèòå íà
Fd(A2).

Ãðóïàòà Aut(Fd(A2)) ñúäúðæà ïîäãðóïàòà íà ïèòîìíèòå
àâòîìîðôèçìè, ïîðîäåíà îò ëèíåéíèòå àâòîìîðôèçìè

xj →
d∑

i=1

αijxi , j = 1, . . . , d ,

êúäåòî ìàòðèöàòà (αij) å îáðàòèìà, ò.å. ïðèíàäëåæè íà GLd(K )
è òðèúãúëíèòå àâòîìîðôèçìè

xj → αjxj + fj(xj+1, . . . , xd), j = 1, . . . , d .
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Ãðóïàòà Aut(Fd(A2)) ñúäúðæà ñúùî âúòðåøíèòå àâòîìîðôèçìè
(êîèòî ñà äèâè)

xj → xj + [xj , v ], v ∈ F ′d = [Fd ,Fd ], j = 1, . . . , d .

Åëåìåíòèòå íà F ′d(A2) ñà îò âèäà∑
i

αi [[xi1 , xi2 ], . . . , xin ], αi ∈ K , i1 > i2 ≤ · · · ≤ in, n ≥ 2.
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Òåîðåìà (Åëà Àéäúí)

E. Ayd�n, Primitive decomposition of elements of the free

metabelian Lie algebra of rank two, Serdica Math. J. 43 (2017),
369-374.
Íåêà f ∈ F2(A2). Òîãàâà:

I Àêî deg(f ) = 1, òî plength+(f ) = 1;

I Àêî deg(f ) = 2, òî f íå ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà îò
ïðèìèòèâíè åëåìåíòè;

I Àêî deg(f ) > 2, òî plength+(f ) ≤ 3.

Âåñåëèí Äðåíñêè Ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà�, 23.11.2018



Òåîðåìà (Äðåíñêè)

Íåêà d ≥ 3. Òîãàâà

I pwidth+(F3(A2)) ≤ 6;

I pwidth+(Fd(A2)) ≤ 7, àêî d ≥ 4.

È â äâåòå òåîðåìè ïðåäñòàâÿíåòî êàòî ñóìà îò ïðèìèòèâíè

åëåìåíòè å åôåêòèâíî è çàäà÷àòà ïðèíàäëåæè íà êëàñà P.
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Ñâîáîäíè ïîëèíèëïîòåíòíè àëãåáðè íà Ëè

Ñâîáîäíàòà ïîëèíèëïîòåíòíà àëãåáðà íà Ëè ñå äåôèíèðà êàòî

Fd(NcA) = Ld/[Ld , ld ]c+1, c ≥ 2.

Åíäîìîðôèçìúò ϕ íà Fd(NcA) å àâòîìîðôèçúì òîãàâà è ñàìî

òîãàâà, êîãàòî òîé èíäóöèðà àâòîìîðôèçúì íà ñâîáîäíàòà

ìåòàáåëåâà àëãåáðà íà Ëè Fd(A2) (êîÿòî å õîìîìîðôåí îáðàç
íà Fd(NcA).)
V. Drensky, Automorphisms of relatively free algebras, Comm.
Algebra 18 (1990), 4323-4351.

Ñëåäñòâèå

Åëåìåíòúò f ∈ Fd(NcA) å ñóìà íà ïðèìèòèâíè åëåìåíòè òîãàâà

è ñàìî òîãàâà, êîãàòî òîâà ñâîéñòâî ñå ïðèòåæàâà îò íåãîâèÿ

îáðàç â Fd(A2).
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Ñâîáîäíè àñîöèàòèâíè àëãåáðè K 〈Xd〉, d ≥ 2

Çà d = 2 âñè÷êè àâòîìîðôèçìè ñà ïèòîìíè è

Aut(K 〈X2〉) ∼= Aut(K [X2]).

Ñàìî ìíîãî ñïåöèàëíè åëåìåíòè íà K 〈X2〉 ñà ñóìè íà

ïðèìèòèâíè è òîãàâà plength+(f ) ≤ deg(f ) + 1.
Òåîðåìà (Øïèëüðàéí è Þ). Àêî αxi1 · · · xin å ìîíîì, êîéòî
ó÷àñòâà â çàïèñà íà ïðèìèòèâíèÿ åëåìåíò u(X2), òî ìîíîìúò

αxin · · · xi1 ñúùî ó÷àñòâà â çàïèñà íà u(X2). Ñ äðóãè äóìè,
ïðèìèòèâíèòå åëåìåíòè ñà ïàëèíäðîìíè.
V. Shpilrain, J.-T. Yu, On generators of polynomial algebras in

two commuting or non-commuting variables, J. Pure Appl. Algebra
132 (1998), No. 3, 309-315.
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Íåðåøåíè ïðîáëåìè

I Äà ñå íàìåðÿò åëåìåíòèòå íà K 〈X2〉, êîèòî ñå ïðåäñòàâÿò

êàòî ñóìà íà ïðèìèòèâíè.

I Êàêâî ñòàâà çà K 〈Xd〉, d > 2, è çà Ld , d > 2?

I Èìà ëè ãîðíà ãðàíèöà íà plength+(f ), f ∈ K [Xd ], d ≥ 2?
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