EIN ELEMENTARGEOMETRISCHER BEWEIS DES SYLVESTER —
FRANKESCHEN DETERMINANTENSATZES

0. Varga (Debrecen)

Herr E. Egervary lenkte meine Aufmerksamkeit auf das Fehlen
eines einfachen Beweises des im Titel erwidhnten Satzes. Insbesondere
verwies er mich auf eine Arbeit von G. B. Price [1}, wo dieser Um-
stand besonders hervorgehoben ist. Da ich mich schon frither mit der
Anwendung von p-Vektoren auf derivierte Matrizen beschiftigte [2],
war ich im Besitz eines solchen Beweises. Bei der Durchsicht der Lite-
ratur bemerkte ich, dass die Arbeit von L. Tornheim einen sehr einfa-
chen Beweis dieses Satzes enthilt, der vom rein algebraischen Stand-
punkt mit unserem Beweis im wesentlichen iibereinstimmt. Dass ich nun
meinen Beweis trotzdem veroffentliche, geschieht deswegen, weil er auf
einen 3usserst einfachen geometrischen Gedanken beruht, der bei Torn-
heim nicht zu finden ist und der, meiner Meinung nach, den eigentli-
chen Kern des Satzes bildet. Er besteht darin, dass eine Determinante,
bis auf das Vorzeichen, als Rauminhalt eines Parallelflachs aufgefasst.
werden kann, und die Determinante der p-ten Derivierten, der fragli-

chen Matrix, den Rauminhalt des Bildparallelflachs im Raume von (Z)

Dimensionen bedeutet.
Es sei A eine quadratische Matrix, deren Spalten durch die Kom-
ponenten der Vektoren a,, a,, ..., a, eines reellen Vektorraumes be-

stimmt sind. Mit
P =[a N 7
11 d [ 1 P]

bezeichnen wir die C) einfachen, aus den a; bildbaren p-Vektoren.

Wir legen eine Reihenfolge der (;) p-Vektoren dadurch fest, dass

wir fiir die Kombinationen p-ter Klasse der Indizes i, ..., i, eine feste
Reihenfolge wihlen. Dieselbe soll dann auch die Reihenfolge der Kom-
ponenten eines jeden einzelnen p-Vektors bestimmen.

Die quadratische Matrix (n -ter Ordnung, deren Spalten durch

die Komponenten, der in obiger Reihenfolge zu nehmenden p-Vektoren
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gebildet wird, ist dann bekanntlich die p-te Derivierte C,(4) von (4).
Den Wert der Determinante | C,(A); bestimmen wir daraus, dass der-
selbe die Masszahl des Rauminhaltes desjenigen Parallelflachs ist, das

von den Vektoren (1) im Raume von (n -Dimensionen aufgespannt wird.

Das Vorzeichen ist durch die Reihenfolge der Vektoren bestimmt. Dabei
stiitzen wir uns darauf, dass die Winkel- und Inhaltsmetrik der p-Vek-
toren (1) des n-dimensionalen euklidischen Vektorraumes in eine Win-
kel- und Lingenmetrik iibergeht, falls man diese Grossen als Vektoren

eines (:)-dimensionalen euklidischen Vektorraumes auffasst [3].
Sind nun die Vektoren a; zueinander orthogonal, dann sind es

auch die (:) p-dimensionalen Vektorrdume, die von den p-Vektoren (1)

n\ - . . .
aufgespannt werden. Im Rauine von ( Dimensionen sind diese Vek-

toren daher zueinander orthogonal, so dass der Absolutbetrag von |C, (A4)
gleich dem Produkt der Liingen der Vektoren (1) wird. Da nun die
Lidnge eines Vektors (1) gleich dem Absolutbetrag des p-dimensionalen
Inhaltes des p-Vektors ist, der (1) im n-dimensionalen Raume entspricht,
hat man fiir diese Lange

@ ||ai a1,
jalls @, die Linge von @; bezeichnet. Beachten wir nun, dass ein

festes a; in. insgesamt <Z___})p-Vektoren vorkommt, so finden wir
n—1i
(2) Absolutbetrag | C,(A)| = (|a,|... @) (5= =

(n-l)-
= Absolutbetrag A ‘r—
Es sei nun A wieder eine beliebige, aber regulire Matrix. Die
Vektoren a,, . .., @, sind dann linear unabhingig. Ist
a,=a,, G;=a,+4a,, G3=a;+¢ Eﬂ'#a-s, .

a.=a,+pa,+. .. +ﬁn—1‘_zn—1

das zu a,,. . a, gehorige cindeutig bestimmte orthogonale Vektor-
system, dann ordnen wir der Matrix A, die orthogonale Matrix

(3) A*= al, c e ey Z,,

zu. Den Ubergang von A zu A* bewerkstelligt man offensichtlich durch
schrittweise Ausfithrung derjenigen elementaren Umformung, die in der
Hinzufiigung des i-fachen einer Spalte zu einer anderen besteht. Daraus
folgt fiir die Determinanten dieser Matrizen

@) 4| = | 4%}
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Die betrachtete elementare Umformung induziert aber auch fiir
die p-te Derivierte C,(A) eine elementare Umformung. Es ist ja z.B. fir

a,—>a,=a,+/sa,

l@s, as, apri|=las as Qppa|t+Alay, as . ., ap].
Demnach hat man
(5) Absolutbetrag C,(A)| = Absolutbetrag C,(A*) =

n—1
= Absolutbetrag A;(P—l).

Wir wollen jetzt noch das Vorzeichen von C,(A) bestimmen. Dazu
erinnern wir an folgende wohlbekannte Tatsache: Ist die Determinante
A| positiv, dann konnen, bei Einfitlhrung geeigneter Parameter, die Vek-
toren a,,...,a, auf stetige Weise so in die Basisvektoren e,,..., &,
(e; mit Komponenten &;,) deformiert werden, dass dabei die Determinante
stets positiv bleibt. Falls die Determinante der A negativ ist, ist eine
stetige Deformation in die Vektoren —e,, e, ..., e, moglich, wobei die
Determinante stets negativ bleibt. Die stetige Deformation der Vekto-
ren a; zieht eine stetige Deformation der aus ihnen bildbaren p-Vek-
toren nach sich. Ist A positiv, dann geht dabei C,(4)inC,(| e, ..., e, )
iiber, bei negativem hingegen in C,( —e,, &, ..., &, ). Im ersten
Falle hat also C,(A) das Vorzeichen von A Im zweiten Falle
kommen in der Diagonalinatrix Cp(|—e,, €s,..., €,!|) genau (;':}) Ele-

n—i
menten —1 vor, das Vorzeichen von C,(A4) ist also |A] (P—l) . Daraus
folgt aber wegen (5) der Franke-Sylvestersche Satz

Co(A)| =iA\P
Eingegangen am 10. 1. 1957
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EJIEMEHTAPHO-TEOMETPUYECKO [AOKA3ATEJICTBO
HA TEOPEMATA HA CHJIBECTbP-®PAHKE

O. Bapra ([e6peuen)

PE3IOME

PaGoTaTta cbabpxa eIHO €JeMeHTapHO-reOMeTPHYeCKO JOKasaTeJ-
CTBO Ha JIeTEPMHHaHTHOTO TBXIECTBO, H3BECTHO NOJ HMETO Teopema
Ha CuaBecTbp-Ppanke. ToBa TBXKIECTBO CBbp3Ba JeTePMHHAHTATa Ha
efHa MaTpHua A W JerepMHHaHTaTa Ha p-TaTta npousBoaHa Ha A. [Ipo-
cTaTa HAes Ha J0Ka3aTeJCTBOTO Cé CbCTOH B TOBa, 4e C,(A) e c Tou-
HOCT J0 3HaKka paBHO Ha o0eMa Ha eJHH napaJjenenunel B NPOCTPaH-

n .
CTBOTO C (p) uamepenus. To3u o0eM ce MNpecMATa JECHO, TbH Karo

I'bJDKHHHTE Ha pbOOBeTe ca p-u3MepUMH 00eMH Ha p-BeKTOpHTE, 00pa-
3yBaHH OT M3XOfHaTa MaTpuua A. 3HAKbLT Ce NoJyyaBa NOCPeACTBOM
nedopMupane (CbC 3anasBaHe Ha 3HAaKa) Ha MaTpHlaTa A B eIHHHYHATa
MaTpHua (WaM B MaTpHLATa, OT/JHYaBalla ce OT eJHHHYHATa Mo eaHa —1)
u cborBetHaTa aedopmauns Ha C,(A)BC,y(ie,, . €, )umC,( —e,
€, e



SJIEMEHTAPHO-TEOMETPHYECKOE INOKA3ATEJIbCTBO
TEOPEMbI CUJIbBECTPA-®PAHKE OB OINPEINEJIUTEJIAX

O. Bapra ([e6peuen)

PE3IOME

Pabora cOMEPKHT 3JEeMEeHTapHO-reOMeTPHYECKOe [O0Ka3aTeNbCTBO
OIHOrO TOXNecCTBa, Ha3biBaemMoro Tteopemoii CuabBecTpa-Ppanke. Ito
TOXIECTBO CBSI3bIBAET OMpeJenHTe/]b OXHOM MaTpuubl A U onpeneauTesb
p-Toit mpousBogHoit ot A. [lpoctass umes H0ka3aTeibCTBa COCTOHT B
ToM, 4T0 |C,(A)| ¢ TOUYHOCTBIO 1O 3HAKa MOXHO PacCMaTPHUBaTh Kak

n
06BEM OLHOro mapaJjiesendrnena B MpPOCTPAHCTBE (p) H3MepeHHH. ITOT

06bEM MOXHO JIETKO BLIYHCJHTB, TaK KaK IJuHbI pe6ep sABAAOTCA 06be-
MaMH p-BEKTOPOB B MPOCTPAaHCTBE p H3MepeHHil, 0Opa30BaHHHX 3Je-
MeHTamMu MaTpHubl A. 3HaK noJyyaeTcs M3 PacCMOTPEHHil 3HaKOCOXpa-
HAoWeH nedopmaundu MaTpHubl A B eIHHHUYHOI MaTpHle (MIH B MaTpPHIE
OT/IHYAIOIIEHCH OT eJHHHYHOH HalHuHeM OJHOH — 1) H COOTBETCTBYIO-
weit ned)opimauuu matpuusl C,(A) B C,(ley, ..., e, ) nm B C, (ll—ey,
€, . el
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