QUELQUES REMARQUES SUR UN MODE DE GENERALISATION,
BASE SUR L’APPLICATION DES RACINES DE L'UNITE

A. Kharadzé (Thilissi)

Introduction. Il est bien connu, que les propriétés des racines de
’équation binome z*--1 -0 présentent une source abondante pour les di-
verses généralisations non seulement en algébre ou théorie des nombres,
mais aussi en analyse et théorie des fonctions. Les équations binomes pré-
sentent une espéce ,d’escalier algébrique* les marches duquel aménent
aux généralisations variées. Les unes de celles ont le caractére des ana-
logies formelles, les autres laissent paraitre les liens plus profonds
entre les objets considérés. En outre, les racines de 'unité portent
dans la structure des expressions analytiques une sorte de régularité,
de symétrie et ‘de simplicité. Il suffit de rappeler ici, par exemple, la
structure algébrique des racines des équations cycliques, la construc-
tion des fonctions spéciales, dont les séries tayloriennes ont des lacu-
Res symétriques; la forme des équations aux dérivées partielles d’ordre
superieur, généralisant I'équation de Laplace sur la base purement al-
gébrique (p. e. I'’équation de P. Humbert). Rappelons, encore, les divers
propositions de la théorie des fonctions, rattachées avec la distribution
des points sur le plan de variable complexe, par exemple, des points
d’interpolation, ou des points exceptionnels pour une famille de fon-
ctions univalentes — si ces points sont situés aux sommets des poly-
gones réguliers, les propositions correspondantes ont une formulation
plus simple. On pourrait indiquer beaucoup d’autres exemples.

Dans cet article nous utilisons les propriétés des racines de
'unité pour quelques généralisations spéciales. Le n°l est consacré &
Papplication d’une méthode de Tchakaloff-Favard de précision des théo-
rémes de la moyenne pour la famille des polynomes réels; puis, dans
le n°2 nous proposons une idée de linterprétation des coordonnées
complexes, fondée sur la considération des racines cubiques de Punité.
Dans le n®3 nous utilisons ces racines pour établir quelques formules
simples, attachées a un espace quasi-euclidien.

1. Application de la méthode de Tchakaloff-Favard a la précision
d’'un théoréme de la moyenne. Soit |f(x)} la famille des polynomes
réels tout au plus de dégré n. Alors, comme il suit d’un résultat de
P. Montel[9), il existe la constante absolue 0 (r)<1 telle que P'équation
de Lagrange
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(1) FM—=f(=D=2/(5)

a toujours une racine réele dans lintervalle [—0 (n), 6 (n)].

Quant 4 la valeur précise de 6 on doit a L. Tchakaloff le
résultat suivant fort élégant[16]: pour la famille des polynomes réels
tout au plus de degré 2n (ou 2n—1) il existe la racine de I’équation
(1) dans lintervalle (—4,,0,), ou b, est la plus grande racine du poly-
nome de Legendre de degré n; lintervalle (—b,, 8,) est minimal.

Les recherches ultérieurs de L. Tchakaloff et J. Favard ont mon-
tré* qu'il existe un Jien étroit entre le probléme de précision des
théorémes de la moyenne pour la famille des polynomes réels et les
polynomes orthogonaux de Tchebycheff correspondants 4 des poids
divers.

Dans ce n° nous considérons de ce point de vue une formule
analogue a la formule classique de Cavalieri-Simpson.

Soit w, une des racines primitives de I'équation binome z*¥—1=0,

3ni
wy=€* Considérons la fonctionelle linéaire [ M|g], définie par l'éga-
lité suivante

@) [eNfpl=@@th) oD@ttt @ (@l h),
o @ (2)=¢(2), a—réel, h>0.
Si, particuliérement, £=2, nous avons wy= —1 et, par suite,
a+h
[ang| =@ (a +/z)—<.b(a—h)=f¢ () dt.
a—h

En tenant compte de Pégalité
]+wk+' + wz 1301
nous pouvons écrire 'expression (2) de la maniére suivante

ke k—1 .a+w:h
Ko gl= 3 w1 (@ twph)— b (@)= wi [o(2) dz,
n=o a

n=0

ol Pintégration s’accomplit suivant les rayons d’un faisceau symétrique
avec le centre au point @, ayant des bouts aux sommets du polygone
régulier a+h,- , atwi A,

Cette fonctionnelle engendre un procédé d’orthogonalisation A
poids choisis et de cette manitre nous pouvons construire des poly-
nomes orthogonaux, généralisants des polynomes classiques. Si, par
exemple, a=0, 2=1 et la fonction de poids est constante, alors, le
polynome de Legendre généralisé, de dégré n=/km, satisfait a la con-
dition /¢ [P, (2) @a_y (2)]=0 pour tout les polynomes ¢,—,(2) tout au
plus de degré n—1. Nous avons considéré ce cas dans une note([l3|
dans le but d’application de la méthode de Tchakaloff-Favard 4 I'équa-

tion
f()+wp= f (o) tonf(@}™)=kf (),
* Voir par exemple [4], [5], [17], [18].
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analogue a celle de Lagrange* Ces polynomes généralisés a consideré
aussi A. Sharma|[12].

Il est 3 propos de remarquer ici, que K. Endl dans sa note [3] a
résolu récemment la question suivante: existe-t-il un procédé d’ortho-
gonalisation qui fournisse des polynomes orthogonaux de la forme
suivante

3) Qn(2)=ap z"'+alm, 2"~*+alp,, 2"+

oit n est un entier quelconque ?

Comme Pa montré K. Endl, 3 ce procédé se rapporte lintégra-
tion suivant I'étoile aux % rayons symiétriques. Or, c’est le procédé en-
gendré par la fonctionnelle /(»#». Comme il suit de la formule de Rod-

rigues généralisée, mentionnée dans notre note, citée ci-dessus, les po-
lynomes considérés ont justement la forme (3).

Revenons, maintenant, a la question principale de ce n”. Par appli-
cation d’'une formule de P. Montel [10], généralisant le théoréme de
Paccroissement fini dans le plan complexe, nous avons établi dans une
note [14] Pégalité suivante

k—1
4 1&MP1f]= Zow,':-'" Fla+wth) = % [ fla+h) L. .+f(a+mkt-1h)+

k2 p2k+1

ot F'(2)=f(2), |A|=< 1, n est l'affixe d’un point de polygone régulier avec les
sommets aux points a-+ &, a-~wh,..., a+wi=* k. 1l est clair, que si k=2,
begalité (4) donne la formule classique de Cavalieri-Simpson, car le po-
lygone dégénére en segment de I'axe réel [a—hk, a-+h], i=1, n—nom-
bre réel, satisfaisant a la condition a-- A<n<<a--hA.

Soit {f(2)} la famille des polynomes réels tout au plus de degré
quelconque fixe. Il est évident, que dans ce cas I{» " [f| et la somme

f(a+h)+ - + f(a-+ wk=*h)+k%f (a) sont réelles. Donc, se pose natu-
Tellement une question analogue au probléme de P. Montel concernant

le théordme de Rolle ou P'équation de Lagrange: comment se comporte
la quantité réelle : dans I’équation

>

Iga, h) [fj—k%f[f(a+h)+ . +f(a+w;—1h)+ k‘-’j-(a)]
k2 p2k+1

ey OO0

pour les familles particuliéres {f(x)} des polynomes réels?

* |1 est necessaire d'indiquer que dans la note citée nous avons considéré aussi
la fonctionnelle de deuxiéme espéce Jk [f] définie par une égalité analogue a (2),
mais lors de la correction des épreuves a été manquée la «condition F*¥~ 1 (z) = f(z).

De méme, la formulation de la proposition pace 26 demande a étre cerrigée—au lieu
du degré du polynome 2n il faut écrire & (2m — 1)+ 1.



142 A. Kharadz¢

Pour simplicité supposons a=0, h=1 et considérons, donc, I'’équa-
tion de la forme

(5) F(l)-}—wf"F(mk) +- Fw F(wﬁ“) =

k2 fik)

ot F'(x)=f(x).

La méthode de Tchakaloff-Favard conduit immédiatement A une
Suite speciale des polynomes orthogonaux, les racines extrémes desquels
définissent l'intervalle d’existence de & pour les familles {f(x); parti-
culiéres. Il suffit pour cela de représenter le reste de la formule (5)
par une intégrale définie, ce qu'on peut faire sans difficultés.

Considérons I'expression suivante

(6) Se= (k-—}-T)(Qk)! a)k f(l — mk-" z) 7% —14

+(k+ k-2 | fOR (2) dz.

Les fonctions
(1—wk="2)[2k—1+(k+1)wi—"2], n=0,..., (k—1),

ouent ici le role du poids et I'intégration s’accomplit suivant des rayons
de I'étoile avec le centre a lorigine. En tenant compte de la construc-
tion de la fonctionnelle /%", nous voyons que [exprcssion (6) peut

s’écrire de la maniére suivante

(k+1)l(2k)l (1= 2 ) * =t —1+(k-+1) 2z [foR(2)},

Dans le cas particulier, si £=2, I'étoile se réduit au segment [—1, 1]
et nous avons

Se=

1
3.4!

109 [(1— x P (143] x )f"")(x)]—-———~ f (1 —£y3(14-36) fOV(E)dt —

-4 4!f(l+t (1=36) fO¥) (f) dt =~ 4.!f(1 x P (1--31x) fV)(x) dx.

Or, cette intégrale est le reste de la formule de Cavalieri-Simpson sous
la forme de Peano.

L’accomplissement de l'intégration par parties dans la somme (6)
et application des propriétés des racines de l'unité nous donnera
'égalité suivante

S==hoNS 5 VO @) /@) +RfO)
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La comparaison de cette égalité avec (5) montre, que le reste de
la formule (5) peut étre presenté par I'expression —Sj.

Supposons maintenant, que la dérivée [?%)(2) satisfait a la con-
dition fO® (w,t)==f@R(f), 0<t<.1. Alors, comme il suit du calcule
simple, S, se transforme en intégrale définie

Skzkf(l—t)"’—‘ [E—1-L(kL1) 4] fOD (F)dt.

La condition de la continuité nous donne

¢ RSO
CET (R )2k 1)

et, par suite, nous obtenons de nouveau la formule (5).

Alors, il est facile de voir que la question posée dans ce n” se
résout immédiatement par la méthode de Tchakaloff-Favard.

Soit @, (x), D(x),..., Pn(x),... la suite des polynomes or-
thogonaux de Tchebycheff, correspondante au poids (1—x)%*-'[k—1+
+(k+1) x] sur le segment [0, 1].

Si {f(x)} est la famille des polynomes réels tout au plus de
dégré km et satisfaisants a la condition fO% (), x) = (x), alors
il existe la racine :* de I'équation

1= il OV D+ of )R O]
B0 ()

(R+1)(2k+1)

dans lintervalle [o, A] olt « et 8 sont les racines extrémes de poly-

néme @P,(x) de dégré convenable. Le cas k=2 correspondant a la
formule de Cavalieri-Simpson, est considéré par L. Tchakaloff [17], [18].

0<s<l

-+

2. Sur une iInt:cprétation des coordonnées complexes, fondée sur la
considération des racines cubiques de I'unité. Nous designons dans ce

i
qui suit la racine cubique ¢ * par w. Il faut considérer le contenu de
ce n% comme des remarques de caractére méthodique.

A un certain point de vue les racines cubiques de Il'unité méri-
tent une considération particuliere. Nous utilisons ici ces racines pour
Pintroduction de la notion des ,projections complexes“ ,de bivecteur,
analogues aux projections réelles de vecteur suivant des axes. Ce point
de vue peut étre utile pour la construction de la théorie géométrique
des fonctions de variable complexe. Si la méthode traditionelle de re-
presentation des quantités complexes nous ameéne a l'étude de dépen-
dance fonctionelle entre les variables x+iy et u--iv, comme de cor-
respondance entre les points de deux plans, 'idée que nous proposons
ici est fondée sur la considération des couples de quantités complexes

kT
(x4 wg, ¥y + wn), (0—e *), comme des coordonnées de ,deux-points*
ou ,aiguilles“.*

¥ Voir aussi [15].
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Ces derniéres années ont été publié quelques articles dans lesquels
s’emploie ,l'aiguille“, comme l'image géometrique de divers ensembles
de nombres. Par cexemple, L. Locher-Ernst (7], [8] propose de représenter
le point imaginaire avec les coordonnées x=zs+ig, y=n-+in, z==¢+if,
comme une ,aiguille“ ayant Porigine et le bout, conformément, aux
points A(s, n, &) et B(c+ &, »+n', - +¢) H. Dallman[l] considére le
point (a, b, ¢, d) d’espace de quatre dimensions, comme unec ,aiguille®
avec l'origine au point (a, 6) et le bout au point (c, d).

Il nous semble, que ces constructions sont un peu artificielles,
tandis que la représentation de couples de quantités complexes (x+wg,
¥+ wn) ou d’ensemble de trais quantités (x 4wz, ¥y + wn, 24 @)
par une ,aiguille* ou, comme nous disons, par le ,deux-points“ sur le
plan ou dans Pespace, donne I’extension la plus naturelle de coordon-
nées réelles.

Ainsi done, considérons I'expression
(7) a+owb+w?c

3;-:_{

ot a, b, c — réels, w=e?, (0?=—1—w). Cette somme a un certain
point de vue présente la ,différence généralisée“ de trois nombres a,
b, c, 'analogue algébrique de différence de deux quantités. En effet,
'expression (7) est la méme combinaison bilinéaire de deux systémes
des nombres a, b, ¢ et 1, o, w? comme la différence a—b, qui est
aussi la forme bilinéaire des systémes a, b et 1, —1 (racines carrées
de l'unité). Si b=c Dexpression (7) se transforme en différence
ordinaire a—b; si a=b=c, la somme (7) est égale * zero. Puisque
a+ wb+w*=a—c+w(b—c) et a, b, c-réels, il est évident, que
'expression (7) s’annulle seulement dans le cas a=b=c.

Passons maintenant a l'illustration géométrique. Pour plus de clarté
nous considérons parallelement deux systemes ordonnés des points par

rapport des axes orthogonaux. Soit, d’abord, AB un vecteur défini par
la couple ordonnée de deux points sur le plan A (x’, y'), B(x, y). Les
différences

x—x', y—y
sont les projections orthogonales de ce vecteur. Si x'=y =0, nous
avons le rayon-vecteur définissant un point avec les coordonnées

(x, ¥).
Puis, copsidérons le systéme ordonné des trois points sur le plan

M (¢, 77')’ N(S: n), P(x, )

qui A son tour définit une couple ordonnée des vecteurs {MN, MP}—
bivecteur avec le point initial M (¢, n') et des vecteurs composants

MN et MP. 1l est naturel d’appeller par ,projections complexes* de

bivecteur {MN, MP) les ,différences généralisées*

2al
XHwitw?', yton+ oy, w-=e?.

Si &'=n"=0, c'est a dire, si nous faisons la translation du point ini-
tial de bivecteur en origine, alors nous obtenons le ,rayon-bivecteur*
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définissant par ses bouts un ,deux-point“ avec les coordonnées com-
plexes
X+ o y+on

De la méme maniére, la suite ordonnée de trois points dans
l'espace
ME ) N@En o Plxy, 2)

définit une couple ordonnée des vecteurs {MN, MP}—bivecteur avec
les ,projections complexes“

xtwito?t, Y+ on+o, z4or+ o

Si £ =»n =¢ =0, nous avons le ,rayon-bivecteur* définis-

sant dans l'espace le ,deux-points“ [ﬁﬁ] avec les points composants
N, n ¢), P(x, y, 2); les coordonnées complexes de ce ,deux-points,
sont

X+ owE Yyt oy ztort

Donc, en généralisant la notion de différence, nous faisons le
passage de projections réelles de vecteur A ,projections complexes“
de bivecteur, et par cette voie nous introduisons les coordonnées com-
plexes de ,deux-points“.

Le carré de ,norme“ de ,deux-points“ sur le plan s’exprime par
la forme quadratique (x+w¢)(x+w?¢)+ (y+wn) (y+ow?y) et, par suite,
le carré de ,distance“ entre deux ,deux-points“ peut se definir par la
forme correspondante. De méme dans l’espace.

Considérons, maintenant, une équation exprimante la dépendance
fonctionnelle entre deux variables x+wg¢ et y+wn

®) Y4 on=f(xtwg)=y(x, &)+wn(x, ).

Il est facile de donner l'interprétation géométrique de cetie réla-
tion, de laquelle découlent immédiatement deux équations

y=y(x &) n=n(x &

La premiére présente une équation de la famille des courbes pla-
nes, dépendante de paramétre &, et la seconde — de deuxiéme famille,
pour laquelle la variable x joue le rdole de parametre, tandis que § et
n sont les coordonnées courantes. Douc, pour la construction de ,deux-
points“ satisfaisante d 1'’équation (8) nous pouvons nous comporter de
la maniére suivante: en fixant : dans I'équation y=y(x, &), nous choi-
sissons de cette famille la courbe déterminée C; et en méme temps
nous marquons sur l'axe (x, &) le point :** Puis, en fixant x dans
équation n=y(x, &) nous obtenons la courbe correspondante C, de
la deuxi¢me famille et & son tour marquons sur le méme axe (x, ¢&) le
point x. Ainsi, les valeurs fixées & et x définissent y et # et il nous
reste, maintenant, i construire 'ordonnée y de point de C;, correspon-

Il est claire, que les projections de bivecteur sont invariantes par rapport de
translation, car a+ wb+ w*c=a—a -+ w (b—a)+ w* (c—a), a — arbitraire.
#* (x, &) signifie qu'on considére I'axe comme double.

10 MspeeTnn na MaTematHueckus WHCTHTYT, Tom I, K, 2
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dant a Pabscisse x et d’un autre cété —- 'ordonnée 5 de point de C,,
correspondant a I'abscisse ¢&.

L’idée de considération des variables complexes x4 ws et y+wn,
comme des coordonnées de ,deux-points“ sur le plan, nous donne une
méthode naturelle pour extension de fonction de variable réelles .au
domaine complexe.

Si nous avons une relation entre les variables réelles x et y

9) y=f(x)

et /" est la courbe correspondante, alors en faisant I'extension de cette
équation au domaine complexe par la relation

Y+ on=f(x + wg)

nous obtenons, comme on voit ci-dessus, ’ensemble de deux familles
de courbes, en d’autres termes, le réseau plan, contenant la courbe 7.
Si £=0, =0, le réseau dégénere en cette courbe unique et nous re-
venons * I'image géometrique initiale.

Il faut rémarquer ici, que dans la maniére ordinaire d’extension de
I'équation (9) par la rélation

u+iv=f(x+iy)

Iimage géométrique reste isolée, en ce sens, que si y=0, v=0, I’équa-
tion u=f(x) ne nous donne pas la courbe initiale /, car tous les deux
symboles u et x se présentent coordonnées de la méme dénomina-
tions — les abscisses de deux points, tandis que dans [Iinterprétation
des expressions x + wg, y + wn, données ci-dessus, les nombres x, ¢
sont les abscisses et y, n — les ordonnées. Ce dernier point de vue,
comme nous avons déja souligné, approche la théorie des fonctions de
variable complexe a I'analyse réelle.
Par exemple, le réseau de courbes, défini par la relation

(10) Y+ on=a,(x+wi)*+a, (X + ©g)+a,

oit a, a,, a, — constantes réels, (w?=—1—wm), présente |'extension
géométrique au domaine complexe de la parabole y=a,x?+a, x 4+ a,, qui
est ,plongée“ dans ce réseau. Comme on voit de I'équation (10), le
réseau mentionné consiste de deux familles de paraboles

Y=a,x4a, x—a,s*+a,, (£ — le parameétre)

n=—ay2+(a,—2a,x) & (x — le paramétre)

Cet exemple montre, que I'extension du polynome réel a,x?+
-+ a X+ a, au domaine complexe au point de vue géométrique signifit,
qu'en ,plongeant“ la parabole y=a,x? 4 a, x + a, dans le reseau cor-
respondant, nous considérons cette courbe dans une ,variété parabo-
lique“ des ,deux-points“.

En revenant au cas général, il est facile de voir, que les condi-
tions de dérivabilité de fonction y 4 wn par rapport a x-+wg s’exprime
par les égalités analogues aux conditions de Cauchy-Riemann, a savoir
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dy _0dn_ 9y
ox 05 0:’
dy 0Oy
ds ox’
olt autrement
9y _odn_dy
ds 0t 0x’
dn_dy 0n
ox 0x 0:

Les fonctions y(x, &), n(x, § sont les solutions de I'équation
o’u  JPu
ox# Taxo: T o =0

Il est clair, que dans la classe des fonctions analytiques les ré-
seaux plans correspondants possédent des propriétés spéciales, don-
étude peut servir de source pour la théorie géométrique des fonct
(tions.

Considérons, maintenant, la relation

11) z4w:=F(x+ws ytong)=2(x, ¥, & n+or (X, ¥, & n)

représentant z+w; comme une fonction de deux variables complexes.
De cette relation découle

(12) z=z(x, ¥ & u)y r=¢(x, ¥ 5 )

Si dans la premiére des ces équations nous supposons, que X, y, 2
sont les coordonnées courantes, et &, n jouent le role des paramétres,
alors cette équation définit une famille de surfaces, dépendante de
deux paramétres. De méme maniére supposons, que dans la seconde
équation les & #n, ¢ sont les coordonnées courantes, et x, y — les pa-
ramétres; nous obtenons donc, la deuxiéme famille des surfaces, dépen-
dant des parameétres x, y. En tenant compte, que x+-mg, y+4my, z+mg
sont les coordonncées complexes de ,deux-points“, nous voyons, que
I’équation (11) définit une variété de .deux-points“ dans I'espace et un
~réseau“ correspondant, qui consiste dans ce cas de deux familles de
surfaces. Donc, si nous avons une relation entre trois variables réelles

(13) z2=F(x, y),

alors, l'extension de cette équation au domaine complexe signifie de
~plonger“ I'image géométrique de (13) dans la famille double des sur-
faces, définies par les equations (12). Par exemple, I'équation

a(x+ &)+ b(y+ wn)+ c(z4+w) +d=0,

oit a, b, ¢, d sont des constantes réelles, au point de vue géométrique
présente une variété linéaire de ,deux-points, contenant en particu-
lier le plan réel ax+4by+cz+d=0.
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3. Quelques propositions simples aftachées a un espace quasi-eucli-
dien. Les racines de l'unité représentent un instrument algébrique utile
pour la construction des fonctions et des équations spéciales. Beau-
coup d’ouvrages sont consacrés, par exemple, aux fonctions de P. Ap-
pell, généralisant des fonctions circulaires ou hyperboliques, aussi a
équation de P. Humbert, analogue a I'équation de Laplace. Au fond
de ces constructions se trouvent les racines de l'unité.

Il est connu* que ’équation d’Humbert et les fonctions d’Appell
sont liées avec des divers éléments d’un espace quasi-euclidien, comme,
par exemple, ,la distance au sens d’Appell“, ,les directions orthogo-
naux au sens d’Appell“ etc.

Dans ce n° en utilisant les racines cubiques de l'unité, nous in-
troduisons la notion de ,courbure au sens d’Appell“, analogue a la
courbure ordinaire de la courbe plane et nous montrons que le long
des lignes u —const, v=const de surface

(14) x=rP(u,v), y=rQ(u,v), z=rR(1,v), r—constante

ot P(u, v), Q(u, v), R(u, v) — les fonctions d’Appell, la courbure
quasi-euclidienne est constante. En outre, nous obtenons une for-
mule simple pour la ,réctification au sens d’Appell“ des courbes gau-
ches d’une classe particuliére.

Soit
(15) x=f(t), y=o(), z=y(¢)
les équations d’'une courbe quelconque. Considérons I'expression™**
_1 Y.z , Y 2_2_')“’
(16) a= ln[(l—f—x,—}—x,)(]—}—() x,+w g

9 Y ' \w?
| (l—+—w —,+w—~,> }
It

oit w=e?, x', y!, z' les dérivées par rapport de £. Par sa construction
algébrique cette expression est analogue a la fonction arctg“i, (dans la

représentation logarithmique). Si do est ,l’élément linéaire au sens
d’Appell“, a savoir

3
(17) do=Y\ x34+y3423_3x"y 2 di,

on peut définir ,la courbure au sens d’Appell* de la courbe (15) au
point M (f) par T’expression suivante

dll
(18) K=

* Voir, par exemple, [2]. Dans un article [11], publié il y a prés de deux ans,
M. Rogculet a de méme indiqué cette liaison.

*# Certainement, on suppose que toutes les conditions ont été¢ remplies, afin
que les expressions considérées ici conservent leurs sens.
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En tenant compte des égalités (16) et (17), le calcul élémentaire
nous donne la formule

(19) =X P xZ)ty (27— x,v)Jrz"(x’2 -y'z’)
(X3 +y"+2%-3x" y 2')%

Rappelons, maintenant, que les fonctions d’Appell se définissent
par la rélation suivante

et =P (1,v)+wQ 1, v) +w*R (u, ).
Elles sont lies par 'égalité algébrique
P3HQ*+ RP—3PQR=1

et, par conséquent, les équations (14) représentent une surface de troi-

siéme ordre
x34-y3+4-23—3xyz=rd,

pour laquelle, comme on sait, les courbes u=const et v=const sont
des lignes asymptotiques.

Puisque les fonctions d’Appell satisfont aux rélations différen-
tielles

0P OR dﬁR_Q QQ_(E_QQ_Q_R
Ju Ov ow®  ou odv ouw
OR_9Q _&*Q _ ,
ou ov  our "’
Papplication de la formule (19) nous donne immédiatement, que le long
des lignes v = const

]
Ku ="

,
et le long des u-==const K,=0

. do 1 .
Puisque le long des v=const nous avons o =7 alors, en choi-
o

sissant la valeur initiale de maniére convenable, nous pouvons écrire
o=ra.

Cette égalité exprime pour des lignes mentionnées une propriété quasi-
euclidienne, analogue a la propriété de I’arc de circonférence.
Passons & une autre question. Considérons une famille des plans

(20) xA(t)+yB()+2C (&)=f ()
dépendante d'un parametre ¢ ou f(¢£) est la fonction donnee et A(Z),
B(t), C(f) sont définies par les égalités

Ay P, a), B(t)--Q(¢, a), C(t) —R(t, a), a—constante.

Par le calcul simple on peut établir une formule pour ,la récti-
fication au sens d’Appell* d’aréte de rébroussement de surface déve-
loppable — envelloppe de famille (20).
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En effet, la dérivation successive de I'équation (20) et la solution
du systéme correspondant nous donne les équations d’aréte de re-
broussement

x=fOA(=)+f (O B(—=t)+f (1) C(—0),
(21) Yy=fOC(=OH+f O A=)+ ) B(-1),
z=f@O)B(=O+/ (OC(=)+/" () A(=0)

Donc, pour le cube ,d’élément linéaire au sens d’Appell*, nous

avons
do® —dx® { dy'+d2?—3dxdydz=

(=S P+ =P+ =P =3 =)V =N =) at

et, par conséquent, arc quasi-euclidien de la courbe (21) est donné par
la formule

@2 o [yt (= fp £ =P =B = A =N = Tt

analogue A la formule connue de Legendre pour la rectification d’en-
veloppe de la famille des droites

x cost4ysint=f(?).
Si la fonction f(f) satisfait a la condition f”(f)—f(f)=0, alors dans
ce cas la formule (22) donne immédiatement

o fi)—f@)+c.

A la fin, nous voulons attirer I'attention sur un probléme, attaché a
un resultat de L. Ilieff sur la distribution des zéros d’une classe de
polynomes. Soit p(z) le polynome, dont les zéros sont situés dans la
bande «-"R(2)<p. Si a0 et f(f) est une fonction croissante dans
lintervalle (0, a), alors, comme le montra L. llieff [6], les zéros des
polynomes

a

JIOlp @+ +pe=0ldt et [1(h)]p(z-t)—p—t)dt
0 0
sont situés dans la méme bande.

Au point de vue adopté dauns notre article il est intéressant, qu’est
ce qu'on peut dire sur la distribution des zéros des polynomes

[1Olp++p(a+otyt +p (ztwt-1b)dt,

JTOlpEtotof petott-  top o o)dt,
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JTOp D +mpEtort)t- obiptaln)d,

wp=¢e?3 ’

les conditions mentionnées ci-dessus se conservent ?
Recu le 6. 2. 1957
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HAKOM 3ABEJEXKII BbPXY EAWH HAYMH HA OBOBUIEHHE,
OCHOBAH HA TINPHJ/IOZKEHHETO HA KOPEHHWTE
HA EJHWHHLIATA

A. K. Xapanae (T6uauch)

PE3IOME

B paGorara ce jasa upujoxesHe Ha Mmeroaa Ha Yakanos-Papap
3a yTouHsBaHe Ha o6oOuledata ¢opmyaa na Kasanuepu-Cumncow (5) B
ceMefCTBOTO Ha peallHHTe NOJHHOMM. H3noasysar ce cBoficTBa Ha KO-
peHHTe Ha eJHHHLATa 33 CNELHaJHHA NpoleC Ha OPTOrOHAaJU3aUHs MO
JLYHTE Ha eJHa 3Be3la.

[To-saTaTbk, H3nON3yBalkH KyOH4YHHTE KOpeHH Ha eIHHHLATa, aB-
TOPBT BbBEXJA MOHATHATA 32 KOMIVIEKCHH MNPOeKUHH Ha OHBEKTOpa H
KOMIVIEKCHH KOOPAHHATH Ha ,JBOETOYHA“, C 1eJ [a NOAXOAH KbM reo-
METPHYECKATa TEeOPHs Ha KOMIJIEKCHHTE QYyHKLHH OT HOBa IJeJHa TOUKa.

Hakpasi ce pasrsiexnaT HSIKOM KBa3H-eBKJMAOBH OOEKTH B IMpPHJO-
MeHHe KbM onpelieJleHH KJacH NPOCTPaHCTBEHH KPHBH. 3a OCHOBa H
TYK Ca MPHETH KyOHYHHTE KOPEHH Ha eNHHHIATa.



HEKOTOPBIE 3AMEUAHUS Ob OJIHOM CIMOCOBE OBOBILUEHHS,
OCHOBAHHOM HA [MPMMEHEHHU KOPHEM W3 EAWHULIBI

A. K. Xapan3se (TGuanch)

PE3IOME

B paGore pnano npumenenHe metoma Yakanosa-PaBapa K yTOY-
HeHHl0 0006ulenHol ¢opmyabt KaBanbepu-Cumncona (5) B cemeiicTse
1eACTBHTENbHEIX MHOIOY/JIEHOB. 34ech HCMOJb3YIOTCA CBOHCTBa KOpPHeH
H3 eJIHHHLUb M5 CNeUHaJbHOro NpoLecca OPTOroHaAH3alHH MO Jyyam
3Be3]1bl.

Hanee, nonbsysicb KyOGHYeCKUMH KOPHSIMH H3 €JMHHLbI, aBTOp BBO-
AWT TMOHATHA O KOMIVIEKCHRIX NPOEeKUHAX OHWBEKTOPAa H KOMIJIEKCHBIX
KOOPAHHATAX ,JBOETOYHA“, C LeJbIO NOAX0JA K reOMeTPHYECKOH TEOPHH
QYHKUNHA KOMNJIEKCHOro NMepeMEHHOro C HOBOH TOYKH 3PEHHS.

Hakonel, paccMaTpHBalOTCS HEKOTOpHle KBasH-3BKJHAOBH O0BEKTH
B [PHMEHEHHH K OMNpeJeNedHbIM KJAacCaM MPOCTPAHCTBEHHHIX KDHBHX.
3a OCHOBY M 31ech MPHHATH KyOGHYeCKHe KOPHH H3 eIHHHIH.
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