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BbnpochT 3a MexaHHYHHTE OTHaCiHHA Ha ellHa eJHHCTBEHa, Beye
06pa3yBaHa CHMMETPHYHa BMXPOBa ABOiiKa 3aJl KPBIOB UMJAHHIBD, Napa-
JIe/IH0 06THYaH OT HaeaseH Qayna, e MocTaBeH H pasrienad oT L. Foppl
[1] ¥ H. Rubach [2] TBbpae oraasHa, HO M 0 AHEC € OCTaHaJ He3a-
NOBOMHTeNHO pelleH. Bbnpexkn ToBa pe3syatatute Ha Foppl u Rubach
Ce cpewar B pefiHlla KypPCOBE H E€HLMKJOMEeIHH 0 XHAPOAHHAMHKa [3] —
6], usxkbre c nssecTHH FpellKd H HEMbJHOTH, Apyrage C HETOYHH (u-
3HYHH TBJKYBaHHA, KOHTO ce MpaBsiT OHJIO OT YHCTO TEOPETHYHHTE pas-
IMIeXNaHus Ha MaTeMaTHYeCKHs Mojaea Ha Foppl, 6uno OT ONHTHO-TEO-
PeTHYHHTe wM3cneaBaHWs M NpHGIHIKEHH npecMsaTanus Ha ¢ororpaduye-
CKHA Momen Ha Rubach. [lpH ToBa, KaTo ce H3KkaO4H elHa GesexKa Ha

Tomotika u N. Sugawara |7]¥, opyrd H3cnelBaHHsi Ha TO3H
KJlacHYeckH BBNPOC He ce cpelar. **

* Taan Genexka M3NPaBA eAHd TeXHHYecKa rpelwka vbB gopmyaata Ha FOppl 3a
CbIPOTHBAEHHETO, 38 KOATO aBTOpHTE B3eMaT moBon ot eaHa pabora Ha W. G. Bick-
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B Hacrosimiata paboTa aBTOpHTE CH NOCTAaBAT 3a 3ajavya Ja jAaaar
TOYHO H N'bJAHO pelleHHe Ha mnpo6JeMa ,LUHJAHHABLP-BHXPOBA IBOHKA®,
KOeTO Ja XBBPJHM CBETJIHHA KAaKTO BbPXYy KHHEMaTHKaTa Ha BHXpOBaTa
IABOfiKa, TaKka CbIIO W BbPXy CBBP3AHOTO C JIBHKEHHETO H H3MEHEeHHe
Ha CBHNPOTHBJIEHHETO Ha NHJHHABPA. LIHOBpeMeHHO ¢ TOBa B Ta3H pa-
6oTa ce YTBBbPXKIABaT H paslUMpsiBAT OHHA OT pedysaTtaTHre Ha FOppl,
KOHTO CJeABaT eIMHCTBEHO [0 TeOpPeTHYeH bT OT B'hBEIEHHS MOJeJl,
0e3 1@ ce CMeCBAaT C KaKBMTO M JAa Ouno (paKTH, H3BJeYeHH OT Halaw-
JIaBaHOTO sIBJIEHHE.

I1lo ce oTHacs no oOcera Ha NpHJIOXKEHHe HA Te3H pe3yJTaTH, aB-
TOPHTE CYMTAaT, Ye C HACTOAIIOTO pasr/exiuaHe TOH lie ObAe pa3UIMHpPeH.
OT excrnepuMeHTaJHUTe NPOBEPKH Ll€ Ce BHAH NOKDBIE H JOKOJKO H3-
OpaHHAT MoJe/] e IojeH M 3a npakTHyecku uenad. HesaBucumo oT Tasu
CTpaHa Ha Bblpoca o0aye XHAPOAMHAMHYHHAT NpobieM, KOHTO ce pas-
raexnaa Tyk, € cav no ce0e CH He JIHILEH H OT CaMOCTOSITENIHO Teope-
THYHO 3Ha4yeHHe, Tbil KAaTO TOH MpPeACTaBA €AHH MPHMEP, KbAETO € Bb3-
MOXHO TOYHO 3aTBOPEHO pellleHHe H reOMEeTPHUYHO HJIOCTPHpaHe.

§ 1. ONPEXENAHE W NOCTPOEHKE HA TPAERTOPHHTE HA BHXPOBATA JIBOHKA

1. Monen Ha L. Foppl

KoMnaexkcHHAT MOTEHIHAaN
1
+,_ In !
2n 1
(z—zl)(z—— )
2

npejiCTaBsi, KAKTO Ce 3Hae, CJEJIHOTO NBYH3MepHMO Ge3H3IBOPHO TeueHHe
Ha eJMH uJleaseH (ayua (HEBHCKO3eH H HecBHBAeM): MapasesHo o0TH-
YyaHe Ha €JlHH MpPaB KP'bI'OB IWIHHA'LD C PalHyC eNHHHLA, MepreHHKY-
JASpHO Ha o6pasysaiute My, chc ckopocT U B 0Oe3kpalHOCTTa no Ha-
npaBieHHe Ha noJoxuTenHara oc (O.X, I'’ZIeTO CPABHHUTENHATA AEKapTORA
KOOpAHHATHA cHcTeMa (OXy e CBbp3aHa C IMAMHABLPA NPH HaJHuHe 3ajL
Hero Ha efHa cuMmeTpHuHa cnpsMo (Ox BHXpPOBa JIBOHKA C adHKCH 2z, u
Z,=2, U a6COMOTHA CTOMHHOCT HAa MOCTOSHHATA IMPKYJallus, paBHa Ha [
OTpHIATEe/HA HajA H NoJoXuTeaHa nofx octa Ox. CnomaraTtesHaTa MH-

(1 F(z)rU(z—l—:)

Bep3HO-Ornelaiia BUXPOBA ABOHKA C aHKCH 23= , W2 - rapau
1 )

THpa, cbraacio teopemarta va W. Thompson, ¢bXpaHeHHETO Ha TBLPAOTO

orpatnueHue (MMHHSI HA ToKa 'z' ).

ley [8], kouTO Ce sanuMaBa CLIO ¢ BHXPOBOTO C'hIIPOTHBACHHC Hd  LUHAHHABLPA, HO
HUKBAC He ce noscrasa pa paGoraia na Foppl, a ce no3orasa na ¢uio pasraewaane Ha
W. Miiller |9 wupxy chutist BHUpOC, OKAZN0 CE CHILO TaKd HOUPCINIG, MaKap i o
CACABAR canH KopekTen metot na M. Lagally [10)

Mexaynpesenno (caet npeaasane Ha pabortata UK 3@ HyGAHKYBaHe) CC HAThK-
Haxme Ha c;wma cratun ot EC T, S Walton[ll], B Kowto ¢ aaieno aApyro peuiedie
CAMO H3 KHIIEMATHUCCKHS 1PO6AEM, B KOsiTo  06aue 1pACKTOPHHTE Hd BHXPOBATa ABOAKA
Ca NPEACTABEHH HE CHBCEM II'BAHO i TOuHO (cpB. cTp. 223). Bea. npu xop.
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Pa3nosnox<eHneTo ua BHXPHTE CMIPAMO IHJIHHABPA M KOOPJAHHATHATA
CHCTeMa ca nokasaHu Ha ¢wur. 1.

Pewennero Ha npoGsema ,UHAHHIBP-BAXPOBA JIBOMKA“ Ce CbABPXKA
B 1oteHuuana (l), KOHTO WMeHHO Hapekoxme ,Moaen“. Upes To3u Mo-
Ae] Ce WHTepApeTHpa NeHCTBHTENHOTO OOTHYAHE HA eIHH peaseH LHJHH-
ABP OT peanel ¢payun. [Ipu cko-
pPOCTHTe, NPH KOHTO CTaBa pas- y
ra1eXxaanoto o0TH4aHe (MpH ONU- 4
tHTe Ha Rubach U=2,6 m/cek, Z,(I)
pan. uua. = 3,5, B3eT 3a eqHHHLA
MfIDKa), CBHOTBETCTBYBAlll¥ Ha
roseMH Re-yucaa, Bce nak BHC- FA
KO3WTeTbT € NpPHYHHATA 3a Mo- y
fIBaTa HAa eIUH TBHBK TpaHH- - . -
YeH CJOH OKOJIO LUHJAHHA'Bpa, B 0
pe3y/ITaT Ha YHEeTO pa3K’bCBaHe z
621130 110 octa Ox (ur.2,au 0)
ce HaBMBAaT JBa BHXPOBH LH-
JHHABPA, CHMETPHYHO Hal H
Noj Hesl W cael ,y3psiBaHe“ Ha z,67)
Te3HW J|Ba BHXpa, NMPH NOCTATB-
YeH HHTEH3HTET Ha BbpPTEHHe our. 1
JIMpKyJauus), cTaBa OTKbCBa-
HeTO MM H MOCTENEHHOTO MM OTJAaJeyaBaHe OT UUNHHADBpa. Pa3bupa ce,
[lopaaH NpOABMKABAWOTO OOTHYAHE HA LUHJIHHABPA H TPHEHETO Ha (ay-
HAa O CTeHHTe MY cJaeiBa o0pa3yBaHeTO M Ha APYTrH ,CEeKyHAapHH“
BHXpH, €lHa YacT OT KOHMTO ,MOJAXpaHBaT“ nbpBaTa BHXpPOBa ABOliKa,
a Jpyra 4acT cayxat 3a oOpasyBaHe Ha ApYru caensauld nBOHKH. Onu-
TBT NOKa3Ba oGaye, 4e CJEACTRHC HAaJHYHOCTTA Ha peasiHH MPHYHHH CH-
METPHYHOCTTA HAa fBJIEHHETO Ce HapyllaBa, enH-
HHAT BHXDBP Ha N'bpBaTa BHXPOBAa NIBOIKa H3mpe-
BapBa INpYyrus, NOpaaH KOETO BHXPOBaTa XBOfiKa
elHH BHJ ,Ce NpeKkaTypBa“, KOETO JaBa NOBOJ MO-
HaTaTbK 3a HECHMETPHYHO NOYH(PTHO OTK'bCBaHE Ha
BHXPHTE BBB BHI Ha Maxalo00pa3HO JIOJeHHe,
TaKa uye BHXPHTE C€ HapeXIaT B Taka HapeyeHaTa

waxmMaTtHa KapmaHoBRa BHXpOBa yJHua.

Kato ce a6Gctpaxupame OT reHe3Hca Ha BHX-
pHTe M ce 3aJOBOJIMM CaMO C €]Ha Hal'bJHO O6pa-
3yBaHa CHMeTpHYHA BHXpPOBAa ABOHKA B MOTEHIHa.-
HOTO TeyeHHe OKOJO UHJIHHABPA, NpH (PHKCHPaHa

$ur. 2 LUHMPKYJIallksl, KOCTO CbOTBETCTBYBa Ha €IHH Haua-

JeH craguii Ha BuxpooOpa3yBaHe 3a] IHIHHABPA,

HallaTa 3ajlaya, Taka KakToO e GuJa MocTaBeHa H 4YaCT HYHO peuleHa oOT
Foppl i Rubach c BnBenenus Momen, e: na ce onpenessiT NbTHINATA HA
BHXpoBaTa ABOHKAa B Teuellus Hiaeajen (ayHi 3al UHIHHABPA, a TaKa
ChllO na ce HAMEepH NHHAMHYHOTO HaJjsiraHe, KOeTO LHAHHADPBT H3NHTBA
C/eACTBHE HAnAraHeTo, HHAYIHPAHO OT HANHYHETO HA Ta3H BHXpOBA
NBOMAKa, NpH PasiUYHHTE H MOJOXEHHs 110 TpaeKTOpHHTE, 3ajayaTa HMa
H NPpaKTHYeCKO 3HauYeHHe, ThH KAaTO € Bb3MOXXHO 3aNa3BaHeTO HAa Teuye-
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HHe CaMO C eJHa BHXPOBA JIBOMKA, YHITO HHTEH3HUTET Mpe3 He MPOALJIKH-
TeJHO BpeMe OCTaBa NPHGJH3UTEIHO NOCTOSHEH.

bur. 2 g

dur. 26

2. CraunoHapHo ChCTOMHHe HA BHXpoBaTa ABoHka (Kpua Ha ®bownn)

Hapej ¢ momeHTannaTa xapTHHa Ha Tedenue, iloctpoena or Rubach
¥ CBOTBETCTBYBANLA HA CHCTEMATa JHHHUH HAa TOka (dur. 3)

(2) 'Y'(x,y)= const.,
raero
(3) Fiz)y & i,

HUE 1I03HABAMC M OHas Kpusa, HamepceHa oT PLONDBA, BbPXY KOHTO BH-
XposaTa JBoliKa MOKe Aa O'bjle B PeJaTHBEH 1IOKOH CIPHMO HENOJABHXK-
HUS HHAHHABP. 3a 1edrta TPAOBA 1d € H3ILJAHCHO YCJAOBHETO
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dF
dz

(4) w(z) ~(

> =1, —Iv,=0.
Z=Zl

I1pn ToBa B (4) TpsiGBa na ce H30CTABH WIEHLT , KOHTO 3a 2z=2
<
HSiM3a CMHCBJ, TbH KAaTO He C'LUIECTBYBA CAMOWHIYKIIHH Ha €IHH BHXbp

¢ur. 3

BBbPXY COOCTBEHATAa MY TNOCTbMaresqHa CKOPOCT. KaTo ce uanycHe M M-
AEKCBT (y), OT (1) ¥ (4) ce Hamupa

1 li ] 1 1
Z— zZ—

N
3]

Karto ce OTAENAT peajHaTa H HMarHHepHaTta 4acT HA MOC/IEAHOTO pa-
BEHCTBO, ce MnoJyuyaBa CJiefiHaTa CHCTeMa ypaBHEHHﬂ*, XOMOreHHH CrIpsaMo

Unl,

22—\ T r’+41 L T O
l o= ) '2‘.;)’{<r2—1)“.-(2y)2 ST i
]
opXy L =1 1 1

Upes enumuunaius Ha U u [” 32 ThPCEHOTO IEOMETPHYECKO MACTO Ha
BUXpuTe B nokol cnpsMo nHAHHABPA PbONbA HamMHpa KpuBaTta ((Qur. 4),

(6)

(7) +2p=r— 1

K'bM KONTO, KaKTO C€ BHX/a HeNoCpeACTBEHO, TPsOBa na ce npHGaBH
H octa Oy, 1. e. x=0, BbPXy KOATO BHXpOBaTa JIBOHKaA, NOCTaBeHa H3-
BbH IHAMHA'bPA, CbILO MOXE 1a OCTaBa B IIOKOH.

* (a ne Jaacnara ot dbouba, Ha KosTo cHeTemata (6) ce peayumpa easa caeg
KaT0 ce wieme npeasna spuL3kata (7).
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Ila o6bpHeM BHHUMaHHe Ha LajdetHTe OT PLOIBI XapaKTePHCTHKH
Ha kpuBaTa (7), a MMEHHO: HAaKJOHBT Ha KpuBaTa B Toukata A (1,0)
cnpaMo octa Ox, pasen Ha 45° H3NBKHAJOCTTAa HAa KpHBATA — Harope
(B NMbpBH KBaZpaHT) H aCHMNTOTa npe3 HayanoTo mox brosa 30° cnpsMo
octa Ox. OueBHAHO € OTTyK flIOI'PEIUHOTO BH3NPOH3BEXKAAHE, JIaJIeHO B

Y =

Jur. 4

» TeopeTHueckass ruaponrHaMika“ or Kounn-KuGenb-Pose (1948), nosro-
peHO W B HeMCKHs NpeBOA Ha cbluaTa kHura [4]. TpsGra aa ce nomuep-
Tae OCBeH TOBa, Ye Bb3 OCHOBA Ha 3aBHCMMOCTTa (7) H BTOPOTO YpaB-
HeHHe Ha cucteMaTa (6) 33 UMPKYyJauMsiTa Cce NOJydYaBa M3pasbT

(8) r-saUy(1- ;)

dbomba cyHta, ye MNONYYEHHAT H3pa3 NOKAa3Ba H3MEHEHHETO Ha LHPKY-
JaluATa Ha KOH Jla e OT BHXpUTE Ha BHXpOBaTa JBOHKa C orlajeue-
HHeTO W no PbonbjoBaTa KpuBa OT HWAMHABpa. THH KaTO UMpPKYyJa-
uusita Ge NpueTa OTHampej 33 NOCTOsIHHA (uneaned (paynn), popmyna (8)
03HayaBa CcOOGCTBEHO, Ye BHXPOBaTa NBOHKA Ine Gbae B Mokoii B nmoso-

XeHueto (y, r) Bbpxy dbombioBaTa KpHBAa Camo NpH YCJIOBHe, Ye LHP-
KYyJallHATa, KOATO ¢ B3€Ta OTHAMpej, HMa CTOMHHOCT

1
©) r 4nUy(l— )

r“
C apyru nymH, ¢opmyna (8) He e, KaKTO norpeinHo cyuta Pronva —
nopajiH KOeTO MpHeMa CBOSITa KPMBa 31 TPAEGKTOPHSI HA BHXPHTe, — 3a-

KOH 32 H3MEHEHHe Ha LIHPKYJALMATA, a € eJIHO OT YCJNOBHATA 3a PaBHO-
BeCHe.

Kak ce ABHXH BHXpOBaTa ABOHKa NPH 110CTOSHHA LKPKYJALHH, 10-
CTHra Ju u 3aaMuHana JH PbOIBAOBATA KPHBA, HA Te3H BHOPOCH PbO-
1'bl He e jan otroBop. KakTo TOW, Taka W APYrH aBTOPH IIPaBAT Clel-
HHTe TDBAKYBAaHUA 33 JABHKeHHeTo M. KaTo HedcTBHTeNHA TpPaEeKTOpHs
Ha BHXpOBAaTa ABOMKAa Te coyaT PboNbIOBaTa KPHBA WM NPHOAH3HTENHO
KpHRaTa, naZeHa Ha ¢ur. 4, uMallkn obaye npeaBH]l TaKHBA HEAHHW Bb3-
MOXHH TOJ0XEHH! BbPXy HIH OKOJIO Hefl, KOHTO Cé A'bJKAaT Ha nocTe-
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NEHHOTO H3MEeHeHHe C BPEeMEeTO Ha rojieMHHaTa M Ha IIHPKYJALUHATa W.
Ho naxe u na ce uameHs IMPKYJaUHATa TOYHO MO 3akoHa (8), npu mno-
CTAHOBKAaTa HAa HAlIaTa 3aJaua, W3X0XJailku oT Moaesna Ha PbonnbJ,
TOBa CbBCeM He 3Haud, uye PbonbaoBaTa KpPHBA € TAXHA TPaeKTOPHS.
O1e MO-HETOYHO CTOH BBMNPOCHT, KOTAaTO H3MEHEHHETO Ha UHPKYJalHATa
NpH ABHXXEHHETO HAa BHXpPOBaTa JBOHKa He cnaspa (8), a e cbhbBCEM Npo-
n3BoaHO. ETO 3aumo uawara 3azava e: npH H3XOAHHA MOJEN C MOCTO-
siHHa UMPKYJauusi 1a Ce NpocJelsT NbTHIIATA Ha BHXPOBAaTa JBOHKa
C BPEMETO, T. €. Ja Cé HAMEPH KapTHHAaTa Ha HEHHOTO HCTHHCKO Teye-
HHe, TbH KaKTO OH HH s nana enHa Heiina duamoBa cHuMka. [Ipean na
CTOPHM TOBA, HeKa croMmeHeM, ue Pydax naBa NpHOJH3HUTENHO KOOPAHM-
HATHTE Ha NeT JHCKPeTHH MOJIOXXEHHS Ha BHXpOBAaTa JNBOMKA OT OMHTHH
Ha0JI0/leHHsi, a HMEeHHO cJiel wu3MuHaBaHe Ha nbT oT 10, 15, 20, 25 u
30 cM, NMpH KOETO CbLIO Taka J'bPXKH CMETKa H 32 NMPOMEHHTE B Te3H
MOJNIOXEHHUS,, KOHTO MNpeThpNsABa rofeMuHara Ha nupkynauusTta [ (cps.
¢ JaonHata TalJHIa).

cM X M | U r |
10 | 1,17 0,665 2,6 7,30
15 1,59 0,670 12,73 |
20 1,73 0,634 16,90
25 2,00 0,665 ; 22,50
30 2,21 0.695 i 47,50

Tean mner nosoXKeHusi, OT KOWTO JABE Ca BJAAABO H TPH — BIUSICHO
or ¢bomnaoBaTa KpuBa (¢wmr. 5), nokaseart, ye BMXPOBATa ABOWHKA 3al-
MHHaBa (PbonbaOBaTa KpHBa (TOBA
e peue: si MpecHua B NOJOXKEHHE,
3a KOeTo IMpKYJalHATa He e Mnon-
yHHeHa Ha Bpb3Karta (8)).

Crnopen ®dbonbJ, KOrato BHX-
poBaTa JBOHKa Ce HaMHpa BBPXY
KpuBaTa (7) H ce IOJIJIOXH Ha CH-
MeTpHYHH cnpsimo octa Ox cMmylie-
HHY, TS 3ana3Ba YCTOHYMBOCTTA Ha
paBHOBeCHETO CH BBbpXy Hesd. Ho ako
CMYIIlEHHTA CA HECHMETPHYHH (aH-
THCHMETDHUYHH), PaBHOBECHETO ce dur. 5
OKa3Ba HecTaOHJIHO H BHXpOBaTa
NBOMKA ce pa3TypBa,3a Jla Najie N'bT H4 aJTepHaTHBHaTa KapMatosa yJ/uua.

[Moka3anaTa Ha (ur. 5 TPaeKTOPHS Ha BHXpoBaTa ABOiKa Cropex
PyGax o6Gaue cBbIllO He e H3BJ€YeHa OT B'bBENEHHH MO.e], T. €. Teope-
THYHO OT noreHuuaaa (1), a e npecMeTHaTa M0pH eAHH CMECEH, Teope-
THKO-OMHTEH MbT C noMmoulra ¥ Ha ¢ortorpadHueckH CHHMKH Ha ged-
CTBUTENHATa KapTHHA, IOPafH KOETO TH He MOXKe Aa Ce CYHTA HHTO 3a
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TeOpeTHYHa, HHTO 3a ICHCTBHTE/NHA KapTHHA Ha JBH)XXeHHe Ha eHHCTBe-
HaTa BHXpOBa JABOMKa C NOCTOSIHHA UHPKyJalhs B HaeajeH Qayun.
[To-pony Hue 1ie nageM YHUCTO TeOPeTHYHATa KAapPTHHA, YHETO CpaBHEHHWe
c ¢ur. 5 ule HU TMNoOKaxe, 4e Bce Mak Td e mo-6au30 10 Pybaxosara,
OTKOJAKOTO 10 <Pbon'bJ0OBaTa KpHBA, H3TEAKYBaHa OT Pbonba H OT
JAPYrH aBTOpPH TBBbpJEe H3KYCTBEHO 3a JeHCTBHTe/HAa TPAaeKTOPHH HAa BH-
XpoBaTa ABO#Ka.

3. HurterpupaHe Ha CHCTEMaTa AHGEpeHNHANHH YPABHEHHSl HA JIBHXEHHe
Ha BHXpOBaTa ABOHKa

PaarnexnaHusiTa, KOATO HanpaBUXMe B MpeJHaTa TOYKA, Ce OTHa-
CAT BCBIIHOCT A0 Bb3MOXHHTE PaBHOBECHH IOJIOXEHHWS Ha BHXPOBaTa
1BOMKa, NPH KOMTO, KaKTO 1Ile BUAHM MO-K'bCHO, LIWIHHIBbPBT He H3MHTBA
HHUKAaKBO CbNPOTHBAEHHe NpH OOGTHYAHETO MY BBIPEKH HAJHYHETO Ha
BHXpOBa ABOMKa. [IBHXEHHETO Ha BHXPOBAaTa JBOWKA 3a] UMJHHADBPA ce
ynpaBasBa OT cHCTeMaTa AuQepeHLHalHH YPaBHEHHsl OT MbPBH pel, MO-
JyyeHa ype3 OTJAeJsiHe HA peajHaTa M MMarMHepHa 4acT Ha M3pasa (Ha-
nucaHo 6e3 HHAEKCa (y))

aF =1 Tif z i 2 )
<d_z)= —u—iw=U" 5= = o, (ra_‘f+2y —2)
3a mbOpocHaTa cHcTeMa AH(epeHUHAJHH YPaBHEHHS HMame
dx 1 22\ Ty(r*+1 1 1
. at U(‘— Pt ri)' zn( B —r2—l—2y9)'
1o la_ﬁy ~ QU%_y_f_.x(c‘-’_—l _ 1)
dt $ T %\ R 1)

JAeTO CMe [0JOXKHAH
R =(rP— 17+ (2p)".

Jlocera He HM e 1103HAaT ONHT 3a MHTErPHPAaHE HAa Ta3H Ha NPBB Norjen

J0CTa KOMIIHUMPaHa CHCTeMa AH(epeHLHaNTHH ypaBHeHMs H 33 MoJyua-

BaHe Ha KpaiHHHTe YypaBHEeHHS HAa HIBHXEHHe HAa BHXpPHTe oceeH [11].

3a unrerpupanero Ha (10) HHe MOCTBNHXME MO CJAELHHA HAYHH:
YMHOaBaMe JBeTe CTpPaHM HAa NMbLPBOTO ypaBHeHHe Ha (10) ¢ x,

a Te3 Ha BTOPOTO C y H ChbOHpaMe IIOYJIEHHO; Taka MOJydYaBaMe

1 dr? 1 I x (r2- 1)
Kato BhBemeM O3HAYCHHETO
(12) « L.

ypasHenuneTo (11) crasa

, ar? X r2—1 29R:—ar¥(r?—
dt y r R?
Kato noaBesem noa eiHaKbB 3HAMEHATEN, BTOPOTO YypaBHEHHe Ha CHC-
remara (10) HandcBaMe oule Taka
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_dy oy —~1)R*—2ayr

(14) TR P )“‘ 3
Upes nounexHo paspeasive Ha (13) u (14) moayuaBame
dar®* 1 2yR*—ar?(r®—1) r2(r*-1)

(19) dy 2 R*(rP-1)—2arly ¥
Cera noaarame
(16) fg—l =0,

otkbaeTo (15) crasa
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(20)

JlecHo ce npoBepsiBa MO-HaTaThK, 4Ye B ypaBHenwe (20) npomeHJaHBHTE
Ce OTIe]AT; HaMHUpaMe

dY(1+2Z))  a d{yi+422)
1) VOF2) 4 Vitdze

[OpHOTO ypaBHEHHe Ce MHTErpHpa HenocpeACTBeHO M JlaBa
4

(22) Y4422 —Ce ~ a¥liF2)

raeto C e MHTErpalHOHHa KOHCTAHTa.

Kato ce BbpHem upe3 (16) u (19) kbM cTapuTe NPOMEHJHBH, lle
HaMepUM TbPCEHOTO KpPalHO ypaBHeHHe Ha BHXPOBOTO JBHXeHHWe, a
HMEHHO

4 4 , ri—1

1 R

Ypasuennero (23) npeactass enHa ABynapaMeTpHYHa dhamununs or
KPUBH JHHHM C napameTpH a u C.
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Hapen c Tsx oGauye Heka na uMaMe NpeiBHA H IPAHHYHHTE KPHBH
y=0, x2Ly?=r?=1,

KOMTO ce moayyapat npH C= M KOHTO He MOXEM Ja pasrjexaame
KaTO TPaeKTOPHH.

Ila 3a6enexuMm, 4ye (¢paMuauaTa KpHBH (23) HMAT peajlHH TOYKH
camo 3a C >0.

4. AHanHTHYHO H3caelBaHe HA (aMHIHATA TPAEKTOPHH

a) Oco6GeHH TOYKH HAa HMHTErpanHHTe KpuBH. PaMUJIHATA TpaeKkTo-
puu (23) H3clenBaMe CaMO B MbPBHS KBaJ[PaHT Ha TEUEHHETO MOPAAH
CHMEeTPHYHOCTTa MM cnpsiMo octa Oy, H TO H3BBbH OKPbXHOCTTA r=1.
CumetpuyHoctTa cnpsimo octa Oy e oueBuaHa. 3a 1a ce y0eauM N'bK
B CHMETPHYHOCTTA HAa TPAaeKTOPHHTE Ha JBaTa BHXpa H CNpsIMO OCTa
Ox, TpsabBa na oTOeseXHM, Ye mapaMeTbpbT @ 3a NOJHHA BUXbP (MOJ
octa Ox) ¥Ma NpoTHBEH 3HaK BCAeACTBHe OOpaTHHS 3HAK Ha IMPKYyJa-
uusita /.

Mpn ¢uxcupan napameTbp @ nosnyyeHata eJlHOMapaMeTPHYHA CHC-
TeMa HHTerpajHH KpHBH (23) e OOIHAT HHTerpaa Ha Au¢epeHUHaNTHOTO
ypaBHeHHe
‘ dy_v(%Y)

(24) = =l
dx u(x,y)

Jeto u# u v ca janeud upes (10). Toii kxato u M v ca palHOHANHH
(DYHKIIMH HAa X M y, Npe3 BCska TOYKa Ha paBHHHata (OXy, B KOSATO WJH
=40, uan v = 0, MHHaBa TOYHO €/lHA HHTerpanHa kpuBa. Ho kakTo
BHJSIXM€, I/ H U MOraT J1a C¢ aHYJHPaT eJIHOBPEMEHHU CaMO BbPXY KpH-
BaTa Ha ®bonba (7) ¥ Bbpxy octa Oy. llle nokaxem, ue nudepenuu-
aJlHOTO ypaBHeHHe (24) MMa TOYHO enHa oco0eHa Touka BbLPXY PbONb-
JI0BaTa KPHBa H TOYHO enHa ocofeHa Touka BBpPXy octa Oy. Kakro
ortbens3axme, CcTaBa AYyMa 33 TOYKH OT I'bPBHA KBaJpPaHT H M3BBH IH-
AHHabpa. HaucTtuha, ako eaumuuupame y ot (7) u (8), HanucaHo BHB BHAA

r

raeto 3aBucumoctute (7) M (25) ca eKRHBANEHTHH Ha YCJIOBHATA
=0, v=0, (x F£0),

lle NONY4YHM YPaBHEHHETO

(26) rt—arf—ri—ri41=0,
KOeTO MOXe Jla Ce Hanuule ollle BbB BHAA
(27) -a—>5a (r—1)4(8—10a) (r—1)?-|-(16 —10a) (r-- 1>+
f (14--Ba)(r —=1)* (6—a)(r—1)8+(r—1)* 0.
Towit kKato a >0, TO Koe(pHUHEHTHTE npeji CTeneHHTe Ha r— | wuMmar

camo enHa Bapuanus. OTTyK CJefBa, 4e ypaBHeHHeTo (27) HMa camo
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€AHO pelleHHe 3a r > 1, a TOBa O3Hauasa, uye BbpPXV KpPHBaTa Ha ®hO-
'b/1 H3BBH LHAHHABPA HMAa CaMO efHa OCoOeHa TOuKa.

Auanoruuio, ako B H3pasa u=0 nonaoxuMm x =0, KOeTo € Chilo
exBHBaNeHTHO Ha u =0, v=0 (x=0), nonyyaBamMe ypaBHEHHETO

(28) 2y8—ayb1-2yt —4ay*—2y?+ay—2=0.
M ToBa ypaBHeHHe HamHcBaMe BbB BHAA
(29) —4a+-16(1 —2a)(v—1)-+2(20—11a)(y— 1)+

+ 2(24—7a) (y— 1) +(32—50) (y—1)*+-(12 ) (y— 1 P+2(y = 1)*=O0.

KaTto HanpaBHM CblUHTe pa3ChXAEHHs KAaKTO 3a YypaBHenHe (27), ce
BHXJa, ue 332 y > 1 u ypaBHeHHeTO (29) uMma camo enno peulenune @ > 0.
CnenoBatenno Bbpxy ocTa Oy M H3BBH IIMIHHABPA HMa TOYHO €]HA
ocobeHo TOuka, HeoTGeas3ana B [11]. JlecHo Moxe jaa ce npoBepH, ue
nHdepeHHANHOTO YypaBHeHHe (24) uma JBe 0COO€HM TOUKH H BHPXY
OKPBKHOCTTA r=1, a uMeHHO B Toukute A (=1, 0).

BcHukH ocTaHanH HHTErpasHd KpHBH obaue He MHHABaT Npe3 TOY-
KaTa A. 3a HHTerpaaHuTe KpDHBH H3BDBH IMJHHABPa TOBa MOXe JAa ce
npoBepy no caexHus HauuwH: OT (23) ce BHxna, ue

1 4

(30) ot aoyE <6
Thi KaTo 3a pa3rsexjaaHara o6sact
2_
-l
a r
Ot (30) caensa s
1
HJH
y> = rP=1> 2.
'C yC

CnemoBaTesiHO, aKO €7Ha BHXPOBa TPAaeKTOPHS HMMa TOYKH H3BBH
IMAMHABPA W M3BBH octa (y, TA Ce HaMHPa H3UANO0 H3BBH HMBHIATA
] 1

—_ -/y§ S

1 C yC

g
= 1 = 11
0 \/ +‘C>

OTKBIETO Ce BHXM/A, Y€ HHKO# OT Te3W TPaeKTOpHH He MHHAaBa Npe3
TOuKaTa A. Pa36upa ce, HMa TPaeKTOPHH NMPOH3BONHO GIH3KH N0 OKPhK-
HOCTTa r==] u no octa y 0 B 3aBHCHMOCT OT 3HAYEHHETO Hd KOH-
CTaHTaTa C.

H H3BBLH Kpbra ¢ paauyc
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6) ACHMNTOTH Ha WHTerpaJHuWTe KpHBH. Ako B (23) ocraBuMm r na
pacTe HeOrpaHHYeHO, NoJydyaBaMe YypaBHEHHETO

1 _ ¥y
(31) y-g—=Ce a Hm ylea =7VC.

JlecHo ce BHXZa, ye B 3aBHCHMOCT OT KoHcTaHTaTa C ypaBHenueto (31)
MOXe 1a MMa [Ba, elHH HJIH HHTO eJlHH peaseH KopeH crnpsMo y. Cie-
NOBaTeJHO HHTerpajJHuTe KpHBH (23) MoraT na HMaT JBe, elHa HAH
HHTO eJlHa XOPH3OHTaJHAa aCHMNTOTA.

Jla onpemenuM HHTerpalHOHHAaTa KOHCTAHTa NO TaK'bB HauHH, 4e
ypaBHenueTo (31) na uMa camo enHo perienue cnpsimo y. ToBa tite 6bae
H3NM'bJIHEHO, aKO HMaMme

4
(32) ;3---_—22 e~
Karo eaumunupame C ot (31) u (32), noayuaBame
" a
(33) y=g

KOeTO € ypaBHeHHeTO Ha eJHHCTBEHAaTa acHMNTOTa Ha HWHTerpanHaTa
KpHBa, NpHTeXaBalla camo eiaHa acumnrota. Kato BHecem (33) B (31),
nosyyaBaMe 3a koHctaHTata C u3pa3sa

(34) C=4 (—2)2

NpH YHATO H300p OT ABynapaMeTpHyHaTta daMuaHs KpHBH (23) oTnensme
eIHONapaMeTPHYHATa CHCTEMA HHTErpaJHU KPHBH C ypaBHeHHe

1 4 l_’z"‘—l
(35) e Al ).

» T (P=IE T a
OueBHAHO BCSKa KpHBa OT cHcTemarta (35) cera MMa ellHa eJMHCTBEHa
XOPH30HTAJ/IHA aCHMITOTA.

JlecHo ce moka3Ba, ye TasH elHONAPAMETPHYHA CHCTEMa HHTErpa/jHH

KpMBH HMa 3a 0OBHBKAa paBHOpaMeHHaTa xumnep6onaa

1
‘ 2 __ 2 —
(36) A=Y=,

KOSTO Cpellla OKPBXHOCTTA r | B npeceyHata W TOYKA C aCHNTOTaTa
Ha dbonbaOBaTA KpPHBA.

HashH uuanHnbpa xunepbosata (36) HsuMa OOUW TOYKH HHTO C
(bronwAOBaTa KpuBa, HUTO ¢ ocTta Oy.

B) XOpH30HTAaNHH H BEPTHKAJHU TAHTEHTH HA HHTErpajJiHHTE KPHBH.
Ot (23) ce Hamupa HEMOCPEJCTHBCHO FEOMETPHYECKOTO MSACTO Ha TOY-
KHTE, B KOHTO (amuansita KpHBH (23) npHTeXkaBaT XOPH3OHTAAHH WM
BEPTHKAJHH TaHTeHTH. Te3W reoMeTPHUECKH MeCcTa ca ChOTBETHO KPHBHTE :

B1) PP B Y ) (P 1P 2] [ )42
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H
(38) rt=— (P—1)[(P— 1P+

Karo eanmuuupame ot (37) u (38) mapamernpa a, noiayyaBame, KaKTO
TpabBame na ce oyakBa, KpuBara Ha Promba. ToBa me peue, ye 3a
(uKCHPaHO @ CBOTBETHHTe KPHBM Ha XOPH30OHTaJHH M BEPTHKA/NHH TaH-
FeHTH ce npecHyaT B ocoGeHaTa TOYKa BbPXY KpHBaTa Ha PbON'BI.

[To-naTaTbk MOXe ja ce MOKaxke, 4ye KPHBHTe 0e3 aCHMNTOTH ca
3aTBOPEHH KPHBH OKO0JO ocoGeHaTa TOouka BbpPXy PhombjoBaTa KpHBa,
KOETO 03HayaBa, ye ocoGeHaTa TOYKa BbPXY KpuBaTa Ha PbONbA e IleH-
TpalnHa oco6eHa TOuKa.

5. MocTposiBaHe H KHHEMATHYHO THJAKYBaHe HA BHXPOBHTE MbTHINA

[pean na ce cnpeM Ha MOCTPOEHHETO Ha TpaekTopuuTe (23), ute
HanpaBHM HSKOH O€JIeXXKH BbPXy XapaKTepa Ha HHTErpallHOHHaTa KOHO
craita C Ha pasriexznaHata (amuaus uHTerpanun KpuBH. Twit kato
NpH Bb3NPHETH MOJEN HHE NpHeXMe BHXPOBAaTa ABOIKAa Beye HaN'bJH-
o6pa3yBaHa, MHCJHM CH § Kble Jla e 3al uuauHabpa. Tyk cbBCeM He
MOXKe 1a CTaBa BBIPOC 3a €HO HeHHO H3XOJIHO MOJIOXKEHHE, HallpHMep —
OT XHAPOJHHAMHYHH CHOOPaXKeHHs — 33 MOJIOXKEHHATa Ha HEHHOTO OT-
KbCBaHe OT LMJAHHIBPAa—KOETO 1A HH MOCJAYXH 3a €JHO3HayHO omnpeje-
JsiHe Ha HHTerpallHOHHATa KOHCTAaHTA M CJENOB4TENHO 3a OT/HYaBaHe Ha
eflHa eMHCTBEHa HMHTErpajiHa KPHBAa KaTO NEHCTBHTEJHA TPAeKTOPHS Ha
BHXpOBaTa /ABOHKA MPH JajleHa CTOHHOCT Ha IMPKYJNaUMsTa.

Ha ¢wur. 6 ca nocTpoeHH BUXPOBHTE TPAEKTOPHH B 'bPBHSI KBAJPaHT
M3BHH UMJAHHABPA NPH 3HAYEHHE HA napameTbpa 4, pasHo Ha 1,941 u

y

C:7844

C27844

dur. 6

3a czoﬁpocm H3 MHTErPaLUHOHHATA KOHCTAHTA, NOKA3aHH Ha CaMaTa (bH-
'Vpa¥. C nyHKTHpawW AuuHW ca Haueptanu OLOMHJIOBATA KPHBA H XH-

p * Buxponute Tpacktopuu, 1aacHn Ha ¢ur. 7, ca uapabotenn B MUHCTHTYTA no ko-
pa‘ OCTpocnie npn Ynusepcutera B Xambypr ¢ alobesHata otausunsoct na npog. Kar-
eghardt, kofiro, sauHTepecosan ot npofaema, NpBB fane C THX €IHA YACTHYHA HAIO-

15 Harectus na MaremaTuueckus uHcTHtyT, Tom IIl, K. 2
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nep6osata (36) — oGBHBKA Ha TPaeKTOPHHTE C elHa acHMnroTa. Koop-
AWHATHTE Ha ocobeHaTa Touka BbpPXy PrombroBaTa KpHBa Cce JaBar C
eNMHCTBEHHSI KOPEH, MO-roJsiM OT eIHHHLA, Ha ypaBHeHHeTO (26) M ypaB-
Hennero (7). 3a NOCTposiBaHeTO HAa KpHBHTe Ha ¢ur. 6 cMe H3GpanH
ueHTpajsHaTa ocobeHa TOuka Bbpxy PbombjaoBaTa KpHBa C KOOPIHHATH
(x~2,197, y=1). Kakto ce BHxna, ocobeHata Touka BbpXy Pronwio-
BaTa KpHBa e NEHCTBHTEJHO LEHTpPaJHa oco6eHa Touka. bBiu3kHTe 10

7
‘ /
- a~ //
—_—— = // \
~ a8y,
~ 1 7
\\ zf
\ Ve
\ /
N\
\ /
N\~
P ey e —————— S
dur. 7

Hes TPaeKTOPHH NMpPeNCTaBAT 3aTBOpeHH KpuBH. CamaTa ocoGeHa TOUYKa
e ChlIO TaKa eJHa TPaeKTOPHA Ha BHXPHTE, KOETO CBHOTBETCTBYBa Ha
C/eJHOTO MeXaHHYHO cbobpakeHHe. AKO BHXpOBAaTa JBOHKa e nocCTa-
BeHa MNpeaBapuTesHO BbpXy PronbnroBara kpuBa (7), UMallla rosJeMHHa
Ha UMpKyJauuara cbraacHo (8), 6e3 HavyaaHa CKOpPOCT TH OCTaBa Ha
TOBa MSACTO HEMOJBH)XHA.

dakTbT, Ye OKOJO Ta3H oco6eHa TOYKAa CbILECTBYBAaT 3aTBOPEHH
MHTErpajJHH KPHBH C MPOM3BOJHO MalbK AHaMeTHLp, NMOKA3Ba, 4Ye MOJO-
KEHHETO Ha PaBHOBECHe, KOETO 3aeMa BHXpOBaTa JBOHKA BbPXy PnLonb-
70BaTa KPHBa, € yCTOHYMBO MPH OrJNENaNHO CHMETPHYHH CMYLIEHHS OT
npou3BosieH nopsx’bK. KakTo e HM3BeCTHO, YCTOHYHBOCTTAa Ha BHXpOBaTa
IBoOfika MPH CHMETPHUHH cMylleHHsa 6e JokasaHa ot Phonba B ropeuu-
THpaHata paboTa, KaTo Ce JIONYyCHaT CMYILEHHs caMO OT [bPBH [OPS-
abk. Ha pasrnexnanata ¢wur. 6 ca nocTpoeHH TpPH 3aTBOPEHH KPHBH,
pa3snoJioXeHH ,KOBIEHTPHYHO® OKOJO OcobeHaTa TOYKAa, HaMHpalH ce
HagsicHO oT xunep6osata (36).

[To-HaTaTBK € MOCTpOeHa OHasi TPaeKTOpHs, KOATO Ce AOMHpa N0
xunep6onara (36) ¥ MMa enHa eNHHCTBEHA acCMMNTOTA. TasW TpaeKTOpHS
OTTYK HAaTaTbK Il€ HapHyaMe pa3jfeNHa Mexay KpuBure Ges acumn-
TOTH H OHHSl C MO JABE ACHMIITOTH.

cTpauns Ha ypasHeHue (23). YUetupute KpuBHM, HauepTanu Ha ¢ur. 7, npHTEKABAT aCHM-
nrora ,V=1 H CLOTBETCTBYBAT Ha YETHPH PA3NHYHH CTOHHOCTH Ha KOHCTANTATA 4, 3 HMCHHO:
a=0,500, a=0,86537, a=1,000, a:=2,000. Oco6ecnata (porosa) Touka BbPXY OpPAHHAT
nata nc Oy uma opaunara y==1,280. OcoGenute Toukn BbLPXy PLONBLAOBATA KPHBA HMAT
KOOPAHHATH, NPECMETHATH OT HAC, CLOTBETHO paBHH HA 8/, = 0,84, ry~ 1), (y3~0,52,
ry ~1,64), (ys~ 0,54, rg=~ 1,67), (e~ 1,12, r~2,48).
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YBennuaBsaiiku CTOHHOCTTA Ha KOHcTaHTata C, moJyyaBaMe TakaBa
cepusi OT TPaeKTOPDHH C JIBe aCHMIITOTH, KOHTO BCe Ollle He Npecuyat
octa Oy. EnvHCTBEHHAT KOpeH, MO-rofisM OT eJHHHLA Ha YPaBHEHHETO
(28), 1 nossonsBa na Hamepum BbPXy octa Oy CBHOTBETHO ocoGeHara
TOYKa 3a M36paHOTO 3HayeHHe Ha napaMerbpa a. (B cayuwas y=~1,776).

Kakto ce Buxnma ot ¢ur. 6, oco6enara Touka BBpPXYy octa Oy e
NBOMHA TOuka. B Hes ce momupat nmBara KJOHa (rOpeH M JOJIEH) Ha
ellHa MHTerpajJHa KpHBa, TaKka ye B NBOHHATA TOYKA TAHrEHTaTa € XO-
pH30HTaMHa.

3a omie no-rosieMu CTOMHOCTH Ha C HHTerpajHHTe KPHBH B pas-
I7ieXAaHua KBaJIPaHT Ceé ChCTOAT OT JBa PAa3/HYHH KJOHA (CBILO ropeH
M JI0JIeH), MEXIY KOMTO Ca Pa3MoJIOXKEeHH BCHYKH NOTYK CIIOMEHATH MH-
TerpajHi KPHBH.

KakTo kpHBara c ocoGesa Touka BBPXy octa Oy, Taka H HHTe-
rpanHHTe KPHBH C MO 183 KJIOHA NPHTEXaBaT MO JBEe aCHMNTOTH ChOT-
BETHO 32 TFOPHHA W 3a JOJIHMS KJIOH.

AKO CH MHC/IHM BHXPOBaTa JBOHKa NocTaBeHa 0e3 HauaJHa CKO-
pocT BLpXy ocobGeHaTa (IBOfiHAa) Touka BBpXY octa Oy, T9 lie 6bae
CBIIO B paBHOBecHe. TOBa MOJIOXKEHHe HAa paBHOBeCcHe 00aye He e YCTOil-
YHBO, MOHEXe OKOJIO Hes HAMa 3aTBOpeHH kpuBH. C JIPYrH IYMH, BCHUKH
TpaeKTOpHM B OJH30CT Ha BCAKAa TaKaBa TOYKAT HMaT Ge3kpafHO OTAa-
JIeYeHH TOYKH.

YBenuuaBalkH 1O-HAaTaTbK HHTErpandoHHaTa KoHcrauta C, mony-
yaBaMe HHTErpaJHH KPHBH, YHHTO NOJIEH KJOH BCe NO-NI'bTHO N00/HKaBa
KaKTO OKPBXHOCTTAa r=1, Taka u octa OX, JIOKaTO TOPHHAT KJOH ce
OT/a/leyaBa HEOTPaHHYEHO, KaTO Ceé OTJHYaBa HEe3HaYdTeJHO OT MpaBa,
venopenHa Ha octa Ox.

Or PAsTMIeKNAHUATA, KOUTO HAMpaBuxMe NOTYK, e HICHO, 4Ye BHXpO-
BaTa ;Boiika 3a NaleHO @ Moxe na 6bre B INOKOA caMO B 1Be JHC-
KpeTHH (0coOeHH) TOukH, enHaTa BHPXy PbonbioBaTa KpHBa, a JApyrara
BbpxXy octa Oy. BbB BCAKO ApYyro nonoXeHHe BHXPOBATa IBOMKA HMa
CKOPOCT OT/IHYHA OT HyJ7a.

Heka n06aBHM TyK, Ye OT aHAaJHTHYHO HAMEPEHOTO CBOACTBO Ha
(aMuaHATa HMHTErPajHM KPHBH J1a MPUTEKABAT XOPH3OHTAJHH aCHMNTOTH
cJeIBa HeNOCPeACTBEHO KMHEMaTHYHOTO pasrjexJiaHe:

Ako B u3pasute 3a 4 H v (10) npuemem y KpatHO H OCTaBHM 7
Aa pacTe HeOrpaHHYeHO, MOJyyaBaMe

— 92 1
o w2 a5 —lim
a_y_2
2y 2’
2__ 3 TR
(40) limov=—2Uy lim‘ r;‘ -J’ +allm‘ fv
l ”—ya(fa—l)
lim - T G
af-"" Rg(y’ )

RAH
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Ako ompenenum y KaTto HesiBHa (YHKUHS Ha X OT ypaBHeHHe (23)
Ha (aMuauATa TPAaeKTOPHH, BHXKJame, Ye TA € H30010 IBY3HauHa
¢yHnkuus. [To kJOHa oT RameHa TpaeKTOpHs, KOHTO e mo-64H30 A0 ocTa
Ox, BUXBPBT Ce NBHUXKH TaKa, 4e XOPH3QHTaJHaTa NPOEKLHs Ha CKO-
pOCTTa My e OTpHIaTe]Ha; 06paTHO, aKO BHXBPBT Ce JBHXH NO KJOHA,
KOiTO e mno-otnaiedeH or octa (Ox, Ta3H MNPOEKLHS € MOJOXHTEHa.
FopHOTO TBBpAEHHE CcJelBa HENOCpeICTBEHO OT O0OCTOSATEJCTBOTO, ye
CKOPOCTTa, KOSITO CH HHAYLHPAaT JBaTa CHMETPHYHO PasMoJIOXEHH BHXPa,
e 00paTHO MPOMOPLHOHANHA Ha Pa3CTOSHHETO MEXJY TAX M e HacoueHa
B OTpHLIaTeJHa NOcCoka. ToBa e peye, ye MO 3aTBOPEHHTE TPAEKTOPHH
BHXpHTe OOGHKAaJAT B MOCOKA Ha THAXHATa UMPKYyJalUs BbPXy JaleHa
uuterpanna kpuBa. ([Tocokute Ha o6HKansHe HAa (¢Hr. 6 ca O3HaYeHH
CBC CTPeJKH.)

[Tpu onucaHOTO ABHXKEHHe Ha BHXPOBAaTa ABOHKA MO TPaeKTOPHATA
CH, KaKTO Ce BHXJa, NpH (QHKCHpaHO a, T8 BCcskora mnpechya Pbo-
NbNOBaTa KPHB3, H TO CBC CKOPOCT, KOATO HE€ € paBHAa Ha HYyAa,
M3KJIOYBAKH H3pOJleHaTa TPAaeKTOPHSA, MpeACTaBslla CbHOTBETHATa IleH-
TpanHa ocobGeHa TOuka BbpXy PbonbaoBaTa KpHBa.

®dbonba € cuMTa], ye I1MOM BHXPOBAaTa JBOWKA AOCTHTHE BBPXY
kpuBata (7), TH llle OCTaHe B MOKOH BBPXY Hes, KaToO €JHO HeCHMeT-
PHUHO CMYIlleHHe OH MPHYHHKIO HEHHOTO MNO-HaTaTbIUHO MPHABHXBaHE,
KoeTo ofaue lle HMa 3a pe3yJTaT pa3pyluaBaHETO Ha BUXPOBaTa JBOMHKa.
KakTo no-kbCcHO M MO-noapo6HO e H3TbKHeM, PHONDbJ € JONYINaN H Bb3-
MOXHOCTTa BUXpPOBAaTa NBOMKAa Na CJelBa NpH ABHXKeHHeTO CH Pbonbio-
BaTa KPHBA BCJIECTBHE H3MEHEHHETO Ha LMPKyJauHsiTa no ,3akoHa“ (8).
[Mpu pasrnexnanus monen ob6aye BUXpoBaTa ABOIKa MOXe 1a 6ble B NOKOM
BBpXy PhonmbaOBaTa KpHBA CaMO aKo TA Oble nocTaBeHa 0e3 HayaslHa
CKOPOCT BBPXy Hes CBbC CbOTBETHA IMpKyJauus. [Ipn BCHYUKH npyru
YCJOBHsI TSl Ce IBHXH N0 CBOHTE 3aTBOPEHH HJIH OTBOPEHH TPAEKTOPHH.

3acnyxaBa na ce OTJHYaT OHMS NOJIOXKEHHS Ha BUXpOBaTa JBOHKA
BBbPXY TPaeKTOPHATa C NBOWHA TOuYka BBPXY octa (y, NO KOATO BHX-
pHTe ce JABHXAT NO IOJHHS U KJNOH, 106JHXKABaKKH ce acCHMMTOTHYHO IO
TasH jBOHHA Touka. Haonakm, ako Gble NOCTaBeHAa MO TOPHHA KJIOH,
BHXPOBAaTa BOfiKa 11le ce JABHXH Mo nocoka Ha octa Ox no 6e3kpaiHOCT.

Ako BuxpoBaTa nBOHKa Obje NOCTaBeHa BbPXY AOJHHA KJOH Ha
KpHBa, KOATO npecuya octa Oy, TA llle NpeMHHe BBB BTOPHA KBAaIPaHT,
KaTO H3NpeBapH LHJIHHABPA.

[lo TakbB HauHH Ce YCTaHOBfBA ,LIMPKYJHPaHETO* HAa BHXpOBaTa
NBOHKA 33l UHJAHHIBPA, KOETO CTaBa HJH MO 3aTBOPEHH TPAEKTOPHH,
MAH NO TaKHBa C e€JHA MAH IBe YCMOpPeAHH acHMNTOTH. [IBH)XKeHHETO Nno
3aTBOpeHH TPAaeKTOPHM HAa BHXpOBaTa JBOiflka ce rapaHTHpa ¢ TOBa, TS
na 6bae nocraseHa B 00/1aCTTa, OrpaHHyeHa OT pasjesHaTa KpHBa 3a
NazieHo 3HayeHue Ha napameTbpa a. CbnocTaBsAfKH HHTErpaJHHTE KPHBH
3a pa3nHund cTOHHOCTH Ha C, y3HaBame, ye Ha BCSIKO @ OTroBaps enHa
CHCTEMA KPHBH C elnHa ocofeHa TOYKa BBLPXY KpuBaTa Ha Pnhonba,
KOATO € TonkoBa no-6au30 no0 octa OX, KOJKOTO a € [0-MajJKO H
o6paTtHo. CblUOTO ce OTHacs W 3a ocoGeHata Touka BBpXY O).
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§ 2. BbPXY ®OPMYJIATA 3A CBNPOTHBJIEHHETO HA LWJIHHIADPA
H HEAHOTO TBJIKYBAHHE

6. benewks BbPXY H3BOAA Ha (opMynata 3a ChHIPOTHBJIEHHETO

CbnpoTHBIEHHETO, KOETO H3NHTBA OOGTHUYAHHST UMAMHADBP NPH Ha-
JIMYHe HA e]lHd CHMeTpHYHa BHXPOBa JBOMKAa 3al] Hero, Tpae He CaMmo
npe3 BpeMe Ha o0Opa3yBaHeTO H, MOpaj¥ TPHEHETO HA BHUCKO3HHA (AYHI
O CTeHHTe H4 UMJIHHABPA (peasHH YCJOBHSI), HO M KOraTo BHXpOBaTa
ABOMKa e Beye oOpa3syBaHa (BHeCeHa OTBbH), Makap (AyHABT Ha e He-
BHCKO3€H, KaK'bBTO € PEXHMbT HAa NPHeTHsS Mogxen (MIeasjHH YCJOBHS).

Hannunero wa Buxpu BBB (ayHza Biause HHAYKIHOHHO He Camo
BbpPXY CKOPOCTTa Ha BCsiKAa (hDAyHIHA 4acTHLA (BKJIIOYHTEJHO H BHXDOBA),
HO MMa MHAYUHMpALIO AEHCTBHE M BBPXY BCAKO TBBHPAO TAJIO, HAMHPALIO
ce BbB (ayuna.

Kakto e u3BeCTHO, ToTalHara cuJa Ha Ha/israie P BbpXy no-
BbpxHHHaTta (S) (B cayyas BbpPXY UMJHHADBPA) Ceé ChCTOH OT JBe CJa-

raeMH: cuJjarta Ps, CBHOTBETCTBYBallla Ha CTAllHOHADHOTO CBCTOAHHE Ha

GayHIHOTO TeueHWe, H HMNYJCHOTO Hajsrake P;, NBJKAIO Ce Ha Mpo-
MSIHaTa C BpeMeTO Ha MoTeHUMana F(Z) HA TeueHHETO, T. e. HMaMme

(42) P=P,+ P;.

To3n peayaraT caejnBa HenocpeicTBeHO OT oGllaTa TeopeMma 3a HMMYJca,
KaTo ce u3nondyBa 6usno OfiylepoBoTO AH(epeHIHaNTHO YypaBHEHHe 3a
ABHXKeHHeTO, Ouio o6o6ieHoTo DBepHy/aHeBO YypaBHeHHE H ce B3eMe
npeasua paswdpennero Ha Jlaraan [9], [10], npu KoeTo ce AIBpXKH
CMeTKa H 32 HaJHYHHTE CHHIYJapUTeTH (IHCKPETHO PasMoJIOXKEeHH HJH
HeMpeK’bCHAaTO pasnpejeseHd H3BOPH H BHXPH) BBB (JyHna.

[Topanu ToBa, ye mpH u3BeXJaHEe HAa H3pas3a 3a CHNPOTHBJIEHHETO,
CBOTBETCTBYBALl Ha Pa3riexiaHdss Mojes], B JHTeparypaTa ce CpeluaTr
TPH pasnuynu (OPMYJH 3a ChOPOTHBIEHHETO — Ha Pbonba (1], Ha Mio-
nep |3] u ua Bukaeit [7], 3a na Bp3npHeMeM eJHAa OT TAX KaToO Mepo-
IaBHa, KOATO lle TbJKyBaMe B CBeTJMHaTa Ha HalpaBeHHTe AOTYK
pa3rnexmaHHs, HEKa Ceé CIpeM Ha HAKOH Oe/leXXKH OT KPHTHYECKO ecTe-
CTBO, KaTo JONbJAHeHHe Ha Gesexkure BbPXy PbonbaoBata ¢opmyna
3a CbNpOTHBNEHHETO, HanpaBenu ot TomoTHka n Cyrasapa [6). PaGorara
ce ChCTOM B TOBa, Y¢ KaTo KopurupaT ¢opmynara Ha dvonsa (or 1913),
Tomoruka u CyraBapa (B 1938) B3emar noBox OT HamepeHaTa OT bBh-
Kneit (B 1928) apyra ¢opmyna 3a cbNpoTHBAEHHETO, Ge3 na ce CnupaT
Ha ¢opmynara Ha Miosep (ot 1927), Tbit KaxTo camuar bBuxief, KaTo
pasraexaa dopmynata Ha Miosep, He cnoMeHaBa HHIIO 32 (¢opMmyJara
Ha dbonba.

Mpunarafikn Teopemara 3a HMIyJca, Cnopel KOATO ChNPOTHBIE-
HHETO ce fABABA €KBHBA/IEHT HA M3MEHEHHETO C BPEMETO HA WMIlyJ]Ca HA
CHMaTa, aedcTBYBalla BbPXY IHJAHHABPA, H H3NOJN3YyBaHKH NO3HATHTE
WHTErpajHH TEOPEMH 3a MpecMsTaHe HA KOMIVIEKCHHTE HHTerpand, Pbo-
b/l € jan CJAEAHOTO mnpeiacTaBsHe Ha ¢opmyJsaTa 3a CBIPOTHBIEHHETO

d
(43) P.=6me N (Ca),
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raeTo
1 r
(44 “=J’('“ﬁ)' €=
T. e, nopaau (44),
| d |
45 - 30 — — ).
(45) P, - 305 {ry(l ra)} l

Ot npyra ctpasa Miosep, u3nO/N3yBalKH eIHH H3pa3, MajieH OT
Jlaranu, [9] (cTp. 225, (19)) 3a HansiraHeTOo Ha Teualus (QAYHR BBPXY
ellHa 3aTBOPEHa NOBbPXHHHA, a WMeHHO (opmyaara [8] (cTp. 63, (2))

46) P=—ig(STatTeve)+ie3Ta, v, ,
b k

KOAITO B CJyvasi Ce peiyuupa Ha
(47) P=iol'(vs—v3),

noJjyyaBa 3a CbLNPOTHBJEeHHeTO u3pasa (¢popmyna (4)), HanHMcana BLB Bb3-
NpHEeTHTE OT HaC O3Ha4yeHHs)

sin? y [sin
(48) Po=—2el" - ! Yo

N A R I
"( re AR TR

=!_./'

—U%, siny .

B cBos kypc [3] Mionep e nan cbwara ¢opmyna (ctp. 109, (7))
BbB BHAQ

—qur® _,C X elx(r-1)
W B T T e

Hapell C KOATO B ChUIHS KYpPC, Ha c/leaBallaTta CTpaHHua, TOH naBa M
¢opmynata (45) Ha Pbonbn, Ge3 na e cuead 3a HeOOXOAMMO A TH
CpaBHH, TBA KaTo H 1Bete (QOPMYJH Ce OTHAaCAT 3a €IHO H CbILO
Hello — 3a CHNPOTHBJEHHETO Ha LMJHHABPA MPH HaJHYHE HA BHXPOBA
NBOWKAa 3an Hero —— u Gu Tps6Bano u3pasure (45) u (49) na 6baar
T'bX 1€CTBEHH.

Ha#-nocne bukaeit [7], B3emalikn noBoA OT pe3yaTaTa, MOJyuYeH
oT Mionep, o6pbllla BHHMaHHe BBbPXY OOCTOATEACTBOTO, Ye Miosep H3-
nonsyea ¢opmyaara Ha Jlaraau, BaJMAHa 3a €HH CTAallHOHApPEH peXHM
Ha TeuyeHHeTO (MPH KOHTO MOXe Ja ce MNpPHAOXKH CbKpaTeHOTO bepHy-
JHeBO YypaBHEeHHe), H C TOBa Nponyiua eAHH NONbJAHHTe]EeH H3pa3 (BX.
(94)), CBOTBETCTBYBAIIl HA OHH JOMbJAHHTENEH ujeH, KOHTO ¢urypHupa B
06006111eHOTO bepHyaHeBO VpaRHeHHe H Ce OTHACH 10 H3MEeHEHHeTO ha
MoTeHIIHaNa C BpeMeTo. Pa3arneXaasoTo OT HAaC W OT BCHYKH aBTOPH
TeyeHHe oOaue e HecTallHOHapHO, nopafH Koeto cnomexatata ¢opmyna
Ha Jlaraan He e jnocrtarTbuHa.

B cBost kypc (3] Mionep He e 3alensizaan H3raexnaa, ye 3a Mnoay-
yaBaHeto Ha (opmyna (47) e u3noasysan ¢opmynara Ha Jlaraau (46)
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(cps. [3], cTp. 109 u cTp. 53), KoaTo ciexBa ot Gopmyna (15) B kypca
Ha Mionep (ctp. 26), u3seneHa nmpu HampaBeHOTO Ha cTp. 24, T. 2 or
CBIUHA KYPC MPHEMaHe 32 CTAIHOHADHOCT HAa TeuYeHHeTo.

Bukneit [7], nbpxefiku CcMeTKka M 3a 1BaTa uJeHa (—-%v’) H

oF
(—g 5?), (mocnenHHAT AbJ/KAIL Ce HAa HECTAlLlHOHAPHOCTTa Ha pexxuMma),

npecMsATa OTHOBO CDBINPOTHBJEHHETO HAa LWJHHABPA H HAMHpPA 3a HEro
¢dopmynara

ol*x 4ry—(P—1p |
art FFI=2@—) |

(50)

|
| Pe=Pi+Pi=

Hexa orGenexuM oTHOBO, ue BukaeAi HHTO cnomenaBa ¢opmynata (45),
HaMepeHa OoT PbONMbJ, HHTO i CpPaBHABa CBC CBOsATa (OpMyJa.

[To TakbB HauMH 3a CHNPOTHBJEHHETO HAa LMAMHADBPA OAXa AalleHH
Tpute Gopmyan (45), (49) u (50).

Tomotrka u CyraBapa o6age, cpaBHsBalkH ¢opmyante (45) u (50),
NnocpeACTBOM HAKOH npeoOpasyBaHHsi ce HaTbKHaxa Ha (akTa, 4ye Te3H
¢dopmyau ce pasnuyaBaT C eIHH YHCJIEH MHOXHTeJ. ToBa T'H € HaBeJo
Ha HJesiTa Aa W3BBPIUIAT NpOBepKa B NPECMSTAHHATA HA KOMIUIEKCHHS
MHTerpaJ mno Meroja Ha PbombJ, B pe3yiTaT Ha KOETO HAaMHpaT, ye
koedpuUHeHTHT BBB ¢Qopryysnata Ha Pronba (45) Tpsbea na Obxae 2, a
He 3. Kato o6pbliaT BHHMaHHe M Ha OOCTOSTEJNCTBOTO, Y€ LHPKYyJa-
uusaTa /” 3a pasriexnanus B npo6seMa HaeaJeH QAYHI e NOCTOSAHH,
Te HamMCBaT CAelHaTa KopurupaHa (opmyna Ha Pbonba

(51) P,=2@I“‘—;§t-{ y(l——};)}.

Mpexoasr or ¢opmyna (50) kbM opmyna (51) Tesn aBTOpH MpaBsiT
AaBalikH Ha ¢opmyaara Ha bukaedd ouwe BHAa

(52) P =20l (v, —y),
AeTo J
d
'vl='v=l—;—:, "’8?2(%)’

C ToBa yanaBame, ye ¢opmyna (51) ua dronva u Qopmyra (50)
Ha DBuknefi ca HAEHTHYHH,

HesaBucumo oT cboOpaxeHHsTa, KOMTO H3TbKHaxXMe B HayajoTo
Ha Ta3H TOYKa 3a HeChCTOSTeNHOCTTa Ha ¢opmyna (47) uau (49) Ha
Mionep, nexa saGenexum, ye nopanu

;::‘ul—tv], -';;=ug"‘l.‘vg; Uy =Ugy=u, ’Ul=—7J,='v,
¢opmyna (47) ce sanucea u Taxa
(63) P,=2 1.
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Tbl KaTO KOMIIOHEHTATa T Ha CKOPOCTTA Ha BUXpPOBAaTa ABOMKA 3aBHCH OT
ckopocTra Ha oOthyaHero U, ot dopmyna (53) cnensa, ue U CHIPOTHBJIE-
HueTo P, llle 3aBHCH OT Hes, JOKAaTO MNOCTBNaTeaHata ckopocT U Ha
(paynna B 6e3kpaiiHocT He ce cpewla B u3pasa (50), nanen or DBukied.

Haii-nocne exHo HenocpeacTBeHo audepenudpane cnpsmo £ B (51),
A'bpeiKd cMeTKa 3a W3pasuTe 4 M v, nanewd c (10), nn BOAH OTHOBO
a0 ¢opmvaa (50). JluncsaimsaT yned BbB Gopmyna (49) na Miosep e

(54) P,-:gl‘ri‘ {2xyu—(—y*)v ).

[To TakbB HauWH ycTaHOBSBaMe, 4e MepolaBHa ¢opMyna 3a Cb-
npotusaesHeto e ¢opmynara Ha Bukaeit (50). Ckopo e nokaxem, uye
B HeHHaTa pa3BHTa ¢GopMa TA e Hali-ynoOHa 3a TBHJKYBaHe.

7. Toakysane Ha ®bonbaorata dopmyna (45) 3a CHLNPOTHBACHHETO

Heka ce cnpeM HaH-Hanpen Ha J10CeraulHOTO ThJKYBaHe, KOETO
dbLonba W ApPYrH aBTOpH nasaT Ha (opmyaa (45), KOeTo ce oOTHacs H
3a ¢opmynara (51). Hanctuna 3a ussona u Ha nBete GopMyaH e Oes
3HayeHHe JaJH IMPKYJalUUsATa e MPOMEHJHBA, MJH MOCTOSHHA, TbH KaTo
H NPH Onpejie/IfiHe Ha KOMIIJIEKCHAaTa CKOPOCT Ha BHXpPOBaTa ABOKKA, H NpPH
npecMsiTaHe Ha KOMIJEKCHHTe HHTerpaJjH, KOMIUIeKCHa MPOMEeHJHBa Gerie
z, a He 2z,. KakTo B opuruHanHata cu pabora (8], Taka M B CBOS KypcC
[3] caen Hanucsane Ha Qopmynarta (45) na Poonwba, Mionep kasBa:
.33 H3BBpIIBaHe Ha AH(epenunpaHeTo Ou TpAGBAJLO J1a ce NOCTABH. B
OCHOBaTa HaGMIO/IEHHETO HA JIBWXKEHHETO HAa BHXPHTE, BbPXYy KOETO B
opurusansata pabora Ha Rubach [2| Moxe na ce HamepsT noBeye Il0-
JPOOHOCTH .

OT TO3M UMTAT ce BHXKAAZ, Ye TMpeuyka 3a JQH(EpeHLHPAHETO e He-
NO3HaBaHETO HAa IBH)XEHHETO Ha ABOHKATa, TBbPAEHHE, KOETO HaH-Man-
KOTO ce HyXjaae OT pa3sicHeHHe. [IpH BCHYKHM cJayuaH, OCBEH aKO ce
npueMe OTHanpej, 4e UHMPKYJalMATa € NPOMEHJHBa C BpeMeTo, Au(e-
PEHLHPAHETO MOXe Jla Ce H3BBPINIY, KAKTO HanpaBuxMe H HHe NpH mo-
Ka3aHaTa Mo-rope MpoBepKka 3a MIEHTHYHOCTTAa Ha ¢opMyaure (S51) u
(50). Ho o6ocHoBKkaTa B npuBefeHdsi 1IIMTaT Ha MioJep He € NMPOMEHJH-
BaTa IIMPKYyJallds, a HeNo3HaBaHETO Ha JBHXeHHeTo (pa3Oupame: OHMO
3aKOHA HAa JBHXXCHHWETO, aKO HWCKave Ja HMaMe ChNPOTHBJIEHHETO 34
MPOH3BOJMICH MOMEHT OT BpPeMeTO, OGW/I0 TPaeKTOPHHTE KM, AKO HCKame
Na no3HapaMe CHNPOTHRAGHHETO NPH JAAEHO MNOMOMEHHe HA BHXPHTE,
KakbBTO € cayuyasat ¢ ¢gopmynata Ha buk.e#t). B nocaeanus cayuafl,
lIOHeXKe HHe Beye [MpHTe)XKapaMe TPAaeKTOPHHTE HAa BHXPOBaTa JBOMKa,
HamepeHu ¢ (23), ule [OKaXkeM, Ye KAKTO TBHJIKYBAHETO, Taka H Npe-
CMSATAaHETO Ha C'bNPOTHBAEHHETO CTaBaT Bb3MOXHH.

Jla ce cnpeM nO-BHHMATeJHO W MNO-NMOAPOGHO HA THJAKYBaHETO,
KOoeTo paBa camMuaT @bontb.i HAa cBOATa (OPMYJa 33 ChNPOTHBIAEHHETO
(45), 3a Koero 116 NOKa¥XeM, Ye e CblIl0 HEChCTOATEJHO.

Cnen kato uamupa ¢opmyna (43) wau koeto e cbwoTto (45),
$boNbA CYHTA, Y¢ HANATAHETO, KOETO H3IHTBA IHAMHABPLT NPH Hero-
BOTO PaBHOMEPHO [IPHABHXKBaHe BLB (IyHIa, NPH HaNHYHe HA BHXPO-
BaTa NBOHKa 3a]l Hero MoXe na ce onpesneau cnopen ¢opmynara (45)
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OT II0JIOXXEHHETO W OT MPOMAHATA Ha MOJIOXKEHHero Ha BHXpOBaTa
ABOFKa, MoHexxe cbraacHo ¢opmyna (8) nupkynauusita /I, ¢urypupaia
noj 3HaKa NPOH3BOJAHA B (45), MOXe na ce u3pa3H upe3 CBHOTBETHOTO
1IIOI0XKEHHEe Ha BUXPHTe BBPXY KpuBaTa (7) — Pbonbaosata kpHsa. He-
IOCPEACTBEHO CJ/e]l FOPHOTO TBBbpAeHHe obaye Pbonbsa oule n06aBs:

»[1pn npecMsTaHeTo Ha CBNPOTHBIEHHETO Bb3 OCHOBA Ha H-
0/1101aBAHOTO NO-HATAaTBIIIHO JBHXEHHe Ha BHXPOBaTa MABOHKAa BBPXY
HalllaTa KPHBa ce cpeliat o6aye roJeMH TPYAHOCTH, KOMTO NpenH
BCHYKO Ce A'bJKAT Ha J0Ka3aHaTa HeCcTaOHJHOCT Ha BHXPOBAaTa ABOMHKa,
1I0paJii KOATO BHXPOBAaTa JIBOHKA CKOpPO cJejJ JOCTHraHETO H BBPXY
HaUlaTa KpuBa CJAeACTBHE HeCTaOWJHMTe CMYILEHHs OTHOBO Hamylla
KpHBaTa“.

He3aBHcHMO OT TOBa, Ye MpH pasr/eXXAaHHAT3, KOMTO TYK ce Ipa-
BAT, HHE HAMAaMe MNpaBO Ja BaAHM JIPYrH 3aKJIOYEeHHWsi OCBEH Te3H,
KOMTO CJe1BaT OT TEOPeTHYECKHTE H3BOJH, CJAeJNOBAaTENHO HHKaKBH
ONMUTHH JaHHH M HaOmioneHHWs He OuBa Ja ce CMecBaT C THX, lIe MO-
KaXXeM, Ye BCHUK: ropenpHBelleHH TBbPAeHHS Ha Pponmba ce AbMKAT
Ha MOrpellHO H3NoJ3yBaBe M TbJAKYBaHe Ha (¢opmyaa (8) 3a UHPKY-
JIALHATA.

Kakto Beue nojpuepraxme B T. 2, ¢popmyna (8' noka3sa KOra BH-
XpoBaTa IBOHKa MO)e na O6be B NnokoH BbpXy KpuBata (7). Cnenosa-
TeJIHO TS He [aBa eNMH OTHampej [I03HAT H3pa3 3a IHPKYJaUHATAa BbB
(PYHKIMS OT NOJNOXEHHeTO Ha BHXPOBATa ABOKMKA™, NpH ko0eTo Pbonbjo-
BaTa KpWBa Ja € elHa HHTerpajHa KpHBa Ha CHCTemaTa JAH(epeHIHaTHH

ypaBHeHus (10).
HaucTnHa Bce nak enHa npocTa MpOBePKa HH aBa 3a U H U NPH

»3aKOHA* Al
(55) r(x, y)=4aUy Lr]—
CHCTemara
_dx _U (r=1=-2") 4 rP—(r"—1)%
Tat v rP—1)2+4y? ’
(56) (r=1)2+4y

_dy Xy 4y2r2—(r2—1)
v=g W (PP —1)14+4y?

Ot (56) ce BMXAa HEMOCPEACTBEHO, Y€ BHXPOBHSAT LEHTHP HMa CKOPOCT
Hyaa (z=0, v=0) sbpxy kpHBaTa Ha ®vonwva (7).

KaTo pasmeaum aBeTe ypaBHeHus Ha (56), Guxme nonyuuad AHde-
PEHUHANHOTO ypaBHEHHe HAa ,TPaeKTOPHHTE' HAa BHXbpa, a MMEHHO

dx _r*—1-2y
dy 2xy
HJH
2 2
(57) d?) 1, »y+1
dy ¥y y

KOeTO e AHHeAHO no oOTHoweHHe Ha x2. OO6wMsT MHTerpaa Ha (57) e

* MHaye T0Ba OM IPOTHBOPEUAND Ha QH3HYECKOTO NpHeMale 32 HieaneH ¢ayua, B
KUATO, KUKTO Ce 3Hae, UHPKYAAUHATA Ce 3aMna3sa C BPeMETO [OCTOAHHA.
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(58) R4 (y=CR=1+C,

KOeTO MNOKa3Ba, Y€ BCfIKAa TPAEKTOPHS Ha BHXpOBaTa JIBOHKA NpH ,3a-
KOH“ Ha LHpKynanusTa (55) € OKPBKHOCT C LeHTBP BBPXY octa Oy H
MHHaBallla Npe3 TOYKAaTa C KOOPAHHATH (B MbPBHSA KBaApaHT) x=1, y=0.

YyeBHAHO KpHBaTa Ha PbombJ He e HHTErpajHa KPHBa M CJeJOBATENHO
TS He MOXe Ja ce MpHeMe 3a TPaeKTOPHsl, KOETO MOTBbPXKJAaBa Bb3
paXKeHHETO HH.

OT npyra cTpaHa, HHKaKBH TE€OPETHYECKH OCHOBaHMSl HE Ca HaJ/Hlle,
3a Aa ce BafH 3aK/IOYeHHe, Ye BHXPOBAaTa JBOHKa cjeiBa HJIM MPHOGIH-
3UTEJHO caeaBa KpuBata Ha Pbomba, NPOMEHSHKH LMPKYJalMUATa CH.
Haonaku, ako T8 GbJe NOCTaBeHa HAa H3BeCTHO MACTO Bbpxy Pbomsb-
JIOBaTa KPHBA, TH lle OCTaHe BbPXY Hes CAMO KOraTo 3a TOBa MSCTO
e H3IbJHEHO ycJsoBHeTO (8).

Bb3 ocHOBa Ha BCHYKO Ka3aHO HOTYK Ce BHXJa, 4Ye 3a onpene-
JsiHe W TbJKYBaHe Ha CBHNPOTHBJAEHHETO HAa LMJIMHABpPa TpsAbBa na H3-
xXoXJaaMe OT MnpeacTaBsHeTo My c (¢opmynara (50) Ha bukiaeit u ot
HaMepeHaTa OT Hac Bpb3Ka (23) 3a KOOPAHMHATHTE, ONpeJeNsillH NoJOoXKe-
HHeTO Ha BHXpOBaTa [BOHKAa BbPXY TPaeKTOPHATA H.

8. lpyro ThAKyBaHe Ha (opMynaTa 3a CbOpPOTHBJEHHE

Ot u3pasa 3a CHNPOTHBJEHHETO HA LHJIHHABPA, AbJKHMO HA HaJH-
YHETO Ha eJHa CHMeTPHYHA BHXPOBA ABOKKAa C MOCTOSTHHA LHPKYJallHsi, B
pa3BuTtaTa opmyna (50) Ha Bukaelt ce BH)Ja HeMOCPeACTBEHO, Y€ YHCJIH-
teastT Ha (50) ce aHyJaupa BCAKOra, KOrato € VJO0BJeTBOPEHO ypaBHEHHe
(7), T. e. KOraTo BHXpOBaTa JIBOWKa nonanHe Bbpxv Pbonnb10BaTa KPHBA.
ToBa e peye, ye B TO3H CJyyaH, HE3aBHCHMO OT TOBa, JaJH CKOPOCT-
Ta Ha BUXpPOBaTa JBOHKa e HYJa, HJM Pa3lHuyHA OT HYJa, ChHIPOTHB-
JIEHHeTO Ha UMJAHHIbpPa CTaBa PaBHO Ha Hyaa. To ce H3MeHS C H3Me-
HeHHe Ha MOJOXeHHeTO Ha BHXpOBaTa ABOHKa Mo TpaekTopuuTe (23), no
TaK'bB HayHH, Ye KOraTO BHXPHTe Ce HaMHpaT BJfBO OT (M3BBH) Pbomb-
JI0BaTa KPHBA, CBNPOTHBJEHHETO € MOJOXHTENHO (HaCOYEHO MO MOCOoKa
Ha octa Ox), a KOraTo Te Ceé HaMHpaT BAACHO Ha (BbTpPe BBB) PbOINb-
JI0BaTa KpHBA, TO € OTpHUaTe]HO (BX. ¢wr. 6).

OT reoMeTpHYHH CbOOpaXceHHs € SCHO, 4e NOKaTO BHXPOBATa
ABofKa 0oOMKans (UMPKYyJaHpa) MO efHa 3aTBOPeHa KpHBa, OCTAa Ha LH-
JUHABPa H3MHTBA €IHO HEelNPeK’bCHAaTO HajsAraHe HaJfCHO M HaJsiBO;
NPH JIBHXKEHHETO M MO TPaeKTOPHHTe ¢ Oe3KpaiHO OTHajleYeHH TOYKH B
3aBHCHMMOCT OT TIOJIOXXEHHETO, B KOETO CH MHCJMM BHMXpOBaTa JIBOHKa,
UHAHHABPBT MOXe Ja H3NHTBA HeNpeKbCHaTO M Cavo0 OTPHUATE]HO
HaJsrade.

Hakpasi ute nokaxkeM, ye Bb3 OCHOBAa Ha Bpb3KaTa, KOATO npen-
CTaBsi YpaBHeHHETO HAa HAMEPEHHTE TPAeKTOPHH Ha BHXpHTe (23) 3a
LUHPKYNaUUATa, MOCTeHaTa MOXe Ja Obhje eJHMHHHpawa or (opmyJaata
3a cbnporusuTenHara cuna. [lpn npecmsTaHeTo H oyeBHAHO € Hal-yMe-
TCHO Aa HsiMame paboTa C Ta3H HeMo3HaTa M MbYHa 3a onpenensiHe Be-
Auunna. [lo TakbB Hauun 3a (popmynata (50) cera e umame npH

(59) [=taU % (- 1): In %,"i(rﬂ—l)g
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¥ -3HaueHue 3a R?, nmaneHo c paseura Qopma, u3pasa

x y(rr—1y
(60) Px = 64719U2 F‘ ’T - R2

(= (=1 0 2, 2 (A~ 1)

WsBbpIM M ce enHO eAMHCTBEHO OMNHTHO OMNpeleseHHe Ha KOH-
craurata C, ¢ TOBa Ille MOJYYMM BH3MOXHOCT Ha H3moa3ysame ¢op-
Myna (60) 3a BCSiKO MOJIOXKeHME HAa BHXPOBaTa ABOWKa MO TPaeKTOPHATH
H, ¢ KoeTo momenbT mie Gbae uanpo6san. OcobeHO IeHHH OHxa OHJIH
CBE€HHAITA 32 M3MEHEHHeTO Ha CBHNPOTHBJEHHETO C OTAAJNeyaBaHe Ha
BMXpOBaTa JIBOHKa OT LMJHHABPA N0 HanpaBiaeHHe Ha octa Ox.

Hutepecen ce sBSBa BBNPOCHT 3@ NMpecMsiTaHe Ha TOTAJHOTO Cb-
NpOTHBJIEHHE, KOTaTO BUXDLPBT OMNHILE eJHAa 3aTBOpPeHa TPaeKTOpHH, B
KOATO cnyvaii ce ouakBa TO Aa ObJe paBHO HAa Hyna*.

[locmsnuaa na 8. 11. 1957
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Lh—4
TuA kato dopmyaure (50) n (51) ca MACHTHYHH, TO
(62) Px dt =20 I { y (1— r‘?)}
H CaefoBaTenHo
20" 1 1

(63 Pep = e { [l — — | — 1— <}

) cp v 4 Yo r: N r;

Ako Toukata M (x, y) onuwe 3aTBOpeHa kpusa, Torasa Pep = 0.

Axo toukata M (x, y) onHwe 4acT oT OTBOpPEHa (HAH OT 3aTBOPEHA) KPHBA, TOrasa
»TOTanHOTO* CLIPOTHBACHHe Pcp(fy — ¢;) 3aBHCH €aMO OT KOOpPAHHaTHTe Ha TOWKAaTa B
HaYanHOTO H KpaAHOTO [10/OXKEHHE.
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TPAEKTOPHUHU U COMPOTUBJIEHUE MMPU BUXPEBOH [MAPE
3A KPYTOBbIM LIMJIMHOPOM

ba. Joananyues u Ba Cenpos

PE3IOME

1. B HacTofilleM COOOGIIEHHH NaeTCA TOYHOE pelleHHe THIPOAHHA-
MHYeCKOl npo6semMbl ,LUHNHHAP-BUXpEBas Napa“ B HaeanbHoM (ayuze,
yxe paccmoTtpedHol JI. $dvonnaom [1] u X. Py6axom [2]. o cux nop
He ObI/IH H3BECTHH TPAGKTOPHH BHXPEBOH Maphl 3a LHAHHAPOM™™, a TaKxke
He ObIJIO YNOBJNETBOPHTENBLHOTO TOJKOBaHHA (OPMYJH CONPOTHBJEHHS B
3aBHCHMOCTH OT MNOJIOXE€HHS BUXPEBOH Maphbl M0 OTHOILEHHIO K UHAHHAPY,
[Tpennaraemoe TOYHOE peuleHHe naeT, BMecTe C pe3yabraTamH dronnia.
H Py6axa, ucuepnbiBaiOIYl0 XapaKTePHCTHKY nNpo6ieMbl ,LHIHHIAD-BH-
XpeBasi napa“, HFHOPHPYS NPOHCXOXJAEHHE BHXPeil H HaJHYHOCTb APYTHX
BHXPEBbIX Nap, HMeIOIHX MEeCTO B C/yyae OOTeKaWHs IHWHAPA pealb-
HOM yHaOM.

Kaxk wu3BectHo, KoMnjekcHblii mnorexunan (1) uHTepnperupyer
Monenb ,UMAHHApP-BHXpeBasi napa“, rae U — ckopocTb o06TekaHHs B
GeckoneywoctH, /- — MOAYAb MOCTOSIHHON UMPKynsuuH, z; — addukc

1
BepXHero BHXpsA MO OTHOUIEHHIO K OCH OX, 22=Z| H 23=—, Z4=z— -—
Zl 1
aq)(bHKCbl HHBEPCHO-3€PKaJbHbBIX BHXpeﬁ. Ol‘lpene.’lﬁﬂ KOMNJIEKCHYIO CKO-
pocTh

v@)=(4)  —u-iv,
dZ =2

nony4aeM IJsi MPOEKUHH CKOPOCTH BUXps Z, BbipaxcenHe (10), rae HH-
nekc ,1“ or6pomeH, MckoMble TpaeKTOPHH BHXpeH OMpeAeNsioTCH CH-
cteMofi auddepenuuanbubix ypasHennit (10). Ha ycaosus u=0, v=0
dbonna noayuna reomerpHueckoe mecto (kpuBas Pronnua) (7), Ha Ko-
TOPOA BHXpeRas mapa OCTaeTcsi B MOKOe, eCAH B NaHHOM MOJOXEHHH
unpkyasuns / suxpeil ynosnersopser ycaosuio (8). dvonna, Py6ax w,
Apyrue aBTOPbI CYHTANH ycJoBHE (8) 3aKOHOM H3MEHEHHs UMPKYJSALHH,
NpH cO6/M0NEHHH KOTOPOro BUXpeBast NMapa MMeeT AAsi TPAeKTOPHH KpH-
Byio ®bonnaa (7), HecMOTps Ha TO, YTO peasiius (8) He 4TO HHOe, KAK
ONHO M3 ycaOBHH paBHOBecHs BHXpeBo# napnl no Kpuso# (7), (Qur. 4),
H 4YTO B uaeanbHOM ¢ayHe UHMPKYJAALHA BHXpedl NOCTOSHHA.
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2. Uto6Bbl NOJNYyYHTH TPAeKTOPHH BHXPEBOH Mapbl MPH HeH3MeEeHHOMH
IIHPKYJISILIHH, B COOTBETCTBHH C NMPHHATOR Mozenbio (1), HALO paccMOTPeTh
cuctemy (10), pelenHe KOTOpOii GbIJIO HAM 1O CHX INOP HEH3BECTHBIM.
[Nocne uekotopbix mnpeo6pa3oBanuii cHcTema (10) cBOAMTCH K cHCTeMe
(13, 14). daumunupys df u nonaras (P—1)-'=7, y~1=Y, noayvaem
INs TpaeKTOpHIl BHXpeil au(pdepeHunanbHoe ypaBHenue (20) monyckaiwo-
mee OTAeJNeHHe NepeMeHHHIX C HHTerpajiom (23).

[NocnenHee ypaBHeHHMe mNpencCTaBAsieT JByXnapameTpHueckylo ¢a-
MHJIMIO HHTerpajibHbiX KpHBHIX (napameTtpeul @ v C >0). [Ipu 3aganHOM
@ uype3 KaXIylo TOYKY MJA0CKOCTH OXy NpPOXOAHT TOYHO OJHA HHTe-
rpaJjbHasi KpuBasi, ecan ayist 3Toil TOuYkH tov$0. Uccaenosanne nuddepen-

dy _v(x )
IIHaJILHOTO ypPaBHEeHHsl -— = - NOKa3biBaeT, UTO OHO HMeeT Ha KPH-
dx u(x,y)
Boi dbonnaa (7) TOYHO OAHY OCOGEHHYIO TOYKY H TOYHO OXHY OCOGeH-
Hylo Touky Ha ocu Oy. [lepBasi ocoOeHHass TOYKa SIBASIETCH 1IEHTPalb-
HOH (JereHepMpOBaHHON BHXPEBOH TpaeKTOpHeH — MOJOXEHHEM BHXpeH
R YCTOHYHBOM PaBHOBECHM), a BTOpasi fiBJSieTCS ABOHHOI (COOTBETCTBYIO-
el HeyCTOHYMBOMY PaBHOBECHIO BHXpeil).

Kpome 3aMKHYTBIX TPAaeKTOPHH, B OKPECTHOCTH LEHTPaJbHOIH 0CO-
OeHHOH TOUKH, K (DAMHJIHH MHTErpalbHbIX KPUBbIX (23) OTHOCATCH H He-
3aMKHYTHle TPAeKTOPHH, Kaxcl1as M3 KOTOpPbIX 00JaZlaeT 1BYyMs IOPH3OH-
TanbHbIMH acHMNTOTaMH. EcTh TakKe pasnenbHas He3aMKHYTasi Tpaek-
TOPHA C OXHOM ropu3oHTanbhoil acumnrortol. Ha ¢ur. 3, 5, A naubl
a) KapTHHA OOTeKaHWs ,IlWJKH/P-BUXpeBasi napa* (IMHHH TOK3 -— MOMEH-
TanbHOH cbeMku) no Py6axy; 6) 3kcnepHMeHTalhHO ONpejlelieHHbie Mo-
JIOXKEHHSI BHXPEBOH mnapbl NpH pealdbHoM (wiynie, Takxe no Pydaxy;
B) BHXpeBble TPAaeKTOPHH, ONpejneneHHble HaMH coraacHo (23) ans 3Ha-
yeHus a=1, 94 U A5 pa3nuuHBIX 3HayeHwil KoHcTautThl C uHTerpupo-
BaHuA. Jlerko mokasaTh, UTO BHXPH JBHXYTCS NO 3aMKHYThIM TPaeKTo-
PHAIM B HanpaBleHHH CBOeH NUPKy siMH. [lo ocTanbHBIM TPaeKTOPHAM
BUXPH IBHXYTCA aHaJOrHYHO, Kak Moka3aHo Ha ¢wur. 6. [lpn 3Tom, BCe
HEUCKaXKeHHbie TPAaeKTOPHH NpecekaioT kpuBylo (7) Pronnaa ¢ OTAHYHON
OT HYJAS CKOpPOCThiO. [/l pa3HbIX 3HAauyeHHH mnapameTpa a MOJYYalTCA
aHaJIOrHyHble TpaekTopud. C yMeHbUICHHeM napameTpa a (UMpkyJasiud /)
ocoGeHHble TOukH Ha KpuBO# (7) dbonnna 1 Ha ock Oy HaxoasaTcs Oamxe
kK ocu Ox.

3. PaccMoTpHM conpoTHBIeHHE IHJAHHIAPA B NPUCYTCTBHH BHXPeBOH
napel (2, 2,). Pronna neppbiM Haulea IS 3TOrO CONPOTHBAEHHS ¢op-

myay (43), xoropas AJs C:él’:’, « y(l —;la) npunuMaet BunL (45).

Moaanee, npumensis metoa Jlaraanu [°] ans cayyas AMCKPeTHBIX CHHIYJsi-
puTeTOB (Buxpeit) B haynnnom teuennd, B. Mioanep 3| Takxke naer ¢op-
MYJly COMPOTHBJEHHS, KOTOPYIO MOXHO CBECTH K Buay (53).

Oanako, B. I'. Bukae#t|?] o6patun BHMMaHHe Ha TOT (aKT, 4TO
¢opmyana Mionsnepa HETOYHA, MOTOMY 4YTO OHa OTHOCHTCA TOJNBKO K
cnaraeMoifi Ps; cOnpoTHBJEHHS, COOTBETCTBYIOINEI] COKPAUIEHHOMY Ypas-
HeHHIO DepHyaan aas neuxenus ¢Jayupa B cayyae CTallHOHAPHOro pe-
XKHMa, YNYCKas M3 BHAY cCaaraemyio P; cCOnpoTHBJ/EHHS, COOTBETCTBYIO-
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IlyI0 H3MEHEHHIO MOTeHIMaJa B TeuyeHHH BpeMeHH. Takum oOpasom, mei-
CTBHTe/IbHAas (OpMysa conpoTHBAeHus, no Dbukieitto, umeer Bua (50).

C. Tomornka u H. Cyrasapa () 3amerusnu, 4TOo AN MIEHTUYHOCTH
¢opmyasl (45) u (50) vamo, ¢ OLHOH CTOPOHBLI, YTOOL! YHC/JIEHHBIH KO3(-
¢uuneHT npu (45) 6B1 2, a He 3 (ommOka, nonymeHwas Pbonnaom
NpH HCUYHCJEHHH KOMIJIEKCHBIX HHTErpanoB), a ¢ APYrod CTOPOHBI, 4YTO
UUPKYAANKI0 [ MOXHO NMOCTaBHTb mepen 3HakoM JAH(GdepeHIHPOBaHHS,
TaK KaK B HJeanbHOM (QayHne oHa siBaseTcs NocTosHHOH. C 3THM 3a-
mevanneM Tomotuku-CyraBaphn ¢dopmyna (45) npuaumaer Bua (51). Stn
aBTOPHl NOKa3ajH TakXe, YTO HCOpaBieHHyio ¢opmyay (51) MoXxHO npe-
o6pasoBath B BHae (52). Hakouen, ecan B dopmyane (51) npoBectd aud-
(depeHnMpOBaHKe NO OTHOLIEHHIO K BPEMEHH ! W NMPHHATbH BO BHHMaHHe
3Hayenns BeJuuHH u ® v u3 (10), noayuaetcs Takxe ¢opmynaa (50)
Buknefis, a ne ¢opmyna (45) Mrwoanepa, Tak kak ¢opmyas (53) u (52)
He TOXIECTBEHHBI.

Tonxosanue ¢opmyanl (45), nasnoe dbonnaomM, Mioasepom U 1py-
THMH aBTOpPaMH CJefdyiollee: JaBjeHHe Ha LHJHHAD MNPH ero paBHO-
MEPHOM JIBHXXEHHH B (IyHIe MOXHO onpenenuTb mo (45) M3 moJoxe-
HHSL BUXpeBOH Mapbl Ha KpHBO#i dbomnsa M ero H3MeHeHHs, TAaK KaK CO-
rJ1acHO pensiuuH (8) UMPKYJAuMIO, sBAsONYIOCS NOA 3HakoM nudpde-
PEHIMPOBaHUsA, MOXHO BBIPa3HTb uYepe3 COOTBETCTBYIOLIHE I10JIOXKEHHS
BuxpeBofi mnapbl. Kak ®ronma, Tak u MioJsep K06aBASIOT MPH 3TOM,
YTO JaHHHle 1JA npuMeHenus ¢opMyanl (45) dponnaa MOXKHO NONYUYHTH
TOJbKO Ha OCHOBAHHMH HAOJIONEHHS 3a JBHXEHHWEM BHXpeBOH mapbl. Mu
BHIEJH, OJHAKO, YTO BHXPEBas Mapa H3MeHseT CBOe MOJIOXeHHe B CO-
OTBETCTBHH C HAalUUM YypaBHeHHem (23), cnenoBatenbHo ¢opmyna bBuk-
neiis (50), BMecte c (23), BNOJbHE ONFeAENSeT CONPOTHB/AEHHE UHJIHHAPA.

M3 (50) BunHO, 4TO CONPOTHBJEHHE HCYE3AET NPH HAXOXKJEHHH BHXpe-
BOM Mapw Ha KpHBOil Pbonnaa, HECMOTPS HAa TO, HAXONHUTCA JIH OHA TaM B
MOKOE HJH NepeceKkaeT 3TY KPHBOKY € OTJHYHOH OT HOJSI CKOPOCTBIO.
[IpH 3TOM CONPOTHBJEHHE SIBJSIETCS MOJOXHTENbHBIM BHE 3TOH KPHBOW
M OTpHLAaTeNbHbIM BHVTpe Hee. [1pH IBH)XKEHWH BHXPEBOH Napsl Mo mpo-
H3BOJbHOM TpaeKTOpHH U3 damuanu (23), AaBaCHHE LHMINHAPA MEHSeT
CBOHl 3Hak npH KaxcaoM nepecexkanuu kphpoii Pvonnaa. Cpeaxee co-
NPOTHBJIEHHe [IHJHHJIPA NPH TMOJHOM ONHCaHWH (MOBOPOTE) BHXPsi MO
3aMKHYTOH TpaeKTOpHH paBHO Hyaie (63). ,ToranbHoe* CONpOTHBJEHHE
IIMHHAPA MPH HE3AMKHYTOH Jayre TpPaeKTOPMH siBnsieTcs (YHKUHMEH
KOHLIOB JyrH.

Yro kacaeTcs mnpakTHyeckoro npumexenus Gopmyie (50) buk-
Jeiisl Ha OCHOBAaHMH Halllero ypaBHeHHs TpaeKTOpHK (23) HalO OTMETHTD,
4To (23) MO3BOJSIET JETKO 3JHMHHHPOBATb HEH3BECTHYIO LMPKYJsLHIO /.
Takum oGpasom, B ¢opmyse (50) CONPOTHBJEHHS OCTAIOTCH (HIypHpO-
BaTh TOJbKO KOOPAMHAThl MOJOXEHHS BHXPEBOI Mapbl W HHTErpalnoHHas
nocrosxuas C. KoHeuHo, onpezneseHue 3TOI KOHCTAHTbl MOXHO NMPOBECTH
3KCMePHMEHTaAbHHM NyTeM, H TaKHM 00pa3oM NpPOBEPHTH NPHMEHUMOCTH
MOZEJH ,IIHJIHHIP-BUXPeBasi Mapa“ npH PasiH4YHbIX MPAKTHYECKHX 3a-
nayax.



BAHNEN EINES SYMMETRISCHEN WIRBELPAARES HINTER
EINEM. KREISZYLINDER UND DEREN ZUSAMMENHANG
MIT DEM ZYLINDERWIDERSTAND

Bl Dolaptschiew und Bl Sendow

ZUSAMMENFASSUNG

Es handelt sich um eine exakte Losung des Problems ,Zylinder-
Wirbelpaar“, das eng mit dem Problem des Zylinderwiderstandes im
Zusammenhang steht und zum ersten mal von L. Féppl (1913) und
H. Rubach (1916) behandelt worden ist.

Unter dem Problem ,Zylinder-Wirbelpaar“ versteht man eine
zweidimensionale Stréomung einer idealen, d. h. reibungslosen und in-
kompressiblen, dazu noch quellenfreien Flilssigkeit, welche Strémung
durch das komplexe Potential (1) dargestellt wird. Dieses Potential
charakterisiert das Model: Parallele Umstromung eines Kreiszylinders
mit Durchmesser 1, mit Geschwindgkeit U im Unendlichen in Richtung
der positiven x-Achse und bei Anwesenheit eines symmetrischen Wir-
belpaares mit konstanter Zirkulation hinter dem Zylinder. Das absolute
Bezugssystem ist fest mit dem Zylinder verbunden, wie dies auf der
Fig. 1 gezeichnet ist.

Die so beschriebene Strémung nennen wir Model, da sie mit der
wirklichen Stromung einer reellen (mit Viskositdt versehenen) Flissig-
keit verglichen wird, bei der sich so eine Grenzschicht um dem Zy-
linder herum ausbildet, dass diese Grenzschicht bald in der N#dhe von
der x-Achse zerreisst und sich in zwei reellen Wirbelfiden aufrolit.
Dann ,reifen* diese Wirbel allmahlich mit der Erhohung der Zirkula-
tion, entfernen sich vom Zylinder langsam, solange sie ihre Symmetrie
verlieren und ferner reissen sich noch andere Wirbelpaare pendelartig
vom Zylinder ab, so dass schliesslich eine Karmadnsche Wirbelstrasse
entsteht.

Abgesehen davon, wic die Genesis des ersten Wirbelpaares er-
folgt kann man sich das Modell (1) so vorstellen, dass man sich in der
potentiellen Umstrémung des Zylinders (bei welcher kein Widerstand
merkbar ist) ein vollkommen ausgebildetes Wirbelpaar von vornherein
denkt. Dieses Model entspricht dem ersten Stadium des reellen Vor-
ganges, wenn keine anderen Wirbelpaare dazugekommen sind. Wir zei-
gen nun, dass dieses Problem theoretisch und vollkommen exakt ge-
lost werden kann.
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Es seien zunidchst die folgenden theoretischen Ergebnisse erwihnt,
die von Foppl stammen:

1. Das Wirbelpaar bleibt iin Gleichgewicht, d. h. (4) wo, ohne In-
dizes ,1“ und entwickelt geschrieben (6) gilt, wenn die Wirbel entwe-
der auf der y-Achse oder auf der Kurve (7) sich befinden und dort die
der Zirkulation (8) haben.

2. Dieses Gleichgewicht ist Dbei symmetrischen Stérungen crster
Ordnung stabil und bei unsymmetrischen Stérungen instabil.

3. Der Widerstand, den der Zylinder erfdhrt, ist (45). Wie Tomo-
tika und Sugawara (1938) bemerkt haben, ist diese Formel falsch. Einer-
seits ist der Koeffizient nicht 3, sondern 2, andererseits muss /~ vor

dem Differentiationszeichen gt stehen, da in einer idealen Fliissigkeit

die Zirkulation konstant vorausgesetzt werden muss. Nun lautet die
richtige Formel folgendermassen (51).

Es sind bei Foppl keine Betrachtungen dafiir gegeben, wie sich
sonst das Wirbelpaar bewegt und keine Deutungen der Widerstandsfor-
mel (45). Uber ihre Verwendbarkeit schreibt zum Beispiel W. Milller
folgendes:

»Der Auswertung der Differentiation miisste die Beobachtung der

Bewegung der Wirbel zugrunde gelegt werden, woriiber in der

Originalarbeit von Rubach das Nahere nachzulesen ist*.

Rubach hat iibrigens nur 5 Stellen des Wirbelpaares rechnerisch und
experimentell gefunden (s. Fig. 5), die uns kein klares Bild fiir den Vor-
gang geben und gar nichts iiber den Widerstand des Zylinders je nach
den Lagen des Wirbelpaares liefern. Es sind, wie bei Foppl so auch
bei Rubach, sogar manche Ungenauigkeiten zugelassen, wie zum Bei-
spiel die Behauptung von Fo6ppl, dass sobald das Wirbelpaar auf die
Fopplsche Kurve ankommt, es dort mit Geschwindigkeit Null bleibt,
und dass sich das Wirbelpaar entlang dieser Kurve bewegt. Alle diese
unklaren und ungel6sten Fragen haben ihre Ursache in dem ziemlich
komplizierten Differentialgleichungssystem (6), dessen genaue Losung
Zundchst gezeigt wird.

Durch gewisse Umformungen ersetzt man das System (6) durch
das folgende (13, 14).

Nach der Elimination von dt und den Substitutionen

1 1
-] r y
reduziert sich das System (13, 14) auf die Differentialgleichung (20)
Welche, wie man unschwer ersehen kann, trennbare Variabeln hat. Auf
diese Art findet man die Gleichung (9) als Losung des Differential-
gleichungssystems (6). "

Die Gleichung (23) stellt nun eine zweiparametrige Kurvenfamilie
(Parameter @ und C>-0) dar. Dabei gehoren zu dieser Familie als
Grenzkurve (fiir C ) auch der Kreis |zi=1 und die x-Achse y=0.
die aber nicht in Frage kommen. N
_ Aus der analytischen Untersuchung dieser Familie ergeben
Sich folgende charakteristische Eigenschaften der betrachteten Kurven,
die auch gewisse kinematische Bedeutung haben:

16 4.
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1) Der Punkt A (1, 0) ist ein Singularpunkt.

2) Die anderen Singularititen der Kurvenfamilie (23) liegen bei
verschiedenen a auf der y-Achse und auf der Foépplschen Kurve (7).

3) Die Kurven der Familie (23) haben zwei, eine oder keine
Asymptoten, die horizontal sind und durch die Gleichung (31) gege-
ben werden.

4) Es gibt eine einparametrige Kurvenschaar der Familie (23),
niamlich (35) mit je einen Asymptote.

5) Die Umhiillungskurve der Kurvenschaar (35) ist die gleich-

seitige Hyperbel x2—y2= —12——

6) Es gibt Kurven der Familie, die keine unendlichen Punkte
haben.

Daraus folgen sofort die kinematischen Eigenschaften:

1) Wenn man ein Wirbelpaar symmetrisch auf der Fépplschen
Kurve ohne Geschwindigkeit legt, so bleibt es dort unbeweglich falls
seine Zirkulation die Relation (8) befriedigt. Dieser Punkt ist schon
eine ausgeartete Bahnkurve.

2) Fiir ein endliches y, das der Gleichung (31) geniigt, hat man

lim u=U— i, lim v=0.
r—eo 2y r—oco

3) Hat eine Kurve der Familie (23) Punkte, die ausser der Foppl-
schen Kurve liegen, so trifft der Wirbel, der sich auf dieser Kurve be-
wegt, die Fopplsche Kurve mit Geschwindigkeit, die von Null verschie-
den ist, im Gegensatz zu Foppl.

4) Auf dem Ast, der ndher der x-Achse l4duft, bewegt sich der
Wirbel in negativer Richtung beziiglich der angenomenen positiven

Orientierung der x-Achse und umgekehrt.

5) Die Wirbel laufen auf ihren Bahnkurven im Sinne ihrer Zirku-
lationen.

Auf Figur 6 sind die verschiedenen Wirbelbahnen gezeichnet,
fiir einen fixierten Wert von a und fiir verschiedenen Integrationskon-
stanten C.

Nun sind wir imstande, der zitierten Behauptung von Miiller
dagegen, die Formel (45) zu differenzieren und statt x=u, y=v wieder
die Ausdriicke (6) einzuftihren, woraus wir den folgenden expliziten
Ausdruck fiir den Zylinderwiderstand erhalten, (50). Dieser Ausdruck
fallt genau mit dem Ausdruck zusammen, den Bickley (1928) auf eine
andere Art gefunden hat, nicht aber mit dem Ausdruck von W. Miil-
ler [Seite 109, Formel (7)], welcher nach einer Methode von Lagalli
(1922) gearbeitet hat.

Aufgrund der Widerstandsformel (50) geben wir folgende Deu-
tungen:

1) Der Widerstand wird immer gleich Null sobald der Wirbel auf
der Fopplsche Kurve sich befindet, unabhidngig davon, ob seine Ge-
schwindigkeit gleich Null oder ungleich Null auf der Fopplschen
Kurve ist.

2) Der Widerstand hat einen negativen Wert, wenn der Wirbel
sich ,in“ der Fopplschen Kurve befindet und umgekehrt.
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3) Aufgrund von 1) und 2) wackelt der Zylinder um seine Achse
wihrend der Bewegung des Wirbelpaares auf die entsprechende Bahn-
kurve.

4) Lauft der Wirbel entlang einer geschlossenen Bahn, so ist der
mittlere Zylinderwiderstand gleich Null. Wenn der Wirbel eine offene
Bahnstrecke beschreibt, so hingt der Zylinderwiderstand nur von der
Anfangs — und Endlage des Wirbels auf der Strecke ab.

In der Tat erhalt man (nach A. Stojanow) aus der Korrigierten
Widerstandsformel (51), dass (63) gilt.

Zum Schluss sei darauf aufmerksam gemacht, dass die Kombina-
tion (23) und (50) die Verwendung der Widerstandsformel — genauso
wie die Kdrméansche Widerstandsformel (mit einem unbekannten Para-
meter weniger) bei einer Wirbelstrasse — gestatten.
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