Provided for non-commercial research and educational use.
Not for reproduction, distribution or commercial use.

PLISKA

STUDIA MATHEMATICA
BULGARICA

FIANCKA

BbATAPCKU
MATEMATUYECKU
CTYAUU

The attached copy is furnished for non-commercial research and education use only.
Authors are permitted to post this version of the article to their personal websites or
institutional repositories and to share with other researchers in the form of electronic reprints.
Other uses, including reproduction and distribution, or selling or
licensing copies, or posting to third party websites are prohibited.

For further information on

Pliska Studia Mathematica Bulgarica

visit the website of the journal http://www.math.bas.bg/~pliska/

or contact: Editorial Office

Pliska Studia Mathematica Bulgarica

Institute of Mathematics and Informatics
Bulgarian Academy of Sciences
Telephone: (+359-2)9792818, FAX:(+359-2)971-36-49

e-mail: pliska@math.bas.bg



RAUMLICH HOMOGENE KRITISCHE VERZWEIGUNGSPROZESSE
MIT BELIEBIGEM MARKENRAUM

GEORGI S. TSCHOBANOW

Die vorliegende Arbeit ist ein Beitrag zur Theorie der rdumlich homogenen Verzwei-
gungsprozesse, wie sie in der grundlegenden Arbeit von Lie mant begriindet wurde. Sie iibe-
trigt die Ergebnisse von Kerstan, Matthes, Pre hn auf den Fall beliebiger beschriankter
vollstindiger separabler Markenrdume.

0. Einleitung. In [6] wurden lokalendliche Teilchensysteme @ in Euklidi-
schen Rdumen RS, £=1 untersucht, die sich in diskreter Zeit zeitlich homogen
gemdB der Grundannahme der Verzweigungstheorie stochastisch entwickeln:
Jedes Teilchen aus ® 16st unabhingig von den anderen einen zufilligen Schau-
er von Tochterteilchen aus, dessen Verteilungsgesetz vom Ort des Mutterteil-
chens bestimmt wird. Die Uberlagerung der so ausgelosten zufdlligen Schauer
ergibt dann eine zufillige Tochtergeneration ®’. Die rdumliche Homogenitit
des Verzweigungsmodells besagt, da die stochastischen Beziehungen zwischen
dem Ort des Mutterteilchens und dessen zufilliger Nachkommenschaft bei
Verschiebungen im Raum unverdndert bleiben. Somit wird die stochastische
Evolution im rdumlich homogenen Verzweigungsmodell durch das Verteilungs-
gesetz D der Nachkommenschaft eines im Nullpunkt liegenden Teilchens ein-
deutig bestimmt. Das Verzweigungsmodell ist in diesem Falle genau dann kri-
tisch, wenn der gemi8 D gebildete Erwartungswert der Gesamtanzahl der Nach-
kommen eines Mutterteilchens gleich Eins ist.

In der Arbeit [1] vonDebes, Kerstan, Liemant, Matthes wurde fiir
stabile nichtgitterformige kritische Schauerverteilungen D die Struktur der
Menge aller stationdren schauerinvarianten Verteilungsgesetze bestimmt. Wei-
terhin wurde nachgewiesen, da8 fiir alle L aus einer Menge S niherungsweise
stationdrer Anfangsverteilungen die iterierte Ausschauerung mit Hilfe des ho-
mogenenen Schauerfeldes [ D] zur schwachen Konvergenz gegen stationdre schauer-
invariante Verteilungsgesetze fithrt. Unter den obigen Annahmen lassen sich
somit die auf Doob und Dobruschin zuriickgehenden Ergebnisse fiir den Spe-
zialfall der rdumlich homogenen zufilligen unabhingigen Verschiebungen, d. h.
fiir den Fall D(x(R*)=1)=1 verallgemeinern.

In der Arbeit [5] von Kerstan, Matthes und Prehn wurde das obige
rdumlich homogene kritische Verzweigungsmodell dahingehend verallgemeinert,
daB markierte Teilchen, d. h. Teilchen verschiedener Typs, betrachtet wurden,
und zwar wurde ein hochstens abzidhlbarer Markenraum K zugelassen. Die
stochastische Dynamik des Verzweigungsmodells wird nun durch eine Familie
{Dw, k€ K} von Verteilungsgesetzen zufilliger Systeme markierter Teilchen
bestimmt, und zwar beschreibt D, das Verteilungsgesetz der Tochtergenera-
tion eines im Nullpunkt liegenden Mutterteilchens des Typs k. Es zeigt sich,
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daB die Ergebnisse aus [1] vollstindig iibertragen werden konnen, wenn alle
Dy, k€ K kritisch sind, d. h. wenn die mittlere Anzahl der Nachkommen eines
Teilchens fiir alle Typen % konstant gleich Eins ist. Diese Kiritizitdtsannahme
ist natiirlich noch recht speziell. Sie wurde nach dem Muster der kritischen
Galton-Watson-Prozesse mit Typen in der Arbeit [10] von Prehn und Roder
im Falle endlicher Markenraum K und schlieBlich in der Arbeit [12] von
Warmuth fiir hochstens abzdhlbaren Markenraum verallgemeinert, wobei ge-
geniiber der Arbeit [5] eine ganze Reihe neuer begrifflicher und beweistechni-
scher Schwierigkeiten auftreten. Man kann die Arbeiten [5], [10] und [12] auch
als einen ersten Vorsto8 zu rdumlich inhomogenen kritischen Verzweigungsmo-
dellen mit unendlichen Populationen auffassen, deren Studium im aligemeinen
Fall in den Arbeiten [7], [8] von Liemant begonnen wurde. Die vorliegende
Arbeit iibertragt die Ergebnisse aus (5) auf den Fall beliebigen beschrankter
vollstandiger separabler Markenrdume [K, p,]- Hierbei benutzen wir eine recht
scharfe Version der schwachen asymptotischen Gleichverteilung von Folgen
raumlich homogener zufilliger Verschiebungen, die nur riumliche Glittungen
beriicksichtigt. Ebenso wie in [5], [10], und [12] gehen wir auch hier nicht auf
die Frage nach Kriterien fiir die Stabilitdit des Verzweiguugsmodells ein. Diese
Frage (vgl. hierzu [3] und [8]) erfordert ganz andere Hilfsmittel und Uberle-
gungen. Kernpunkt dieser Ausfithrungen ist der Approximationssatz 3.3., aus
dem mit Hilfe der asymptotischen Schaueranalyse 4.4 der Approximationssatz
5.1. hergeleitet wird. Die vorliegende Arbeit stellt Hilfsmittel fiir die Arbeit
[11] des Verfassers in der, das in [1] behandelte Verzweigungsmodell dahinge-
hend verallgemeinert wird, dal der bekannte Begriff des Bellmann-Harris-Pro-
zesses als Ausgangspunkt dient.

Die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit kénnen (vgl. [1,5,4]) ohne grund-
sdtzlich neue Schwierigkeiten auf den Fall verallgemeinert werden, da8 an die
Stelle eines Euklidischen Raumes eine dem zweiten Abzihlbarkeitsaxiom genii-
gende lokalkompakte, aber nicht kompakte, abelsche topologische Gruppe tritt.

In den Beweisen werden z. T. ohne Zitate Grundbegriffe und Ergebnisse
aus der Theorie der stochastischen Punktprozesse benutzt, wobei in der Regel
auf die zusammenfassenden Darstellungen [9, 4] und die dort benutzten Bezeich-
nungen zuriickgegriffen wird.

1. Grundbegriife. Im folgenden bezeichne [A, p,] das direkte Produkt
eines Ortraumes der Gestalt R®, s=1, mit einem beschrinkten vollstdndigen
separablen Markenraum [K, pg]. Die grundlegenden Objekte wie 9, B, M, N,
M, P und P beziehen sich stets auf diesen Phasenraum [A4, p,]. Wie iiblich
kennzeichnen wir das beziiglich des Ortsraumes R* gebildete Objekt durch den
oberen Idex*. Somit fidllt 9 mit der o-Algebra $1* der Borellschen Teilmengen
von R* zusammen. Das Lebesguesche Mafi auf $i° wird im folgenden stets mit
p bezeichnet. .

Wir setzen ®X=®(.)XK), ®¢M, und bezeichnen das Bild eines H auf
M beziiglich der meBbaren Abbildung ®—®* von M auf M* mit H*. Abwei-
chend von der Schreibweise in [9] bezeichnen wir das Intensititsma von
H mit A(H,(.)). Wir sagen, H sei von k-ter Ordnung (k=1,2,...), falls
J(O(X))H(AD)< + oo (X€B) erfilllt ist. Offensichlich ist A/ genau dann von
k-ter Ordnung, wenn dies fiir A* zutrifft.

Jedes ZiahlmaB @ in M besitzt eine Darstellung ®(.)=Z;s8([x, &1, (.))
als Summe einer héchstens abzihlbarer Familie Diracscher Mafle. Fiir alle x in
RS setzen wir nun (7,®).)=Ziu8(x;—x, k;],(.)) und definieren auf diesem
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Wege den Verschiebungsoperator 7, in M. Ein Ma A auf 9 heift stationdr,
wenn H(.)=H(T,®¢(.)) (x€R®) erfillt ist. Ein solches MaB H ist genau
dann von erster Ordnung, wenn ein endliches Ma8 vy, auf der o-Algebra der
Borellmengen des Markenraumes existiert, so da8 A(H, (.)=R X v (.) gilt.
Zur Abkiirzung schreiben wir vy,(K)=iy und setzen i,= 4o, falls H nicht
von erster Ordnung ist. Fiir alle stationdren Mafle A auf 9N gilt somit
iy=[®%([0, 1)*)H (d®). Die u. U. unendliche Zahl i, heiit Intensitat von A.

Jede meBbare Abbildung D, von [K,R] in [P,p] erzeugt vermoge
[DYx, sy =Dy (T—xx €(.)) ([x, kK]€ A) eine meBbare Abbildung von [A4, A] in
P, d. h. ein homogenes Schauerfeld [D] auf [A, p,] mit dem Phasenraum
[A, p4]- Bekanntlich (vgl. Satz 11. 1. 1. in [9]) ist das Schauerfeld [D] genau
dann stetig, wenn das Schauerfeld k—Dg) auf [K, px] mit dem Phasenraum
[A, p,s] diese Eigenschaft besitzt.

Wie iiblich bezeichnen wir das Resultat der , Ausschauerung“ mit H[D]= Hp)
falls H([D]@) existiert nicht)=0 erfiillt ist. In diesem Falle gilt (vgl. Formel
4.2.2. in [9)])

1.1. A(H[D), X)= [A(D]qx, r X) A (H, (d[x, R])), (X€A). Umgekehrt gilt
(vgl. Satz 4.2.3 in [9].

1.2. Ist [A([D)x, yy X)A(H, (d] x, k])) fiir alle X in B endlich, so existiert
das Ma H[D] und ist von 1. Ordnung.

Ist die Bedingung D, (x endlich)=1, k¢ K, erfiillt, so konnen wir vermoge

DR (.)=38(3([[0, ..., 0L 2], (.)), k€K,
Diti=(D) D], k¢K, n=0,1,2,...,

induktiv die Schauerpotenzen D}f')l, n=0,1,2,..., einfilhren und erhalten
DE;} (¢ endlich)=1

(D) [DIm)] = Dizstm), k¢ K, n, m=0,1,2,...

Es bezeichne D die Menge derjenigen Schauerfelder auf [K, pg] mit dem
Phasenraum [A, pa], die der Bedingung A(Dw), A)=1, (k¢ A) geniigen. Vermoge
1.1.1. wird D durch die Operation [D,, D] — (D3)[D;]=((D2).;)ip,) eine Halb-
gruppe mit dem neutralen Element

£—3(S[[0, . ..,0], k), keK.

Insbesondere liegen die Schauerpotenzen von Elementen aus D immer wieder in D.
Es bezeichne S die Menge derjenigen Verteilungsgesetze L auf 9, die
den folgenden beiden Bedingungen geniigen:
S1) Es existiert eine meBbare nichtnegative reelle Funktion s; auf M* mit
der Eigenschaft co

X
sup [|Z R ED s, (%) | LX(d®X)—0, m—sco.
XERS /

S2) Es existiert ein endliches Ma © auf ® mit der Eigenschaft A(L)=p® 1t
Offenbar ist die verallgemeinerte individuelle Intensitdt s,(®) bis auf Werte
auf LX — Nullmengen eindeutig bestimmt und es gilt [s,(®X)LX(d®P*)< +oo.

Wir bezeichnen die beziiglich L* gebildete Verteilung von s, (®*) mit o,.

Ebenso wie der Satz 11.7.8. und 11.7.5 in [9] zeigt man
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1.3. Fir alle L in S und alle D, in D existiert das Verteilungsgesetz
L[D] und es gilt L[D]¢S, oyp =0,

1.4. Ein stationidres Verteilungsgeselz L auf 9N liegt genau dann in S,
wenn es von erster Ordnung ist, d. h. wenn seine Intensitit i, endlich ist.

2. Schwach asymptotisch gleichverteilte Folgen rdumiich homogener
zufdlliger Verschiebiingen. Bekanntlich versteht man unter einem stochasti-
schen Kern von einem mefibaren Raum [X], %,] in einem meBbaren Raum
[Xa, %y] eine Abbildung x—aw(x, (.)) von X in die Menge aller Verteilungsge-
setze auf %, fiir die sidmtliche reellen Funktionen x—w(x, Y) (Y € %y) *,-mefibar
sind. Fiir alle Mafle v auf %, erhalten wir dann gemif (o * v}V )= fw(a, Y )v(da)
(Y€ny) ein MaB w*v auf x%, Ist schlieBlich y ein stochastischer Kern von
[ Xa, %5] in einen mefBibaren Raum [Xj, %3], so erhalten wir vermoge (y*o)(x,(.))
=y#(a(x, (.))), (x€X;) einen stochastischen Kern y*w@ von [X,, m,] in [Xj, %g].
Dieser Kern y*w heifit die Faltung von y mit . Ist nun [X), %;]=[X,, %3], so
beschreibt ® eine zufillige Veschiebung in [X], %,]. Vermoge

ol (x, (. )=8x), x¢X,,

o+t =@ * m["]’ n=0, 1, 2,..-

konnen wir dann die Faltungspotenzen o!”, =0, 1,..., von o einfithren.
Eine zufdllige Verschiebung o in [A, 9(] heifit rdumlich homogen, falls sie
der Bedingung

o([x+y, &, (.))=o(x, £, (.)+y), [x kl€A, yeR",
geniigt, wobei wir zur Abkiirzung
[2,l]4+y=[2+y, 1], (2 l]€ A, y€R*) schreiben.

Offenbar bildet die Menge Q aller ridumlich homogenen Verschiebungen
in [A4, 9] beziiglich der Faltung eine Halbgruppe mit dem neutralen Element

[x, k1—8([x, &), (-)),  [x, k] € A.

Man erkennt mithelos:

2.1. Die Zuordnung o—ot mit o*(k (.))=e(0,...,0], £],(.)), (R¢K)
vermittelt eine umkehrbar eindeutige Abbildung von Q auf die Menge aller
stochastischen Kerne von [K, &] in [4, A).

2.2. Vermoge k—(p(@)) (&, LYy=ot(k. R*XL), (ke¢K, L¢®) erhalten wir eine
beziiglich der Faltungsoperation homomorphe Abbildung o—p(w) von Q in
die Menge aller zufdlligen Verschiebungen in [K, ®].

2.3. Vermoge [x, k]—o'([x, &], (.))=((3(x)) * o)X 3(k), ([x, k] ¢ A) erhalten
wir eine isomorphe Einbettung c—oc' der Halbgruppe aller Verteilungsgesetze
o auf @° (mit Faltung als Muitiplikation) in die Halbgruppe Q.

2.4. Vermoge oj(k, (.))=A(Dw), (.)) (k€K) erhalten wir eine homomorphe
Abbildung D—ow}, der Halbgruppe D in die Halbgruppe Q.

2.5. Vermoge (Q:)xy= Q:+q. (= J 8(8(a), (.))yr+(k, da), (1€ Q, k¢ K) erhalten
wir eine isomorphe Einbettung der Halbgruppe Q in die Halbgruppe D und
es gilt mg, =1, (T€Q).

2.6. Liegt D in D und ist L ein stationidres Maf auf von 1. Ordnung, so
gilt yzi01=p(@p) * V.-
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Eine Folge (®,) von Elementen aus Q heifit asymptotisch gleichverteilt,
falls |l oy(a, (.))—0,0b, (.))||—0, n-—oo, (a, b€ A) erfilllt ist. Hierbei (und auch
im folgenden) bezeichnet || || die totale Variation. Offerbar gilt

2.7. Ist (w,) eine asymptotisch gleichverteilte Folge von Elementen aus Q
und gilt p(e,)*p=p, (n=1,2,...) fir ein Verteilungsgesetz p auf &, so ist
I (p(0) (& ()= pll—0, n—co, (REK).

Auf dem iiblichen Wege (vgl. etwa Satz 11.8.3 in [9] erhdlt man.

2.8. Eine Folge (w,) von Elementen aus Q ist genau dann asymptotisch
gleichverteilt, wenn fiir alle Verteilungsgesetze o,,0, auf 9[, die Bedingung
|| ®, % 6, — 0, %cy||—0, n—co erfiillt ist. Hieraus ergibt sich unmittelbar

2.9. Ist (o,) eine asymptotisch gleichverteilte Folge von Elementen aus Q,
so ist fiir alle ® aus Q auch (o, *®) asymptotisch gleichverteilt.

Ebenso wie die Aussage 11.8.4 in [9] zeigt man

2.10. Fiir alle asymptotisch gleichverteilten Folgen (®,) von Elementen
aus Q, slle kompakten Teilmengen X von R und alle %, [ aus K gilt

sup o, (. ) —oFd (.)—x) |10, n—oo.

Eine Folge (0,) von Elementen aus Q heifit schwach asymptotisch gleich-
verteilt, falls fiir alle beziiglich p absolut stetigen Verteilungsgesetze ¢ auf R°
die rdaumlich geglittete Folge (o, *c') asymptotisch gleichverteilt ist.

Auf den iiblichen Weg (vgl. etwa Satz. 11.9.1 in [9] erhdlt man

2.11. Eine Folge (»,) von Elementen aus Q ist genau dann schwach
asymptotisch gleichverteilt, wenn fiir alle %, / aus K und alle beziigich p
absolut stetigen Verteilungsgesetze o;, o, auf 9t die Bedingung

| @, * (o, X 8(k)) — @, * (62 X 8(1)) [0, n—oo
erfiillt ist.

Fiir alle ® aus Q und alle Verteilungsgesetze o auf R* gilt p(o =o'
=p(®) * p (c')=p(w). Somit gilt die Aussage von 2.7 auch fiir schwach asympto-
tisch gleichverteilte Folgen (®,).

3. Eine Verschirfung des Dobruschinschen Konvergenzsatzes. Wie iiblich
setzen wir zur Abkilrzung fiir alle X aus 9[ alle endlichen Folgen X,,..., X,
von Mengen aus B und alle endlichen Male H;, H, auf M

A H —Hyll=1| H(xP €(.))— Hy(x@ ()l “HI_H2”X1.....XM

=l F([(Xy), - - - » DX €( ) — H([O(XY)s - - -, DX () I

3.1. Theorem. Geniigen zwei Verteilungsgesetze P, L aus S der Be-
dingung cp=o,, so gilt fir alle asymptotisch gleichverteilten Folgen (o,) von
Elementen aus Q und alle X aus B

sup  (x+all (P[Qo,]) [D] - (L(Qo,]) [D] I -0, n—soco.

x(RS, D(D

Beweis. 1. Wir greifen uns eine kompakte Teilmenge Y von R* so he-
raus, daB X<V XK erfiillt ist. Da nun fiir alle endlichen signierten MaBe H
auf M und alle x in R® (x+4x |l HlI=«r+xxx || Al erfillt ist, kénnen wir von
jetzt ab annehmen, es gelte sogar X=Y XK, Y kompakt.

2. Es sei k, ein fest gewihltes Element aus K. In Gestalt von ®—@0
=®% (X 8(k,) erhalten wir dann eine meBbare Abbildung von [M, ] in sich.
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Alle in markierten Punkten aus ® auftretenden Marken % werden durch &,
ersetzt. Wir bezeichnen das Bild eines Mafles /z auf 9t beziiglich der Abbil-

dung ®—®° it H°.
Ist nun A ein Verteilungsgesetz auf 9N zu dem ein endliches Ma88 t auf

K existiert, so daB A[H]<pO1: erfiillt ist, so gilt
sup  (r+0xi) |1 (H[Qo,]) [D] = (F°) [Qu,]) [D]1I—0, n—co.
x(RS, D(D
Setzen wir o'([x, &, (.))=([x, ko), (.)), (x€R®, ke K, @ €Q) so gilt offenkundlg
(H°) [Qu,]=H[Qa,] Es sei 7,(a, (.))=0,a (.)) Ao, Lar(-) a€A, n=12,.

wobei sich die Operation A der Bildung der unteren Grenze auf dle
natiirliche Halbordnung in der Menge aller endlichen Mafe auf 9[ bezieht,
Es sei weiterhin 0,(a (.))=0,(a () =7 ( )Bua (N=0(a(-)~v,(@ (.)).
Die MaBe a,[a,(.)), Bu(a,(.)) sing in bezug aufeinander rein singuldr. Somit
gilt fiir alle a in A und n=1,2,...

*)  aua@ A+BLa A=Ilaa (.)— Bn(a’( M=l oa, (.)—ola (I
Ferner ist

(Qu,] ° [D])ay=(Qu,@. ») [D]=(Qz,@. :») [P]+(Qa @, ») [D],
Q1 ° [PV =(Qu @ () [D]=(Qo,a ») [D]+(Q8 . (») [D]-

Gestiitzt auf 1.2 erkennt man die Existenz der ausgeschauerten Verteilungsge-
setze (H[Q. ])[D], (H[Q, ])[D] Mit Hilfe von 4.2.8 in [9] ergibt sich nun

w+axoll (([Qa, 1) [D] - (F°) [Qa,D [D] I

=2u(Y) [ (a,([[0, . - ., OI, &1, A)=B,([0, . . ., O], £], A)) =(ak).
Die behauptete Konvergenz ergibt sich nun mit Hilfe des Satzes von Lebes-
gue aus (*).

3. Fur alle Verteilungsgesetze V aus S liegt auch V° in S und es gilt
oy =0op. Vermoge 2. konnen wir also im folgenden o. B. d. A. annehmen, es sei
P=pP° L=LO

4. Es sei H ein Verteilungsgesetz auf 9% mit der Eigenschaft /= H, Wir
wollen weiterhin annehmen. /7% sei von beschrinkter Intensxtiit d. h fUr alle
kompakten Teilmengen C des R° gilt

sup A(H, (C+x)X K)< + co.

X(RS
Fir alle D aus D ist dann

J A((Dlay, CXK)A(H, (da))<sup A(H, (C+y)X K)< + oo,
YERS
so daB gemiB 1.2 das ausgeschauerte Vertellungsgesetz H[D] exnstnert Wir zeigen
nun: Fir alle o in Q gilt
sup  (w+oxcll (H[Qo ) [D] - (H[ Qo xa]) [D] || n—o0.

X(RS, DD
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Ankniipfend an die in 2. eingefithrten Bezeichnungen setzen wir
o a, ()N (0, *0)(a, (.))=1v(a (.))
oy a, (.))—vda () =aa (.))
(@, *0)(a, (.)—va(a (.))=BAa (.))

und erhalten ebensc wie dort
((Y+X)XK)” (l'l[Qm,,]) lD] - (H[Qw,,‘m]) [D] Il

=2 Sl[!eg AH, (Y+x)XK) (a,([C, - - -, 0], &), A)+BA([0, .. ., 0], ko], A).
x¢

Ebenso wie in 2. schlieBt man nun mit Hilfe der asymptotischen Gleichver-
teilung von (w,) auf

o ([0, . . ., O], ko), A)+B,(([0. - - - , O], ko), A)—0, n—co

und erhilt die angegebene Konvergenzaussage.

5. Fiir jede natiirliche Zahl m setzen wir Z,,=[-m,m)’, I, ={2mi,, ...,
2mlg), [,=0, 1, £2,... fur 1<i<s}. )

Offenbar bildet dann {Z,+x, x¢/,} stets eine abzihlbare Uberdeckung
von R* durch paarweise disjunkten Mengen.

Wir denken uns nun m fest gew#hlt und setzen A(y)=x falls x¢/, und
ye€(x+2Z,). Auf diesem Wege erhalten wir eine meBbare Abbildung 2 von
R*® in sich: In allen Kuben Z,+x, x¢/, werden die Punkte in den jeweiligen
Mittelpunkt verschohen. Vermoge [x, &]—8x, #)=25(8 ([2(x), %)), ([x, k)€ 4)
erhalten wir ein deterministisches Schauerfeld 8 auf [A, p,] mit dem Phasen-
raum [A, p,]: Jeder Punkt [x, 2] aus A wird in den Punkt [4(x), &,] verschoben.

Fiir jedes ® aus M und alle natiirlichen Zahlen m setzen wir

o( -)=x5 OX(Zn+x)8([ %, ko), (-))-

Fir jedes Mafl /7 auf 98 bezeichnen wir sein Bild beziiglich der mefiba-
ren Abbildung ®—"® von [M, M] in sich mit ™H. Offenbar ist stets

M) =™ =("HY, ™H = Hp.

Ist A% von beschrankter Intensitdt, so gilt dies auch fir ("H)*. Ist na-
miich C irgendeine kompakte Teilmenge von R*, so existiert eine endliche
Uberdeckung von C durch Mengen Z,+x, ..., Z,+x, mit xy,..., x,€/,
und wir erhalten

sup A(("F)*, (CHy))=tsup A(H, (Zn+3))<+oo.
YERS XERS

6. Es sei nun H ein Verteilungsgesetz auf 8 mit den beiden Eigen-
schaften :

H°=H, H* ist von beschrinkter Intensitdt. Wir zeigen, daB die Ausschaue-
rung von A mit Hilfe von 8 im folgenden Sinne gleichmiBig asymptotisch
vernachlissigt werden kann. Es ist

Sup  (r4+xmxxll (H[Qm,,]) [D] - ((Ho) [Qm,,]) [D}l|— 0.
X(RS, D(D n—boo
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Es sei & irgendeine positive reelle Zahl. Wir greifen uns nun eine natiir-
liche Zahl & so heraus, daB &£>2m, (2B)W(Zr+om \Zr—2m)<e erfiillt ist. Wir
setzen o=(28)— ()N 2k o’ =R 1 ((-) N Zr—2m), ' =(2R)™1((.)N Zr+om)-
Es ergibt sich

([D12[Qa,+ o' Ditx. k= (Qa, « (13¢) * e )@8¢kN) [D]+(Qo,» ((366) » (6—0"»@8(4,3)) [D]
sowie
([D] 2 [Qa,x o'1°0) (. 2y =(Qo,» (3tx) wo) @ 5k0) [D]
+(Qo,» (k) » o—5(x) x o’ @80kN) [D]-
Erneute Anwendung von 4.2.8 in [9] ergibt jetzt fur n=1,2,...
sup  ranxioll (H[Qu,e o' ) (D] = ("H) [Qu,» ') [D] 1< 4e sup AGFHX, (V+x)).

X(RS, D(D x(RS

Gestiitzt auf 4. und 5. ergibt sich somit

lim sup sup (v+xxx)ll ([ Qo)) [D] - ("H) [Qu,]) [D]lI<4e sup A(H*, (Y +x)),
n—oo yeps D(D x(RS

woraus die behauptete Konvergenz folgt.

7. Es sei W ein Verteilungsgesetz auf 9 und m eine feste natiirliche
Zahl. Es gelte W°=W sowie A(WX, (Z,+x))=nw(Z,) fiir alle x in /,.

Da jede kompakte Teilmenge C von R® eine endliche Uberdeckung der
Gestalt {Z,+x,i=1,...,k} mit x,,..., x,€[, zuliBt, ist das Verteilungsge-
setz WX von beschriankter Intensitit.

Wir zeigen nun die Guitigkeit von

limsup sup (W[Qo,]) [D]) (®((X+x)X K)>0)=nn(X)

n—oo  y(RS- DD

fiir alle beschrinkten Mengen X in $R*.
Zum Beweis fithren wir zunichst einmal vermoége

Tyt = Qeam)—su(()n (2, + oy TUF X €Lm Y€ Zp+ X

ein Schauerfeld n auf [4, p,] mit dem Phasenraum [A, p,] ein: Jeder markierte
Punkt [y, k] aus Z,+x, x€/, wird ,auf gut Glick“ in den Kubus Z,+x
geworfen, wobei die Marke & durch &, ersetzt wird. Offenkundig gilt W, =("W),,
m(We)="W. Setzen wir nun W=V, so ergibt sich

AV, (XXK)) = [ A(myy, i (XXKDAW, (@3, k)= nxg WX N (Zp+x)) =nu(X).

Gemi8 6. erhalten wir nun

sup  renxioll (W[Qa DID]-(VIQu 1) D]
x(RS, D¢D

= sup  r+axioll (W[Qa, ) D] - ("W)[Qs,]) (D]l
X(RS. D(D

+ sup  (r+axill (V[Qa,]) [D] = (("V)[Qs, ) [D] | — 0
X(Rspfb n—»o0



42 G. S. Tschobanow

da Y eine beliebige kompakte Teilmenge von R° ist. Hieraus folgt
limsup sup' (W[Qa, D) [D](®((X+x)XK)>0)

n—»oco X€RS, DED

<limsup sup A(VI[DDI[D], (X+x)XK))

A= (RS, D(D

<lim sup ( ;ur; - JAW, (X+x=3)XK)A(Quwo.....0 kg ) [Pl (@)X K)

=nu(X)lim sup Sup A (Qo 0. . . ., 01. &), () [D], A)=nu(X).

8. Es sei nun Q ein Verteilungsgesetz aus S mit der Eigenschaft Q°=Q.
Fiir jedes ® aus M setzen wir

Oy = xef;m [se(®*) 1 (Zm)] 8 ([x, ko))
worin [c] wie ublich den ganzen Anteil von ¢ bezeichnet.
Zu jedem ® in M existieren wohlbestimmte Zihlmafe ®’, ®’ derart, daf
P'AD =0, "O+ D" =D, + D’
d. h. also
P =("OAD,)+ D, D,="OAD,+D"’

erfilllt sind. Die Abbildungen ®—®,,, ®—®’, ®—®’’ sind ebenso wie ®—-"®
beziiglich 9% meBbar. Wir bezeichnen die beziiglich Q gebildeten Verteilungen
von @, bzw. ®'+®" mit Q, bzw. Q,.

Offenbar hingt dann Q, nur von o und m ab. Wie man leicht sieht ist
AQo)=AY"Q)+A(Q,,). Zusammen mit ("Q)* und (Q,)* ist auch (Q,)* von
beschrankter Intensitdt und es gilt (Qo)°= Q,. Fiir alle G aus D existieren damit

fir Q-fast alle ® die Verteilungsgesetze [Gle), [G](mo+a,), [G] (). Uberdies ist
wegen 4.1.3 in [9] die Abbildung ®—[Gle") X [G]mepem) X [Cle) aus [M, M]
in die Menge aller Verteilungsgesetze auf §N®3 meBbar. In Gestalt von

U= [([Glien ® [Clmonre,) R [Gle) (.)QED)

erhalten wir das Verteilungsgesetz auf IN®3 eines zufilligen Elementes
(W1 Wa. wg]- Beziiglich dieses Verteilungsgesetzes besitzt y;+vy, die Verteilung

Gl 4 mo /\om),(.)Q(dtb) d. h. die Verteilung ("Q)[G]. Enisprechend besitzen

Vo +Vy3 bzw. y,+y; beziiglich U die Verteilungen (Q,)[G] bzw. (Qo)([G]. Fir
alle x in R* erhalten wir

U(r+nxk) (Wo+vs) €(.) ¥3(Y+x)=0=y}(Y+x))
=U((r+0xx) W1+ V) €(.), ¥X(Y+x)=0=y3(Y+x))
Somit gilt
@+l (Qm) [l = ("Q) [GIS N Ulr+0xk (Vat+ws) €( ) (V1+5) (Y +x)>0)
= U(r+xxx (W1+w) €(. ), (w1 +y3)*(Y+x)> 011 =2((Q0) [G]) (®*(Y +x)>0).
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9. Es seien nun P, L zwei Verteilungsgesetze aus S mit den Eigenschaften
op=0;, P°=P, L°=L. Somit gilt fiir m=1,2,... P,=L, und mit Hilfe von
6. und 8. erhalten wir

limsup sup (ranxu)ll (L[Qw,]) [D]=(P[Qa,]) [D]Il

n-—oco X(Rs, D(D

=2limsup sup ((Lo) [Qu,]) [D]) (®*(Y+x)>0)

A= x(RS. D(D

+2limsup sup  (((Po) [Qw,]) [D]) (®*(Y+x)>0)

A= x(RS, D(D
Fiir alle x in 7, gilt
A (Lo (Zp+ X)X K )= [|@X(Z,,+ %)~ [s (@) Cm)'] | LX(@P*) <1 (Zm) NL,me
Offenbar gilt stets
[s.(D>) 2m)*]/(2m)* — S, (PX), m—co.

Mit Hilfe des Satzes von Lebesgue ergibt sich hieraus, da der zweite in der
Definition von n..» eingehende Summand fiir n—oco verschwindet. Auf Grund
der Definition von S trifft dies aber auch fiir den ersten Summanden zu, d. h.
es gilt n,m—0, m—co. Entsprechend erhalten wir auch A(P,(Z,+x)XK)
éu (Zm)np.m und limm—wo Ne.m= O-

Gestiitzt auf 7. erhalten wir somit aus der obigen Ungleichungskette

limsup sup  r4+mxxll(L[Qs,]) [D]-(PQo D) [DII=20(Y) (ML.m~+nP.m)

A= x(RS. D(D

und
SUp  (r+x)xk ” (L[an]) [D] "‘(P[an]) [D] “ ;:» 0.

x€RS. DED

Im folgenden benétigen wir den Hilfsatz.

3.2. Es sei L aus S, X aus @, ¢>0 und M\ die Gleichverteilung auf
[—c, c). Zu jedem €>0 existiert dann ein d>0, so daf fiir alle Verteilungs-
gesetze o auf N° mit der Eigenschaft o([—d, dI*)=1 die Ungleichung

sup  x+xll (L[Qu]) [DD [Qu] = LID) [Qu]lI<<e.

x(RS. DD

erflillt ist. .

Beweis. Ebenso wie im Beweis von 3.1 kénnen wir o. B. d. A. anneh-
men es existiere eine kompakte Teilmenge Y von R* so da X=YXK
erfillt ist.

Offenbar existiert zu jedem n>0 ein d>0 und ein MaB y auf R* mit
den Eigenschaften y(R)>1—-n, 8(z)*A=vy+d, fir alle z aus [—d, d]*, wobei
a, ein MaBl auf R* ist. Wegen der Meflbarkeit von 2—3(2)*A ist auch die
Abbildung z—a, beziiglich der o-Algebra 9t meBbar.

Fiir alle Y€R®, 2¢K,D¢D und alle Verteilungsgesetze o auf #* mit der
Eigenschaft o([ —d, d})=1 ergibt sich
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([Qul e [Pl [QaDity, #1= [ ([Qus(z) * mt] o [Py, 1) (- )o(dz)
=/ - I‘;( ., (f 3([x+u 1)), (L)) (v+@,) (dw))oiix, 0} [D](dP)y, #) 0(d2)

([x, 1])>0
und dieser Ausdruck 148t sich schreiben als

/ b (f 8(3([x+u, L)), (- Nv(@w))odix, n} [Py, a1y (AP)+ Ry, k0
o{(x, 1}>0

wobei Ry, o ein endliches Ma auf 9 ist. Offensichtlich gilt

Ry kr,o=Rpo,....00 ke (T—y¥)€(.)), YER®
und damit E

ARy ko ()N)=ARp,...,0L ke (:)=Y), YVER.
Fiir alle y, &k, o erhalten wir weiterhin
ARy, k, o» A)=1—= [ @(A) (Y(R*))* D [D]y. ) (A®)
=1— [®(A) (Y(R))*™ Diry (AP)=1 — [ D(A) (1 —n)* Dry (dD).
Gestiitzt auf 4.2.8 in [9] ergibt sich somit
w+0xk 1 (L[Qa D) DD [Qy] = (LIDD [Qyl I
=2/ ARpo.....01 ko+Rio,....0Lk 80 ... oy (Y+x—=3)XK)AL, (d]y, k]).

Auf Grund der Definition von S existiert ein endliches MaB t auf § mit
der Eigenschaft A(L)<p (Xt und wir kénnen fortfahren mit

=2[([ARp.....01 kot+Ro,....0%58(0,..,, op (Y+x—=y)XK)n(@y))t(dk)
<4u(Y) 1 (K) (1 — [O(AX1 = n)*W D (dD)).

Der letzte Ausdruck strebt aber fiir n—0 gegen Null

Fiir jedes Verteilungsgesetz t auf ® bezeichne D™ die Menge derjenigen
D aus D, fiir die p(ep)*t=1 erfillt ist.

Wir kénnen nun das abschlieBende Ergebnis des vorliegenden Abschnitts
formulieren.

33. Theorem. Es seien P, L Verteilungsgesetze aus S derart, daf
op=0, gilt. Ferner sei t ein Verteilungsgesetz auf R und (®,) eine schwach
asymptotisch gleichverteilte Folge von Elementen aus Q mit der Eigenschaft

(0,)*T=1.
%aru)alle endlichen Folgen X, ..., X, von Mengen aus B gilt dann

sup  II(P[Qa, ) [D]—(L[Qo ) D] llx 4. ... x,4x — 0.
x(RS, D¢p(%) n—-
Beweis. 1. Es seien ¢, d positive reelle Zahlen und A bzw. y die Gleich-
verteilung auf [—c, c]* bzw. [—d, d}’.
Wir erhalten fiir alle X aus B
limsup sup (x—all (L[Qu,]) [DDQu]-(P[Qs,D) [ODIQ1II

oo x(RS, D(D
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< sup  x+oll(L[G) [Q,] —((L[Q D [GD [Q,:]1I

x(RS, G(D
Hlimsup sup  ((L[Qa,» #]) [G] — (P[Qa,+ 1Dia I

oo X(RS, G(D

+ sup  ix+0ll (PIGD Q] = ((PIQ D [GD [Qulll-
*(RS, G(D
Vermoge 3.1 verschwindet der zweite Term auf der rechten Seite, und au
Grund von 3.2 werden sowohl der erste als auch der dritte Term gleichzeiti+
beliebig klein, wenn nun 4 hinreichend klein ist. o
Somit ergibt sich fiir alle X aus 8 und alle ¢>0

( :ug( x+oll (L[Qa,)) [DD [Q] = (P[Qa,]) [DD [Q] | — 0.
X(R, D n—»oo

2. Es sei X,,..., X eine endliche Folge von Mengen aus B,g. Fiir jede
natiirliche Zahl » und alle i aus {l,..., &} setzen wir

Fin= {a ra€A, Siyn(a)s Xi}. Gin =a(l;J\’ Sun(a)
4

wobei wie iiblich S,(a) die offene Vollkugel um a mit dem Radius r bezeichnet.

Offenbar ist fiir 1<i/<k die Folge (F;,) aufsteigen und besteht nur aus
abgeschlossenen Mengen. Ihre Vereinigung ist der innere Kern von X;. Demge-
geniiber ist fiir 1<i<k die Folge (G;.) fallend, besteht nur aus offenen
Mengen und besitzt als Durchschnitt die abgeschlossene Hiille von X;. Somit
ist (Gin\Fin,n=1,2,...) fiir 1<i<k monoton fallend und besitzt den Durch-
schnitt 0.X;.

Es sei nun m irgendeine natiirliche Zahl. Wir setzen

A=( 2N (= 5 7))
Es ergibt sich
limsup sup 1 (£[Qa,)[D]~(PQaD[D]lxyhs..... xbrs

R0 (RS, D(D('

<limsup sup )Il(L[Qm,,])[D]-((L[Qm,,])[D])[Qu] X tx, oo s Xytx

n—yoo X(RS, D(D(t

+limsup sup [1(LIQu,D DD [Qy] - (PIQe, ) DD Q@ llxyts.. ..ty

#2300 x(RS, D(D\®

+limsup sup 11(PQa,D (D]~ (P1Qe, D DD [Qullx v, ... %yrs

n—oo  yARS, D(D("
Setzen wir X=X, U...U Xk so konnen wir fortfahren mit

<limsup sup )“(L[an])(D]_((L[Qo"]) (DD [Qulllx 45, ..., x4

Ao (RS, D(D(®

tlimsup sup x+0ll (L[Qs, D [O] [Qy] - (P{Qa, 1) [DDIQ,1 I

n—oo x€ RS, D¢ D(

+limsup sup ) (P Qon]) [D]- ((P[Qm,,]) (DD Q] ”X1+x ----- Xp+xe

=00 (RS, D(D(t
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Vermoge 1. verscwindet der zweite Term auf der rechten Seite und wir
konnen fortfahren mit

<limsup sup  ((L[Qa,) DDIQuD @+ U (Gum\Fin)>0)

n—oo X(RS, D(D T

Hlimsup sup  ((P[Qa, D) [DD [QuD (@(x+ U (Gin\Fim))>0)
n—o (RS, D¢D(V) i=1

wobei wir genauso schliefen wie im 8. Schritt des Beweises von 3.1: Liegen
nach Ausschauerung mit Hilfe von Q,, keine Punkte in x+ UZ%_ (Gim \Fi,m)-

so ist die urspriingliche Zahl von Punkten in den Mengen x4+ X}, ..., x+X:
gleich der Zahl von Punkten nach der Ausschauerung !
Zusammen mit D liegt offenbar stets auch D[Q,,] in D®). Wir koénnen

daher die obige Ungleichungskette fortsetzen mit

=limsup (RQS sup ((L[Qm DG (‘D(x+U (Gim \Fi,m))>0)

+limsup 2 Sup ((P[Qm D [GD(®(x+ U (Gim\Fim))>0)

n—oo X(Rs GGD

<2limsup sup A((L Q) [G], x+ U (G, m\Fi,m))

n—oo x(RS 0(0

+2limsup sup_ A(P[Qu,D[Gh 5+ U Gin\Fin)

n—oo X(Rs. o(n(r)

V3
=2limsup sup (wgx0q, *A (L)) (x+ U (Gisn\ Fim))
n—oo (RS G¢(p(%) n i=l1

k
+2limsup sup (@g*wg, *A(P))(x+ U (Gim \Fim))-
n—oo x€RS, GeD(T) n i=1

Voraussetzungsgemifl existieren endliche MaBe t,, 1, auf ® so, da A (L)
=pX® 1, A(P)gué‘c2 gilt, und wir konnen die obige Ungleichungskette wieder
fortsetzen mit

k
=2limsup sup (0g*®,* (LX) (11+79)) (X+ U (Giom \Fi,m))-
n—oo X€RS, G(D(“) i=1

Nun gilt aber fiir alle ® in Q
o * (1 Q) (11+72)) = R (P(®) * (t,+75)).

Wir konnen damit die obige Ungleichungskette fortsetzen mit

=2limsup sup (L (P(0g) * (P(@,) * (1:+72))) (x+ U (Gim \Fi,m))

n—oco X(Rs O(D T)

=2limsup Sup, (MR (P(00) * (p(wn) (‘51+"-'2))»(U (Ci=m\Fim))-

n—oo
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Gemifl 2.7 und der Bemerkung nach 2.11 strebt (p(®,)*(15+1,)) in Variation
gegen (1(K)+1y(K))t. Somit kann die obige Ungleichungskette erneut fortge-
setzt werden mit

= 26K+ 1) (1@ D) (U (Gan\Fim).

Dieser Ausdruck strebt aber fiir m—co gegen Null. Somit gilt
sup 11 (L1Qe,D1D] = (PIQo, D [l llx,tx. ... xyx —— O

x(RS, D¢D(T n—oo

fiir jede endliche Folge X, ..., X, von Mengen aus B,z..

3. Es seien nun Xj,..., X irgendeine endliche Folge von Mengen aus B
und e irgendeine positive Zahl. Fiir alle { aus {1, ..., &} greifen wir uns eine
abgeschlossene Menge F;, sowie eine offene beschrinkte Menge G, so heraus, da8

FEXE0, @)U ONF)<s

erfilllt ist. Weiterhin seien Z;,, 1=i<k Mengen aus B,g, mit der Eigenschaft
F&Z, <G,
Mit Hilfe von 2. ergibt sich

limsup  sup )|| (L[Qo,D [O] - (PIQo, ) [D] llxy+x, ..., Xy+x

n—oo x(R‘. D(D('

=2limsup sup A (L[Qu,)D D], x+[L:J1 (G \F)

n—oo XERS. D(D(‘

+2limsup sup_ A((P1Qa) D} 5+ (GNF)

n—oo X(RS, D(D(‘r

<2limsup sup )(u X (p(0p) *( p(©,) *T1))) (iL:Jl(Gz\Fz))

n—oo (RS, D¢ p(t

+2limsup sup (U@ (P0p)* (o) + ) (U (GNFY)

n—eoo (RS, D(D(t

=2 () +0K) @) (U GNFNS2 0K )+ (K ) .

Da >0 beliebig gewihlt werden konnte, ist damit unser Beweis beendet.
4. Asymptotische Schaueranalyse. Fiir alle D aus D alle £ aus K und
alle nichtnegativen ganzen Zahlen m setzen wir zur Abkiirzung

D@ = D)/ %0) 2as = 21 a(D) = Dl (x %:0).

Alle Uberlebenswahrscheinlichkeiten z,, sind positiv. Wir sagen, ein D aus D
geniige der Bedingung

dy) falls 2z,,—0, n—co, (k€ K) erfiillt ist.

Wie iiblich bezeichne M, die Menge aller endlichen Zihlmagle aus M. Fiir
alle ® aus M, erhalten wir in Gestalt von ®°=®(R*X(.)) ein MaB ®° auf R.
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4.1. Fiir alle D¢D, alle ® in M, und alle natiirlichen Zahlen n gilt

[Dlwy=( T (1=zp,)* z zna(l = 2na) @ ({x, &1}) [D{R]co
7K, @({7H>0 [x, k)eA, o({x, K1})>0
+F n,®.
Hierbei ist Fpo ein endliches Maf auf YN mit der Eigenschaft

A(Fon A)= z {1 —(1=2ap)t T (1 = zn )® D,
#eK, @({k})>0 JeK, @o({j}H>0
Beweis. Offensichtlich gilt

(D™ e, ap = (1 — Zn,2) S0+ Zn s D lc0)-
Jedes Z#hlmaB @ aus M, besitzt die Gestalt
@= 331 8 ([xs &:))-
Da unsere Behauptung fiir ®=0 trivialerweise gilt, konnen wir von jetzt ab
@50 annehmen. Wir erhalten
(D)@ = b (D"qx, = : (A= 2n,2) So+2n, 2, [DE) sy
1%1 (zell;l{z (=2 k’)) 2nn 1Dy +Fon

wobei Fo,, ein endliches Mafl auf 9t darstellt. Den ersten Term auf der rech-
ten Seite konnen wir umformen in

( I (1=2z,)%h) z Zna(1 = 2o,0) 7 O({[x, £1}) [DR)ix)-
JeK.@o{/H>0 (x.k1eA,@({ [x,k]})>0

Andererseits erhalten wir

A(Fom A)=A(D"o), A)—( = TT  (1=z,)™D)
JeK, @({7H>0
X z Zna(1 = 2a) 71 O({[x, RIDA (DR] )
[x, k€A, ©{[x, 1])>0

= I  o{H(I-(-zu) T (1-z,,)%Uh,

kK, Do{R})>0 JEK, @({/})>0
Gestiitzt auf 4.1 erhalten wir nun fiir alle z>m>0 und alle 2 aus K
Dinl = (Dlm) [Din—ml] = [ [Dlr=ml)qy (. )DIB1(@@)= [( IT 1—2p_m )®dsh)
JEK, ®({7H>0
X( = Zn—mut (1 = Zn—m.) 2 @({[x, 4P [D{™)n) () [D] (d®)

(x, 1164, o({[x, 11}(>0
Wir bezeichnen die rechte Seite dieser Unglelchung mit Vi me und setzen

Vima =D = Vams Somit ist V, = [Fi mo(. )D(,,) (@®) und wir erhaiten

limsupA(V,,, ,» A)=limsup [( Z O({R}) (1 - (1 —20)?

n—oo n—oo kK, D ({r})>0
X O (1-2s-m)™N)Dim(d).
Jek, @{7H >0
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Der Integrand auf der rechten Seite wird majoriert durch die nicht von n
abhiangende integrierbare reelle Funktion ®-—®(A). Andererseits strebt dieser
Integrand auf Grund der Bedingung &, punktweise gegen Null. Somit erhalten
wir AV, p» A)—0, n—oo Zusammenfassend koénnen wir feststellen:

4.2. Fir alle D aus D, ale 2>m>0 und alle & aus K gilt DIl =V me+ Vyme
Hierbei ist V), , ein endliches Ma8 auf M. Genigt D der Bedingung d,),
so ist A(V, 40 A)—0,n—o00, (m=1,2,...,k€K) Unter den in 4.2. formuli-
erten Voraussetzungen erhaiten wir mit Hilfe des Campbellschen Theorems

(Quatty+ o) [P*™] = SO xap @fim) (ks & [, 1])

— [ (D= ey A (DU (@ 1) = [ Zammat (DG e HADIG, (@, 11)

=[ z o({[x, (1) [P ™) (D@ (@®)=f( T (1 —Zn—m )™ D)
(x4, o({[x,1)>0 JEK,@0({75)>0
X( z Zn—m (1 = 2Zn—m) 2 O({[x, U}) [DF™ ) (D] (@) = Vi,m,o-

[xa1eA.0{(x.0})>0

Wir erkennen somit die Giiltigkeit von .
4.3. Fur alle D in D, alle 2>m>0 und alle £ aus K gilt

(Q(mlgl)ﬂk,(.))) [Dlr=m] = Vi, m,x-
Offenkundig gilt aber
A (Quotgty+ o) [PV = 05~ = (@) * (&, ()= (@B *&, () =ADEL(-)

Zusammenfassend ergibt sich

4.4. Es sei D eine der Bedingung d,) geniigende Familie aus D. Dann
existieren Familien

(Vg n>m>0, k€ K), (Vo n>m>0,k€K), (V0 n>m>0,keK)
endlicher MaBe auf 9, so da8 fir alle 2>m>0 und alle k£ aus K
D} = Vamat+V, mw (Qaly+ k. () (D= =V ma+ Vi a
gilt und die Konvergenzen

im A(V,,, »A)=0=lim AV}, .. A)

stattfinden.

5. Ein Approximationssatz. Wir sagen eine Familie D aus D geniige der
Bedingung

dy), falls ((wp)*!) d. h. (@, schwach asymptotisch gleichverteilt ist;

Weiterhin sagen wir, ein D aus D geniige der Bedingung

d,), falls ein Verteilungsgesetz t, auf @ mit der Eigenschaft p(wp) 2 t1p=1p
existiert.

Geniigt D der Bedingung dy), so kann es hochstens ein soiches Vertei-
lungsgesetz geben.

4 Tnucka, 1. 7
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5.1. Theorem. Es seien P, L aus S mit op=o0,. Geniigt nun eine Fa-
milie D aus D den Bedingungen d.), dy), d3), so gilt fiir alle Xi,..., X,€¢B die
Konvergenz

sup || P [D] - LID"] |lx,+x. .., x;+x — O
X(RS n—

Beweis.
' lim sup sup || P[D\]—L [D"] ||x,+x, ..., X+x

n—oo x€ RS

<timsup sup || LD —(LQqimD) (D"~ lx, 1, ... X,
RS D

n—yoo x

+lim sup sup || (L [Qqpm]) (DU —(P[Qum]) (D™ ] llx, +x, ..., X+
(RS D D

n—oo

+limsup sup || (P[Quml) [D"—™]—P[DI] llx, +x, ... ;.

n—oo x(RS

Wir greifen uns nun irgendeine kompakte Teilmenge ¥ von R* so heraus, da8
XiU...UXESYXK erfiillt ist. Ferner seien t,, T3 endliche Maile auf ® mit
den Eigenschaften A(L)=p® 71, A(P)=pX 71, Weiterhin setzen wir zur
Abkiirzung t=1p.

Zusammen mit D gehoren auch alle Schauerpotenzen D", n=1,2,... zu
D®, und mit Hilfe von 4.2.8 in [9] erhalten wir fiir m=1, 2, ... als Fortsetzung
der obigen Ungleichungskette.

<limsup sup (r+xxx |l L[D"™]—(L [Q..,gul]) [Dtr=m1]|
X(RS

+  sup (1L [QugD [G1—(P[QuigD [Glllxyts, ... xyrs
X(RS, G(D(¥)
H1im sup $9p ryxi | PID]—(P [ Qugga) (D"~
x€

n—oco

<2limsup sup [A(V, . ,+V; o Y+Xx—=)XK)A(L, (d]y, k])

n—oo x(R’
+ ey L[ Quy]) [G] —(PQutgD [G Il 4, ... 24x
+21lim sup sup SV it Vimw Y+Hx—=9)XK)A(P, (d] y, k]))
n—oo x(

s2limsup k(¥) [(A WV, DHAWV 0 A) (@)

+ B :;:g( o 1L [Quig]) [G]— [P[QupgaD) [Glllx; . ... xptx

+2limsup p (Y) [(A(V, 0, A+ AV, 00 A) Ta (@)

Vermoge 4.4 strebt im ersten wie im letzten Term auf der rechten Seite der

Integrand punktweise fiir n—oco gegen Null. Andererseits gilt aber offensichtlich
AWV, A)<l1, AV A)=1

k> n,m,k’
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Auf Grund des Satzes von Lebesgue verschwinden also der erste und der
dritte Term, und wir erhalten mit Hilfe von 3.3.

lim sup || L [D]—P[D"]||x +x,.... V Xpkx
n—oo  y(RS

=lim  sup. )lI(L [QutmiD (G — (P [QuimD) [Glllx, 45, x,4x=0.

m—oe ycps, g(D(t

6. Die Vertellungsgesetze ] D(,[. Wir sagen, eine Familie D, aus D ge-
niige der Bedingung

d,) falls die Abbildung k—D, beziiglich p, und der schwachen Topolo-
gie in P stetig ist, d. h. (vgl. 11. 1. 1 in [9]), wenn die Abbildung [D], von
A in P beziiglch p, und der schwachen Topologie in P stetig ist.

Es sei nun D eine der Bedingung d,) geniigende Familie aus D. Setzen
wir nun ®x=[D]), so erhalten wir ein Schauerfeld auf [A4, p,] mit dem Phasen-
raum [4, p,], das den Bedingungen der Arbeit [7] geniigt. Wie in [7] setzen
wir nun J=w, und bezeichnen die Menge derjeniden v in N, fiir die Jxv=v
erfiilllt ist mit NV,

Vermoége Satz 1.4, in [7] ergibt sich

6.1. Zu jedem v in N, existiert ein unbegrenzt teilbares Verteilungsgesetz
Vv auf 9t mit den Eigenschaften .

(V)= Vv (Po)ym = Vi, A(Vm)=sv

Hierin bezeichnet wie iiblich P, das Poissonsche Verteilungsgesetz mit dem
Intensititsma8 v.

Auf Grund der rdumlichen Homogenitdt von J erhalten wir fiir alle endli-
chen Mafle v auf R, alle beschrinkten X in R° und alle L in ®

Je(M@V)=prXR(p(J)*7).

Somit ergibt sich

6.2. Fiir ein endliches MaB y auf ® gilt genau dann pX®7vy¢N, wenn
p(J)xy=1y erfiilllt ist.

Ebenso wie in [7] bezeichne N, die Menge derjenigen MaBe v in N zu
denen ein Verteilungsgesetz P auf 9t mit den Eigenschalten Py,=P, A(P)=v
existiert. Vermoge 1.1.1 ist NV, eine Teilmenge von N, und auf Grund von
Theorem 1.6 in [7] gilt ,

6.3. Ein Mal v aus N, liegt genau dann in N,, wenn die Folge (Py),n)
schwach gegen ein Verteilungsgesetz | %, v[ mit dem IntensitdtsmaB8 v konver-
giert, d. h. wenn A (V(y)=v erfiillt ist.

Das Verteilungsgesetz | %, v[ ist unbedrenzt teilbar und schauerinvariant
beziiglich x«.

Erfullt D, neben der Bedingung d,) noch die beiden Forderungen dy)
und d), so sind alle endlichen Male v auf ® mit der Eigenschaft p(J/)+y=vy
nichtnegative Vielfache eines wohlbestimmten Verteilungsgesetzes t, auf Q.
In diesem Falle nennen wir D, stabil, falls p®) 1, zu N, gehort. Zur Abkiir-
zung setzen wir dann

1D[=]%p®@1p(
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Vermége Satz 1.8. in [7] liegt zusammen mit p(X) 1, fir alle /=0 auch
pXltp, in N, und es gilt 1D['=]% uXitp,[ wobei D[~ [=0, gemif
Abschnitt 2.4 in [9] zu verstehen ist.

Da Pugs,, stationdr ist, gilt dies auch fiir alle (Pugr ), 1m und damit auch
fiur 1D[

Zus[ammenfassend erkennen wir unter nochmaliger Benutzung von Satz
1.8 in 7

6.4. ]Satz. Eine den Bedingungen d,), ds) und d,) geniigende Familie
D¢, in D ist genau dann stabil, wenn ein beziiglich (D) schauerinvariantes
stationdres Verteilunpsgesetz P in W mit der Eigenschaft 0<ip<- oo
existiert.

Es bezeichne C die Menge derjenigen Familien D() in D, die den Bedin-
gungen d,) —d,) geniigen und stabil sind.

Ebenso wie Satz 12.1.5 in [9] ergibt sich

6.5. Satz. Fiir alle Dy aus C ist das Vertezlungsgesetz 1D| zingular
unbegrenzt teilbar.

- QGestlitzt auf Theorem 5.1 erkennt man nun mit Hilfe des beim Beweis von
Theorem 12.4.1 in [9] benutzten Verfahrens:

6.6. Theorem. Fiir alle |=0, alle D, in C und alle stationdren P in
P sind folgende Aussagen gleichbedeutend :

a) P=]1D[,

b) P]|D[=P, op=38(),

c) P[D]=P, ip=I, P ist ergodisch.

Da die Abbildung {— D[’ von [0, +-c0) in P schwach stetig und dami
mefbar ist, konnen wir fiir jedes Verteilungsgesetz o auf R!' mit der Eigen-
schaft o([0, +o0))=1 die Mischung P=[]D['(.)o(dl) einfilren und erhalten
cp=0'

Durch erneute Anwendung von Theorem 5.1. erhalten wir nun

6.7. Theorem. Fiir alle L in S, alle D, in C und alle endlichen Folgen
Xypoo.rX,, von Mengen in B gilt

sup || L[D"]—[]D['(.) oL (@)llx,+x,..., X, +x—> 0.

X( n— oo

:Ebenso wie Theorem 12.4.6 in [9] ergibt sich hieraus

6.8. Theorem. Fiir alle D, in C ist c—[]|D['(.) o (dl) eine umkehrbar
eindeutige Abbildung der Menge aller Verteilungsgesetze o zufalliger nicht-
negativer Zahlen auf die Menge aller beziiglich [D] schauerinvarianten sta-
tiondren Verteilungsgesetze auf M.

7. Hinreichende Bedingungen fiir die Aussterbebedingung d,. Gestiitzt
auf dem Apparat der Theorie der rdumlich homogenen Verzweigungsprozesse
148t sich (vgl. [4])in teilweiser Verallgemeinerung einer bekannten Aussage iiber
kritische Galton-Watson-Prozesse die folgende Aussage herleiten:

7.1. Satz. Es sei D, eine der Bedingung d,) geniigende Familie in D
mit -den Eigenschaften :

a,) Es existiert ein Verteilungsgesetz v auf R, so daf fiir alle k in K

(D)™ (&, (. ))—7ll—0, n—c0;
ay) Fiir mindestens ein k, aus dem Trdger von t gilt
D(ka) (X(A) = 1)< 1.
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Unter diesen Voraussetzungen geniigt D) der Bedingung d,).
Beweis. 1. Zusammen mit D, erfiillt auch die durch

k—Gwy=D) ((W(' (Rf (o X(R*x{k}) 8 (B[[0, . .., 0], kD €(.))

eingefiithrte Familie G, aus D alle oben formulierten Voraussetzungen. Dies
ist unmittelbar klar fiir @,) und a,). Es bleibt somit nur zu zeigen, daB die
Abbildung k—G) schwach stetig ist. Es gelte also k,—% und damit

D(kn) = D(k)

Zu vorgegebenem &£>0 greifen wir uns nun ein X, aus @D(k) heraus, fiir wel-
ches A (D), Xe)>1—e erfilllt ist. Wegen Satz 3.1.6 aus [9] ist dies stets
moglich.

Vermoge Satz 3.1.11 in [9] konnen wir nun aufschlieBen

(*) x{(Dix ) = x{dw)-

Ferner gilt (vgl. Satz 3.1.12 in [9])
1—e<A (D(k]v Xe)<liminf A (D(kn), Xe)

Beachtet man nun die Zugehorigkeit von D, zu D, so folgt hieraus
limsup A (D ), ANXe)=A (D, ANXe)<e

und somit .
() lim sup D(kn) (X(A\Xs)> O)<e.

Gestiitzt auf Satz 3.1.9 in [9] 148t sich nun miihelos aus der Giiltigkeit von
(*), (+*) firr alle >0 auf Gy = Gu, n—> schlieBen.

2. Offenbar geniigt G, genau dann der Bedingung d,), wenn dies fiir Dy,,
zutrifft. Auf Grund von 1. kénnen wir daher im folgenden annehmen D, falle
mit G, zusammen, d. h. fiir alle £ in K gelte D) (x((R*]O, .. ., O])XK)>6)=0,

3. Vermoge d,) und ay) gilt 1 (Du (x(4)=1)<1)>0. ‘ ‘

. 4. Auf Grund der Sitze 2.2.13 und 4.3.3 in [9] sind alle Verteilungsgesetze
((Pugr) [DIP)X, (n=1,2,...) nachwirkungsfrei. Wegen Satz 3.2.11 in [9]ist somit
auch (V,g:) nachwirkungsfrei, wobei V. den gemifl 2.1.1 existierenden schwachen
Limes von ((P.g:) [D!"]) bezeichnet. Somit besitzt nach 11.4.2, 11.4.3 und 11.44
in [9] das stationire unbegrenzte teilbare Verteilungsgesetz V,g. eine homo-
gene Schauerdarstellung der Gestalt Vig:= (Py) [V] wobei [ in [0, +o0)
liegt und V ein Verteilungsgesetz auf i mit den Eigenschaften V({o})=0,
V((RN\JO0, . .., 0)XK)>0)=0 darstellt. ) '

5. Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt Viug:={(Vug:) [Dl"l]=((P,,.)$V])((Dl"1]
=(Pu) [V[D"]}] Vermoége 3. erhalten wir fiir alle endlichen ZahlmaBle y in M
mit ‘-lilfe von a,) fiir alle hinreichend grofien n, [D!"]y, ({0})>0. Beachten wir
nun, da88 die Folge ([D!"y, ({n})) monoton wachsend ist, so erkennen wir: Es
existiert eine natiirliche Zahl m mit der Eigenschaft (V[D™l])({0})>0. Setzen
wir nun V' =(V[D"])((.)/x==0) so erhalten wir die homogene Schauerdarste-
llung Vige=(Pop) [V’] mit 0<v<1. ‘ '
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Im Falle />0 haben wir damit einen Widerspruch zur Eindeutigkeitsaus-
sage 11.4.2 in [9] hergeleitet. Somit ist /=0, d. h. es gilt

(Pu®v) [D["]] = 5(0), n— 0.

6. Offenkundig ist fiir jedes £ in K die Folge monoton fallend. Wire nun
t(lim2,,>0)>0 so wire fiir jedes X aus B, mit der Eigenschaft p(X)>0,

n—oo

lim ((Pugq) (D)) (x(X X K)>0)>0.

Dies widerspricht aber die Aussage von 5. Somit erhalten wir t(lim 2, ,=0)=1.
Auf Grund vond,) folgt somit lim,.2..=0 fiir alle £ aus dem Tréager des
Verteilungsgesetzes t.

7. Es sei nun j irgendein Element aus K. Wir erhalten fiir alle natiirlichen
Zahlen m, n

Zm+ny =D+ (x==0) = (D) [D™]) (xF0) = [ [D"](@) (x=+0)D{F} (d®)
= [ ([ [D"]a) (x F 0)P(da)) D{7I(d®) = [DF{(x F 0)ADH), (da))

= [Z2n(P(I N (J, (@R))-

Vermoge a,) strebt dieser Ausdruck fiir m—oo gegen [z,.t(dk). Fir alle na-
tiirlichen Zahlen n gilt somit liMmeyew 2m,;< [2n,T(dk) Wegen 6. gilt aber fast
iiberall beziiglich T 2,,,—0, n—co. Somit ist nach dem Satz von Lebesgue
liMmsoo 2n,x=0. Offenbar ist die Bedingung a,) erfiillt, falls d,) und dj3) gelten.
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