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L’EVOLUTION DE LA DERIVEE AREOLAIRE EN
ANALYSE HYPERCOMPLEXE

GHEORGHI GHEORGHIEV

Y. Tagamlitzki — In memoriam

1. Introduction. La notion de dérivée aréolaire d’'une fonction de variable

. complexe a été introduite en 1912 par Dimitrie Pompeiu [6]. Par la suite
diverses extensions'et généralisations de cette notion furent obtenues — en
particulier dans le cas de fonctions quaternioniques. Dans [1, 3] nous avions
étudié les opérateurs généralisés de Pompeiu, notés par D et A,(-DD* et qui
est I'extension du Laplacien associé a D), lorsqu’ils sont apphques a des fon-
ctions hypercomplexes u(x). Nous nous proposons de signaler ici quelques €éléments
nouveaux. Ainsi, on ¢tudie comment agit D appliqué au produit de deux
fonctions (§ 4). On établit en particulier que la formule de Leibnitz n’a lieu. que
pour les fonctions définies sur des algébres de Lie. On déduit des représentations
intégrales pour Du et A,u qui concernent aussi le cas out # est p-holomorphe
ou p-harmonique (§ 5). On donne de méme des interprétations cinematiques pour
Du et Ayu (§ 6). On obtient aussi une formule pour l'opérateur D appliqué a
des fonctlons définies sur des algébres doubles (§ 7). La théorie est appliquée
a l'étude des structures quaternioniques (Q) et tétranioniques (1), [4] (§ 8).
2. Préliminaires algébriques. Soit A une algeébre lin¢aire réelle dont
I'unité principale est notée e,. On a alors la décomposition A=A4,+ 4,01 4,
est une sous-algébre unitaire et A un sous-espace vectoriel de codimension 1,
ainsi que l'involution A—A*=A,—A qui associe a élément x=x,+.x, I’élément
x*=x,—x. On suppose que l'algébre A est flexible, c’est-a-dire que (x, Xy
x;)=0, oit on a utilisé la notation (x,, x,, x3) pour 'opérateur (x,x,)X3— X;(XaX3).
On sait que exp A sera un grouponde ayant des propriétés similaires. Choisis-
sons une base e (0=0, 1,..., n=dimA) et soit C!; son tenseur de structure.

On a alors e.ep=Clze,, Cjy=Cy =351 Supposons enfin que l'algébre A soit
munie d’une métrique réguhere g(gugzngﬂ), c’est-a-dire que (x, y)=(xy*)si la
base e, est orthonormée. Il résulte alors que tout produit dans l'algébre A
munie d’une métrique (pseudo) euclidienne peut &tre écrit sous la forme

(1) Xy =(x, e+ x°Y+Xy° +0(x ¥) +a(x, Y),
ou

o(x, y)= (,1) ’yjelzr (x’ y)'—C[,'/]Xy ek’ i, J’ k=1, » n,
sont respectivement le produit symétrique et antisymetrique des X yEA Si A
est une algébre commutative, alors a(x, y)=0 et la réciproque est vraie. Si A

est anticommutative a unité, alors o(x, ¥)=0 pour tous les x, yde A et la
réciproque est aussi vraie. En particulier, si A est lalgébre des quaternions ou

des octaves, alors'on a c(x, y) =0 et a(x, y) est précisément le produit vec-
toriel xAy des vecteurs x, y¢A4, [2].
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3. Préliminaires analytiques. On considére une C®-application
u: QcA—A, x--—-ulx)=u(x)€q, Xx= Xx"€4,

oli Q est un ouvert de I’espace vectoriel topologique A.Les composantes u“(x)
sont des fonctions analytiques de n+ 1 arguments réels. Désignons par X(Q)
toutes les Ce-applications, appelées fonctions ou champs hypercomplexes. Main-

tenant on peut définir 'opérateur différentiel D comme suit:
‘ ' J . . ouP
(2) D X(Q) —~X(Q), D=ea s Du = (e.04)(uPeg) = Clzub e, (1P, za%z)‘

D’une maniére analogue .on a l'opérateur
(2" D*u=u%—Ciubles, o, B=0, 1,..., n, i=1,..., n

On remarque facilement que D et D* sont des opérateurs internes ayant leurs
valeurs en DQ. De méme, il résulte que

3) Du=[C% e, D*u=[C*3%)e,
. du PP . . ou®
oit —— est la dérivée de Fréchet, donnée par la matrice [5,7‘]'
L’opérateur de Laplace—Pompeiu DD*=D*D=A, sera alors
dD d  d ‘
(4) Aju=C* e =C*C- (50)e,
d’oit la formule
92 b o>
(4) A== (G ag 00— CloChn 5 igu €o

L’annulation de ces opérateurs, c’est-a-dire les équations Du=0 ou A,u=0
conduisent aux fonctions p-holomorphes ou p-harmoniques. On remarque faci-
lement qu’une fonction p-holomorphe est en méme temps une fonction p-har-
monique. Des informations plus précises sur I'existence et la généralité des
solutions de chacun de ces problemes se trouvent en [3].

4. Sur Pexpression D(uv). Puisque lopérateur D est un "élément de
l'algébre A, une étude s’impose: celle de considérer des expressions ternaires
comme le sont l'associateur (x;, x,. x3) ou le Jacobien J(x;, xy x3) dans le
cas des algébres anticommutatives. Nous aurons alors

(D, u, v)y=(Du)yv— D(uv),
JD, u, v)=|D, [u, v]]—|[D, u], v]—|u, [D, v]].

Si A est une algébre associative, on trouvera donc
(5) D(uv)=(Duyv.
Si on considere un cadre un peu plus général, par "’exemple celui oit A est

une algébre symétrique a gauche [3], ou bien celui d’'une algebre alternative
on aura alors (x;. xy, X3)= +(X;, X3, Xxg) ce qui conduit aux formules

6) D(uv)=(Du)yv+uDvF (uD)v.



42 Gh. Gheorghiev

Dans le premier cas, si # est une ~ fonction p-holomorphe a droite, on déduit
la régle de Leibniz. Par contre, si A4 est une algébre de Lie caractérisée par
par J(x;, xs, x3)=0, on obtiendra

(7) (D, [u, ©)|=[[D. al, o]+, [D, ],

qui n’est autre que la formule de Leibniz pour le crochet.

Remarque. On associe habituellement [3] a une algebre A des algebres
AtH-commutative et A)-anticommutative. Si A" est une algebre de Lie,
on dit alors que A est une algébre de Lie admissible [3]. Telles sont, par
exemple, les algeébres de Lie unitaires, les algébres associatives ou symétriques
a gauche. Si A est une algébre de Lie admissible, A est une algebre de Lie
ayant le méme support vectoriel, on peut alors lui associer par 'exp un noyau
du groupe G. Ainsi on a la possibilité d’é¢tendre I’action des opérateurs D et
A, sur G. En général, A étant une algébre anticommutative, on peut lui
associer par l'exp un noyau du “loop” analytique [7].

5. Les formules intégrales. Dans ce qui suit on suppose que A est asso-
ciative et munie d’'une métrique réguliere g, tandis que T<=Q est un domaine
simplement connexe, fermé et dont la frontiére est équipée d’un champs de
normales. A laide de lopérateur =, [2] on peut écrire la suite d’applications

u_ 8, 0, > 50, ~% d[sw,]=DudV, ol gu=w,, 0, = guds, do= (—1)*€adx’/

C AdxSA oo Adxn, dV =\ detg| dxOA - Adx" sont les éléments d’aire’
et de volume associés a cette métrique. En particulier, si on prend &=D%*u,
alors on a d(=w:)=A,udV . Puisque le domaine X satisfait aux exigences deman-
dées par la formule de Stokes, nous pouvons c¢crire les relations

(8) [ gudo= [ (Du)dV; [ gD*udc = [ AudV.
) ()] z or’ z
Si on suppose que le domaine X’—x¢ Q, en passant a la limite on aura
[ guds ){(gD*u)dc
P> % _
®) Da(x)y= ;‘_rg }_[ av -’ Apt(x) = h..n: ){ av. "’

ce qui peut constituer une nouvelle définition des opérateurs D et A,. D’autre
part, si # est une fonction p-holomorphe ou p-harmonique, on déduit les for-
mules remarquables '

(10) !gudc:O, ou {,gD*udc:O.
v 8 i :

6. Considérations cinématiques. Dans ce but on peut considérer l'argu-
ment x° comme le temps, tandis que le champs u(x)=u(x)—u’(x)e, comme la
vitesse du mouvement non stationnaire du milieu continu en Q. Puisque D,
D* et A, appartiennent a X(Q), on peut former les produits de Du, D*u et
A,u. En utlhsant alors la formule (1) du prodult on obtient les relations sui-
vantes

(11) DD*u= (1S, F divu)e, +E,o+vu°i8(i)i6 (),
ot divu =X u' o) £Ck, ey o(@)=Cl, e,
En language cinématique o (u) (resp. u(u)) sera la déformation symétri-

que de dilatation (resp. antisymétrique de rotation) de la vitesse w.L’évalua-
tion de l'asSociateur (D, u, D) conduit a la relation
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(12) (D, u, D)= 2[diva(u)e,+[o, a]u— a(u)],
oit [0, a]=ca—ao.
Puisque P’algébre A est flexible, on aura toujours

(13) diva@ =0, [, aja=a(Tud).

| En utilisant les derniéres formules, nous arrivons a

(14) Ayu(uA,) = [, o +div a0+ div & (@)]e,
il 00 + T div it —o%a)—a2@) T [5, o]

d’oit on obtient immediatement '

(15) (A, u]=2[a, o]u,.

Si on a A,u=uA,, nous dirons alors que A est une algébre semi-asso-
ciative. Elle est caracterlsee par les relations

(16) [o, 6]u=0, diva(@) =0, a(vu)=0.

Telles sont toutes les algébres commutatives pour lesquelles a(u)=0, ainsi que
les algébres anticommutatives unitaires, ayant o (z)=0 et pour lesquelles sont

vérifices les relations

(167) diva(@) =0, a(yu’)=0.
Si on ajoute encore I’identité ’

(17) v divu—a2(u)=Au,

alors (14) devient - '

(17" Aptt = (U o+div Vu) e, + Au,

ce qui veut dire que l'opérateur A, est alors un (pseudo) Laplacien classique.
Exemple. Si A est lalgébre des quaternions ou des octaves, nous aurons
o(z)=0 et a (a(z)=rot u. La formule (16’) devient alors div rot u=0,rot(7u° =0,
(17) sera v divu —rot?u = Au, d’oit il résulte que A,=A, [3]. Nous obtenons
ainsi toutes les identités connues de I’'analyse vectorielle classique.
7. La duplication de I’algébre A et ses applications. On sait que les
algebres binaires sont formées soit par les nombres complexes (C) soxt par les

doubles (D) ou par les duaux (A). Elles ont pour base (g, e, olt €3, =k=—1,
4-1, 0. La duplication de l'algébre A de base e=(e.) par C, D ou A fournira
six nouvelles algébres &/, (c=1,..., 6) de base correspondante £=(e, '), oit

e=ee,-. Le tableau de Cayley de la multipfication sera

e e’

e ee=Ce ee' =Ce’

e’ e'e = (e', 8Ce) e'e’ = (ke, kd(e)
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olt C est le tenseur de structure de la base (e.) et 8= +41. Ici, §= —1 corres-
pond a la duplication de Cayley. Ceci nous conduit aux algébres o/, (k= —1),
Ly (R=1), .dg (k=0). De maniere analogue, pour =1 on obtient les “algebres
complexifices” o, = A(C), A5=A(D) et os=A(A). . , '

" Exemples.

1) Si A=C, alors on obtient les algébres doubles suivantes: =Q (qua-
ternions), &/, =anti Q, &y =semi Q, &/, =7 (tetranions), «/;=anti r, .91 =semi T.

2) Si A=Q, on aura les algebres doubles suivantes: J&’,-—c (octaves),
o 5 =anti 0', oz=semi o, Ay=Q(C), «;=Q(D), s=Q(A).

3) Si A=7 (tetranions), les algébres doubles seront: A;=w (octonions),
A,=anti o, A;=semi 0, A, =1(C), A;=1D), Lz=1(A).

Les tableaux de la multiplication pour toutes les algebres mentionnées
ci-dessus ainsi que d’autres informations se trouvent dans I’“Annexe”.

Désignons par &=(x, x’) Pargument d’une algébre doulble »/ de A et soit
nE)=(UE), U’'(%)) la fonction hypercomplexe correspondante. La dérivée de

dn
Fréchet & Sur o/ peut étre decomposée comme suit:
da du
an dx dx
az du’  du’
dx  dx’

Ainsi, le p-opérateur 9=(D, D) appliqué a la fonction n(g) sera c¢videmment
Zn(E) = (K 48 = (CH)e + (Chye +8(Ce) ¢ + 8,(C e,

oit on a noté par K le tenseur de structure de lalgebre double /. Enfin on
arrive a la formule

du du’

(18) @n C(dx+8kd )e+C(d\:'+8—_) ,
On peut ¢tablir une formule analogue pour An(&).

8. Sur les Q et t-structures. On sait que l'algebre Q'(resp. 7) est simple,
a division et associative (resp. commutative).” Son espace vectoriel de support

~est 'espace R, d’Euclide (resp. R{» de Minkowski). Sur Q agit Il'opérateur

o(x, y)_O (sur T on a lopératcur o.(x, y)——O) En ce qui concerne les fon-
ctions u(x), leur “dérivée volumétrique” [5] sera donnée par la formule

(19) © Du=[uly—u\\—ubTFudle,+[ul +uly — u% +uble
+[uly+ +ul +ud] eyt [“,a +ud) Ful, +u%] es.

En utilisant (12), (19) et I’Annexe, on peut évaluer A,u. Ainsi, dans le cas des
Q-fonctions, nous aurons

(20) ‘ Apu= E:’ (| + o +ulhy +ul)ea=Au,

tandis que pour les t-fonctions, il vient
(21) Ayt =AM (@) +dive (u) e, =o? (1) + (%, —ud)el,
+ (W —u¥ ) 4 e+ (@) + %) 5 €3
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ol Au = X' (uho +uf, +uh, —U5) Ca-

Aprés des calculs, on arrive enfin a

1) Aptt = AV 2[—(u', 5 + 1%y, 1D ) € + (@ —u¥) ey
+ (Wl —ub) , ea+ (U}, +uy) ;e

Maintenant nous sommes en mesure d’esquisser 'é¢tude d’'une varieté M,
Ce-différentiable, modelée par l'algébre Q (resp. t). On sait qu'une variété com-
plexe M,,(p=1), ayant comme modéle C? admet des atlas holomorphes [2].
De la méme maniére, une Q-variété (resp t-variété) peut étre édifiée par des
atlas p-holomorphes. Considérons deux cartes locales (€, x%) et (A, uP) ou
Q, Ac=M, sont des ouverts tels que Q1 A==(). Alors la transition de ces
cartes sera donnée par les fonctions hypercomplexes de transition u®=u“(xP)
vérifiant les équations de p-holomorphie Du=0 données par (19). Les variétés
M, équipées d’atlas équivalents p-holomorphes sont munies de la Q-structure
du groupe GL(1, Q) (resp. de la t-structure du groupe GL(l, 1), sdous-groupe
clos du groupe général bicomplexe GL (2, C). Grace a I’Annexe, on voit que
M, peut étre doté naturellement d’une métrique riemannienne (resp. hyperboli-
que normale), ce qui réduit la généralité du groupe structurel a-son intersec-
tion avec O (4, R) (resp. O!' (4, R)).

Si on considére une connexion compatible avec la Q-structure (resp. la
t-structure), nous aurons sur M, la dérivation covariante hypercomplexe a
l'aide de laquelle on peut définir les opérateurs D et A, sur M.

Remarque. Les opérateurs D et A, ont été adaptés en vue d’étre ap-
liqués aux fonctions définies sur les - espaces vectoriels hypercomplexes
AP (p=1), ol A est une algebre associative [1, 3], et, en particulier sur Q7 (7).
En procédant comme ci-dessus, on peut- définir par des atlas p-holomorphes
les Ce-variétés M,, munies de la Q-structure (t-structure). Si la Q-structure
peut étre considérée aujourd’hui comme classique, par contre la structure tétra-
nionique est encore inconnue. Donc les tétranions introduits jadis par Emanouil
Ivanov [4] ont maintenant la perspective de devenir une nouvelle structure
mathématique capable d’étre utilisée en relativite.

Enfin, toutes les structures algébriques de I’Annexe méritent d’etre plus
profondément étudi¢es puisquelles se prétent aussi aux applications en phy-
sique.

Métrique : Déf.: (x, y)y=(x, y¥)%¢e,;

(x, xy=|x|]2=(xx*) e

Exemple. A=C, ;| x|[2=(x°2+ (x!)2+ k(x?)2+ k3(x?)?
A=Q, A, '
[ 2 |2 = (X002 + (x1)2 4 (x2)2 = (x3)? - , \
+ £[(x*)? + 8(x%)? + 8(x)2 + 8(x7)?].

A— st -groupe d’invariance A? /P ~A%, p=1.

GL(p, #)—GL(p, #;)=GL (2p, «)=GL(2pdim <, R)

Exemple. GL(p, Q(t))=GL(2p, C)=GL(4p, R),
GL(p, «(0))=GL(2p, Q('r)v)cGL(4p, C)=GL(8p, R).
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Annexe. La duplication des algébres A=C, Q et t a l'aide de C, D et A
A=|R, A=C, D, A

A=C, A=Q, 1, etc . . .

€o o’ ! ‘ €o € €3 €3
€o €o e’ €o €o e ) ey
e ey k ey a 2 —€o e —ey
—1:cC ] - eg dey k eqy k de,
b— 1:D | ey ey Sey k e —k dey
0:A 8_{—I:Cayley
+ 1: “complexification®
Q \ T §=—1 §=41 1
tH++ A+ +— -1 Q |
++—— ++—+ L k=1 anti Q | anti T
++00| ++00 k=0 semi Q i semi T
++00| ++00 |
Q — quaternions
T — tetranions
A=Q, 1T A=o0o, o, etc...
€y e e, ey ey ey ey e; : p ®
e e ey e e, e, e e e i - ]
0 0 ! 2 g 1 2 ¢ | anti o anti ®
e é1 —%o €3 € s —€4 €7 —€ |
e ey teg | —ey | o g te; | —e | teg ‘\ semi ¢ | semi ®
e3 €3 e | —€ | £é e teg | —€ | ey | Q (©) 1 (C)
e, e Se Se Se; k €y | 8key | dke, | dke
) 4 5 (] 7 €0 1 2 3 Q (D) t (D)
e | e —ey de; | —beg| k e, | —Bkey| Skey :_Sfﬁ
e | ey +8, | dey | +des| k ey |+dkey| —Skey + Skey Q (A) T (A)
e; e; | +£8¢ | —8ey| +8e,! k ey |+ 8key —Skei|+3key © — oclonions
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