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RIEMANN'SCHE GANZE FUNKTIONEN

LJUBOMIR G. ILIEV

In (6] und [7] werden zwei Verfahren gegeben, mit deren Hilfe ganze Funktionen mit
lauter reellen Nullstellen, die sich in die Form

fw F(t) e dt

bringen lassen, bekommen werden.
Nachdem hier diese Methoden durch neue Fille illustriert werden, zeigt man ein neues

Verfahren zur Untersuchung dieses Problems.

In einer Reihe von Veroffentlichungen wurden ganze Funktionen gesucht,
die sich in die Form

(1) f F(t) ez dt

bringen lassen und lauter reelle Nullstellen besitzen.

AnlaB zu diesem Problem, wie G. Polya [1] bemerkte, gab der Um-
stand, daB es B. Riemann gelungen war, die von ihm in die Primzahl-
theorie eingefiihrte ganze Funktion ¢ durch ein Integral der Form (1) dar-
zustellen.

Die Fragestellung selbst wurde in der Arbeit von J.L.W.V. Jensen
[2] erwidhnt.

Die ganzen Funktionen der Art (1), welche lauter reelle Nullstellen besi-
tzen, nennen wir Riemann’sche ganze Funktionen. Die Klasse der Riemann’-
schen ganzen Funktionen sei durch R- R(e”?) bezeichnet. :

Die ersten allgemeinen Ergebnisse erhielt G.Polya(3], der feststellen

konnte, dafl die Funktionen
1

(2) U(z) f(p(t) cos tz dt
und
(3) V(2)= f'r(f) sin ¢z dt

0
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ganz sind und lauter reelle Nullstellen besitzen, unter der einzigen Bedin-
gung, dafl (f) eine im Intervall (O, 1) positive, integrierbare und monoton
wachsende Funktion ist; diese Nullstellen sind einfach, falls ¢(f) strikt wach-
send ist [4].

Es sei bemerkt, dafl viele Funktionen in der theoretischen Physik sich
in die Form (2) bringen lassen. Man erwdhne die wohl bekannten Beispiele*

' o)
4 chostz — N _y\2 _
(4) , it "%0( 1) S =Jol2)
und
1
) f tsintz dt — 57 (tg z—2).

0

Im Falle, wenn F(f) eine im Intervall (0, c©) abnehmende Funktion ist,
werden die Ergebnisse im betrachteten Problem auf einzelne Beispiele zuriick-
gefiihrt. So haben die ganzen Funktionen

1
(6) j(l —t29)yp—1costzdt
—1
und
(7) f e~ cos tz dt,

0

worin ¢>1 eine ganze Zahl und p — beliebige positive Zahl bedeyten, nur
reelle und einfache Nullstellen [5].

Ein allgemeineres Ergebnis gab G. Polya [1]. Iliev hat bzw. in [6]
und (7] zwei Verfahren gegeben, mit deren Hilfe man Riemann’sche Funk-
tionen bekommt.

Nachdem hier diese Methoden durch neue Fille illustriert werden, zeigen
wir ein neues Verfahren zur Untersuchung dieses Problems.

1. Die Polynome P,(2), n—=0,1,2,..., nennt man Polynome von Appel,
wenn P (2)=nP, 1(2), n=1,2,...

Wenn

(]1) f(z)=yo+7ll!z+2'2%22+...’

so sind

n

(1.2) I f, 2) = J(2)=A(D) 2" — 2(:)7,,_,,2“, n-0,1,2,...,

k=0

die Polynome von Jensen der Funktion f(z). Hier bezeichnet D den Operator
Ableitung.
Offenbar ist

(1.3) S (2)=nlp_y(2), n=1,2,...,
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so daB die Jensen’schen Polynome einer Funktion der Art (1.1), Polynome
von Appel darstellen.

Definition. Man bezeichne durch L, bzw. L, die Klasse der ganzen
Funktionen, welche Polynome mit nur nichtpositiven, bzw. reellen Null-
stellen oder in jedem “endlichen Bereiche Grenze solcher Polynome sind .
L,cL,.

Die Funktionen der Klassen Z, und L, sind von E.Laguerre[8]
eingefithrt. Man nenne sie Laguerre’sche ganze Funktionen oder ganze Funk-
tionen von Laguerreschen Typ (bzw. erster und zweiter).

Bemerkung. Ist f(2)€R, so ist iberhaupt f(2)§ L, Wenn man aber
z. B. die Klasse R, c R der ganzen Funktionen vom Geschlecht o<Z2 betrach-
tet, so ist R, C L,.

Es ist wohlbekannt der folgende

Satz 1. f(Z)CLIC:’-/n(f,Z)ELI;
f(R)C Ly=Ju(f, 2) € Ly

N. Obreschkofif[9], indem er einen von ihm bewiesenen [10] Polya-
schen Satz benutzt und die Methode von L.Iliev [7] erweitert, stellt den
Satz 2. Wenn o(t) 0 eine im Intervall (0, 1] nichtabnehmende und
im [—1, 1] gerade integrierbare Funktion darstellt und f(z)¢L,, so ist
1

(1.4) (ot flitzy at e L,

1

Die Funktionen der Art (1.4), wo f(2)¢L,, nennen wir verallgemeinerte
Riemann’sche Funktionen, deren Klasse mit R(L;) bezeichnen.
Gemif Satz 1. und Satz 2. folgt, dafl

1

J¢(t)J,,(/t:)dteL._,, no1,2,. ..,

1

worin J,(2) J.(f, 2), f(z)¢ L, bedeutet.

Es wird die Methode von [6] illustriert, indem folgender neuer Satz
bewiesen wird:
Satz 3. Ist p> 1, q eine ganze, positive Zahl und f(z)¢L,, so ist

l v
R7(2) f(l ey ), (itz)dt € Ly no 1,2, ...
-1

Beweis. Man nehme an, dafi R”(2)¢ L, bei einem festen p> 1 und

jedem Index n ist.
Man bekommt :

( ) 291 .
R sy (2) f(l — )P ;z"’ (Iniog (it2) dt
1

d‘_’q—l
dz%a !
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1
(— D7+ 29)(n+2g —1)...(n+2) f(l —2ayp 201, \(it2) dt
—1

1
(n+2q(n+29—1)...(n+2) ( i oo P+1
_1)e VT 4~ 7). -T2 — {29
(— 1) 29 p i) '!J,,q(ztz)d(l 129)

(n+29xn+2q—1)...(n+2) . o p+1]1
—1)7i S pa(itz)(1 — 1 ;
( ) 29(p+1) +l( )( ) |,

1
oy R A D J e, e
' -1

(n4+2g) n+2q—1)...(n+1) (p-1) AL
(—1)7- 24(p+1) R (2) 25201 Ry 24(2) € Ly

Wenn man in Betracht nimmt, daB bei —1<p- 0 die Funktion (1 —#29)?
nicht abnehmend ist, so ist in diesem Fall gemidfl Satz 2.

RP@ = [ ey szt
-1

und zwar bei jedem Index m, da nach dem Satz 1. J,(2)  Jau(f, 2)€ Ly ist.
Also RY(z)¢ L, fiir p>-—1 und jede ganze positive Zahl n, w.z.b. w.

2. Die zweite Methode benutzt folgende bzw. von N. Obreschkoff
[12] und L. Iliev [7] bewiesene Sitze:

Satz (0). Es sei h eine komplexe Zahl mit Argument ¢ und D bezeich-
net den Streifen zwischen zwei parallelen Geraden, die mit der x-Achse

einen Winkel qﬂf; bilden. Sind alle Nullstellen des Polynoms p(z) in D
und diese von

(2.1) Qs(2) -ap+a,z+---+az’
auf dem Einheitskreis @z 1, so liegen die Nullstellen wvon
(2.2) Napf(z+(s—2k)h)
k=0
in D.
Satz (I). Wenn die Nullstellen des Polynoms
(2.3) P(z) b,t+biz+--+b,2" =by(z—a) - (2—an)

im Bereiche z 1 liegen und wenn
(2.4) P*(2) z"P(i»):b’,,(l a2y (1, 2)

bezeichnet, so liegen die Nullstellen von
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(2.5) P(z) + 2% P*(2),

wo ¢ 1 und k -1 eine ganze Zahl bezeichnen, auf dem Einheits-
kreis z 1.
Wenn fiir das Polynom (2.1) tei jeder ganzen s>0,

a=g(§) k=012,

gilt, wo @(f) in (0, 1) definierte und integrierbare Funktion ist, so wird bei
h — h,/s das Polynom (2.2) eine Summe von Darbou

o[k k
(2.6) l(p(g)(l\(z‘f‘ho—‘zho SF
k=0
Bei s—co folgt, dal die Nullstellen des Polynoms
1

(2.7) f @(t) f(z+ hy—2hot)dt

1]

in dem Streifen D liegen.

Der Satz (I) gibt die Moglichkeit Funktionen ¢(f) mit der genannten
Eigenschaften zu finden.

Es sei ndmlich ¢(f) eine reelle, nichtnegative, integrierbare, momnoton
wachsende im Intervalle (0, 1) und gerade im Intervalle (—1,1) Funktion.
Nach dem Satz von Kakeya liegen die Nullstellen des Polynoms (2.3) bei
a.:qo("Tk):

- &
o= Yo (14) 2
k=0
im Bereich z 1. Dabei ist in diesem Falle das Polynom (2.4) von der Form
¢ k
P’(Z):Z(p(’i-)zk.
k=0

Wenn ¢= -1 und £—n, so bekommt man von dem Satz (I), daBl die
Nullstellen des Polynoms

n

n
—n - \‘ (l — k. n___ )1 k n-+k
P(z) 2" P*(2) ;=_0<p n)Z k,:o(p(n)z
auf dem Einheitskreis |z~ 1 liegen.
Daraus folgt von (2.6) bei s=2n, dafl die Nullstellen des Polynoms

1 1

[ o1 —t)fle+ho(1 ~D)dt— [ ot f 2+ h1 — )t
0 0
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1

= [0t fiz + hotydt — [q(t) flz—hot) dt = [ g(t) fiz+ hot) at
0 0 —1

in D liegen.

Bei %#,—a>0 bekommt man das Ergebnis von Iliev [7]:

Satz 4. Es sei o(t) eine reelle, nichtnegative, monoton wachsende im
Intervall |0, a], a>0 und gerade im |—a, a] integrierbare Funktion und es
liegen die Nullstellen des Polynoms f(z) im Streifen a<=R(z)=p. Dann
liegen die Nullstellen des Polynoms

a

fcp(t) f(z+t)dt

—a

im Streifen a- R(z)=§8.

Von diesen Ergebnissen bei f(z)—2” und einem Grenziibergang, wie
in [7] gezeigt wurde, bekommt man das Ergebnis vonG . Polya iiber die
Funktionen U(z) und V(z) von (2) und (3).

So ist ein neues Verfahren festgestellt, das in {7] und [13] entwickelt
ist. L. Weisner [14] hat etwa friher den Satz (0) in dem speziellen Fall,
falls Qs(2)=1+2z-- .-+ 2% analogisch verwendet.

Obreschkoff, indem er dieses Verfahren und einen von ihm festgestell-
ten Satz verwendet, bewies

Satz 5. Es sei@(f) eine positive, nichtabnehmende, integrierbare, im
Intervalle (0, 1] deffinierte Funktion und h(x) sei ein reelles Polynom, deren
Nullstellen in der Halbebene R(x)<1/2 liegen. Dann sind die Funktionen

1
Ur2)= [a(0)n(t) cos tz at

und

1
Vi(z)= J @(t) h(f) sintz dt
0

ganz und alle ihre Nullstellen sind reell.

3. Jetzt zeigen wir ein neues, drittes Verfahren, damit wir Funktionen
der Klasse R(L,) bekommen.

Es bezeichne =z, die Menge der Polynome der Art
(3]) Pn (X) a, x" _+_a"_]xn—l_% tt '+a0)

welche genau von der Potenz n sind und nur reelle einfache Nullstellen
besitzen. Man kann voraussetzen, daff seine Koeffizienten reell sind.

Ist a,_, + 0, so gehort das Polynom (3.1) zu der Klasse =, wenn auch
a, 0 ist. In diesem Falle nehmen wir an, es habe eine einfache Nullstelle x = co.
Wir betrachten also die durch den ,unendlichen Punkt* x-co abge-
schlossene Abszisse A. Unter einer Umgebung von x= <o verstehen wir das

Aussere eines jeden Intervalls [a, 8] in A.



48 L. G. ILIEV

Uber die abgeschlossene Abszisse A fithren wir weiter eine zyklische
Anordnung ein durch den Begriif ,folgt zyklisch nach®, oder: =, so da§
x .y ,y folgt zyklisch x nach“ bedeutet. Dieser Begriff wird folgender-
maflen definiert: ist x, + oo, Xytoo, x;<<X, SO ist x, . x, aber auch
Xy %> X, it Xy + o0, Xg=00, Xg— 00, X< Xy SO iSt X; 5 Xy, Xg -5 00, ©©0 X3
Wenn X, << X,< Xg, SO ist x; -5 X, 5 X3 und x5 5 Xy.

Ist pn(x)€a,, so kann man seine Nullstellen, unter deren auch x=co
vorkommen kann, durch x;, X5, ..., X,, SO numerieren, daf}

Xy -5 Xg - Xy = X = Xy,
oder allgemeiner
Xp > Xpgpl -5 =5 Xp -5 Xy~ Xg =50+ 0 -5 Xp—1 - X,
besteht.

Es sei p,(x) €., ¢u(xX)€7n,. Man sage, dafl die Nullstellen von p,(x)
und ¢, (x) voneinander getrennt sind, falls sie bzw. mit x,, X,, ..., X, und
Vi, Vo, - -+, Yu 5O numeriert werden, dafl

X5V 5 Xg 55X V> Xy,
worin einmal der Punkt o~ vorkommen kann.
L. Tschakaloff[4] hat einen Satz bewiesen, der folgendermafen ausge-

sprochen werden kann:
Satz (T). Die notwendige und hinreichende Bedingung, damit

S;.n(X)=Apn (X)+qn (X) €70,
bei jeder reellen Zahl 1, $o,(X)=qn(X), S—con(X) Pn(X), Sioe,n(X)=pPn(X)

Lst: pu(X)€an, qu(X)€n, und die Nullstellen wvon p,(x) und g.(x) von-
einander getrennt seien.

Folgerung. Ist p,(x)€a,, gu(x)€a, und die Nullstellen von p, (x)
und ¢, (x) getrennt, so sind auch die Nullstellen von s;,.(x) und s, .(x) bei
J +u getrennt.

Bemerkung. Hier ist das Parameter 1 eine reelle Zabl, die auch die
Werten 21— —oc und 1= + - nehmen kann. Die Werte von x aber sind aus
der abgeschlossenen Axe A zu wihlen.

Hier wird dieses Ergebnis von Tschakaloff durch den folgenden Satz
prazisiert :

Satz 6. Die Nullstellen des Polynoms $;.(X)—ipn(X)+qn(x) worin
Pr(X)€mn, qu(X)€ 7., Rann man durch z2,=2,(2), 29=29(2),..., 2n =2n (%) SO
numerieren, daf bei —oo<<1<0:

X, 5 20(A) Sy s X Zr(A) S Ve Y -5 X
und bei 0<<i<<+ oo
yn > 2n (l) > xl — Z,,_l(;») "’.’J’;) — "'>)’k .‘)zk('l) 5> Xpi1 > > Xn

besteht, wo x, und yu k=1,2,..., n, bzw. die Nullstellen wvon p,(x) und
qn(x) bezeichnen.

Der Beweis dieses Satzes folgt aus der Tatsache, daB die Nullstellen
der Polynome von =z, stetige Funktionen der Koeffizienten auf A sind.

So z. B. sei xpg<yy. Da 2p(— o0) =Xz, 2£(0)=y, und z,(4) stetige Funktion
von A€(— -, 0) ist, so folgt xp<<2ux(A)<<yx, bei —co<<i<0. Und zwar im
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Gegenialle existiere 4,€(— o0, 0), so dafi zx(4,)=yr—2x0) oder z;(4;) X
=zp(— o), d. h. das Polynom s, ,(x) habe gemeinsame Nullstelle mit p, (x)
oder ¢,(x), was der Folgerung von dem Satz von Tschakaloff widerspricht.
Analogisch werden die anderen Fille erledigt, einschliefllich der Fall
wenn manches x, oder y, (aber nicht die beiden) gleich oo ist.
Satz 7. Das Polynom

Hy(x)=a,+ax+---+asx*
habe nur reelle, negative Nullstelen und das Pollynom f(x) habe nur reelle
und einfache Nullstellen. Wenn a0 die kleinste Entfernung zwischen zwei

beliebigen nachbaren Nullstellen won f(x) bedeutet und 0<sh<a, so hat
das Polynom

Fx)=a,f(x)+a, flx—h)+- - -+a, f(x—sh)

nur reelle Nullstellen.

Der Beweis folgt aus dem

Lema. Es sei a>0 und f(x) das Polynom won dem Satz 7, dessen
Nullstellen x,<<x,<<---<x, seien. {st 0<h<a, so befriedigen die Nullstellen
Zw R=—1,2,..., n, von

af(x)+f(x—h),

die Bedingungen xp<zp<xg+h, k=1,2,..., n.

Und zwar, in diesem Falle sind die Zahlen xp und xp-+#% voneinander
getrennt und nach dem Satz 6 folgt die Behauptung.

Wenn 1/a,>0, k=1,2,..., s, die Nullstellen von Hyx) bedeuten, so
wenden wir das Lema nacheinander fiir die Polynome

fi(X)=a, (xX)+f(x—h), fo(X)=as fi(xX)+fi(x—h), ...,
Jn(X)=an fami(X)+frn_1(x—h)=F(x)
an, da wegen O0<skZz<a die Nullstellen von fi(x) und fy(x—*%h) bei jeder
k=1,2,..., s voneinander getrennt sind. Damit ist der Satz 7 bewiesen.

Man nehme an, es existiert eine Funktion ¢(f), £¢[0, 1], so dafl bei
jedem ganzen positiven s die Nullstellen von

Hs(x):,,(o)jum(f;,) X4---tg (%)xs

negativ sind.
Dann sind bei }z:{sl die Nullstellen des Polynoms

, 1 | 2 2 , ,
q\O)f(x)+q‘( < )f(x— :’ )7*}‘( B \)f(x— < (7)*7—' ot ( Ss)f(x— Z a)
reell, woher bei s — -, folgt
Satz 8 Wenn eine Funktion ¢(t) existiert, die im |0, 1] definiert und
integrierbar ist, so daf} bei jedem ganzen s>0 die Nullstellen des Polynoms
Hi(x)=p(0)+ (¢ ) x+o (2] x+ ot ] )

N

negativ sind und wenn f(x) ein Polynom mit lauter reellen Nullstellen
bedeutet, so hat das Polynom
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1

[o)fix—an at,

0

wo a die kleinste Entfernung zwischen zwei beliebigen nachbaren Null-
stellen von f(x) bedeutet, nur reelle Nullstellen.

Bei diesem Verfahren ist also die Existenz von der Funktion ¢(#) vom

Satz 8 problematisch. Dagegen liefert der Satz (I) sofort bei dem zweiten
Verfahren die entsprechende Funktion.
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