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APPROXIMATION VON MISCHUNGEN POISSONSCHER PUNKTPROZESSE
DURCH VERSCHOBENE PUNKTPROZESSE

KARL-HEINZ FICHTNER, JOHANNES KERSTAN

Es seien P cin PunktprozeB und R ein substochastischer Kern auf einem vollstandigen
separablen metrischen Raum. Unter gewissen Voraussetzungen kann man cinen neuen Punkt-
prozeB Pp konstruieren, indem man alle Punkte von P unabhingig voneinander gemif R

verschiebt. Fiir Folgen K,, Ry, ... substochastischer Kerne wurden von Dobruschin (1956),
Debes et al. (1971) und den Verfassern hinreichende Bedingungen untersucht, unter denen die
Folge der Punktprozesse Pp, Pp,. .. schwach gegen eine Mischung Poissonscher Punktpro.

2
zesse konvergiert. In der vorliegenden Arbeit werden, unter gewissen natirrlichen Vorausset-
zungen, allgemeine hinreichende und notwendige Kriterien dafir ermittelt, da eine Mischung
Poissonscher Punktprozesse durch eine Folge von Verschiebungen P, , P, ... eines Punkt-

prozesses P approximiert wird.

1. Grundbegriffe und Resultate.

I.1. Bezeichnungen. Bei denin diesem Abschnitt zusammengesteliten
Begriifen und Bezeichnungen verzichten wir auf nahere Erlduterungen und
verweisen statt dessen auf die zusammenfassende Darstellung in [4].

Es seien £ ein vollstandiger separabler metrischer Raum, 9 die o-Algebra
der Borelmengen in £ und B das System der beschrinkten Mengen aus 9[. Ein
MaB « auf 9 heiBt B-endlich, wenn w(B)< o~ fiir alle B¢ ¥ ist. Mit M bezei-
chnen wir die Menge aller Punktiolgen auf E, d. h., M ist die Menge aller
ganzzahligen B-endlichen MaBie. M sei die kleinste o-Algebra aui M beziiglich
der die Abbildungen &z (@)= B); v ¢¢M fir alle B¢y meBbar sind. Ein
Verteilungsgesetz P auf dem meBbaren Raum M, ] nennen wir Punktprozes.
Das IntensititsmaB .1, von A ist definiert durch A, (A)= [H(A)PAP); v Ac A
P ist von endlicher Intensitat, wenn .1, ein B-endliches Ma8 ist.

Fiir jede Folge B,,..., B, ¢ B bezeichen wir mit PP Ba das Verteilungsgesetz
des zufilligen Vektors (is,..., &g ) Uber dem Wabhrscheinlichkeitsraum [M, M, P).
Weiter bezeichnen wir fiir jedes A¢9( mit 4~ das durch die Abbildung & —
&(n A) induzierte Verteilungsgesetz auf [M, M|

Es seien nun R+ die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen und [D,, 9,),
[Dy, D, zwei meBbare Raume. Unter einem Kern von [Dy, D] in [Dy, D,] ver-
stehen wir eine Abbildung K vonD, XD, in RTU{+co} dergestalt, daB fir
jedes A¢ T, die Abbildung x — Ki(x, A) mefbar ist und fiir jedes x¢ D, durch
K(x, ) ein MaB auf @, gegeben ist. K heifit substochastisch, wenn K(x, D,)= 1
fiir alle x ¢ D, ist und stochastisch wenn gilt: K(x, D,)=1; wx¢D,. Ist [D, D,]=
(Dy, Dy~ |D, D) so sprechen wir von einem Kern auf [D, D). Ein Kern K von
(D, D) in |, | heit B-endlich, wenn filr alle x¢ D das Mafl K{(x, ) B-endlich
ist. Fiir einen Kern K von [D,, ®,] in [Dg, D,] und ein MaB u auf P, bezei-
chnen wir mit w+K das durch w+K(A) = [K(x, A)u (dx); wA€D, definierte Mafi
auf P,
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368 K.-H. FICHTNER, J. KERSTAN

1.2, Verschiebungen von Punktprozessen durch substo-
chastische Kerne. Es ser R ein substochastischer Kern auf [E, 9(]. Mit
M(R) bezeichnen wir die Menge aller @ ¢ M fiir die ®=R ein B-endliches Mas
ist. Weiter bezeichnet fiir jedes x¢ E (05 )p den durch

(05 )P EeM; DE)=1})=1, (05 JrQPEM; D(A)=1)=R(x, A); vAeA
charakterisierten Punktprozef. Fir alle @ ¢ M(R) existiert die Faltung (siehe [2])

(O ) p= (35, )R) ",
CEE, b (x) 0

FFir jeden Punktprozet 2 mit P(M(R)) -1 setzen wir nun
/)R(Y) —DHM_{R)(().p )R())P(dqj), v Y €Mt

Der Punktprozel /2148t sich deuten als das Verteilungsgesetz eines zufilligen Punkt-
systems aus E.Verschiebt man nun alle Punkte dieses Punktsystems unabhingig vorn-
einander dergestalt, dafl ein urspriinglich am Ort x¢ E befindlicher Punkt nach
der Verschiebung mit Wahrscheinlichkeit R(x, A) in der Menge A¢ ) liegt und
mit Wahrscheinlichkeit | — R(x, £) aus £ entfernt wird, so gelangt man zu einem
neuen zufalligen Punktsystem, dessen Verteilungsgesetz mit P, identisch ist
(siehe etwa [2]). Wir bezeichnen deshalb P, als Verschiebung von P gemifi R.

Die Forderung 2(M(R)) 1 ist stets erfillt, wenn .1,= R ein W-endliches
Maf ist (vergleiche etwa [2]).

1.3, Mischungen Poissonscher Prozesse und Grundab-
schitzungen. Fir jedes B-endliche Mal « auf 9 bezeichnen wir mit £,
den Poissonschen Punktprozefl mit dem Intensititsmafl «. Zu jedem ‘B-endlichen
Kern K von einem mefibaren Raum (D, ] in [£, 3] ist dann durch SX(x, Y): =
P, . p (Y); wxeD, Y€, ein stochastischer Kern SX von [0, D] in (M, M]
definiert. Das folgende [Lemma enthalt eine Grundabschdtzung fiir den Varia-
tionsabstand (stets mit var  bezeichnet) zweler Mischungen Poissonscher
Prozesse.

Lemma 1. Es seien K und [ zwei W-endliche Kerne won einen: mef-
baren Raum [D, D) in [E, W], Q ein Verteilungsgesetz auf |, | und By,...,B,
eine Folge paarweise disjunkter Mengen aus 8.

Dann gilt :

(Q+ S,\-)/f ,,,,,, B (Q= St )B e By

2 [min{l, ¥ K(x, B, L(x, B;) } Q).
j=1

=

Es sei nun R ein substochastischer Kern auf [£, 9(]. Durch
b=R(B); e MR),
0 v e M MR),

ist ein Y-endlicher Kern K von [M, W] in [E, A|] definiert. Wie man leicht
sieht, gilt fiir jeden Punktproze8 A2 mit P(M(R)) 1:

P SKR J Pasiy() PdD)
M(R)

Kk’(d), B) Def
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Lemma 2. Es seien R ein substochastischer Kern auf (£, und P ein
Punktprozep mit P(M(R))= 1. Fiir alle B¢® gilt dann:

s(Pr)— (P SK ): var=2 [ min {1, [(R(x, B))2® (dx)} P(d®D).

1.4. Approximation von Mischungen Poissonscher Pro-
zesse. In diesem Abschnittsoll dargestellt werden, wann eine Folge von Ver-
schiebungen Pg, Pg,... eines Punktprozesses / eine Mischung Poissonscher
Punktprozesse approximiert.

Theorem 1. £s seien $ ein Halbrmg von Mengen aus B, K ein B-
endlicher Kern wvon (M, W] in [E, A\, P ein Punktprozef und R, R,,... eine
Folge substochastischer Kerne auf [E A mit:

(Ver 0) Fiir alle n=0, 1,... ist P(M(Rn) =1,
(Erg 0) Fiir alle ¢>0 und B¢ gilt:

lim P({®e¢MR); |DxR(B)—K(®, B) =¢})=0.

Dann sind folgende beide Aussagen dquivalent :
(Kon) Fiir alle Folgen B,,..., Bx¢D gilt:

B B| -----
¥ (P+SK) *| a0,

(DK 0) Fiir alle ¢>0 und B¢® gilt:
lim P({®: [ (Ru(x, B))? ®(dx)= ¢} )==0.

Bei Konvergenzuntersuchungen von Folgen verschobener Punktprozesse
werden gewohnlich schdrfere Voraussetzungen als (Ver 0) und (Erg 0) gemacht
(siehe etwa [1;6] und [2]). Bei den Untersuchungen in [5] wird speziell das
folgende Theorem ausgenutzt.

Theorem 2. Es seien © ein Halbring won Mengen aus B, K ein B-
endlicher Kern von (M, W] in [E, |, P ein Punktprozef und Ry, R,,... eine
Folge substohastischer Kerne aus [E, ] mit:

(Ver 1) Fiir alle n=0,1,... ist Ay« R, ein B-endliches Map auf 9.
(Erg 1)Fiir alle B¢B gilt :

lim [|®=Ry(B)—K(®, B| P(dd)—0.
Dann ist die Aussage (Kon) unter Theorem 1 dquivalent zu
(DK 1) Fiir alle B¢ % ist

lim [ (Ra(x, B))? A,(dx)=0.

Wir spezialisieren jetzt die Situation in den Theoremen 1 und 2 auf den
Fall, daf der PunktprozeB P die Gestalt 6% fir ein @ ¢ M bat. Vom B-endlichen
Kern K bleibt dann nur noch das @-endliche Mafi K(®, ) als wesentlich {ibrig.
Die Bedingungen (Ver 0), (Ver1) sind in diesem Falle ebenso wie die Bedin-
gungen (Erg 0), (Erg 1) und (DK 0), (DK 1) gleichwertig. Die Theoreme 1
und 2 lassen sich zu einer Charakterisierung von (Kon) veschirfen.

Theorem 3. Es seien © ein Halbring wvon Mengen aus B, u ein B-
endliches Map auf N, ¢ M und Ry, R,,. .. eine Folge substochastischer Kerne
auf [E, | mit:

(Ver) Fiir alle n=0,1,... ist ¢ M(R,).
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Dann sind folgende beiden Aussagen cquivalent:
(I) Fiir alle Folgen B,,...Bs;¢9 gilt:
.l Bi...,
lim | (da)r,

(Ily Fiir alle B: D gelten die Beziehungen:
lim @+ R, (B)-—-u(B), lim [ (Ru(x, B))*> ®(dx)=0.

1.6. Ein Satz iber Poissonsche Punktprozesse. Es seien
wieder  ein Halbring von Mengen aus 8 und K, Ry,... eire Folge substo-
chastischer Kerne auf [£, 9(].

Theorem 4. Sind 1 und u B-endliche Mape auf U, so dap fir alle
n=0,1,... auch u+R, ein B-endliches Map ist, dann sind die beiden fol-
genden Aussagen dquivalent :

(E) Fir alle B¢ gilt:
lim [|®= Ry(B)—AB) P,(d®d)=0.
(F) Fir alle Bc$ gelten die Beziehungen:
lim = Ry(B)=AB), lim [ (Ra(x, B))? u(dx)=0.
n-—oo n—oco

Die Forderung (Ver 0) unter Theorem 1 ist offensichtlich minimal, da nur
so die Existenz der Folge Py, Pg,,. .. gesichert werden kann. Thre Verschidrfung
(Ver 1) ist bei Verschiebungen von Punktprozessen endlicher Intensitat im
allgemeinen eine natiirliche Voraussetzung. Die Forderungen (Erg 0) beziehung-
sweise ihre Verschiriung (Erg 1) erscheinen auf den ersten Blick jedoch rein
technischer Natur zu sein. Dafl das nicht so ist, erkennt man mit Hilfe von
Theorem 4 auf die folgende Weise:

Wir spezialisieren die Situation in Theorem 2 auf P=Py,), K(P, )=y PeM.
Die Aussage (Erg 1) ist dann identisch mit der Aussage (E) unter Theorem 4.
Weiter ist in diesem Fall die Bedingung lim,_eu = Ry(B)=4i(B); B¢ idqui-
valent mit (Kon). Ist deshalb die Behauptung von Theorem 2 richtig, d. h.
sind (Kon) und (DK 1) dquivalent, und ist (Kon) oder (DK 1) giiltig, dann muf}
wegen Theorem 4 auch die Forderung (Erg 1) und damit auch (Erg O) erfillt
sein.

2. Beweis von Lemma 1 und Lemma 2. Bei den Beweisen stiitzen wir
uns auf die folgenden beiden bekarnnten Beziehungen:

2.1. Es sei (a,);-1 2 ... eine Folge von 0-1-Verteilungen mit den Parametern
(¢, .-, q], so daB X7, 3¢ < oo ist (d. h,, die Folge der Faltungen
a,*...*ay konvergiert gegen ein Verteilungsgesetz a). Bezeichnen wir mit g

die n-dimensionale Poissonverteilung mit den Parametern [X72,¢¢), ... X7 ¢")

so gilt:
“a_ﬂ”Vn', 2 X (r qs’))’_
r==l i=1

2.2. Fiir zwei Poissonsche Verteilungsgesetze a bzw. 8 mit den Parametern

(-2 qa) DzW. (¢ .., 4] gilt: | a—B[|var=2 Si=1 19:—q 1.
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s ~ s B - By, ..., B By.....B
Beweis von Lemma 1.Fiiralle x( E sind P, " bzw. Puu ) "

Poissonsche Verteilungsgeseize mit den Parametern K(x, 8,), ..., K(x, B,) bzw.
L(x, B), ..., L(x, B,). Wegen 2.2. ist deshalb stets

(SK(x, ) Bn (St (x, NI “rnovar 2% K(x, By Lix,B) .
i=1

Andererseits ist | (S%(x, ) B (8t(x, )% By ya— 2. Wir haben damit
fiir alle x¢ £

(SK(X, ))Bx ..... BII = (S’- (,Y, ))If ,,,,,, /)'., var 2 mln { ]’ -\- /\-‘ X, [jl ) ../'_(_\" [;") :.

i=1
Wegen
‘(Q* SK)U.. ¢y B"—(Q:i: SL )B|. 55 B" \"ré ' (Sle, \)Bx ..... B”_

(SE (e, N vae Q)
konnen wir daraus auf die Behauptung von Lemma 1 schliefen.

Beweis von Lemma 2. Es bezeichne 3 die Menge aller endlichen
Zerlegungen (B, ..., B,) der Menge 5. Es ist dann

© B , veea B
B(PR)—B(I . SK ) var< sup (0p iRI d —P(@*R) n \ar /)((I'([!).
(R) (B, ....B)€3

Zum Beweis von Lemma 2 geniigt es deshalb zu zeigen, dafl fur jedes & ¢ M()
und jede Folge B,,..., B, paarweise disjunkter Mengen mit U7, B, B gilt:

(1) L @a)i P Pl P va=2 [ (R(X, B)? @ (dx).

Dazu sei #¢ M(R) und B,, ..., B, eine solche Mengenfolge. Pf,:'!}{,'”" ist dann

eine n-dimensionale Poissonverteilung mit den Parametern | X D({x) R
xX€E, d(x) -0

(x, By, ... by @({x}) R(x, B,)|, wihrend (34 )1,:" "% §ich als abzahlbare

! x €L, ¢(x)>0
Faltung von O-I-Vterteilungen mit den Parametern [R(x, B,), ..., R(x, B,)| dar-

stellen 128t. Wegen 2.1. ist deshalb

B, B . 'f p . 5
(de)r "—Pwrr) "lvar -2 %0'1’().\‘()) (Y R(x, B))*= [ (R(x, B))? ¥(dx)
x € ®(x i—=1

(1) ist also richtig und Lemma 2 damit bewiesen.

3. Beweis von Theorem 1. Wir zeigen zunichst:

3.1. Aus der Bedingung (DK 0) folgt die Aussage (Kon) Beweis: Wir
konnen uns auf den Fall beschrinken, dafl die Mengen B,,..., B, paarweise
disjunkt sind. Es sei B -B,U ... UB, Unter Verwendung von Lemma 1 und

Lemma 2 erhalten wir dann:

(2) P,
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2 min {1, [ (R,(x, B)* ¥dx)} P(dD)
A-
42 fmin{l, ¥ @:R(B,) K(b,B)|} Pdd).

Wegen (Erg 0) ist
&) lim [ min {l, S “R,(B)— K@, B)) Pdd)- 0.
1

n—oc [=

Aus (DK 0) folgt wegen

k
J(Ru(x, B))? P(dx)=(X [ ] Hdx) (Ri(x, B)P|'"?)

die Beziehung

(4) lim [min {1, [ (Rax, B)?® &(dx)} P{d®d)=0.
2), (3) und (4) ergeben lim,... " T pas)™ P (0. Damit ist

(3. 1. bewiesen.

Wir miissen noch zeigen, daf§ gilt:
3.2. Aus (Kon) folgt (DK 0).
Beweis. Es sei B¢.) Wir setzen

£ In[1(1 -Ru(x, B)| falls R,(x, B)<1,
~ { + 0o falls Ru(x, B)=1,

Hy(D)—exp (— [ fax) D(dx)); yPe M.

Es ist dann Ru(x, B) fa(x); \yx € E; Hy(D) (:S.,.)Z" ({0}). Aus (Kon) und (Erg 0)
erhalten wir

(5) lim [ H,(P)P(dd)= [ exp (— K(», B)) P(dd),

(6) lim P({d: @=R(B) K(®,B) ¢})=0; ye=0.
Aus (6) folgt

(7) lim | exp(—® =R, (B))—exp(— K&, B)) P(dd)=0.
Aus (7) und (5) ergibt sich

(8) lim [ (exp(—®+ R(B))—exp(— [ fulx) P(dx)) Pdd)=0.

Wegen R,(x, B) f,(x) bekommt man aus (7) und (8)
lim [ Hyd)—exp( Kb, B) Pdd)=0.
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Daraus kann man
©) limP{@: [fa(x)B(dx)—-K(D, B) —&) 0

ableiten. Weiter haben wir
(D1 [fux)Bdx)—D=RB) ¢ SI{P: [fulx)W(dx)—K(D, B) ¢ 2}U|®:
b= R(B)—K(®, B) —¢2}.
Aus (6) und (9) folgt deshalb
(10) lim PP | [fu(x)D(dx) — D Ry(B) —¢))- 0; 7 >0,

Nach der Definition von f, ist stets fn(x)—Ru(x, B)=(Ru(x, B))*2. Aus (10)
konnen wir deshalb auf lim, . .P({P: [(Rax, B)3P(dx) &) -0; >0,
schlieBen. Damit ist 3.2. bewiesen und der Beweis von Theorem 1 abge-
schlossen.

4. Beweis von Theorem 2. Aus (Ver 1) und (Erg 1) folgt sofort, dafl
P« K(B)<co fiir alle B¢ ist. Auch sind mit (Ver 1) und (Erg 1) immer
(Ver 0) und (Erg 0) erfiillt. Setzen wir deshalb voraus, daf (DK 1) und damit
aueh (DK 0) richtig ist, dann muB nach Theorem 1 die Aussage (Kon) gelten.

Wir nehmen nun an, da (Kon) erfiilllt ist. Nach Theorem 1 ist dann
(DK 0) richtig, d. h., wir haben

(1) lim Pl [(Ralx, B)2dx) &) 0; v7e>0,7 BeD.

Es sei nun £¢>0 und B¢9D. Wir setzen &,(P) &= ky(B). Weiter seien a, 5>0
und ¢ a-+b. Aus (11) folgt
N C,I'(Rn(x, B)PaAdx)P(dd) ;> 0.
Weiter hat man "
(12) . i I( J(Rax, B)PP(dx)PdD) = [ (:',,l'l’)P(d‘l’\

= [ K@, B)P(d®)-- [ &(P)—K(D, B) PdD).
Ist &(®)>c¢, so ist K(#, B)>>a oder K(®, B)-—a und :(P)— K(®, B)>b erfiillt.
Wir. haben deshalb

[ K(®, B)P(d) ol K, BP(AD) - aP(: < @)~ K(®, B)>b))
& e (P, B) -«

n

< [ K@,BPE®D) + [ D) - K(P, B) P(d).

K(», B) >e¢
Wegen (Erg 1) ergibt letzteres in Verbincung mit (12)
lim [ [(Ra(x, B))*Xdx)P(dD)- [ K(p, B)P(dd).

n—sco (.B) ~a

lim [(R.(x, B)?.1,(dx)=

Wir hatten bereits festgestellt, daf die [Funktion K( , B) beziiglich P integrier-
bar war. Es ist deshalb lim . | K(p, BYP(d®)=0. Aus (13) folgt desbalb

t L))
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lim, . [1R.x, B)*1,(dx) 0. Damit ist gezeigt, dal aus (Kon) die Bedingung
(DK 1) folgt und Theorem 2 ist bewiesen.

5. Beweis von Theorem 3. Jedes der Theoreme 1 und 2 sichert, dafi die
Bedingung (II) die Konvergenzaussage (I) nach sich zieht. Wir miissen daher
nur zeigen, daf} aus (I) stets (II) folgt. Dazu bezeichne A die Menge aller x¢ E
mit &(x) -0, und es sei B¢$H. Wie beim Beweis von Theorem | setzen wir

[m*]m[l(l Rux, B))] falls Rux, B)<1,
S falls R (x, B)— I.

Wir haben fir alle # 1,2, R(x, B) [ux); (34)5 (10}) — exp(— ffa(x)P(dx))
w7 x¢ E;5 Aus (I) folgt deshalb

(14) limexp (— [f(x)D(dx))=exp( - u(B)).

n-—roo
Damit ist auch
(15) lim [f.(x)D(dx) = 1(B)
gesicherl. Aus diesen Aussagen ergibt sich weiter, dafl ein »n, existiert, so daf§
fiar alle n -n, und alle x¢ A f(x)< -+, d. h, R(x, B)<1 ist. Fiir alle n=n,
ist dann

Ga)i, (1) = JIR:Ax, B)/(1 Ru(x, B))|exp [~ [fulx)P(dx)|(dx).

Aus (I) folgt deshalb
w(B)exp( —u(B)) lim il"[R,,(x, B) (1 — R,(x, B))| exp|— [fax)D(dx)|D(dx).

Das ergibt in Verbindung mit (14) wegen exp (- n(B))>0
(16) w(B) lim [[R.x, B) (1 R.x, B))|d(dx).

Da fiir alle a mit 0<=a —1 stets a/(l1—a)-In[l1/(l—a)|=a?2(1—a) ist, be-
kommen wir aus (15) und (16)

(17) lim [[(R.(x, B))? (1 —R.(x, B))|d(dx) - 0.

Weiter ist fiir alle a mit O-—a-71 stets a/(1 —a)—a?/(1—a)--a. Aus (16) und
(17) folgt deshalb lim, , @ « R,(B)=0. Weiter folgt sofort aus (17) lim,,.. [(R,(x,
B)2(dx) 0. Damit ist gezeigt, daB (II) aus der Konvergenzaussage (I) folgt,
und Theorem 3 ist bewiesen.

6. Beweis von Theorem 4. Zum Beweis von Theorem 4 bendtigen wir
eine Formel fiir die gemischten Momente von SekundirgréBen iiber einem
Poissonschen ProzeB. Es sei h eine mefbare nichtnegative reelle Funktion auf
[7,90). Mit Hilfe der Definition &,() [h(x)P(dx); 7 P € M, erhalten wir eine
mebbare Abbildung von M in [0, | ~|. Wir beweisen nun die folgende Be-
ziehung :

6.1. Es seien w ein @B-endliches Map auf N und f, g nichtnegative mep-
bare reelle Funktionen auf (E,|. Dann gilt:

(18)  [Ep( DV DVP pdD) ([ /(DY (dD)) ([ 5 P)P (A D))+ E7g(DVP, (dD).
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Beweis. Wir bezeichnen mit &, die Indikatorfunktion von Mengen Ac.
Fiir alle A, B¢B erhalten wir folgende Gleichungskette:

(J 2 (PYPuldD)) ([ 5rg( PP dD) - [ 54 g PIPAdP) = 1 Ao B)+ (A B)
w(A)u(AN B)+u(Ar Byu(An B)+uAn B)(1+u(AN B))
= [S(A)D(AN B)P\(dD) - [ (AN BYD(B N AP \(dP)+ [(P(AN B)?P,dP)
= [DAYD(BP((dD)  [5r (P)iry( PIP(dD).

Wir haben damit
6.1.1. Die Gleichung (18) ist richtig, wenn f und g Indikatorfunktionen

von Mengen aus 8 sind.
Fiir die nichtnegativen meBibaren Funktionen f und g existieren nun Folgen

von Funktionen (f.).-1 2 ... und (gx)n=1,2 ... der Gestait

falx)— "fg_,aj.")k/‘f_m(.\'), VX €E, gu(x) =X bMkp (x), 7 x ¢ E; mit

am, bm -0; AP, BMed, o 1,2,..., 1=i=s,;
(19) FlX) =S nii(X), 8ulX)=gnt1(X); wn-—-1,2,..., wx€cLEj
(20) lim fa(x)—=f(x), lim g.(x)=g(x); v x¢E.

Auf Grund von 6.1.1. und der Definition von &, erhalten wir fiir alle n=1,2,...

s s

_’.5,"(¢)$Kn(¢)P(/l)(d¢) ' 1.\-:1 [gl a}n)b;"‘fsk":.n) ((ﬁ)skm/,,)(¢)P(u)(d¢)

“

n

aPbIN([Ex yu(PIPAADL)) ([ £k (PP D))
1 J

Tioe
Thzy

(]

+ IE.A(_,,).B(F,,, (D)P(,,(dD))
i

([, (DYPLNAD)) ([ g, (D) P d D)) + [ &1, 5 ()P (dD).

Um den Beweis von 6.1. abzuschlieBen, miissen wir deshalb nur noch die
Giiltigkeit der folgenden Beziehung zeigen

21) lim [, (), (9P (dD) = [EADIELPIPLi(AP),
(22) lim [&, (D)Py(d D)= [ADIP(dD),
(23) lim [, (DYPdP) - [<e, (@IPLAAD),
(24) 1im [/, (D)P,(AD) ~ [EADIPfdD).

Dazu erhalten wir aus (19) und (20)
(25) § (D)=p, (D), Sg (P)Sigy (D) T 1 ‘1,2, PEM;
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(26) lim s, () EAP), lim 5,;”('1')— D) sy beM,
(27) $,8, (D) Sy ga D) L2, g PEM,
(28) im &, o (D) =3rg(P); 7 b€ M.

n-s»o0

(21) folgt sofort aus (21) und (28), wihrend (25) und (26) die Beziehungen
(22) und (23) nach sich ziehen. Aus (25) und (26) folgt weiter

e (DS 57, (D)3, (D)3 im sy (D) (9) - AP)3D);

wvn 1,2, ., e M

Es mufl deshalb auch (21) richtig sein. 6.1. ist damit bewiesen. Wir kommen
jetzt zum Beweis von Theorem 4:
Es sei zunidchst die Aussage (E) erfiillt. Daraus folgt unmittelbar

lim,, s+ Ro(B) ~AB); 7 B¢ 9.
Das zieht

. By .... B B,... .8,
lim (P, » £~ Pg) * var =0

1
oo n

fir alle Folgen B,,...., B,¢ % nach sich.

Wegen Theorem 2 muf deshalb auch lim,. . [(R.(x, B))*uldx) -0 fir alle
B¢ D sein. Damit haben wir (F). Fiir alle B (8 erhalten wir unter Verwendung
von 6.1.

‘4’. ’,’ # R,.([f)—l‘.(’;) P(,,)(d‘,‘))"'
[ RAB) —~B)FPofd D) - (= RuB)— HB)? - [(Rutx, B)d).

Diese Abschdtzung zeigt, dafi (F) stets die Aussage (E) nach sich zieht.
Damit ist Theorem 4 bewiesen.
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