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SOLUTIONS HOLDERIENNES D’INEQUATIONS VARIATIONNELLES
A CONTRAINTES DISCONTINUES, I

IORDAN V. [ORDANOV

On considére des inéquations variationnelles elliptiques avec obstacles appartenantes par
morceaux d l'espace de Sobolev H"“?, p>n. On montre que les solutions sont des fonctions
holdériennes.

Introduction. Soit Q—R" n -2 un domaine borné; Q-=Q10Q ol 0Q
est la frontiere de Q. Notons par H*?(Q), (HEP(Q)), k=1,2,...,1<p<+ =,
les espaces de Sobolev (on omettra lindice p lorsque p-—=2) et par C*MQ),
k=0,1,2 O0<h=1, les espaces des fonctions k fois différentiables dans Q,

.......

les dérivees d'ordre k desquelles sont holdériennes d’exposant A. Notons par
O(x, p) la sphere {xeR"||x x,|<p}.
Soit
n

(0.1) Lu=— X (a;{(x))..

i, j=1 .
un opérateur elliptique a coefficients a,, réels, mesurables ct bornés dans Q
et tels que

(0.2) Slu,/(.\')é,,é/\-vll’;lh’. v--const>0, w &R, p. p. (L

[.a forme bilincaire

(0.3) a(u,v)y=[ X a,.,(x)u,_z'xidx. u, ve H(Q),
Q i, j=1 !

associée a l'opérateur (0.1) est coercive sur HYQ) parce que
(0.4) a(u,u)= vl grad ul| |l 0, ¥ e Hy(Q),
en vue de la condition d’ellipticité (0.2).

Soient £ et F deux sous-cnsembles fermeés de Q. (Il est possible que les
ensembles £ et F ne soient pas connexes.) Fixons les fonctions q),yJGH(';(Q)
et définissons les sous-ensembles fermés et convexes de 'espace Hi(Q):

(0.5) K(E, (p);{'v(H'l,{Q)l’U\"(p sur £},
(0.6) K(E ¢; Foy) - {ve H Q)| v =9 sur E, v<y sur F}.
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A condition que les fonctions ¢ et w (on les appelle contraintes) satisfassent
I'inégalite

(0.7) eo—vy sur £ F,

es ensembles définis ci-dessus ne sont pas vides. On comprend toutes les
inégalités entre deux €léments arbitraires des espaces de Sobolev au sens
suivant (ci. [4]):

Définition 0.1. Soient u, ve H(Q) et soit G=Q un ensemble mesu-
rable. On dit que u—v sur G au sens de HYQ) s’il existe des suites {u,},
{v,} de fonctions lisses dans Q convergentes dans H{Q) vers u et v respec-
tivement, lesquelles satisfont u,>v, sur G. On dit que u—=v sur G au sens
de HYQ) si simultanément u>v et v—u sur G au sens de HYQ). On dit-
que u>v en x,€G au sens de HYQ) s'il existe un nombre p>0 et une fonc-
tion weCHO(xy 2p)) tels que la sphére O(xe 2p)=Q, a>0 dans O(xy p) et
u—a—v sur O(xy 2p) au sens de HYQ).

Notons que les ensembles (0.5), (0.5) ne dépendent que des valeurs des
fonctions ¢ et y resp. sur £ et F, i. e. si on prend 0, Q_EH('(Q) telles que
o=¢ sur £ et y=y sur F, alors on a K(E, 9)=K(E, ¢) et K(E, ¢; F, v)
=K(E, ¢ F, ).

On considére le probléme suivant:

Soit K= HYQ) un sous-ensemble fermé, convexe et non vide. Il faut trou
ver un ¢lément u ¢ K tel que

(0.8) a(u, v —u)=g(v—u), v V€K,

oit g est une fonctionnelle lin¢aire et continue, définie sur HyQ).
Remarque 02. Pour simplicitt on ne considére a partir d’ici que des
inéquations homogenes, c.-a-d. on supposera que g=0 parce que on peut re-
duire le cas général au cas susdit d’'une maniere qui n'exerce aucune influence
sur les résultats obtenus (cf. remarque 1.7). Si I'élément u € H(Q) est tel que

a(ug v)=g(v), vve H¥Q), alors I'inéquation homogeéne

{ UeK—ug,

09
(03) aU, V—U)=0, yVeK—ug,

est équivalente a (0.8).

Remarque 0.3. 11 est clair qu'on peut remplacer la condition v|sa=0,
acceptée dans (0.5), (0.6) pour plus de commodité, par une condition plus gé-
nérale (par exemple de type vlsa=p ot p est la trace sur 0Q d’un élément
de H'(Q) ou de type mixte (cf. [6]).

On dit que les contraintes sont locales (globales) si £4Q ou F+ Q(resp.

E—F-—-Q). Pour le probleme a une contrainte globale on établit que sila
contrainte @ € 47, p>n, alors la solution est une fonction holdérienne [6].
En effet la régularit¢ naturelle en ce cas est d’'un degré¢ plus haut au sens
que si la contrainte appartient a H>2(Q)=C"{Q), p>n, alors la solution est
de méme classe [4]. Ce résultat reste valable aussi pour le probléme & deux
contraintes globales [10] tandis qu’ en cas de deux contraintes locales on ne
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montre des théorémes pareils que sous des hypothéses supplémentaires [3].
Dans larticle [11] on considére le probléme a une contrainte locale lipschit-
zienne et on montre qu'il existe une solution lipschitzienne. (Mais il est facile
de construire un exemple [3] ol la contrainte est de la classe C= et la solu-
tion est au plus lipschitzienne.)

Ici on établit que dans le cas des contraintes globales ou locales de l'es-
pace H'?, p>n, (méme appartenantes a cette classe par morceaux —cf. 1) les
solutions sont holdériennes. On utilise la technique de De Giorgi [2] ou plus
précisément sa modification pour des problémes aux limites due a Stam-
pacchia [7].

1. Problemes a contraintes discontinues. On considere simultane-
ment les cas des contraintes locales ou globales. On suppose que les ensem-

bles F£ et F soient des unions de sous-ensembles fermés de Q;
e /

(1.1) E:U E[y F': U Fm)
=1 m=1

pour les intérieurs desquelles on ait: IntE;NIntE,=@, IntF NIntF=Q
lorsque i#j. (Autrement dit chaqu’une composante de F£ et F consiste d'un

nombre fini de sous-ensembles fermés de Q d’intérieurs disjoints.) On fixe les
fonctions ¢, € AYQ), [=1,...,e, et v, e H(Q), m=1,...,f. L'ensemble

(1.2) KE, @1 o 0,: Fivy ooy W)= H(Q)

de tous les éléments v ¢ Hy(Q) tels que

= =
13) v=@, sur E,[l=1,...,¢e,
v=vy, sur F,, m=1,...,f
est fermé, convexe et n'est pas vide si
(1.4) 0, =V, sur E,NF,,

ot I=1,...,e, m=1,...,f.
On définit aussi 'ensemble fermé et convexe

(1.5) K(E, ¢y, - .-, 9)=HY(RQ)
de tous v¢ HyQ) tels que
(1.6) v, sur E,l=1,... e.

En vertu du théoréme d’existence et d’unicité pour les inéquations varia-
tionnelles elliptiques [8] il existe une solution unique du probleme

(1.7) ueK; aw, v—u)=0, yvek,

oit 'ensemble K est défini par (1.5) ou (1.2). Notons ces solutions resp. par
WE, @, .-.,0,) et w(E, @ ...0.5 Fowy oo Wy)

Lemme 1.1. Soit u—u(E, ¢, ...,09,). Alors Lu=0 sur Q, i. e. a(u, v)=0
v v HY(RQ), v=0.

Lemme 1.2. Soit u=w(E, ¢, ...,9,.;5 F,w, ...,V Si pour l'ensemble
ouvert O=Q on a
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u<wy,, sur O\ F,, pour tout m tel que F,NO+Q
(resp.: u>¢, sur O\ E, pour tout | tel que E,(1 O+ Q)
alors Lu=0 sur O au sens que

a(u, v)=0, V'v(-H(l)(O). =0,
(resp.: Lu=0 sur O au sens que a(u, v)=0, v 7€ Hy0), v=0).

En outre, sur le sous-ensemble de E|\)F ou la fonction u ne corncide pas
avec les contraintes et aussi dans Q\(E|F) on a Lu=0.
La démonstration est triviale (cf. [4] pour le cas d’une contrainte locale).
On établit facilement aussi le résultat auxiliaire suivant:
Lemme 1.3.

0<u(E, ¢, ..., 9,)=max (0; max(vrai max ¢,));
1=l<e EI

min (0; min (vraiminy,))=u(E, ¢, ..., 0,; F, ¥, ..., ¥y

l=m=/ o

=<max (0; max (vraimax ¢))).
1<i<e E,

Pour énoncer les résultats principaux (théorémes 1.5 et 1.6) on a besoin de
la notion suivante:

Définition 1.4. On dit que la frontiére 0A du domaine A—R"™ est
strictement lipschitzienne s’il existe un nombre €>0 et des ensembles ouverts
UcR" i=1,...,N, tels que:

1) si x€0A alors O(x,e)cU,; pour quelque indice i;

2) pour tout i=1,...,N le domaine U;N A coincide avec U;ND; ou D,
est le domaine
{(X10 e s XD ERM x> 9s( 0 - ooy Xty Xyt o« o2 Xp)}

pour un j=j(i) convenable et la fonction ¢;: R*™'—R' est lipschitziennne.
Théoreme 1.5. Supposons que (p,(H&'”(Q), p>n,l=1,...,e, les fron-
tieres (N E,) soient strictement lipschitziennes et les coefficients a;;¢ CY(LQ),

i,j=1,...,n Alors la solution u=u(E, ¢y, ...,¢,) appartient a lespace
C4(Q), a € (0, 1—n/p].

Théoreme 1.6. Soient ¢, l=1,...,e, y,,m=1,...,f, des fonctions
de Uespace H"P(Q), p>n telles que
(1.8) O <Vm sur AE, N Fp). ¢/l5,000<0, YplF, noa>0
pour tous 1= 1,...,e et m=1,...,f. Supposons encore que les frontiéres
HQANE) L=1,...e, et QN F,), m=1,...,f, soient strictement lipschit-
siennes et que les coefficients a ;¢ C(Q),i,j=1,...,n. Alors la solution

u—t(E @i ®es Fivi, ..., yy) appartient a Uespace C*Q) oi a¢(0,1—n/p].

Remarque 1. 7. Si la fonctionnelle g dans linéquation non-homogene
(0.8) appartient a H-19(Q) = (HY (Q)Y, p>n, 1/g+1/p=1, alors ug¢ Hy"(Q).
Maintenant il en resulte au moyen des thé¢orémes 1.5 et 1.6 que la solution U
du probléme homogéne (0.9) est une fonction holdérienne d’oit le méme pour
la solution u de (0.8), puisque U+ug=u.
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2. Solutions holdériennes des inéquations variationnelles a con-
traintes continues de la classe /)”(Q), p>n. Notons Q(/,p) ~O(y, p)Q,
Q(y,p) -O(y, p)1 Q. En fixant un nombre >0 et un ensemble A—R" ouvert
et born¢ on note par #(g, A) la famille des ensembles B A tels que si uz ¢ C'(A)
et u|g—=0onait || ul,,.0=8Il] gradullquM,. 1/g*=1/qg=1/n, pour tout ¢ ¢ (0, n].

Hypothese (A) [7; §12]. [/l existe une constante >0 telle que pour
tout y¢o0Q il existe un nombre p(y)>0 aftin que pour tout p¢(0, p(y)) on ait
0Q N Oy, P)=F(B, QA Y, p))-

Remarque 2.1. Suivant la terminologie introduite par Stampacchia [7]

on dit quun tel domaine Q est admissible par rapport a HyQ). Les domaines
avec des frontiéres lipschitziennes et méme de contours plus compliqués [7]
sont admissibles.

Tout d’abord on rappelle un résultat connu pour le probléeme (1.7) dans
le cas d’une contrainte globale et continue.

~Théoreme 22 [6]. On suppose que ’ensemble K de (1.7) corncide avec

K(Q, ¢) défini par (0.5) o ¢ ¢ Hy?(Q), p>n. A condition que pour le do-
maine Q soit verifice ’hypothése (A) la solution u=u(Q, ¢)¢C*(Q), Le (0,1
—n/p].

On va considérer le probléeme (1.7) dans le cas de deux contraintes con-

tinues, i. e. K=K(Q, ¢; Q, y) (cf. (0.6)), ol 0, v € HyP(Q), p>n, et bien sfir
sont telles que
(2.1) o<vy sur Q.

Theoréme 2.3. A condition que Uhypothése (A) soit vérifiée pour le
domaine Q, on a u=u(Q, ¢; Q, v)eCO4Q), re(0,1—-n/p).

Comme la démonstration s’appuie sur une technique bien connue on ne

donne que les points essentiels.
Pour y¢Q définissons le nombre p(y) de fagcon que O(y, p(y))=Q. Sans

restreindre la généralité on peut supposer que p(y)=1 pour tout y¢Q.
Soit ¥€Q et en fixant les nombres r, R(O<r<R<p(y)) prenons une fonc-
tion LeCoO(y, p(¥))) telle que
(0=¢(x)=1, |gradf(x)|=const (R—r)"},
(2.2) 3 ; 1 pour xeO(y,r),
) { 0 pour x€R™.O(y, R).
Introduisons les fonctions
O =ap+(1—a)y, ag|0,1],
(2.3) v=u - max(u-- 0k, 0), £=0.
w—-u—min(u—®*—4&, 0), k<0.
On vérifie facilement que v, w ¢ K. Pour fEH(Q),yeQ et keR' designons
Ak, p)={x| X €Q(y.p). f(x)>k}, Bk, p)={x| x€Q(y, p), f(x)<k}.

(En réalité plus loin f=u—®) Posons v de (2.3) dans (1.7). En vertu des pro-
prictés (0.4) et (2.2) on voit que
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f | grad (1 —®*—k)|°dx

A(k,r)

(2.4)

<S{(R—lrﬁ [ |u—®*—Fk2dx+ f (I grad<p|?+|gradw|2)dx}v

A(k,R) A(R,R)
pour tous £=0, a¢[0, 1] et r, RO<r<R<p(y)). Ici la constante S ne dépend
pas de r, R,a et k. (Elle ne depend que de v et || a;ll._«))
En prenant la fonction w de (2.3) au lieu de v on établit

f | grad (u — ®*—k) |2dx

B(k, 7)

S{(_/?:lr_)? flu—<b°—k|2d,\f+ f (] grad q>|2+|gradw|3)a’x}v
B(k, R) B(k, R)

(2.5)

IA

pour tous £=0, a¢[0,1] et r, R(O<r<R<p(y)).

Les inégalités obtenues ci-dessus sont analogues aux résultats du théoréeme
7.1 de [7]. A l'aide de (2.4), (2.5) et en suivant les démonstrations des théo-
rémes 8.1 et 8.2 de [7] on montre:

Lemme 2.4. /l existe un nombre 8 >0 tel que pour tous y €, pe(0, p(¥))
et k>0 satisfaisants
mes A(k, p)<<6 mes Q( y, p),

on a mes A(k+d/2, p/2)=0, oi1

2p
d?;\;e%,, flu—¢°—k|?dx+p2“"""”’{ f(lgrad(pl’+lgradwl")dx} ;
Ak, p)

A(k, p)
et d’'autre part sous les mémes hypothéses pour tout k<0 tel que
mes B(k, p)<6 mes Q( y, p)
on a mes B(k—d/2, p/2)=0, on

2p
d‘“-eLpn [lu—@“—kl"dx+p’“"“”{ f (I grad(pl"-!-lgrad\vl")dx} .
B(k, p) B(k, p)
Le nombre O dépend de || a;ll «q, v, p,n et B, mais non de p,y et a.
En tenant compte des résultats établis on va montrer le théoréeme 2.3 ou

précisément un lemme duquel en vertu de [7, pp. 20—22] I'assertion suit
immédiatement.

Lemme 2.5. Fixons de fagcon arbitraire le point y¢Q et le nombre
re (0, p(y)/4). Il existe des nombres n(n<1) et H qui ne dépendent pas de r

et y et tels que
(2.6) osc (u, ry==mosc(u, 4r)+ Hri="r,
ou
osc (7, p)= vrai max v— vrai min .
Q(y. 0 Qy. p
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Démonstration. Notons ug=u—>¢

Mo(4r)=vraimax e Me(4r)=vrai minu,.
Q(y, 47 Q(y, 4r)
(Il est eévident que les deux nombres derniers sont finis.) La fonction
a—- Ma(4r)+my(4r) est continue et croissante. En exceptant les cas triviaux
lorsque la solution & coincide sur Q(y, 4r) par @,y ou ®* et par conséquent
satisfait une estimation du type

(2.7) osc (i, ry=const.rt="#,

on peut choisir un nombre a¢(0,1) tel que Mu(4r)= —mqy(4r)>0. Il en re-
sulte que pour n¢(0,1/2) les nombres k=Mys—n(Mg—my)=0 sont admissibles
pour la définition des fonctions © de (2.3). (Respectivement les nombres
k= nq+n(Ma—ma)=<0 sont admissibles pour la définition des fonctions w de
(2.3).) Maintenant en suivant les raisonnements des démonstrations des théo-

remes 8.4 et 8.5 de [7], on demontre:
(2.8) 0S¢ (Ua, 1)=M 0SC (Uay 47)+ H r1 =",

oit les constantes n<1 et A, ne dépendent pas de r,y et a. D'ici et en te-
nant compte de (2.7) on achéve la démonstration du lemme 2.5.
Remarque 26. L'exposant A dans le théoréme 2.3 est égale a

min (B, 1 —n/p) oit le nombre B est tel que 4*n< 1.
On commence a ¢tudier le probleme (1.7) dans les cas de contraintes

locales et continues. Tout d’abord soit £=Q un ensemble ferm¢ pour lequel
le contour (Q\ E) est strictement lipschitzien (définition 1.4).

Théoréme 2.7. Sous cette hypothese et si a,;¢CY(Q),i,j—-1,...,n, et
<PEH§)'”(Q). p>n,alors la solution u—u(E, ¢) du probleme (1.7) avec K= K(E, ¢)
(cf. (0.5)) appartient @ Uespace C*MQ), »€(0,1—n/p].

Lemme 28. Sous les hypothéses du théoreme 2.7 il existe une fonction
O HYP(Q) telle que ®=u(E, ¢) sur Q et o=@ sur E.

Démonstration. Soit we HyQ\E) la solution du probleme aux li-
mites

Lw= —Le dans QN E, w=0 sur d(Q\ E),
c-a-d. w est un élément de l'espace HYQ“ F) satisfaisant a la condition
(2.9) a(w, a)= —a(e, a), ¥ «f H(‘)(Q\\E).

Il est facile de voir que w¢H"2(QN\£E) Pour l'intérieur du domaine Q\ £
c’est une conséquence de l'estimation

(2.10) | a(w, a)|=const || @ [|,1.q0, V @€ H(O).

oit O =Q\ E est une sphére et l/g+1/p=1 (cf. [1, corollaire 5.1]). Au moyen
d’une transformation lipschitzienne on réduit localement le probleme (2.9) a
un probléeme aux limites dans une demi-sphere. Il est évident que les images
des fonctions @ et a appartiennent aussi a /', H'7 [5, théoréme 3. 1. 7] et
satisfont une condition pareille a (2.9). Maintenant a l'aide d’'une estimation



SOLUTIONS HOLDERIENNES D'INEQUATIONS VARIATIONNELLES, 1 303

de type (2.10) on obtient w¢ H"»(Q\E) [1, corollaire 52 et théoréme 6.2]
1l est facile de vérifier que la fonction

P dans Q\ E
¢ dans E

appartient a Hy”(Q) et satisfait a la condition L&=0 dans Q\Z. On achéve
la démonstration en tenant compte pour le lemme 1.1 et en utilisant le prin-
cipe du maximum.

Démonstration du théoréme 2.7. D’aprés le théoréme 2.2 la solu-
tion u,=u(Q,®) du probléme (1.7) avec une contrainte globale est une fonc-
tion holdérienne. Mais (lemme 2.8) u=u(E, ¢)¢ K(Q, ®)=K(L, ¢) et par con-
séquent a(u, u,—u)=0 et a(u,, u—u,)=0, d’oi & cause de la coercivité de la
forme a(u, v) on trouve u=u,.

Remarque 29. En général on pourrait supposer que ¢¢/'7(Q) et =<0
sur 0Q. Si E—IntQ on construit facilement une fonction ¢¢Ho”(Q) coinci-

dante avec ¢ sur E. Si EcQ alors la fonction

- max (¢, 0) sur £,
! 0 dans le complément de Q,

appartient a la classe /'» et on peut la prolonger sur Q [12, ch. 6] en obte-
nant une fonction (p(Hf)"’(Q). Puisque on a évidemment #=¢>=¢ sur £ on peut
utiliser cette fonction dans le lemme 2.7 au lieu de ¢. Il en sera de méme
pour tous les autres problémes considérés dans larticle.

Enfin, soient £ et F deux sous-ensembles fermés de Q tels que les fron-
tieres A QN E), 0(Q\ F) sont lipschitziennes et le méme pour JHEUF) si
E | F=Q ou pour d(Q\ ENF) si (EUF)NoQ=D.

Théoreme 2.10. En outre deshypothéses pour E et F, on suppose que
a, €CY(Q), i, j=1,...,n, et que les contraintes ¢,y ¢H"?(Q),p>n, satisfas-
sent a la condition supplémentaire :

(2.11) o<y sur OENF), ¢lenoa<0, ¥|rnoa>0.

Alors la solution u du probléme (1.7) avec K=K(E, ¢; F, y) (cf. (0.6)) appar-
tient a Uespace CMQ) ou r¢e(0,1—n/p).

La démonstration est analogue a celle du théoréme 2.7. Le point essen-
tiel consiste dans l'assertion suivante:

Lemme 2.11. Sous les hypothéses du théoréeme 2.10 il existe deux
fonctions ®, Y ¢ H"7(Q) telles que

(2.12) O=u(E,¢; F,y)<W¥ sur Q,

¢o=® sur E,y=Y sur F.

Démonstration.Ontraiteles cas particulierslorsque £ FEQ ENF+Q
ou bien E=F=Q facilement, grace au lemme 1.3. Considérons le cas général
des contraintes ,d’'intersection non vide*, i. e. EN F==. Ici ladifficulté prin-
cipale consiste dans l'impossibilité de controler le signe de Lu en un voisi-
nage de l'ensemble £ (resp. F) parce quiil est possible que sur F\ £ (resp.
EN_F) la solution # coincide avec la contrainte.
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Tout d'abord on change la fonction v par v € H'7(Q) qui est un prolon-
gement sur Q de la fonction

- W sur F
max (@, y) sur £ F.

Puis on change aussi la contrainte ¢ par la fonction ¢ € H'»(Q) pour laquelle

0=¢ sur £ et @<y sur Q.

Soit w¢ HyP(Q E) une fonction telle que w<0 dans Q\E et w=0 sur
J(Q\_E). Notons s—@+w. Sur I'ensemble /= F N (Q\ E) de coincidence de
la contrainte v et la solution # on a #>s et par conséquent la méme inéga-
lit¢ est valable sur un voisinage O de /. Fixons le domaine G tel que
[—G-G=0NQ<E et la frontiere d(Q\E\G) soit lipschitzienne. Notons par
v, € HWP(QN\_ENG) la solution du probléme aux limites

Lv,=0 dans QN ENG, v,=s5 sur QN ENG).

Puisque sur Q\ ENG on a Lu=0 (lemme 1.2) a l'aide du principe du
maximum on trouve v,—u sur QN EN\G. Ainsi, en définissant la fonction

(@ dans FE
®=(s dans U
v, dans QN EN U

on obtient la premiere inégalit¢ dans (2.12). D’une maniere pareille on trouve
aussi un majorant global ¥ de la solution « satisfaisant la deuxi¢me inegalite
dans (2.12).

Remarque 2.12. En effet la condition que la fronticre dQ est lipschit-
zienne dans le cas lorsque £ | F=Q est superflue. Il suffit qu'en ce cas pour
0Q soit vérifice 'hypothése (A). Lorsque (EU F)10Q+ il suffit de supposer
quil existe un domaine Q,, £1JF—=Q, tel que les fronticres QN Q)N E),
o((Q, 1 Q) F) et o(Q, N Q) (£ F)) soient lipschitziennes et bien sar que
0Q satisfasse a 'hypothese (A).

3. Démonstrations des théorémes 1.5 et 1.6. Comime dans le paragraphe 2
on réduit les problemes considérés aux cas des contraintes globales et con-
tinues.

Démonstration du théoréme 1.5. Soient @, /=1, ...,e, des fonc-
tions de Hy*(Q) coincidantes avec ¢, sur £, et satisfaisantes L®, -0 dans
QN E, (cf. lemme 2.8). Puisque u -®, sur £, et Lu -0 dans Q (lemme 1.1)
le principe du maximum nous donne « ®, dans Q. [La fonction

®  max O, ¢ Hy"(Q)

1gise
est un minorant de la solution « et appartient a I'ensemble K(E, @y, ..., ¢,)
On acheve la démonstration du théoreme 1.5 comme celle du théoreme 2.7.
Démonstration du théoreme 1.6. Soient @, et W¥,.0(-1,..., ¢

m=1,...,f des fonctions de /'"#(Q) telles que

(Dlm':‘pl sur El' \ylm:':‘ym sur Fm'
Q,mtglllm":‘ylm danS Q,
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oit u,, est la solution du probleme (1.7) pour K—=K(E, ¢;: F,, y,) (cf. (0.5)).
[existence des fonctions @, et ‘¥, suit du lemme 2.11. Soient v, et w,
les solutions du probléme (1.7) avec resp.

K=KE, @, ..., 0,5 Fpo W) ¢t K—=K(E, 0,5 Fowg, .. W)
Tout d’abord on montre les inégalités
(3.1) . w,~u-—v, dans Q,
(3.2) W, Uy, =7V, dans Q,

pour toutes les valeurs admissibles des indices / et m.
La fonction v -—min(4, w)e¢K(E, 9,; F,y,,...,vy,) et par conséquent,
tenant compte pour (1.7), on trouve

(3.3) a(w, v—w,)>0.
D*autre part

(2.4 v, v—w,) f R {u,,uri(u —tc-,),’_dx\;;().
a, 0.

ol Q ~{x€eQiu w,) et Q {xeQ|w,>u}. La premicre integrale (ou v=w,)
s'annule ([4, appendixe]), tandis que la deuxiéme est non-positive parce que
u-— 1w, € H(,), t —w,~0 sur Q, et en outre Lz =0 sur Q, (lemme 1.2). Apres
I'addition de (3.3) et (3.4) on obtient a(w,—v, v—w,)=0, d’olt envue de la
coercivite (0.4) suit v-—=w, Ainsi la démonstration de la premiere in¢galit¢ de
(3.1) est complete. D’'une maniére analogue on montre les autres.

Il suit de la premiere in¢galité dans (3.2) que la fonction w, a un majo-
rant global appartenant a K(£, 0,5 F,vy;,...,y,), a savoir la fonction
¥ =min W¥,. Par conséquent w, coincide avec la solution du probléeme

1=m=f
(L.7) pour K=K(E, ¢;; @, ¥{"), i.c. on est amen¢ au cas de deux contraintes
locales continues. En vertu du lemme 2.11 il existe un minorant global

O ¢ HVY Q)N K(E 0,5 Fows e ooy 0):

(3.95) o’ —w, sur Q.

D’un raisonnement analogue on eétablit aussi I'existence d'un majorant global
YO CHWY( Q)N K(E, oy, . . ., 0.5 F,,w,,) de la solution v,,:

(3.6) v, WS sur Q.

Il suit de (3.5), (3.6) et (3.1) quil existe un minorant global ® et un majo-
rant global W de la solution « lesquels appartiennent a la classe H'"7(Q)
OK(E @ ..., 0.5 Foyn..., Wy):

1 _ . 2
® max® u—W¥- min ¥,
1=<l—-e l=m=<_f

Maintenant on acheve la demonstration a 'aide du théoréme 2.3.
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