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RÉTRACTES ABSOLUS DE VOISINAGE ALGÉBRIQUES
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Abstract. We introduce the class of algebraic ANRs. It is defined by
replacing continuous maps by chain mappings in Lefschetz’s characteriza-
tion of ANRs. To a large extent, the theory of algebraic ANRs parallels the
classical theory of ANRs. Every ANR is an algebraic ANR, but the class of
algebraic ANRs is much larger; the most striking difference between these
classes is that every locally equiconnected metrisable space is an algebraic
ANR, whereas there exist metric linear spaces which are not ARs. This
is important for applications of topological fixed point theory to functional
analysis because all known results of fixed point for compact maps of ANRs
extend to the algebraic ANRs. We prove here two such generalizations: the
Lefschetz-Hopf fixed point theorem for compact maps of algebraic ANRs,
and the fixed point theorem for compact upper semi-continuous multival-
ued maps with Q-acyclic compacts point images in a Q-acyclic algebraic
ANR. We stress that these generalizations apply to all neighborhood retract
of a metrisable linear space and, more generally, of a locally contractible
metrisable group.
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1. Introduction. Dans tout cet article, R désigne un anneau unitaire

Pour un espace métrisable X, la propriété d’être un rétracte absolu de
voisinage est caractérisée en termes de fonctions continues de complexes simpli-
ciaux dans X par la condition de Lefschetz ([11], théorème IV.4.1). Nous nous
proposons ici d’étudier les espaces métrisables X vérifiant un analogue algébrique
de la condition de Lefschetz où les fonctions continues d’un complexe K dans X
sont remplacées par des morphismes de châınes du complexe des R-châınes ori-
entées de K dans le complexe des R-châınes singulières de X.

Pour tout espace topologique X, nous notons S(X,R) le complexe des
châınes singulières de X à coefficients R et H(X,R) son groupe gradué d’homolo-
gie. Le support d’une châıne c ∈ S(X,R) est noté ‖c‖. Si f : X → Y est une
fonction continue, nous notons f# : S(X,R) → S(Y,R) et f∗ : H(X,R) →
H(Y,R) les homomorphismes induits par f .

Pour tout complexe simplicial K, nous notons C(K,R) le complexe des
châınes orientées de K à coefficients R (voir [15]), Cq(K,R) le groupe des q-
châınes de ce complexe et H(K,R) son groupe gradué d’homologie. Pour tout
q ≥ 0, nous identifions Cq(K,R) au R-module libre engendré par les q-simplexes
de K en fixant un générateur de Cdimσ(σ,R) pour chaque simplexe σ de K. Le
symbole σ désignera donc à la fois un simplexe de K et l’élément correspondant
de C(K,R).

Tous les complexes S(X,R) et C(K,R) utilisés dans cet article sont na-
turellement augmentés, et tous les morphismes de châınes entre deux tels com-
plexes seront supposés préserver l’augmentation. Un tel complexe sera dit acy-
clique si son homologie réduite est triviale.

Soient K un complexe simplicial, X un espace topologique et U un re-
couvrement ouvert de X. Une réalisation algébrique partielle de K relativement
à U est la donnée d’un sous-complexe L de K contenant tous les sommets de K
et d’un morphisme de châınes µ : C(L,R) → S(X,R) tel que, pour tout sim-
plexe σ de K, il existe un élément de U contenant ‖µ(τ)‖ pour toute face τ de σ
appartenant à L. Si L = K, la réalisation algébrique est dite complète.

Définition 1. Un espace métrisable X est appelé un rétracte absolu
de voisinage algébrique, ou RAV algébrique, si, pour tout recouvrement ouvert
U de X, il existe un recouvrement ouvert V de X qui est plus fin que U et tel
que, pour tout complexe simplicial K, toute réalisation algébrique partielle de K
relativement à V se prolonge en une réalisation complète de K relativement à U .
Un RAV algébrique R-acyclique est appelé un rétracte absolu algébrique, ou RA
algébrique.

La définition d’un RAV algébrique dépend de l’anneau R de coefficients.
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Lorsque nous voudrons préciser cet anneau, nous parlerons d’un R-RAV algébri-
que.

La théorie des RAV algébriques est parallèle à celle des rétractes absolus
de voisinage : la plupart des résultats vrais pour les rétractes absolus de voisinage
ont des analogues algébriques. Toutes les propriétés homologiques des rétractes
absolus de voisinage s’étendent aux RAV algébriques ; c’est le cas en particu-
lier de la théorie homologique des points fixes. C’est en comparant ces deux
classes qu’apparaissent les phénomènes les plus intéressants. Evidemment, tout
rétracte absolu de voisinage est un RAV algébrique, mais la réciproque est fausse,
l’exemple de Dranishnikov [7] fournissant des RAV algébriques exotiques. D’autre
part, bien qu’il existe des espaces métriques linéaires qui ne sont pas des rétractes
absolus, tout espace métrique linéaire est un RA algébrique. Cette différence
entre les deux classes reflète la différence de comportement entre les groupes
d’homologie et ceux d’homotopie : c’est grâce à la propriété d’excision qu’il est
possible de prouver que les espaces métriques linéaires sont des RA algébriques, et
les groupes d’homotopie n’ont pas cette propriété. Comme la théorie des points
fixes est de nature homologique et pas homotopique, elle s’applique à tous les
espaces métriques linéaires.

2. Préliminaires. Nous notons I le segment [0, 1].

Si U est un recouvrement ouvert d’un espace X et A un sous-ensemble
de X, nous posons St(A,U) =

⋃
{U ∈ U |U ∩A 6= ∅} ; si A = {x}, nous écrivons

St(x,U) au lieu de St({x},U). Nous définissons les recouvrements ouverts St(U)
et St2(U) par St(U) = {St(U,U) |U ∈ U} et St2(U) = St(St(U)). Nous identifions
chaque simplexe singulier σ de X à l’élément 1.σ de S(X,R), et notons ‖σ‖
l’image de σ. Pour un recouvrement ouvert U de X, nous notons S(X,U , R) le
sous-complexe de S(X,R) engendré par les simplexes singuliers dont l’image est
contenue dans un élément de U . L’inclusion de S(X,U , R) dans S(X,R) est une
équivalence homotopique, donc induit un isomorphisme sur l’homologie ; nous
identifierons l’homologie de S(X,U , R) à H(X,R) par cet isomorphisme.

Nous notons |K| la réalisation géométrique du complexe simplicial K.
Nous notons ∂σ le bord du simplexe σ de K. Si σ, σ′ sont deux simplexes de K,
la notation σ ≤ σ′ signifie que σ est une face de σ′ et σ < σ′ que σ est une face
propre de σ′. Si les sommets v0, . . . , vk de K engendrent un simplexe, nous notons
[v0, . . . , vk] ce simplexe et |v0, . . . , vk| sa réalisation géométrique. Nous notons K ′

la subdivision barycentrique de K. Pour tout simplexe σ de K, nous notons bσ
son barycentre et Trσ le sous-complexe de K ′ formé des simplexes [bσ0

, . . . , bσk
]

tels que σ ≤ σ0 < · · · < σk. Trσ est un sous-complexe contractile de K ′ et, si σ1,
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σ2 sont deux simplexes de K, alors Trσ1 ∩ Trσ2 6= ∅ si, et seulement si, σ1 ∪ σ2

est un simplexe de K et, dans ce cas, nous avons Trσ1 ∩ Trσ2 = Trσ1 ∪ σ2.

Un rôle important sera joué dans la suite par une classe particulière de
CW-complexes. Par une cellule d’un CW-complexe, nous entendrons toujours
une cellule fermée. Nous dirons qu’un CW-complexe K est spécial si toutes ses
cellules sont des sous-complexes et s’il admet une subdivision simpliciale. Pour
un tel complexe, les notions de bord et de face d’une cellule sont définies. Nous

noterons |∂τ | le bord de la cellule |τ | et
◦
τ = |τ | \ |∂τ |. Si |τ |, |τ ′| sont deux

cellules de K, nous écrirons |τ | ≤ |τ ′| si |τ | est une face de |τ ′| et |τ | < |τ ′|
si c’en est une face propre. Nous noterons C(K,R) le complexe des R-châınes
cellulaires de K. Nous supposerons toujours avoir fixé une base de C(K,R)
en choisissant, pour toute cellule |τ | de K, un générateur τ du facteur direct
C(|τ |, |∂τ |, R) de C(K,R) correspondant à |τ |. Si K est un complexe simplicial,
alors |K| est un CW-complexe spécial et les complexes de châınes C(K,R) et
C(|K|, R) sont isomorphes ; nous fixerons les générateurs de C(K,R) et C(|K|, R)
et l’isomorphisme entre ces complexes de façon que les générateurs associés à
chaque simplexe σ se correspondent par l’isomorphisme, ces deux générateurs
étant encore notés σ.

La notion de réalisation algébrique (partielle) s’étend aux CW-complexes
spéciaux. Si U est un recouvrement ouvert d’un espace X, une réalisation
algébrique partielle d’un CW-complexe spécial K relativement à U est la donnée
d’un sous-complexe L de K contenant tous les sommets de K et d’un morphisme
de châınes µ : C(L,R) → S(X,R) tel que, pour toute cellule |σ| de K, il existe
un élément de U contenant ‖µ(τ)‖ pour toute face |τ | de |σ| appartenant à L. Si
L = K, la réalisation est dite complète. Le lemme suivant implique que l’on peut
indifféremment utiliser des complexes simpliciaux ou des CW-complexes spéciaux
pour définir les RAV algébriques.

Lemme 1. Soient U et V des recouvrements ouverts d’un espace X avec V
plus fin que U . Supposons que, pour tout complexe simplicial K, toute réalisation
algébrique partielle de K relativement à V se prolonge en une réalisation algé-
brique complète relativement à U . Alors, pour tout CW-complexe spécial L,
toute réalisation algébrique partielle de L relativement à V se prolonge en une
réalisation algébrique complète relativement à St(U).

D é m o n s t r a t i o n. Soit ν : C(L1, R) → S(X,R) une réalisation algé-
brique partielle du CW-complexe spécial L relativement à V, où L1 est un sous-
complexe de L contenant tous les sommets de L. Soit |K| une subdivision sim-
pliciale de L. Si |τ | est une n-cellule de L et si |σ1|, . . . , |σk| sont les n-simplexes
de |K| contenus dans |τ |, considérons, pour 1 ≤ i ≤ k, le diagramme (coefficients
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omis)

Hn(|τ |, |∂τ |)
αi−→ Hn(|τ |, |τ | \

◦
σi)

βi
←− Hn(|σi|, |∂σi|)

où αi et βi sont induits par inclusion. Par excision, βi est un isomorphisme et αi,
étant induit par une équivalence homotopique, est aussi un isomorphisme. Soit σi

le générateur deHn(|σi|, |∂σi|) tel que αi(τ) = βi(σi) et soit ψ(τ) = α1+· · ·+αk ∈
C(|K|, R). Alors ψ est un morphisme de châınes de C(L,R) dans C(|K|, R) (Pour

voir que ∂ψ(τ) = ψ(∂τ), noter que si le (n−1)-simplexe |σ| rencontre
◦
τ , il est face

d’exactement deux des simplexes σ1, . . . , σk, soit σi1 et σi2 , et que les coefficients
de ∂σi1 et ∂σi2 sur σ s’annulent. Si |τ ′| est une (n−1)-face de |τ |, si |σ′1|, . . . , |σ

′
m|

sont les (n − 1)-simplexes de |K| contenus dans |τ ′| et si le coefficient de ∂τ sur
τ ′ est ǫ, on constate, en utilisant le corollaire V.6.11 et la proposition VIII.4.5 de
[5] que le coefficient de ∂ψ(τ) sur chaque σ′j est égal à ǫ). Par récurrence sur la
dimension, construisons une application cellulaire r : |K| → L telle que, |τ | et les
|σi| étant comme ci-dessus, r‖σ1| soit une application de degré un de |σ1| sur |τ |
et que r(|σi|) ⊂ |∂τ | pour i > 1. Soit r# : C(|K|, R) → C(L,R) le morphisme
induit. Alors r# ◦ ψ(τ) = τ pour toute cellule |τ | de L.

Soit K1 la réunion des simplexes σ tels que |σ| ⊂ L1 et du 0-squelette
de K. Puisque L1 contient tous les sommets de L, l’application cellulaire r
envoie |K1| dans L1. Soit ν1 = ν ◦ (r‖K1|)# : C(|K1|, R) → S(X,R). C’est une
réalisation algébrique partielle de K relativement à V : si |σ| est contenu dans la
cellule |τ | et si V ∈ V contient ‖ν(τ ′)‖ pour toute face |τ ′| de |τ |, alors V contient
‖ν1(σ

′)‖ pour toute face σ′ de σ.

Soit µ1 : C(|K|, R) → S(X,R) une réalisation algébrique complète rela-
tivement à U prolongeant ν1 et soit µ = µ1◦ψ : C(L,R)→ S(X,R). Si |τ | est une
cellule de L1, ψ(τ) appartient à C(|K1|, R), d’où µ(τ) = µ1 ◦ ψ(τ) = ν1 ◦ ψ(τ) =
ν ◦ r# ◦ ψ(τ) = ν(τ), donc µ prolonge ν. Si |τ | est une cellule de L, il y a un
élément V0 de V contenant ‖ν(τ0)‖ pour toute face |τ0| de |τ | appartenant à L.
Si |τ ′| est une face de |τ | de dimension n et si |σ1|, . . . , |σk| sont les n-simplexes
de |K| contenus dans |τ |, il y a, pour 1 ≤ i ≤ k, un élément Ui de U contenant
‖µi(σ

′)‖ pour toute face σ′ de σi. Si v est un sommet de σi, alors r(v) est un
sommet de |τ | et µ1(v) = ν(r(v)) 6= 0, donc Ui ∩ V0 contient ‖ν(r(v))‖ 6= ∅. Il
en résulte que St(V0,U) contient

⋃k
i=1 ‖µ(σi)‖ ⊃ ‖µ(τ ′)‖. Puisque cela est vrai

pour toute face |τ ′| de |τ | et que V0 est contenu dans un élément de U , µ est une
réalisation algébrique relativement à St(U). �

Pour tout espace topologiqueX, nous notons Σ(X) la réalisation géométri-
que au sens de Giever [9] du complexe singulier de X. C’est un CW-complexe
spécial dont les cellules sont en correspondance biunivoque avec les simplexes sin-
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guliers de X. Pour tout sous-espace A de X, Σ(A) s’identifie à un sous-complexe
de Σ(X). Il y a un isomorphisme naturel η du complexe des châınes cellulaires
C(Σ(X), R) sur S(X,R) tel que η

(
C(Σ(A), R)

)
= S(A,R) pour tout sous-espace

A de X.

Si K est un CW-complexe spécial, alors K × I est un CW-complexe
spécial de cellules |σ0| = |σ|×0, |σ1| = |σ|×1 et |σI | = |σ|×I, où |σ| parcourt les
cellules de K. Nous choisissons les générateurs σ0, σ1 et σI correspondant à ces
cellules de façon que la projection envoie σ0 et σ1 sur σ puis, inductivement sur
la dimension de |σ|, de façon que ∂σI = σ1−σ0−(∂σ)×I (où si c =

∑
ǫiσ

i, alors
c× I =

∑
ǫiσ

i
I). Alors, si C est un complexe de R-châınes, ϕ0, ϕ1 : C(K,R)→ C

sont deux morphismes de châınes et si h : C(K,R)→ C est une homotopie telle
que ∂h+h∂ = ϕ1−ϕ0, la fonction ψ : C(K×I,R)→ C définie par ψ(σ0) = ϕ0(σ),
ψ(σ1) = ϕ1(σ) et ψ(σI) = h(σ) est un morphisme de châınes.

Nous notons H̃q(C) le q-ème groupe d’homologie réduite d’un complexe
de châınes C. Si c est un cycle de C, nous notons [c] sa classe d’homologie.
Nous utiliserons de façon répétée le fait suivant, qui est connu et élémentaire (la
condition H̃−1(Cσ) = 0 quand dimσ = 0 signifie que l’augmentation envoie Cσ

sur R).

Lemme 2. Soient K un CW-complexe spécial, L un sous-complexe de
K, C un complexe de R-modules et ψ : C(L,R)→ C un morphisme de châınes.
Supposons donné, pour toute cellule |σ| de K \ L, un sous-complexe Cσ de C de
façon que

(i) Cσ ⊂ Cσ′ si |σ| ≤ |σ′|,
(ii) H̃dimσ−1(Cσ) = 0 pour toute cellule |σ| de K,

(iii) pour toute cellule |σ| de K \ L et toute face |τ | de |σ| appartenant à
L, ψ(τ) ∈ Cσ.

Alors il existe un morphisme de châınes ϕ : C(K,R) → C prolongeant ψ et tel
que ϕ(σ) ∈ Cσ pour toute cellule |σ|.

La plupart du temps, le complexe C du lemme 2 sera de la forme C(L,R)
ou S(X,R) et les complexes Cσ de la forme C(Lσ, R) ou S(Xσ, R) pour un sous-
complexe ou un sous-espace acyclique.

Nous aurons aussi à utiliser l’homologie de Čech à coefficients rationnels,
que nous noterons Ȟ(X,Q).

3. Caractérisations des RAV algébriques. Nous commencerons
par définir la notion de rétraction algébrique de voisinage qui permettra de donner
des RAV algébriques une caractérisation justifiant la terminologie.
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Définition 2. Un sous-espace A d’un espace X est appelé un rétracte
de voisinage algébrique de X s’il existe un voisinage U de A dans X, un recou-
vrement ouvert U de U et un morphisme de châınes µ : S(U,U , R) → S(A,R)
vérifant

(i) µ(c) = c pour c ∈ S(A,R) ∩ S(U,U , R),

(ii) pour tout x ∈ A et tout voisinage V de x dans A, il existe un voisinage W
de x dans X tel que µ

(
S(W,R) ∩ S(U,U , R)

)
⊂ S(V,R).

Si U = X et U = {X}, A est appelé un rétracte algébrique de X.

Tout rétracte de voisinage de X est un rétracte algébrique car le mor-
phisme r# : S(U,R) → S(A,R) induit par une rétraction r : U → A vérifie
évidemment les conditions (i) et (ii) de la définition précédente.

Lemme 3. Si A est un rétracte de voisinage algébrique de X, il en est
de même de tout ouvert O de A.

D é m o n s t r a t i o n. Soient U , U et µ comme dans la définition 2. Pour
tout x ∈ O, la condition (ii) nous permet de trouver un voisinage Gx de x contenu
dans un élément de U et tel que µ

(
S(Gx, R)

)
⊂ S(O,R). Alors G =

⋃
x∈O Gx

est un voisinage de O dans X, G = {Gx |x ∈ O} est un recouvrement ouvert de
G, S(G,G, R) est contenu dans S(U,U , R) et µ′ = µ|S(G,G, R) : S(G,G, R) →
S(O,R) vérifie évidemment les conditions (i) et (ii) de la définition 2. �

Proposition 1. Tout rétracte de voisinage algébrique fermé d’un RAV
algébrique est un RAV algébrique

D é m o n s t r a t i o n. Soit A un rétracte de voisinage algébrique fermé du
RAV algébrique X. Prenons U , U et µ : S(U,U , R) → S(A,R) comme dans la
définition 2. Soit G un recouvrement ouvert de A. Pour tout x ∈ A fixons un
élément Gx de G contenant x ; la condition (ii) de la définition 2 nous permet
de trouver un voisinage ouvert Vx de x dans X qui est contenu dans un élément
de U et tel que µ(S(Vx, R)) ⊂ S(Gx, R). Les Vx, x ∈ A, et X \ A forment
un recouvrement ouvert V de X. Puisque X est un RAV algébrique, il y a
un recouvrement ouvert W de X qui est plus fin que V et tel que, pour tout
complexe simplicial K, toute réalisation algébrique partielle de K relativement à
W se prolonge en une réalisation algébrique complète de K relativement à V.

Soit H = {W ∩ A |A ∈ W}. Si K est un complexe simplicial et ν :
C(L,R) → S(A,R) est une réalisation algébrique partielle de K relativement à
H, il existe une réalisation algébrique complète κ : C(K,R) → S(X,R) de K
relativement à V prolongeant ν. Si σ est un simplexe de K, il y a un élément
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V de V tel que ‖κ(τ)‖ ⊂ V pour toute face τ de σ. Si v est un sommet de σ,
alors 0 6= κ(v) = ν(v) ∈ S(A,R), donc V 6= X \ A et il existe x ∈ A tel que
V = Vx. Puisque µ(S(Vx, R)) ⊂ S(Gx, R), le morphisme µ ◦ κ est défini et est
une réalisation algébrique complète de K relativement à G qui prolonge ν d’après
(i) de la définition 2. �

Corollaire. Tout rétracte absolu de voisinage est un RAV algébrique.

D é m o n s t r a t i o n. Tout espace métrisable X peut être plongé comme
fermé dans un sous-ensemble convexe C d’un espace normé. Si X est un rétracte
absolu de voisinage, c’est un rétracte de voisinage, donc un rétracte de voisinage
algébrique, de C, et il suffit de prouver que C est un RAV algébrique.

Soit U un recouvrement ouvert de C. Il y a un recouvrement ouvert
V de C qui est plus fin que U et est formé d’ensembles convexes. Soient K
un complexe simplicial et µ : C(L,R) → S(C,R) une réalisation algébrique
partielle de K relativement à V. Pour tout simplexe σ de K, soit Vσ l’enssemble
des V ∈ V qui contiennent ‖µ(τ)‖ pour tout simplexe τ ∈ L ∩ σ. Vσ n’est
pas vide et l’intersection Vσ des éléments de Vσ est non vide et convexe, donc
acyclique. Comme Vσ ⊂ Vσ′ si σ ≤ σ′, nous pouvons prolonger µ en un morphisme
µ′ : C(K,R) → S(C,R) de façon que ‖µ′(σ)‖ ⊂ S(Vσ, R) pour tout σ. Alors µ′

est une réalisation complète de K relativement à V, donc aussi relativement à U ,
qui prolonge µ. �

Théorème 1. Pour un espace métrisable X, les deux conditions suiv-
antes sont équivalentes.

(i) X est un RA(V) algébrique.

(ii) X est un rétracte (de voisinage) algébrique de tout espace métrisable le
contenant comme fermé.

D é m o n s t r a t i o n. (i)⇒ (ii) SoitX un RAV algébrique contenu comme
fermé dans un espace métrisable Y et soit d une distance définissant la topologie
de Y . Pour y ∈ Y et δ > 0, nous notons B(x, δ) la boule ouverte de centre x et
de rayon δ dans Y . Partant de U0 = V0 = {X}, construisons inductivement deux
suites {Un} et {Vn} de recouvrements ouverts de X vérifiant

(1) St2(Un+1) est plus fin que Vn.

(2) Vn est plus fin que Un et, pour tout complexe simplicial K, toute
réalisation algébrique partielle de K relativement à Vn se prolonge en une réali-
sation algébrique complète de K relativement à Un.
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(3) Pour tout point x de X et tout voisinage W de x, il existe n tel que
St(x,Un) ⊂W .

Nous utiliserons la réalisation géométrique Σ(Y ) du complexe singulier
de Y et l’isomorphisme naturel η : C(Σ(Y ), R) → S(Y,R). Pour tout simplexe
singulier σ de Y , σ̂ = η−1(σ) est un générateur du facteur direct C(|σ|, |∂σ|, R)
de C(Σ(Y ), R).

Soit Z le quotient de Σ(Y ) × [2,∞[ obtenu en identifiant {x} × [2,∞[ à
un point pour tout x ∈ Σ(X) et soit π la projection de Σ(Y ) × [2,∞[ sur Z.
Nous identifions Σ(X) à π

(
Σ(X) × [2,∞[

)
. Pour toute cellule |σ| de Σ(Y ) qui

n’est pas contenue dans Σ(X) et pour m ≥ 2, posons |σ0
m| = π(|σ| × {m}) et

|σ1
m| = π(|σ|× [m,m+1]). L’espace Z est un CW-complexe dont les cellules sont

celles de Σ(X) et les |σǫ
m| où |σ| n’est pas contenue dans Σ(X), m ≥ 2 et ǫ = 0, 1.

En utilisant le fait que le CW-complexe Σ(Y ) est spécial, on constate facilement
que Z est aussi un CW-complexe spécial.

Pour m ≥ 2 entier, soit Fm = {y ∈ Y | d(x, y) ≥ 1/m}. Si |σ| est une
cellule de Σ(Y ) qui n’est pas contenue dans Σ(X), soit ℓ(σ) le plus petit entier m
tel que |σ| ∩Fm 6= ∅ et soit e(σ) le plus grand des nombres ℓ(τ) où τ parcourt les
faces de σ qui ne sont pas contenues dans Σ(X). Pour une telle cellule, posons
Jσ = π

(
|σ| × [ℓ(σ), e(σ)]

)
et J̇σ = π

(
|∂σ| × [ℓ(σ), e(σ)]

)
. Si |σ| est contenue dans

Σ(X), posons Jσ = |σ| et J̇σ = |∂σ|.
La projection de Σ(Y )×[2,∞[ sur Σ(Y ) induit une application cellulaire ρ

de Z sur Σ(Y ). Construisons un morphisme de châınes ζ : C(Σ(Y ), R)→ C(Z,R)
tel que, pour toute cellule |σ| de Σ(Y ), ζ(σ̂) appartienne à C(Jσ, R) et que
ρ#(ζ(σ̂)) = σ̂. Si |σ| est contenu dans Σ(X), alors Jσ = |σ| et nous posons ζ(σ̂) =
σ̂. Pour les cellules qui ne sont pas contenues dans Σ(X), nous définissons ζ(σ̂)
par récurrence sur la dimension de |σ|. Si |σ| est un sommet, Jσ est un point que ρ
envoie sur |σ|, et la condition ρ#(ζ(σ̂)) = σ̂ définit uniquement ζ(σ̂) ∈ C(Jσ, R).
Soit |σ| une k-cellule de Σ(Y ) de (k − 1)-faces σ0, . . . , σr, et supposons les ζ(σ̂i)
définis. Alors ζ(∂σ̂) est un élément de C(J̇σ, R) tel que ∂ζ(∂σ̂) = ζ(∂∂σ̂) = 0, et
si ∂σ̂ =

∑r
i=0 αiσ̂i, alors ρ#(ζ(∂σ̂)) = ρ#(

∑r
i=0 αiζ(σ̂i)) =

∑r
i=0 αiρ#(ζ(σ̂i)) =∑r

i=0 αiσ̂i = ∂σ̂. Considérons le diagramme commutatif

Hk(Jσ, J̇σ , R)
∂

−−−−→ Hk−1(J̇σ, R)

ρ1

y ρ2

y

C(|σ|, |∂σ|, R) Hk(|σ|, |∂σ|, R)
∂

−−−−→ Hk−1(|∂σ|, R)

où ρ1 et ρ2 sont induits par ρ. La restriction de ρ à (Jσ, J̇σ) est une équivalence
homotopique de (Jσ , J̇σ) sur (|σ|, |∂σ|), donc ρ1 et ρ2 sont des isomorphismes.
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Il existe donc a ∈ Hk(Jσ , J̇σ , R) tel que ρ1(a) = σ̂. Soit c1 ∈ C(Jσ , J̇σ, R) une
châıne cellulaire représentant a. Alors ρ2([∂c1]) = ρ2 ◦ ∂a = ∂ ◦ ρ1(a) = ∂σ̂ =
ρ2([ζ(∂σ̂)]) ; comme ρ2 est un isomorphisme, [∂c1] = [ζ(∂σ̂)], donc il existe une
châıne c2 ∈ C(J̇σ , R) telle que ∂c2 = ζ(∂σ̂)−∂c1. La châıne ζ(σ̂) = c1 + c2 vérifie
donc ∂ζ(σ̂) = ζ(∂σ̂). Comme |∂σ| ne contient pas de k-cellule, ρ#(c2) = 0, donc
ρ#(ζ(σ̂)) = ρ#(c1) ∈ C(|σ|, |∂σ|, R), et l’identification naturelle de C(|σ|, |∂σ|, R)
à Hk(|σ|, |∂σ|, R) envoie ρ#(c1) sur ρ1([c1]) = σ̂, d’où l’égalité ρ#(ζ(σ̂)) = σ̂.

Pour tout y ∈ Y , choisissons un point r(y) ∈ X tel que d(y, r(y)) ≤
2d(y,X) ; nous obtenons ainsi une rétraction discontinue de Y sur X. Pour
n ≥ 1, soit Ln la réunion des cellules |σ| telles que r(‖σ‖)soit contenu dans un
élément de Vn ; c’est un sous-CW-complexe de Σ(Y ). Pour 2 ≤ n ≤ m, posons
Tm

n = π(Ln × {m}), Z
m
n = π(Ln × [m,m + 1]) et Zn =

⋃∞
m=n Z

m
n . Nous allons

construire un morphisme de châınes ν : C(Z2, R)→ S(X,R) vérifiant

(4) ν(c) = η(c) si c ∈ C(Σ(X), R) ∩C(Z2, R),

(5) pour tout n ≥ 2 et toute cellule |σ| de Zn, il existe un élément de
St(Un−2) contenant ‖ν(τ̂ )‖ pour toute face τ de σ.

Nous construirons en fait ν de façon que, pour 2 ≤ n ≤ m, sa restric-
tion à C(Tm

n , R) soit une réalisation algébrique complète de Tm
n relativement à

St(Un−1) et que sa restriction à C(Zm
n , R) soit une réalisation algébrique complète

de Zm
n relativement à St(Un−2). La condition (4) définit la restriction de ν à

C(Σ(X), R) ∩ C(Z2, R). Soit Z
(0)
2 le 0-squelette de Z2. Définissons la restriction

de ν à C(Z
(0)
2 , R) en convenant que si |σ0

m| est une 0-cellule de Z, alors ν(σ̂0
m) est

le 0-simplexe singulier r(σ).

Définissons, pour toutm ≥ 2, la restriction de ν à C(Tm
n , R) par récurrence

descendante sur n ≤ m. Posons Mm
m = Tm

m ∩
(
Σ(X) ∪ Z

(0)
2

)
et Mm

n =
(
Tm

n ∩
Σ(X)

)
∪ Tm

n+1 pour 2 ≤ n ≤ m. Supposant ν défini sur C(Mm
n , R), pour le pro-

longer à C(Tm
n , R), il suffit, en appliquant (2) et le lemme 1 au CW-complexe

spécial Tm
n , de vérifier que la restriction de ν à C(Mm

n , R) est une réalisation
algébrique partielle de Tm

n relativement à Vn−1. Soit |σ0
m| une cellule de Tm

n .
Il existe V0 ∈ Vn contenant r(‖σ‖). Si |τ | est une face de |σ0

m| contenue dans

Σ(X)∪Z
(0)
2 , alors ‖ν(τ̂ )‖ ⊂ r(‖σ‖) ⊂ V0. Cela implique que ν|C(Mm

m , R) est une
réalisation algébrique partielle de Tm

m relativement à Vm. Si n < m et si |τ0
m| est

une face de |σ0
m| appartenant à Tm

n′ avec n+1 ≤ n′ ≤ m, alors il y a un élément de
St(Un′−1), donc aussi un élément de St(Un) qui contient ‖ν(τ ′)‖ pour toute face
|τ ′| de |τ0

m| ; prenant pour |τ ′| un sommet de |τ |, nous constatons que cet élément
rencontre r(‖σ‖), et il en résulte que St

(
V0,St(Un)

)
contient ‖ν(τ̂)‖ pour toute

face |τ | de |σ0
m| contenue dans Mm

n . D’après (2) et (1), St
(
V0,St(Un)

)
est contenu
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dans un élément de St2(Un), donc dans un élément de Vn−1, ce qui montre que
ν|C(Mm

n , R) est bien une réalisation algébrique partielle de Tm
n relativement à

Vn−1.

Pour achever la construction de ν, il ne reste plus qu’à définir sa restriction
aux complexes C(Zm

n , R), ce que nous faisons encore, pour m fixé, par récurrence
descendante sur n. Posant Nm

m = Tm
2 ∪ T

m+1
2 ∪

(
Σ(X) ∩ Zm

m

)
et Nm

n = Tm
2 ∪

Tm+1
2 ∪ Zm

n+1 ∪
(
Zm

n ∩ Σ(X)
)

pour n < m, il suffit ici encore de constater que
la restriction de ν à C(Nm

n , R) est une réalisation algébrique partielle de Zm
n

relativement à Vn−2, ce qui se fait comme précédemment.

Soit G l’ensemble des ouverts G de Y tels que r(G) soit contenu dans
un élément de V2 et soit H =

⋃
{G |G ∈ G}. Si G appartient à G et si σ est

un simplexe singulier de G, alors Jσ est contenu dans Z2, ce qui nous permet
de définir µ : S(H,G, R) → S(X,R) par µ(c) = ν ◦ ζ ◦ η−1(c). Si σ est un
simplexe de G ∩ X, alors ζ ◦ η−1(σ) = η−1(σ) et µ(σ) = σ, d’où µ(c) = c pour
c ∈ S(X,R) ∩ S(H,G, R).

Pour achever de vérifier que X est un rétracte de voisinage algébrique
de Y , il suffit de montrer que, pour tout voisinage W de x dans X, il existe
G ∈ G contenant x tel que µ(S(G,R)) ⊂ S(W,R). D’après (3), il y a un n tel
que St(x,Un) ⊂ W . Soit V0 un élément de Vn+3 contenant x et soit δ > 0 tel
que B(x, 3δ) ∩X ⊂ V0. Posons G = B(x, δ) \ Fn+2 ; c’est un ouvert contenant x
et si y appartient à G, alors d(y, r(y)) ≤ 2d(y,X) ≤ 2d(y, x), donc d(x, r(y)) ≤
3d(x, y) < 3δ, ce qui montre que r(G) est contenu dans V0. Pour tout simplexe
singulier σ de G, r(‖σ‖) est contenu dans l’élément V0 de Vn+3, donc |σ| est
contenue dans Ln+3, et ℓ(σ) ≥ n + 3 puisque G ∩ Fn+2 = ∅, ce qui entrâıne
que Jσ est contenu dans Zn+3. Si |τ | est une cellule de Jσ, il y a d’après (5)
un élément Uτ de St(Un+1) contenant ‖ν(τ̂ ′)‖ pour toute face |τ ′| de |τ | ; en
particulier, si |v0

m| est un sommet de |τ |, alors Uτ contient r(v) ∈ V0. Il en résulte
que µ(σ) ∈ ν(C(Jσ, R)) a son support contenu dans St(V0,Un+1) lequel, d’après
(1) et (2), est contenu dans un élément de St2(Un+1), donc dans un élément U
de Un qui contient V0 ∋ x. Cet ensemble U est donc contenu dans W , d’où
µ
(
S(X,R)

)
⊂ S(W,R).

Si S(X,R) est acyclique, le morphisme ν peut se prolonger en un mor-
phisme de S(Y,R) dans S(X,R) qui est l’identité sur S(X,R), donc X est un
rétracte algébrique de Y .

(ii) ⇒ (i) Plongeons X comme fermé dans un sous-ensemble convexe C
d’un espace normé. Alors X est un rétracte de voisinage algébrique de C, donc
un RAV algébrique d’après la proposition 1. Si X est un rétracte algébrique de
C, alors le complexe de châınes S(X,R) est un rétracte du complexe de châınes
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acyclique S(C,R), donc est aussi acyclique, et X est un RA algébrique. �

Il est connu que les rétractes absolus de voisinage peuvent être caractérisés
en termes de domination par des complexes simpliciaux. Le théorème suivant est
une version algébrique de cette caractérisation.

Théorème 2. Pour un espace métrisable X, les conditions suivantes
sont équivalentes:

(i) X est un RAV algébrique.

(ii) Pour tout recouvrement ouvert U de X, il existe un recouvrement ouvert V
de X plus fin que U , un complexe simplicial K, des morphismes de châınes
ψ : S(X,V, R) → C(K ′, R), ζ : C(K ′, R) → S(X,R) et une homotopie
h : S(X,V, R)→ S(X,R) entre l’inclusion et ζ ◦ ψ vérifiant

(a) Pour tout V ∈ V, il existe un simplexe s de K tel que ψ
(
S(V,R)

)
soit

contenu dans C(Tr s,R).

(b) ζ est une réalisation algébrique complète de K ′ relativement à U .

(c) Pour tout simplexe singulier σ appartenant à S(X,V, R), il existe U ∈
U contenant ‖τ‖ ∪ ‖ζ ◦ ψ(τ)‖ ∪ ‖h(τ)‖ pour toute face τ de σ.

D é m o n s t r a t i o n. (i) ⇒ (ii) Soit U un recouvrement ouvert de X.
En utilisant le lemme 1, prenons des recouvrements ouverts U1, U2 et U3 de X
vérifiant

(1) U1 est plus fin que U et toute réalisation algébrique partielle d’un
CW-complexe spécial relativement à U1 se prolonge en une réalisation algébrique
complète relativement à U .

(2) St(U2) est plus fin que U1.

(3) U3 est plus fin que U2 et toute réalisation algébrique partielle d’un
complexe simplicial relativement à U3 se prolonge en une réalisation algébrique
complète relativement à U2.

(4) Le nerf de U3 est localement de dimension finie.

La possibilité de trouver un U3 vérifiant (4) est donnée par un théorème
de Dowker [6]. Soit K le nerf de U3. Posant U3 = {Uα |α ∈ A}, nous supposons
Uα non vide pour tout α ∈ A, ce qui nous permet d’identifier A à l’ensemble
des sommets de K. Soit S l’ensemble des simplexes de K. Pour tout simplexe
s = [α0, . . . , αk] de K, posons Vs =

⋂k
i=0 Uαi

. Soit V = {Vs | s ∈ S}. Nous allons
construire le morphisme ψ : S(X,V, R) → C(K ′, R) de façon que ψ

(
S(Vs, R)

)
⊂

C(Tr s,R) pour tout s ∈ S.
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Puisque K est localement de dimension finie, la dimension d(s) de Tr s
est finie pour tout s ∈ S. Pour n ≥ 0, soit Sn = {s ∈ S | d(s) = n} et soit
Sn =

∑
d(s)≤n S(Vs, R). Les Sn forment une suite croissante de sous-complexes de

châınes de S(X,R) de réunion S(X,V, R). Nous construirons inductivement les
restrictions ψn de ψ à Sn. Puisque Tr s est contractile, C(Tr s,R) est acyclique,
donc il y a, pour tout s ∈ S0, un morphisme de châınes ψs de S(Vs, R) dans
C(Tr s,R). Si d(s) = 0, le simplexe s de K est maximal, donc Vs ∩Vs′ = ∅ si s et
s′ sont deux éléments distincts de S0. Il en résulte que S0 est somme directe des
sous-complexes S(Vs, R) avec s ∈ S0, donc les ψs, s ∈ S0, déterminent un unique
morphisme de châınes ψ0 de S0 dans C(K ′, R). Soit n ≥ 0 et supposons ψn défini.
Si s et s′ sont deux éléments de S tels que Vs∩Vs′ 6= ∅, alors s∪s′ est un simplexe
deK, S(Vs, R)∩S(Vs′ , R) = S(Vs∪s′ , R) et nous avons Tr s∪s′ ⊂ Tr s. Il en résulte
que si s appartient à Sn+1, alors ψn envoie S(Vs, R)∩Sn dans C(Tr s,R) ; comme
ce complexe est acyclique, ψn|S(Vs, R) ∩ Sn se prolonge en un morphisme ψs de
S(Vs, R) dans C(Tr s,R). Si s1 et s2 sont deux éléments distincts de Sn+1 tels
que Vs1

∩Vs2
6= ∅, alors s1 est une face propre de s1 ∪ s2, donc d(s1 ∪ s2) < d(s1),

ce qui entrâıne que S(Vs1
, R) ∩ S(Vs2

, R) est contenu dans Sn. Il existe donc un
unique morphisme de châınes ψn+1 : Sn+1 → C(K ′, R) tel que ψn+1|Sn = ψn et
ψn+1|S(Vs, R) = ψs pour tout s ∈ Sn+1.

Pour tout simplexe s de K, choisissons un point xs de Vs. Soit K ′(0) le 0-
squelette de K ′. Associant au barycentre bs de s le 0-simplexe xs, nous obtenons
un morphisme de châınes de C(K ′(0), R) dans S(X,R) qui est une réalisation
algébrique partielle de K ′ relativement à U3, donc, d’après (3), se prolonge en
une réalisation algébrique complète ζ de K ′ relativement à U2, donc a fortiori
relativement à U .

Soit Σ(X,V) le sous-complexe de Σ(X) formé des cellules |σ| telles que
σ appartienne à S(X,V, R) et soit Y = Σ(X,V) × I. Le sous-complexe Z =
Σ(X,V) × {0, 1} contient tous les sommets de Y . Définissons un morphisme de
châınes ν0 : C(Z,R) → S(X,R) en posant ν0(σ0) = σ et ν0(σ1) = ζ ◦ ψ(σ). Soit
σ un simplexe singulier appartenant à S(X,V, R) et soit s un simplexe de K tel
que ‖σ‖ ⊂ Vs. Pour tout simplexe τ de Tr s, il y a un élément Uτ de U2 contenant
‖ζ(τ ′)‖ pour toute face τ ′ de τ ; en particulier, si bs′ est un sommet de τ , alors Uτ

contient xs′ ∈ Vs′ ⊂ Vs (puisque s est une face de s′). Il en résulte que St(Vs,U2)
contient ‖ζ(c)‖ pour toute châıne c de C(Tr s,R), donc en particulier contient
‖ζ(ψ(σ′))‖ pour toute face σ′ de σ. Puisque V est plus fin que U2, cela montre
qu’il y a un élément de St(U2) contenant ‖σ′‖ et ‖ζ(ψ(σ′))‖ pour toute face σ′

de σ, donc que ν0 est une réalisation algébrique partielle de Y relativement à
St(U2). D’après (2) et (1), ν0 se prolonge en une réalisation algébrique complète
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ν de Y relativement à U . L’homotopie h : S(X,V, R) → S(X,R) définie par
h(σ) = ν(σI) vérifie alors ∂h(σ) + h∂(σ) = ζψ(σ) − σ pour tout simplexe σ de
S(X,V, R), donc ∂h + h∂ = ζ ◦ ψ − id, et (c) explicite le fait que ν est une
réalisation algébrique relativement à U .

(ii) ⇒ (i) Soit W un recouvrement ouvert de X. Prenons un recouvre-
ment ouvert U de X tel que St2(U) soit plus fin que W, puis des éléments V, K,
ψ, ζ et h comme dans (ii). Soient L un complexe simplicial et ν : C(M,R) →
S(X,R) une réalisation algébrique partielle de L relativement à V, où M est un
sous-complexe de L contenant tous les sommets de L.

Considérons le morphisme ψ ◦ ν : C(M,R) → C(K ′, R). Si σ est un
simplexe de L, il y a un élément V de V contenant ‖ν(τ)‖ pour toute face τ de σ
appartenant àM , et il existe un simplexe s deK tel que ψ

(
S(V,R)

)
⊂ C(Tr s,R) ;

alors C(Tr s,R) contient ψ ◦ ν
(
C(M ∩ σ,R)

)
. Si s1 et s2 sont deux simplexes

de K ayant cette propriété, alors |Tr s1| ∩ |Tr s2| 6= ∅ (car ψ(ν(v)) 6= 0 pour
tout sommet v de σ), donc σ1 ∪ σ2 est un simplexe de K et σ1 ∪ σ2 a la même
propriété (car C(Tr s1, R) ∩ C(Tr s2, R) = C(Trσ1 ∪ σ2, R)). Comme un point
de |K| n’appartient qu’à un nombre fini d’ensembles de la forme |Tr s|, il y a
un plus grand simplexe s(σ) tel que C(Tr s(σ), R) contienne ψ ◦ ν

(
C(M ∩ σ,R)

)
.

Evidemment, s(σ) ≤ s(σ′) si σ′ ≤ σ et, en utilisant l’acyclicité des complexes
C(Tr s(σ), R), cela nous permet de prolonger ψ◦ν en un morphisme ξ de C(L,R)
dans C(K ′, R) tel que ξ

(
C(σ,R)

)
⊂ C(Tr s(σ), R) pour tout simplexe σ de L.

Posons P = |L| × I et Q =
(
|L| × {1}

)
∪

(
|M | × I

)
. Pour tout simplexe σ

de L, posons ϑ(σ1) = ζ(ξ(σ)) et pour tout simplexe σ de M , posons ϑ(σ0) = ν(σ)
et ϑ(σI) = h(ν(σ)). Puisque h ◦ ∂(ν(σ)) + ∂ ◦ h(ν(σ)) = ζ ◦ ψ(ν(σ)) − ν(σ) =
ζ ◦ ξ(σ) − ν(σ) pour tout σ ∈ M , cela définit un morphisme de châınes ϑ :
C(Q,R)→ S(X,R).

Il existe une rétraction cellulaire r de P sur Q envoyant |σ| × I sur (|σ| ×
I)∩Q pour tout simplexe σ de L. Notant r# : C(P,R)→ C(Q,R) le morphisme
induit, définissons un morphisme de châınes µ : C(L,R) → S(X,R) en posant
µ(σ) = ϑ ◦ r#(σ0) pour tout simplexe σ de L. Si σ appartient à M , alors
r#(σ0) = σ0, donc µ(σ) = ϑ(σ0) = ν(σ), ce qui montre que µ prolonge ν.

Pour achever de vérifier que X est un RAV algébrique, il ne reste plus
qu’à montrer que µ est une réalisation algébrique de L relativement à W. Pour
cela, notant que µ

(
C(σ,R)

)
⊂ ϑ

(
C((|σ| × I) ∩ Q,R)

)
, il suffit de vérifier que,

pour tout simplexe σ de L, il existe W ∈ W tel que ϑ
(
C((|σ| × I) ∩ Q,R

)
⊂

S(W,R). Puisque ν est une réalisation algébrique partielle de L relativement
à V, il existe V ∈ V contenant ‖ν(σ′)‖ pour toute face σ′ de σ appartenant
à M . D’après (ii)(c), il existe, pour toute face σ′ de σ, un Uσ′ ∈ U con-
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tenant ‖ν(τ)‖ ∪ ‖ζ ◦ ψ(τ)‖ ∪ ‖h(τ)‖ pour toute face τ de σ′. Il en résulte que
S

(
St(V,U), R

)
contient ϑ

(
C((|σ ∩M |)× I,R)

)
. Soit s un simplexe de K tel que

ξ
(
C(σ,R)

)
⊂ C(Tr s,R). Tout simplexe de Tr s est contenu dans un simplexe

s′ de Tr s dont bs est un sommet et, d’après (ii)(b), il existe un élément Us′ de
U tel que ζ

(
C(s′, R)

)
⊂ S(Us′ , R). En particulier, si x est un point de ‖ζ(bs)‖,

alors Us′ contient x pour chaque tel s′. Il en résulte que ζ
(
C(Tr s,R)

)
est con-

tenu dans S
(
St(x,U), R

)
. Si v est un sommet de σ, alors v appartient à M ,

donc ζ(ψ(ν(v))) = ξ(v) appartient à S
(
St(V,U), R

)
∩ S

(
St(x,U), R

)
. Comme

ξ(v) 6= 0, nous avons St(V,U) ∩ St(x,U) 6= ∅ et, puisque V est plus fin que
U , St(V,U) ∪ St(x,U) est contenu dans un élément de St2(U), donc dans un
élément W deW ; alors S(W,R) contient ϑ

(
C((|σ∩M |)×I,R

)
+ζ

(
C(Tr s,R)

)
⊃

ϑ
(
C((|σ ∩M |)× I,R)

)
+ ϑ

(
C(|σ| × {1}, R)

)
= ϑ(

(
C((|σ| × I) ∩Q,R

)
. �

Remarque. Si C est un compact fixé de X, le recouvrement ouvert V
de (ii) peut être choisi de façon qu’il existe un sous-complexe fini L de K ′ et un
voisinage W de C dans X tels que ψ

(
S(X,V, R)∩S(W,R)

)
⊂ C(L,R). En effet,

nous pouvons supposer U3 localement fini. Il existe alors un voisinage ouvert W1

de C ne rencontrant qu’un nombre fini d’éléments de U3. Soit W un voisinage
ouvert de C tel que W ⊂ W1. Soit U ′

3 le recouvrement ouvert de X formé des
ensembles U \W et U ∩W1, où U parcourt les éléments de U3. Tout élément de
U ′

3 rencontrant W ne rencontre qu’un nombre fini d’éléments de U ′
3, donc si nous

formons V en utilisant U ′
3 à la place de U3, le complexe Tr s est fini pour tout

s tel que Vs ∩W 6= ∅, et nous pouvons prendre pour L la réunion (finie) de ces
complexes finis.

4. Opérations sur les RAV algébriques. Dans cette section, nous
prouverons quelques propriétés de stabilité de la classe des RAV algébriques ana-
logues à des résultats connus sur les rétractes absolus de voisinage.

Proposition 2. Tout ouvert d’un RAV algébrique est un RAV algébrique.

D é m o n s t r a t i o n. Soient X un RAV algébrique et U un ouvert de
X. Plongeons X comme fermé dans un sous-ensemble convexe C d’un espace
normé. D’après le théorème 1, X est un rétracte de voisinage algébrique de C.
D’après le lemme 3, U est un rétracte de voisinage algébrique de C, donc aussi
de C \ (X \ U). Mais U est fermé dans C \ (X \ U) lequel, étant ouvert dans C,
est un rétracte absolu de voisinage, et la conclusion résulte de la proposition 1 et
de son corollaire. �
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Théorème 3. Un espace métrisable dont tout point a un voisinage qui
est un RAV algébrique est un RAV algébrique.

D é m o n s t r a t i o n. D’après un théorème de Michael [14], cela résulte de
la proposition 2 et des deux faits suivants :

(a) Si X est réunion disjointe d’ouverts qui sont des RAV algébriqes, alors
c’est un RAV algébrique.

(b) Si X = X1 ∪X2 où les ouverts X1 et X2 sont des RAV algébriques,
alors X est un RAV algébrique.

La vérification de (a) est élémentaire. Prouvons (b). Prenons des fermés
F1 et F2 tels que F1 ⊂ X1, F2 ⊂ X2 et F1 ∪ F2 = X. Posons X0 = X1 ∩X2 et
F0 = F1∩F2. Soit U un recouvrement ouvert deX. Posant Ui = {U∩Xi |U ∈ U},
nous pouvons trouver, pour i = 1, 2, un recouvrement ouvert Vi de Xi vérifiant

(1) Toute réalisation algébrique partielle d’un complexe simplicial rela-
tivement à St(Vi) se prolonge en une réalisation complète relativement à Ui.

Soit V0 le recouvrement ouvert de X0 formé des ensembles V1 ∩ V2 ∩X0

où V1 appartient à V1 et V2 à V2. D’après la proposition 2, X0 est un RAV
algébrique, donc nous pouvons trouver un recouvrement ouvert W de X0 tel que

(2) toute réalisation algébrique partielle d’un complexe simplicial relative-
ment à W se prolonge en une réalisation complète relativement à V0.

Prenons un recouvrement ouvert G de X vérifiant

(3) Tout élément de G rencontrant F1 et F2 rencontre F0.

(4) Tout élément de G rencontrant F0 est contenu dans un élément deW.

(5) Pour i = 1, 2, tout élément de G rencontrant Fi est contenu dans un
élément de Vi.

Pour i = 0, 1, 2, soit Gi l’ensemble des éléments de G rencontrant Fi. Alors
G = G1 ∪ G2 et G1 ∩ G2 = G0 d’après (3). Soient K un complexe simplicial et
ν : C(L,R) → S(X,R) une réalisation algébrique partielle de K relativement à
G. Pour i = 0, 1, 2, soit Ki le sous-complexe de K formé des simplexes σ pour
lesquels il existe G ∈ Gi contenant ‖ν(τ)‖ pour toute face τ de σ appartenant à L.
Nous avons K = K1 ∪K2 et K1 ∩K2 = K0 (car si, par exemple, ‖ν(τ)‖ ∩F1 6= ∅
et si un élément G de G2 contient ‖ν(τ)‖, alors G appartient à G0 d’après (3)).
La définition de G0 et (4) entrâınent que la restriction de ν à C(L ∩K0, R) est
une réalisation algébrique partielle de K0 relativement à W, donc se prolonge en
une réalisation algébrique complète µ0 : C(K0, R)→ S(X0, R) relativement à V0.

Pour i = 1, 2, µ0 et ν|C(Ki ∩ L,R) se combinent en un morphisme de
châınes νi : C(K0 ∪ (Ki ∩ L), R) → S(Xi, R). Soit σ un simplexe de Ki. Il y a
un élément G de Gi contenant ‖ν(τ)‖ pour toute face τ de σ appartenant à L ;
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d’après (5), G est contenu dans un élément V de Vi. Pour toute face σ′ de σ
appartenant à K0, il y a un élément V 0

σ′ de V0 contenant ‖µ0(τ)‖ pour toute face
τ de σ′ ; par définition de V0, il y a un élément Vσ′ de Vi contenant V 0

σ′ . Si v est
un sommet de σ′, il appartient à L ∩K0, donc ∅ 6= ‖ν(v)‖ = ‖µ0(v)‖ ⊂ V ∩ Vσ′ .
Il en résulte que St(V,Vi) contient ‖νi(τ)‖ pour toute face τ de σ appartenant
à L ∪ K0. Le morphisme νi est donc une réalisation algébrique partielle de Ki

relativement à St(Vi), donc se prolonge en une réalisation algébrique complète µi

de Ki relativement à Ui. Puisque K = K1 ∪ K2, µ1 et µ2 se combinent en un
morphisme de châınes µ : C(K,R) → S(X,R) qui est une réalisation algébrique
complète de K relativement à U . �

Théorème 4. Le produit de deux RAV algébriques est un RAV algébrique.

D é m o n s t r a t i o n. Soient X1, X2 deux RAV algébriques. Pour i = 1, 2,
plongeons Xi comme fermé dans un sous-ensemble convexe Ci d’un espace normé.
Alors Xi est un rétracte de voisinage algébrique de Ci, donc il existe un voisinage
ouvert Oi de Xi dans Ci, un recouvrement ouvert Ui de Oi et un morphisme
de châınes µi : S(Oi,Ui, R) → S(Xi, R) vérifiant les conditions (i) et (ii) de la
définition 2. L’ensemble O = O1 × O2 est un voisinage ouvert de X1 ×X2 dans
C1 × C2 et les ensembles de la forme U1 × U2 où Ui appartient à Ui forment un
recouvrement ouvert U de O.

Soient ξ : S(C1 × C2, R) → S(C1, R) ⊗ S(C2, R) et ζ : S(C1, R) ⊗
S(C2, R) → S(C1 × C2, R) des applications d’Eilenberg-Zilber ([5] VI.12.1); ce
sont des morphismes de châınes vérifiant ξ

(
S(A1×A2, R)

)
⊂ S(A1, R)⊗S(A2, R)

et ζ
(
S(A1, R) ⊗ S(A2, R)

)
⊂ S(A1 × A2, R) quels que soient A1 ⊂ C1 et A2 ⊂

C2. Par suite, ξ envoie S(O,U , R) dans S(O1,U1, R) ⊗ S(O2,U2, R) et ζ envoie
S(X1, R) ⊗ S(X2, R) dans S(X1 × X2, R), donc nous pouvons définir un mor-
phisme de châınes χ : S(O,U , R) → S(X1 × X2, R) par χ = ζ ◦ (µ1 ⊗ µ2) ◦ ξ.
Notons que si c appartient à S(O,U , R) ∩ S(X1 ×X2, R), alors ξ(c) appartient à
S(X1, R)⊗S(X2, R) et, comme la restriction de µi à S(Xi, R) est l’identité, nous
avons χ(c) = ζ ◦ ξ(c). En outre, il existe une homotopie h : S(X1 × X2, R) →
S(X1×X2, R) telle que ∂h+h∂ = ζ◦ξ−id et que h

(
S(A1×A2, R)

)
⊂ S(A1×A2, R)

quels que soient A1 ⊂ X1 et A2 ⊂ X2 ([5] VI.12.1).
SoitM le sous-complexe de Σ(C1×C2) qui est réunion des cellules |σ| telles

que σ appartienne à S(O,U , R), et soit N = M ∩Σ(X1×X2). Posons P = M×I
et Q = (M ×{1})∪ (N × I). Définissons ϑ : C(Q,R)→ S(X1×X2, R) en posant
ϑ(σ1) = χ(σ) pour toute cellule |σ| de M et ϑ(σ0) = σ, ϑ(σI) = h(σ) pour toute
cellule |σ| de N . Si |σ| est une cellule de N , alors χ(σ) = ζ ◦ ξ(σ) et la relation
∂h(σ) + h∂(σ) = ζ ◦ ξ(σ)− σ entrâıne que ϑ est un morphisme de châınes.
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Il existe une rétraction cellulaire r de P sur Q telle que r(|σ| × I) ⊂
(|σ| × I) ∩ Q pour toute cellule |σ|; soit r# : C(P,R) → C(Q,R) le morphisme
induit. Définissons un morphisme de châınes µ : S(O,U , R)→ S(X1 ×X2, R) en
posant µ(σ) = ϑ ◦ r#(σ0) pour tout simplexe σ appartenant à S(O,U , R). Si ce
simplexe appartient aussi à S(X1×X2, R), alors r#(σ0) = σ0 et µ(σ) = ϑ(σ0) = σ,
d’où µ(c) = c pour c dans S(X1 ×X2, R) ∩ S(O,U , R).

Tout voisinage d’un point (x1, x2) de X1 × X2 contient un voisinage de
la forme V1 × V2 et, pour i = 1, 2, il existe un voisinage Wi de xi dans Xi qui
est contenu dans un élément de Ui et tel que µi

(
S(Wi, R)

)
⊂ S(Vi, R). Si τ est

un simplexe de W1 × W2, alors ξ(σ) appartient à S(W1, R) ⊗ S(W2, R), donc
(µ1 ⊗ µ2)(ξ(σ)) appartient à S(V1, R) ⊗ S(V2, R) et χ(σ) appartient à S(V1 ×
V2, R). Si en outre σ appartient à X1 × X2, alors V1 × V2 contient ‖σ‖ (les
relations µi(c) = c pour toute 0-châıne de S(Oi,Ui, R)∩S(Xi, R) et µi

(
S(Wi, R) ⊂

S(Vi, R)
)

garantissent que Vi contient Wi) donc aussi ‖h(σ)‖. Il en résulte que
ϑ
(
C((|σ|× I)∩Q), R

)
⊂ S(V1×V2, R) et, puisque r(|σ|× I) ⊂ (|σ|× I)∩Q, µ(σ)

appartient à S(V1 × V2, R). Cela montre que µ
(
S(W1 ×W2, R)

)
⊂ S(V1 × V2, R)

et achève de prouver que X1 × X2 est un rétracte de voisinage algébrique de
C1 × C2. La conclusion résulte de la proposition 1. �

5. Propriétés homologiques. Pour U ⊂ V , nous notons jqUV (resp.

jUV ) l’homomorphisme de H̃q(U,R) (resp. H̃(U,R)) dans H̃q(V,R) (resp.

H̃(V,R)) induit par l’inclusion. L’espace X est dit q-lc si, pour tout point x
de X et tout voisinage V de x, il existe un voisinage U de x contenu dans V et
tel que im jqUV = 0. X est dit lcn s’il est q-lc pour tout q ≤ n.

Proposition 3. Soit X un R-RAV algébrique.

(i) Pour tout point x de X et tout voisinage V de x, il existe un voisinage
U de x contenu dans V et tel que im jUV = 0.

(ii) Si R est nœthérien, alors pour tout compact C de X et tout voisinage
V de C, il existe un voisinage U de C contenu dans V et tel que im jUV soit de
type fini.

D é m o n s t r a t i o n. Soit V un ouvert de X. Puisque V est un RAV
algébrique, le théorème 2 nous fournit un recouvrement ouvert U de V , un com-
plexe simplicial K, des morphismes de châınes ψ : S(V,U , R) → C(K ′, R),
ζ : C(K ′, R) → S(V,R) et une homotopie h : S(V,U , R) → S(V,R) entre
l’inclusion et ζ ◦ ψ, le morphisme ψ ayant la propriété que, pour tout U ∈ U , il
existe un simplexe s de K tel que ψ(S(U,R)) ⊂ C(Tr s,R).
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Soit x un point de X et soit U un élément de U contenant x. Alors
h|S(U,R) est une homotopie entre l’inclusion de S(U,R) dans S(V,R) et la re-
striction de ζ ◦ ψ, donc jUV = ζ∗ ◦ ψ∗|H̃(U,R) et, pour un certain simplexe s de
K, im jUV ⊂ ζ∗

(
H̃(Tr s,R)

)
= 0 puisque Tr s est contractile.

Pour prouver (ii), nous utiliserons la remarque qui suit le théorème 2 : C
étant fixé, il est possible de choisir K de façon qu’il existe un sous-complexe fini L
deK ′ et un voisinage W de C dans V tels que ψ

(
S(V,U , R)∩S(W,R)

)
⊂ C(L,R).

Nous avons S(W,R) ∩ S(V,U , R) = S(W,W, R) où W = {W ∩ U |U ∈ U} est
un recouvrement ouvert de W . L’inclusion i de S(W,W, R) dans S(W,R) in-
duit un isomorphisme sur l’homologie, donc im jWV = im jWV ◦ i∗ = im ζ∗ ◦
ψ∗

(
H̃(S(W,W, R))

)
, d’où im jUV ⊂ ζ∗

(
H̃(L,R)

)
. Si R est nœthérien, alors

H̃(L,R) est un R-module de type fini et il en est de même de tout sous-module
de ζ∗

(
H̃(L,R)

)
.

Notons que, quand l’anneau R est arbitraire, l’argument précédent montre
que l’on a encore im jqUV = 0 pour tout q assez grand. �

La propriété (i) de la proposition 3 ne caractérise pas les RAV algébriques.
Le compact localement contractile X construit par Borsuk ([1], p 124) vérifie
évidemment cette condition, mais n’est pas un RAV algébrique puisque Hk(X,R)
6= 0 pour tout k. Le résultat suivant fournit néanmoins une réciproque partielle
de la proposition 3(i).

Proposition 4. Soit X un espace métrisable lcn. Si Hq(U,R) = 0 pour
tout ouvert U de X et tout q > n, alors X est un RAV algébrique.

D é m o n s t r a t i o n. Soit U un recouvrement ouvert localement fini de
X. Puisque X est lcn, nous pouvons, en partant de Un+1 = U , construire par
récurrence descendante des recouvrements ouverts Uk et Vk de X vérifiant

(1) St(Vk−1) est plus fin que Uk pour 0 < k ≤ n+ 1.

(2) Pour 0 ≤ k ≤ n et tout U ∈ Uk, il existe V ∈ Vk contenant U et tel
que im jkUV = 0.

Soient K un complexe simplicial et ν : C(L,R)→ S(X,R) une réalisation
algébrique partielle de K relativement à U0. Notons K(p) le p-squelette de K. Si
σ = [v0, v1] est un 1-simplexe de K \L de bord ∂σ = v1− v0, il y a un élément U
de U0 contenant ‖ν(v0)‖ ∪ ‖ν(v1)‖. D’après (2), il existe V ∈ V0 contenant U et
tel que im j0UV = 0. Puisque ν conserve l’augmentation, ν(v1)− ν(v0) représente

un élément de H̃0(U,R), donc il existe une châıne ν1(σ) ∈ S(V,R) telle que
∂ν1(σ) = ν(v1) − ν(v0). Nous prolongeons ainsi ν en un morphisme de châınes
ν1 : C(L ∪K(1), R)→ S(X,R).
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Si σ est un simplexe de K, il y a un élément U de U0 contenant ‖ν(τ)‖
pour toute face τ de σ appartenant à L. Pour tout 1-simplexe σ′ de σ \ L, il
y a un élément Vσ′ de V0 contenant ‖ν1(σ

′)‖ et ‖ν(v)‖ pour tout sommet v de
σ′, donc U ∩ Vσ′ 6= ∅, ce qui montre que St(U,V0) contient ‖ν1(τ)‖ pour toute
face τ de σ appartenant à L∪K(1). Puisque U0 est plus fin que V0, St(U,V0) est
contenu dans un élément de St(V0), donc dans un élément de U1. Cela montre
que ν1 est une réalisation algébrique partielle relativement à U1.

Soit 1 ≤ k ≤ n, et supposons construite une réalisation algébrique par-
tielle νk : C(L∪K(k), R)→ S(X,R) relativement à Uk. Si σ est un (k+1)-simplexe
de K \ L, il y a un élément U de Uk contenant ‖νk(τ)‖ pour toute k-face τ de
σ. D’après (2), il existe V ∈ Vk contenant U et tel que im jkUV = 0. Puisque

νk(∂σ) représente un élément de H̃k(U,R), il y a donc un élément νk+1(σ) de
S(V,R) tel que ∂νk+1(σ) = νk(∂σ). Cela définit le prolongement νk+1 de νk à
C(L ∪K(k+1), R). La vérification du fait que νk+1 est une réalisation algébrique
partielle relativement à Uk+1 se fait comme précédemment.

Reste à prolonger νn+1 en un morphisme µ : C(K,R) → S(X,R). Pour
tout simplexe σ de K, il existe U ∈ U = Un+1 contenant ‖νn+1(τ)‖ pour toute
face τ de σ appartenant à L ∪K(n+1). Puisque U est localement fini, l’ensemble
de tous les U ∈ U ayant cette propriété est fini, donc leur intersection Uσ est
ouverte. Evidemment, Uσ ⊂ Uσ′ si σ ≤ σ′ et puisque Hdimσ−1(Uσ , R) = 0 quand
σ n’appartient pas à K(n+1), il est possible de prolonger µ à C(K,R) de façon
que ‖µ(σ)‖ ⊂ Uσ pour tout simplexe σ de K ; alors Uσ contient ‖µ(τ)‖ pour
toute face τ de σ, ce qui montre que µ est une réalisation algébrique complète de
K relativement à U , et la proposition en résulte. �

La proposition précédente permet de donner des exemples intéressants
de RAV algébriques. Pour justifier certaines affirmations faites ci-dessous, rap-
pelons que si un espace métrisable est lcn, alors ses groupes d’homologie singulière
cöıncident avec ses groupes d’homologie de Čech en dimension ≤ n (voir [12]).

Exemple. Soit P un polyèdre fini, et soit X le quotient de P par une
décomposition semi-continue supérieurement dont toutes les classes sont de forme
triviale (voir [13] pour la définition). Alors X est LCn pour tout n, donc aussi
lcn pour tout n ([13], Remarque 4 page 139). Le théorème de Vietoris-Begle
garantit que Hq(U,Z) = 0 pour tout ouvert U de X et q > dimP . En utilisant
l’exemple de Dranishnikov [7], nous obtenons ainsi des RAV algébriques compacts
de dimension cohomologique finie mais de dimension infinie.

6. Points fixes. Soient X un Q-RAV algébrique et U un recouvrement
ouvert de X. Puisque nous identifions naturellement l’homologie du complexe



RAV algébriques 329

S(X,U ,Q) à H(X,Q), tout morphisme de châınes ϕ de S(X,U ,Q) dans S(X,Q)
induit un endomorhisme ϕ∗ de H(X,Q). Si ϕ∗

(
H(X,Q)

)
est de dimension finie,

nous pouvons définir le nombre de Lefschetz Λ(ϕ) comme égal à Λ(ϕ∗) (voir [10],
§15). La proposition 3(ii) garantit que ϕ∗

(
H(X,Q)

)
est de dimension finie s’il

existe un compact C tel que S(C,Q) contienne ϕ
(
S(X,U ,Q)

)
, et nous avons

alors la version suivante du théorème de point fixe de Lefschetz-Hopf pour les
morphismes de châınes.

Théorème 5. Soient X un Q-RAV algébrique, U un recouvrement ouvert
de X et ϕ : S(X,U ,Q) → S(X,Q) un morphisme de châınes. Supposons qu’il
existe un compact C de X tel que S(C,Q) contienne ϕ

(
S(X,U ,Q)

)
. Si Λ(ϕ) 6= 0,

alors, pour tout recouvrement ouvert V de X plus fin que U , il existe V ∈ V et
c ∈ S(V,Q) tels que ‖ϕ(c)‖ ∩ V 6= ∅.

D é m o n s t r a t i o n. Supposons au contraire qu’il existe un recouvrement
ouvert V de X plus fin que U et tel que ‖ϕ(c)‖ ∩ V = ∅ pour tout V ∈ V
et tout c ∈ S(V,Q). Soit W ′ un recouvrement ouvert de X tel que St(W ′)
soit plus fin que V. La démonstration du théorème 2 et la remarque qui le
suit nous permettent de trouver un complexe simplicial K, un recouvrement
ouvert W = {Ws | s ∈ S} indexé par les simplexes de K tel que Ws ∩Ws′ = ∅
entrâıne que s ∪ s′ n’est pas un simplexe de K, un sous-complexe fini L de K ′,
des morphismes de châınes ψ : S(X,W,Q)→ C(K ′,Q), ζ : C(K ′,Q)→ S(X,Q)
et une homotopie h : S(X,W,Q)→ S(X,Q) entre l’inclusion et ζ ◦ ψ vérifiant

(a) ψ
(
S(Ws,Q)

)
⊂ C(Tr s,Q) pour tout s ∈ S,

(b) ζ est une réalisation algébrique complète de K ′ relativement à W ′,

(b′) pour tout simplexe s de K, ‖ζ(bs)‖ ⊂Ws,

(c) pour tout simplexe singulier σ appartenant à S(X,W,Q), il existe
W ∈ W contenant ‖τ‖ ∪ ‖ζ ◦ ψ(τ)‖ ∪ ‖h(τ)‖ pour toute face τ de σ,

(d) ψ
(
S(X,W,Q) ∩ S(C,Q)

)
⊂ C(L,Q).

Il existe (voir [15], § 4.4) un opérateur de subdivision Sd : S(X,Q) →
S(X,W,Q) tel que Sd(σ) = σ pour σ ∈ S(X,W,Q) et ‖Sd(c)‖ ⊂ ‖c‖ pour toute
châıne c de X. Alors ψ′ = ψ ◦ Sd : S(X,Q) → C(K ′, R) prolonge ψ et, puisque
Sd(S(C,Q)) ⊂ S(C,Q), nous avons ψ′(S(C,Q)) ⊂ S(L,Q).

D’après (b), ζ
(
C(K ′,Q)

)
est contenu dans S(X,W ′,Q) ⊂ S(X,V,Q),

donc ϕ ◦ ζ est défini. Soit ι l’inclusion de S(X,W,Q) dans S(X,Q). Avec nos
identifications, ι∗ est l’identité de H(X,Q), donc (ϕ◦ζ ◦ψ′)∗ = (ϕ◦ζ ◦ψ′)∗ ◦ ι∗ =
(ϕ ◦ ζ)∗ ◦ (ψ′ ◦ ι)∗ = ϕ∗ ◦ ζ∗ ◦ ψ∗ = ϕ∗ puisque ζ ◦ ψ est homotope à l’inclusion
de S(X,W,Q) dans S(X,V,Q) d’après (c). Nous avons donc Λ(ϕ∗) = Λ((ϕ ◦
ζ ◦ ψ′)∗) = Λ((ψ′ ◦ ϕ ◦ ζ)∗) ([10], §15). Mais l’image de ψ′ ◦ ϕ est contenue dans
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C(L,Q) et, puisque L est un complexe fini, Λ(ψ′◦ϕ◦ζ) est défini et Λ(ψ′◦ϕ◦ζ) =
Λ((ψ′ ◦ ϕ ◦ ζ)∗).

Soient s un simplexe deK et s′ un simplexe de Tr s. Comme s′ est contenu
dans un simplexe de Tr s contenant bs, il y a un élément W ′

0 de W ′ contenant
‖ζ(bs)‖ et ‖ζ(s′′)‖ pour toute face s′′ de s′. D’après (b′), W ′

0 ∩Ws 6= ∅. Le choix
de Sd garantit que Sd(ϕ◦ζ(s′)) appartient à S(X,W,Q)∩S(‖ϕ◦ζ(s′)‖,Q), donc
Sd◦ϕ(s′) est somme finie d’éléments ci tels que ‖ci‖ soit contenu dans ‖ϕ◦ζ(s′)‖
et dans un élément Wsi

de W. Mais Wsi
∩Ws = ∅ car sinon Wsi

∪Ws ∪W
′
0

serait contenu dans un élément de St(W ′), donc dans un élément V0 de V. Cet
élément V0 contiendrait ‖ζ(s′)‖ et vérifierait V0 ∩ ‖ϕ ◦ ζ(s

′)‖ 6= ∅ contrairement
à notre hypothèse. Puisque Wsi

∩Ws = ∅, nous avons Tr s ∩ Tr si = ∅, donc
le coefficient de ψ(ci) sur s′ est nul. Ceci étant vrai pour tout i, le coefficient
de ψ′ ◦ ϕ ◦ ζ(s′) = ψ(

∑
i ci) sur s′ est nul. Cela étant vrai en particulier pour

tout simplexe s′ de L, nous avons Λ(ψ′ ◦ ϕ ◦ ζ) = 0, ce qui est absurde car
Λ(ψ′ ◦ ϕ ◦ ζ) = Λ(ϕ∗) 6= 0. �

Si f est une fonction continue telle que f(X) soit contenu dans un com-
pact, alors le théorème 5 s’applique au morphisme f# induit par f et, posant
Λ(f) = Λ(f∗), nous obtenons la généralisation aux RAV algébriques du théorème
classique de Lefschetz-Hopf:

Théorème 6. Soient X un Q-RAV algébrique et f : X → X une fonction
continue telle que f(X) soit contenu dans un sous-ensemble compact. Si Λ(f) 6=
0, alors f a un point fixe.

Le théorème 5 est aussi applicable aux fonctions multivoques. Une fonc-
tion multivoque compacte de X dans X est une fonction faisant correspondre à
tout élément x de X un compact non vide F (x) de X et telle que

⋃
x∈X F (x) soit

contenu dans un compact. Une telle fonction est dite semi-continue supérieure-
ment, ou s.c.s., si, pour tout point x de X et tout voisinage U de F (x), il existe
un voisinage V de x tel que F (y) ⊂ U pour tout y ∈ V . Un compact est dit
Q-acyclique si ses groupes d’homologie de Čech réduite à coefficients Q sont triv-
iaux.

Théorème 7. Soit X un Q-RA algébrique et soit F une fonction multi-
voque compacte s.c.s. de X dans X. Si F (x) est Q-acyclique pour tout x ∈ X,
alors il existe x ∈ X tel que x ∈ F (x).

D é m o n s t r a t i o n. Soit C un compact contenant
⋃

x∈X F (x), et soit
f un plongement de C dans le cube de Hilbert Q. Soit Z = X ∪f Q l’espace
d’adjonction. Puisque f est un plongement, X peut être identifié à son image dans
Z, qui est fermée dans Z. Nous identifions aussi Q à son image dans Z. Puisque
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C est compact, Z est métrisable. Soit d une distance définissant la topologie de
Z. Pour δ > 0, E ⊂ Z et A ⊂ E, nous posons BE(A, δ) = {z ∈ E | d(z,A) < δ},
et si A = {x}, nous notons BE(x, δ) au lieu de BE({x}, δ).

S’il n’existe aucun x tel que x ∈ F (x), la compacité de F permet de
trouver un ǫ0 > 0 tel que d(x, F (x)) > 2ǫ0 pour tout x ∈ X. Puisque X est
un Q-RA algébrique et est fermé dans Z, c’est un rétracte algébrique de Z,
donc il existe un morphisme de châınes µ : S(Z,Q) → S(X,Q) vérifiant les
conditions (i) et (ii) de la définition 2. La condition (ii) de cette définition et la
compacité de C nous permettent de trouver un ǫ1 > 0 tel que, pour tout x ∈ C,
µ
(
S(BZ(x, 2ǫ1),Q)

)
⊂ S(BX(x, ǫ0),Q).

Affirmation. Il existe des recouvrements ouverts G et V de X et un morphisme
de châınes ξ : S(X,G,Q) → S(Q,Q) tels que diamV < ǫ0 pour tout V ∈ V
et que, pour tout G ∈ G, il existe V ∈ V contenant G et tel que ξ(S(G,Q)) ⊂
S(BQ(F (V ), ǫ1),Q).

Avant de prouver cette affirmation, montrons que le théorème en résulte.
En appliquant le théorème 2 au recouvrement de Q par les boules BQ(z, ǫ1/2),
nous pouvons trouver un recouvrement ouvertH de Q, un complexe simplicial fini
K et des morphismes de châınes ψ : S(Q,H,Q) → C(K ′,Q) et ζ : C(K ′,Q) →
S(Q,Q) tels que, pour tout simplexe singulier σ de S(Q,H,Q), ‖σ‖ ∪ ‖ζ ◦ψ(σ)‖
soit contenu dans une boule BQ(z, ǫ1/2). Soit Sd : S(Q,Q) → S(Q,H,Q) un
opérateur de subdivision tel que ‖Sd(c)‖ ⊂ ‖c‖ pour toute châıne c.

Soit G ∈ G et soit c ∈ S(G,Q). La châıne Sd(ξ(c)) est une combinaison
linéaire Sd(ξ(c)) =

∑n
i=1 λiσi où λi ∈ Q et ‖σi‖ est contenu dans ‖ξ(c)‖ et

dans un élément de H. Pour tout i, ‖σi‖ ∪ ‖ζ ◦ ψ(σi)‖ est contenu dans une
boule BQ(zi, ǫ1/2), donc de diamètre inférieur à ǫ1. Soit y ∈ ‖σi‖. Puisque
‖σi‖ est contenu dans ‖ξ(c)‖, il existe V ∈ V contenant G et x ∈ F (V ) tel
que d(y, x) < ǫ1, donc ‖ζ ◦ ψ(σi)‖ est contenu dans la boule BQ(x, 2ǫ1). Alors
‖µ(ζ ◦ ψ(σi))‖ est contenu dans BX(x, ǫ0) ⊂ BX(F (V ), ǫ0). Cela étant vrai pour
tout i, le support de µ ◦ ζ ◦ ψ(Sd(ξ(c))) = µ ◦ ζ ◦ ψ(

∑n
i=1 λiσi) est contenu dans⋃n

i=1 ‖µ ◦ ζ ◦ ψ(σi)‖ ⊂ BX(F (V ), ǫ0).

Soit ϕ = µ ◦ ζ ◦ ψ ◦ Sd ◦ ξ : S(X,G,Q) → S(X,Q). D’après ce qui
précède, pour tout G ∈ G et toute châıne c ∈ S(G,Q), il existe V ∈ V tel que
G ⊂ V et G ∩ ‖ϕ(c)‖ ⊂ G ∩BX(F (V ), ǫ0). Mais si y appartient à BX(F (V ), ǫ0),
il existe x ∈ V et u ∈ F (x) tels que d(y, u) < ǫ0, d’où d(y,G) ≥ d(y, V ) ≥
d(u, x) − d(y, u) − diamV > 2ǫ0 − ǫ0 − ǫ0 = 0, donc G ∩ ‖ϕ(c)‖ = ∅. D’autre
part, l’image de ϕ est contenue dans µ

(
ζ(C(K ′,Q))

)
, qui est un espace vectoriel

de dimension finie, et si les châınes cj , 1 ≤ j ≤ m, forment une base de cet espace
vectoriel, alors ‖ϕ(c)‖ est contenu dans le compact

⋃m
i=1 ‖cj‖ pour toute châıne
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c ∈ S(X,G,Q). D’après le théorème 5, nous devons avoir Λ(ϕ) = 0, ce qui est
absurde car, l’homologie de X étant triviale, Λ(ϕ) = Λ(ϕ∗) = 1.

Preuve de l’affirmation. Si G ⊂ V sont deux sous-ensembles de X et 0 < η < ǫ,
nous notons J(G, η, V, ǫ) l’image de l’homomorphisme de H̃(BQ(F (G), η),Q) dans

H̃(BQ(F (V ), ǫ),Q) induit par l’inclusion.

Soit V un recouvrement de X par des ouverts de diamètre inférieur à
ǫ0. Soit W0 = {Wα |α ∈ A0} un recouvrement ouvert localement fini de X
tel que St(W0) soit plus fin que V. Pour α ∈ A0, posons ǫα = ǫ1. Pour n ≥
0, construisons par récurrence des recouvrements ouverts localement finis Gn =
{Gλ |λ ∈ Λn} et Wn = {Wα |α ∈ An} de X, ainsi que des nombres δλ > 0,
λ ∈ Λn, et 0 < ǫα ≤ ǫ1, α ∈ An, vérifiant

(1) Pour tout λ ∈ Λn, il existe α ∈ An tel queGλ ⊂Wα et J(Gλ, δλ,Wα, ǫα)
= 0.

(2) St(Wn+1) est plus fin que Gn.

(3) Pour tout α ∈ An+1 et tout m ≤ n, Wα ne rencontre qu’un nombre
fini d’éléments de Gm et ǫα = min{δλ |λ ∈

⋃n
m=0 Λn et Gλ ∩Wα 6= ∅}.

Supposons Wn et les ǫα, α ∈ An, construits. Soit x ∈ X et soit αx ∈ An

tel que x ∈ Wαx . Puisque F (x) est Q-acyclique, la continuité de l’homologie
de Čech garantit que si O est un voisinage de F (x) dans Q, il y a un voisi-
nage P de F (x) dans Q, contenu dans O et tel que im jPO = 0. Il y a donc
un δx > 0 tel que l’image de l’homomorphisme de H̃(BQ(F (x), 2δx),Q) dans

H̃(BQ(F (Wαx), ǫαx),Q) induit par l’inclusion soit triviale. Puisque F est s.c.s.,
il y a un voisinage Gx de x contenu dans Vαx et tel que F (Gx) ⊂ BQ(F (x), δx).
Alors BQ(F (Gx), δx) est contenu dans BQ(F (x), 2δx), donc J(Gx, δx,Wαx , ǫαx) =
0. Soit Gn = {Gλ |λ ∈ Λn} un recouvrement ouvert localement fini de X plus
fin que {Gx |x ∈ X}. Prenant, pour λ ∈ Λn, un xλ tel que Gλ ⊂ Gxλ

et posant
δλ = δxλ

, la condition (1) est vérifiée. Nous pouvons ensuite trouver Wn+1

vérifiant (2) et la première partie de (3). Pour α ∈ An+1, ǫα est défini dans (3).

Pour n ≥ 0, soit Σn le sous-complexe de Σ(X) réunion des cellules |σ|
telles que le simplexe singulier σ appartienne à S(X,Gn,Q) et, pour k ≥ 0, soit Σk

n

le k-squelette de Σn. Soit η : C(Σ0,Q) → S(X,G0,Q) l’isomorphisme naturel.
Soit T =

⋃∞
k=0 Σk

0 × [k,∞[⊂ Σ0 × [0,∞[ ; c’est un CW-complexe de cellules
|σ| × {n} et |σ| × [n, n+ 1] où |σ| parcourt les cellules de Σ0 et n ≥ dimσ. Pour
A ⊂ Σ0, soit TA = (A × [0,∞[) ∩ T . Soit |K| une subdivision simpliciale de Σ0,
et soit T̃ la subdivision cellulaire de T dont les cellules sont de la forme |s| × {n}
et |s| × [n, n+ 1] où |s| est un simplexe de |K|.

Construisons ψ′ : C(Σ0,Q) → C(|K|,Q) comme dans la démonstration
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du lemme 1. Pour tout simplexe s de K, T|s| est contractile, et T|s| ⊂ T|s′| si

s ≤ s′, donc il existe un morphisme de châınes ϑ : C(|K|,Q) → C(T̃ ,Q) tel que
ϑ(s) ∈ T|s| pour tout s. Soit r : T̃ → T une approximation cellulaire de l’identité
telle que r(T|σ|) ⊂ T|σ| pour toute cellule |σ| de Σ0. Nous allons construire un
morphisme de châınes µ : C(T,Q)→ S(Q,Q) tel que, pour tout λ ∈ Λ0, il existe
V ∈ V contenant Gλ et tel que µ

(
C(TΣ(Gλ),Q)

)
⊂ S(BQ(F (V ), ǫ1),Q). Alors

G = G0, V et ξ = µ ◦ r# ◦ ϑ ◦ ψ
′ ◦ η−1 vérifieront l’affirmation car si σ est un

simplexe singulier de Gλ, alors r# ◦ ϑ ◦ ψ
′ ◦ η−1(σ) appartient à C(TΣ(Gλ),Q).

Nous allons définir des générateurs σn et σ[n,n+1] des cellules |σ| × {n} et
|σ| × [n, n + 1] respectivement et, pour une châıne γ =

∑
i λiσ

i (λi ∈ Q), nous
poserons γ × {n} =

∑
i λiσ

i
n et γ × [n, n + 1] =

∑
i λiσ

i
[n,n+1]. Prenons σn de

façon que la projection l’envoie sur σ, et définissons inductivement σ[n,n+1] de
façon que ∂σ[n+1] = σn+1 − σn − ∂σ × [n, n + 1]. Pour tout n > 0, il y a un
opérateur de subdivision Sdn et une homotopie hn qui envoient S(X,Gn−1,Q)
dans S(X,Gn,Q) et vérifient ∂hn + hn∂ = Sdn − id, Sdn(σ) = σ si σ appartient
à S(X,Gn,Q) et ‖Sdn(c)‖ ∪ ‖hn(c)‖ ⊂ ‖c‖ pour toute châıne c de S(X,Gn−1,Q).

Posons S̃dn = Sdn ◦· · · ◦Sd1 : S(X,G0,Q)→ S(X,Gn,Q) et notons S̃d0 l’identité
de S(X,G0,Q).

Pour n ≥ 0, soit Mn = Σn
n × [n, n + 1], et soit M =

⋃∞
n=0Mn, de

sorte que M ∩ (Σ0 × {n}) = (Σn−1
n−1 ∪ Σn

n) × {n} pour n > 0. Définissons un

morphisme de châınes χ : C(T,Q) → C(M,Q) par χ(σn) = S̃dn(σ) × {n} et

χ(σ[n,n+1]) = hn(S̃dn(σ)) × [n, n + 1]. Nous allons définir un morphisme de
châınes ν : C(M,Q)→ S(Q,Q) et poserons µ = ν ◦ χ.

Pour tout n ≥ 0, définissons la restriction de ν à C(Σn
n × {n},Q) comme

suit. Si σ est un 0-simplexe singulier de X d’image x, fixons un point xσ de F (x)
et, pour tout n, prenons pour µ(σn) le 0-simplexe singulier d’image xσ. Si σ est un
1-simplexe singulier de S(X,Gn,Q), il y a un élément Gλ de Gn contenant ‖σ‖ et,
d’après (1), un α ∈ An tel que Gλ ⊂Wα et J(Gλ, δλ,Wλ, ǫλ) = 0. Comme ν(∂σn)
représente un élément de H̃0(F (Gλ),Q), il existe ν(σn) ∈ S

(
BQ(F (Wα), ǫα),Q

)

tel que ∂ν(σn) = ν(∂σn). Inductivement, supposons que, pour un 1 ≤ k < n,
ν(σn) ait été défini pour tout k-simplexe singulier de S(X,Gn,Q) de façon qu’il
existe Wα ∈ Wn−k+1 contenant ‖σ‖ et tel que ν(σn) ∈ S

(
BQ(F (Wα), ǫα),Q

)
.

Soit σ un (k+1)-simplexe singulier de S(X,Gn,Q) et soient σi, 0 ≤ i ≤ k+1, ses
k-faces. Il existe G ∈ Gn contenant ‖σ‖ et, pour 0 ≤ i ≤ k + 1, un élément Wαi

de Wn−k+1 contenant ‖σi‖ et tel que ν(σ) ∈ S
(
BQ(F (Wαi

), ǫαi
),Q

)
. Alors G ∩

Wαi
6= ∅ pour tout i, donc G∪Wα0

∪· · ·∪Wαk+1
est contenu dans St(G,Wn−k+1),

qui est contenu dans un élément Gλ de Gn−k. D’après (3), ǫαi
≤ δλ pour tout i,

donc BQ(F (Gλ), δλ) contient BQ(F (Wαi
), ǫαi

) et, puisque ∂ν(∂σ) = ν(∂∂σ) = 0,
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la châıne ν(∂σ) représente un élément de H̃k

(
BQ(F (Gλ), δλ),Q

)
. Soit Wα ∈

Wn−k tel que Gλ ⊂ Wα et J(Gλ, δλ,Wα, ǫα) = 0. Alors Wα contient ‖σ‖ et il
existe ν(σn) ∈ S

(
BQ(F (Wα), ǫα),Q) tel que ∂ν(σn) = ν(∂σn).

Puisque Sdn(σ) = σ si σ appartient à Σn−1
n−1 ∩ Σn

n, nous pouvons, pour
n > 1, prolonger ν à C

(
M ∩ (Σ0 × {n}),Q

)
en posant ν(σn) = ν(Sdn(σ)× {n})

pour σ ∈ Σn−1
n−1 × {n}.

Reste à définir ν(σ[n,n+1]) pour un k-simplexe σ de S(X,Gn,Q) (0 ≤
k ≤ n). Si k = 0, nous avons ν(σn) = ν(σn+1), et nous pouvons prendre
ν(σ[n,n+1]) = 0. Pour k > 0, nous construirons ν(σ[n,n+1]) inductivement de
façon qu’il existe Wα ∈ Wn−k contenant ‖σ‖ et tel que S

(
BQ(F (Wα), ǫα),Q)

contienne ν(σ[n,n+1]). Par construction de ν(σn), il existe Wβ ∈ Wn−k+1 con-
tenant ‖σ‖ et tel que S

(
BQ(F (Wβ), ǫβ),Q

)
contienne ν(σn). Soit λ ∈ Λn−k

tel que Gλ contienne St(Wβ,Wn−k), et soit α ∈ An−k tel que Wλ contienne
Gλ et que J(Gλ, δλ,Wα, ǫα) = 0. Soit Sdn+1(σ) =

∑r
i=0 λiσ̂

i où λi ∈ Q et
σ̂i est un k-simplexe de S(X,Gn+1,Q) tel que ‖σ̂i‖ ⊂ ‖σ‖. Pour 0 ≤ i ≤
r, il existe Wαi

∈ Wn−k+2 contenant ‖σ̂i‖ et tel que ν(σ̂i
n+1) soit contenu

dans S
(
BQ(F (Wαi

), ǫαi
),Q

)
. Alors Wβ ∪ Wα0

∪ · · · ∪ Wαr est contenu dans
St(Wβ,Wn−k). D’après (3), BQ(F (Gλ), δλ) contient BQ(F (Wαi

), ǫαi
) pour 0 ≤

i ≤ r, donc si k = 1, alors ν(∂σ[n,n+1]) représente un élément de H̃1

(
BQ(F (Gλ), δλ),

Q). Puisque J(Gλ, δλ,Wα, ǫα) = 0, il existe ν(σ[n,n+1]) ∈ S
(
BQ(F (Wα), ǫα),Q

)

tel que ∂ν(σ[n,n+1]) = ν(∂σ[n,n+1]). Soit k > 1 et soient σ0, . . . , σk les (k − 1)-

faces de σ. Supposons que, pour 0 ≤ j ≤ k, ν(σj
[n,n+1]) ait été construit de

façon qu’il existe Wγj
∈ Wn−k+1 contenant ‖σj‖ et tel que ν(σj

[n,n+1]) apparti-

enne à S
(
BQ(F (Wαj

), ǫαj
),Q

)
. Alors Wγ0

∪ · · · ∪ Wγk
est aussi contenu dans

St(Wβ,Wn−k+1) et, d’après (3), BQ(F (Gλ), δλ) contient BQ(F (Wγj
), ǫγj

) pour
tout j, donc ν(∂σ[n,n+1]) = ν(σn+1) − ν(σn) − ν(∂σ × [n, n + 1]) représente un

élément de H̃k

(
BQ(F (Gλ), ǫλ),Q

)
et il existe ν(σ[n,n+1]) ∈ S

(
BQ(F (Wα), ǫα),Q

)

tel que ∂ν(σ[n,n+1]) = ν(∂σ[n,n+1]).

Soit Gλ ∈ G0. Alors St(Gλ,W0) est contenu dans un élément de St(W0),
donc dans un élément V de V et, pour achever de prouver l’affirmation, il suffit
de vérifier que µ

(
C(TΣ(Gλ),Q)

)
⊂ S

(
BQ(F (St(Gλ,W0)), ǫ1),Q

)
. Soit σ un k-

simplexe de Gλ et soit n ≥ k. Puisque S̃dn et hn n’augmentent pas les supports,
S̃dn(σ) est de la forme

∑r
i=1 λiσ

i où ‖σi‖ est contenu dans ‖σ‖ et dans un élément

de Gn, et hn(S̃dn(σ)) est de la forme
∑q

j=1 λ
′
jτ

j où ‖τ j‖ est contenu dans ‖σ‖

et dans un élément de Gn. Nous avons χ(σn) =
∑r

i=1 λiσ
i
n et χ(σ[n,n+1]) =∑q

j=1 λ
′
jτ

j

[n,n+1]
. Par construction de ν, il y a, pour 1 ≤ i ≤ r, un élément Wαi

de

Wn−k+1 tel que ‖σi
n‖ ⊂Wαi

et ν(σi
n) ∈ S

(
BQ(F (Wαi

), ǫαi
),Q

)
. Alors Wα1

∪· · ·∪
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Wαr est contenu dans St(Gλ,Wn−k+1) ⊂ St(Gλ,W0) et, puisque ǫαi
≤ ǫ1 pour

tout i, µ(σn) =
∑r

i=1 λiν(σ
i
n) appartient bien à S

(
BQ(F (St(Gλ,W0)), ǫ1),Q

)
.

Un argument analogue s’applique à µ(σ[n,n+1]) =
∑q

j=1 λ
′
jν(τ[n,n+1]). �

7. Espaces ULC. Un espace topologique X est dit uniformément lo-
calement contractile, ou ULC, s’il existe un voisinage U de la diagonale de X×X
et une fonction continue λ : U × I → X vérifiant λ(x, y, 0) = x, λ(x, y, 1) = y
et λ(x, x, t) = x pour (x, y) ∈ U et (x, t) ∈ X × I. La classe des espaces ULC
contient en particulier tous les sous-ensembles convexes des espaces vectoriels
topologiques, tous les groupes topologiques localement contractiles et tous les
rétractes de voisinage de tels espaces. L’exemple construit dans [2] montre qu’un
espace métrisable ULC n’est pas nécéssairement un rétracte absolu de voisinage,
mais nous allons prouver qu’un tel espace est un RAV algébrique.

Théorème 8. Tout espace métrisable ULC est un RAV algébrique.

La démonstration de ce théorème nécessite quelques préliminaires. Soit
X un espace métrisable ULC. Fixons un voisinage U de la diagonale de X ×X
et une fonction continue λ : U × I → X telle que λ(x, y, 0) = x, λ(x, y, 1) =
y et λ(x, x, t) = x. Pour n ≥ 1, posons ∆n = {(t0, . . . , tn) ∈ Rn+1 | ti ≥
0 pour tout i et

∑n
i=0 ti = 1} et construisons par récurrence un voisinage Un

de la diagonale dans Xn+1 et une fonction continue λn : Un ×∆n → X. Posons
U1 = U et λ1(x0, x1; t0, t1) = λ(x0, x1, t1). Supposant Un−1 et λn−1 définis,
soit Un l’ensemble des points (x0, . . . , xn) ∈ Xn+1 tels que (x1, . . . , xn) apparti-
enne à Un−1 et que (λn−1(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn), x0) appartienne à U pour tout
(t1, . . . , tn) ∈ ∆n−1. Définissons λn par

λn(x0, . . . , xn; t0, . . . , tn)

=

{
x0 si t0 = 1

λ(λn−1(x1, . . . , xn; t1
1−t0

, . . . , tn
1−t0

), x0, t0) si t0 < 1.

La fonction λn est continue. En effet, λ1 est continue. Supposant λn−1

continue, la continuité de λn est évidente en tout point z = (x0, . . . , xn; t0, . . . , tn)
tel que t0 6= 1. Pour vérifier sa continuité en un point z tel que t0 = 1, il suffit de
montrer que si zi = (xi

0, . . . , x
i
n; ti0, . . . , t

i
n), i ≥ 1, sont des points de Un×∆n tels

que ti0 < 1 et que {zi} converge vers z, alors {λn(zi)} tend vers λn(z) = x0. Pour
0 ≤ k ≤ n, Sk = {xk} ∪ {x

i
k | i ≥ 1} est compact. Puisque λn−1 est continue,

C = λn−1(S1× . . . Sn×∆n−1) est compact, et l’égalité limλn(zi) = x0 résulte de
la continuité uniforme de λ sur le compact C×S0× I et du fait que λ(x, y, 1) = y
pour tout y.



336 Robert Cauty

Par récurrence, il est facile de vérifier que

(⋆) λn(x0, . . . , xn; t0, . . . , tn) = λn−1(x0, . . . , x̂i, . . . , xn; t0, . . . , t̂i, . . . , tn)

si ti = 0 (le chapeau marque l’absence de l’élément). D’autre part, pour tout
x ∈ X, nous avons λn(x, . . . , x; t0, . . . , tn) = x quel que soit (t0, . . . , tn) ∈ ∆n.
Cela nous permet, pour tout n fixé et tout voisinage V de x, de trouver un
voisinage W de x tel que W n+1 ⊂ Un et λn(W n+1 ×∆n) ⊂ V .

Lemme 4. Pour tout recouvrement ouvert V de X, il existe un recou-
vrement ouvert W de X plus fin que V ayant la propriété suivante : Si K est
un CW-complexe spécial et ϕ0, ϕ1 sont des morphismes de châınes de C(K,R)
dans S(X,R) tels que, pour toute cellule |σ| de K, il existe un élément de W con-
tenant ‖ϕ0(τ)‖ ∪ ‖ϕ1(τ)‖ pour toute face |τ | de |σ|, alors il existe une homotopie
h : C(K,R) → S(X,R) entre ϕ0 et ϕ1 telle que, pour toute cellule |σ| de K, il
existe un élément de V contenant ‖ϕ0(τ)‖ ∪ ‖ϕ1(τ)‖ ∪ ‖h(τ)‖ pour toute face |τ |
de |σ|.

D é m o n s t r a t i o n. Quitte à remplacer V par un recouvrement V ′ tel
que St(V ′) soit plus fin que V, il suffit de considérer le cas où toute cellule de
K est contractile. En effet, K a une subdivision simpliciale |L| et, comme nous
l’avons vu dans la démonstration du lemme 1, il existe un morphisme de châınes
ψ : C(K,R) → C(|L|, R) et une application cellulaire r : |L| → K tels que
r# ◦ψ = id. Soient ϕ̂0 = ϕ0 ◦r# et ϕ̂1 = ϕ1 ◦r# : C(|L|, R)→ S(X,R). Si |σ| est
un simplexe de |L| contenu dans la cellule |τ | deK et si l’élément W deW contient
‖ϕ0(τ

′)‖∪‖ϕ1(τ
′)‖ pour toute face |τ ′| de |τ |, il contient ‖ϕ̂0(σ

′)‖∪‖ϕ̂1(σ
′)‖ pour

toute face σ′ de σ. Si ĥ : C(|L|, R) → S(X,R) est une homotopie entre ϕ̂0 et
ϕ̂1, alors h = ĥ ◦ ψ est une homotopie entre ϕ̂0 ◦ ψ = ϕ0 ◦ r# ◦ ψ = ϕ0 et
ϕ̂1 ◦ ψ = ϕ1. Si, pour tout simplexe σ de L, il existe un élément de V contenant
‖ϕ̂0(σ

′)‖ ∪ ‖ϕ̂1(σ
′)‖ ∪ ‖h(σ′)‖ pour toute face σ′ de σ, alors, comme dans la

démonstration du lemme 1, on constate que, pour toute cellule |τ | de K, il existe
un élément de St(V) contenant ‖ϕ0(τ

′)‖ ∪ ‖ϕ1(τ
′)‖ ∪ ‖h(τ ′)‖ pour toute face |τ ′|

de |τ |.

Fixons V et prenons un recouvrement ouvert localement fini W tel que
W ×W soit contenu dans U et λ(W ×W ×I) contenu dans un élément de V pour
tout W ∈ W. Soit X∗X le quotient de X×X×I obtenu en identifiant chacun des
ensembles {x}×X×{0} et X×{x}×{1} à un point. Nous notons p la projection
de X×X×I surX ∗X et [x, y, t] = p(x, y, t). Soient Y =

⋃
{W×W×I |W ∈ W}

et Z = p(Y ). Définissons ξ : Z → X par ξ([x, y, t]) = λ(x, y, t) ; cette fonction est
continue car Z est le quotient de Y relativement à p|Y (la relation d’équivalence
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définissant X ∗ X est fermée et Y est fermé dans X × X × I puisque W est
localement fini).

Identifions X ×X à p(X × X × {1
2}) par l’application (x, y) 7→ [x, y, 1

2 ]

et posons T = Z ∩ (X ×X). Soit ξ̃ : T → X la restriction de ξ et soient π0, π1

les projections π0(x, y) = x et π1(x, y) = y de T dans X. Alors ξ̃ est homotope
à π0 par l’homotopie F 0(x, y, u) = λ

(
[x, y, 1

2 (1 − u)]
)

et est homotope à π1 par
l’homotopie F 1(x, y, u) = λ

(
[x, y, u+ 1

2(1− u)]
)
. Pour i = 0, 1, il existe alors une

homotopie fi : S(T,R)→ S(X,R) entre ξ̃# et πi# telle que ‖fi(c)‖ ⊂ F
i(‖c‖×I)

pour toute châıne c de S(T,R).

Pour toute cellule |σ| de K, C(|σ|, R) est un facteur direct de C(K,R),
donc nous pouvons identifier C(|σ|, R)⊗C(|σ|, R) à un sous-complexe de C(K,R)
⊗C(K,R) et, puisque la contractilité des cellules entrâıne que les complexes
C(|σ|, R)⊗C(|σ|, R) sont acycliques, il y a un morphisme de châınes d : C(K,R)→
C(K,R) ⊗ C(K,R) tel que d(σ) appartienne à C(|σ|, R) ⊗ C(|σ|, R) pour toute
cellule |σ| de K. En outre, notant ǫK : C(K,R) → R l’augmentation et identifi-
ant C(K,R) ⊗ R et R ⊗ C(K,R) à C(K,R), (ǫK ⊗ id) ◦ d et (id ⊗ ǫK) ◦ d sont
homotopes à id par des homotopies envoyant C(|σ|, R) dans C(|σ|, R) pour toute
cellule |σ| de K.

Soit ζ : S(X,R) ⊗ S(X,R) → S(X ×X,R) une application d’Eilenberg-
Zilber, et soit ϑ = ζ ◦ (ϕ0 ⊗ ϕ1) ◦ d : C(K,R) → S(X × X,R). Pour toute
cellule |σ| de K, il y a un élément Wσ de W contenant ‖ϕ0(τ)‖ ∪ ‖ϕ1(τ)‖ pour
toute face |τ | de |σ|. Alors S(Wσ, R) contient ϕ0(C(|σ|, R))∪ϕ1(C(|σ|, R)), donc
S(Wσ, R)⊗S(Wσ, R) contient (ϕ0⊗ϕ1)◦d(C(|σ|, R)), et la naturalité de ζ entrâıne
que ϑ

(
C(|σ|, R)

)
⊂ S(Wσ ×Wσ, R). Nous avons donc ϑ

(
C(K,R)

)
⊂ S(T,R).

Les homotopies f0 et f1 induisent alors une homotopie h entre π0# ◦ϑ et π1# ◦ϑ
telle que ‖π0#(τ)‖ ∪ ‖π1#(τ)‖ ∪ ‖h(τ)‖ ⊂ F 0

(
‖ϑ(τ)‖ × I

)
∪ F 1

(
‖ϑ(τ)‖ × I

)
⊂

λ(Wσ ×Wσ × I) pour toute face |τ | de la cellule |σ|.

Soit ǫX : S(X,R) → R l’augmentation. Identifiant S(X,R) ⊗ R et R ⊗
S(X,R) à S(X,R) et combinant la naturalité de l’homotopie VI (12.5) de [5]
entre π0# ◦ ζ et id ⊗ ǫX avec une observation faite plus haut, on constate que
π0# ◦ ϑ = π0# ◦ ζ ◦ (ϕ0 ⊗ ϕ1) ◦ d est homotope à ϕ0 par une homotopie h0 telle
que h0(C(|σ|, R)) ⊂ S(Wσ, R) pour toute cellule |σ| de K. De même, π1# ◦ ϑ
est homotope à ϕ1 par une homotopie h1 telle que h1(C(|σ|, R)) ⊂ S(Wσ, R).
Puisque λ(Wσ ×Wσ × I), qui contient Wσ, est contenu dans un élément de V, le
lemme en résulte en combinant h, h0 et h1. �

Nous dirons qu’un ouvert O a les propriétés (a), (b) et (c′) relativement à
un recouvrement ouvert V de X s’il existe un recouvrement ouvert G de O plus fin
que V, un complexe simplicial K et des morphismes de châınes ψ : S(O,G, R)→



338 Robert Cauty

C(K ′, R) et ζ : C(K ′, R)→ S(X,R) vérifiant

(a) Pour tout G ∈ G, il existe un simplexe s de K tel que ψ
(
S(G,R)

)
soit

contenu dans C(Tr s,R).

(b) ζ est une réalisation algébrique complète de K ′ relativement à V.

(c′) Pour tout simplexe singulier σ appartenant à S(O,G, R), il y a un
élément de V contenant ‖τ‖ ∪ ‖ζ ◦ ψ(τ)‖ pour toute face τ de σ.

Nous dirons que O a les propriétés (a), (b) et (c) relativement à V s’il
existe en outre une homotopie h : S(O,G, R)→ S(X,R) entre l’inclusion et ζ ◦ψ
vérifiant

(c) Pour tout simplexe singulier σ appartenant à S(O,G, R), il existe un
élément de V contenant ‖τ‖ ∪ ‖ζ ◦ ψ(τ)‖ ∪ ‖h(τ)‖ pour toute face τ de σ.

La démonstration du théorème 2 montre que si G, ζ, ψ et h vérifient
les conditions (a), (b) et (c) ci-dessus, alors toute réalisation algébrique partielle
(dans S(O,R)) d’un complexe simplicial relativement à G se prolonge en une
réalisation algébrique complète (dans S(X,R)) relativement à St2(V). En outre,
en appliquant le lemme précédent à la réalisation géométrique du complexe de
châınes S(O,G, R), on constate que si le couple V, W de recouvrements ouverts
de X vérifie les conditions de ce lemme et si O a les proprítés (a), (b) et (c′)
relativement à W, alors il a les propriétés (a), (b) et (c) relativement à V.

Soit V0 un recouvrement ouvert deX. Prenons des recouvrements ouverts
V1, V2 et W0, W1, W2 vérifiant

(1) Pour i = 0, 1, 2, St(Wi) satisfait à la condition du lemme 4 relative-
ment à Vi.

(2) St(V1) est plus fin que W0 et St2(V2) plus fin que W1.

Sous ces hypothèses sur les recouvrements, nous avons le fait suivant.

Lemme 5. Supposons qu’il existe des ouverts On et Ok
n, n, k entiers ≥ 1,

vérifiant

(i) X =
⋃∞

n=1On et On ⊂ On+1 pour tout n.
(ii) Pour tout n ≥ 1, On =

⋃∞
k=1O

k
n et Ok

n ⊂ O
k+1
n pour tout k.

(iii) Ok
n a les propriétés (a), (b) et (c′) relativement au recouvrement

ouvert W2.

Alors il existe un recouvrement ouvert G de X tel que, pour tout com-
plexe simplicial K, toute réalisation algébrique partielle de K relativement à G
se prolonge en une réalisation algébrique complète relativement à St(V0).

D é m o n s t r a t i o n. D’après (iii) et (1), Ok
n a les propriétés (a), (b)

et (c) relativement à V2 donc, d’après une remarque faite plus haut, il y a
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un recouvrement ouvert Gk
n de Ok

n tel que toute réalisation algébrique partielle
(dans S(Ok

n, R)) d’un complexe simplicial relativement à Gk
n se prolonge en une

réalisation algébrique complète (dans S(X,R)) relativement à St2(V2).
Prenons des ouverts Pn tels que X =

⋃∞
n=1 Pn et Pn ⊂ On ∩ Pn+1 pour

tout n et, pour tout n ≥ 1, des ouverts Qk
n tels que On =

⋃∞
k=1Q

k
n et Q

k
n ⊂

Ok
n ∩ Q

k+1
n pour tout k. Posant P0 = P−1 = Q0

n = Q−1
n = ∅, prenons un

recouvrement ouvert G de X vérifiant, quels que soient n et k

(3) St(Pn,G) ∩ St(X \ Pn+1,G) = ∅

(4) St
(
(P n \ Pn−2) ∩Q

k
n,G

)
∩ St

(
(P n \ Pn−2) ∩ (P n \Q

k+1
n ),G

)
= ∅

(5) Tout élément de G rencontrant (Pn \Pn−2)∩ (Q
k
n \Q

k−2
n ) est contenu

dans un élément de Gk
n.

La construction d’un tel recouvrement G peut se faire comme suit. Prenons
une fonction continue α : X → R+ telle que α−1([n−1, n]) = Pn\Pn−1 pour tout
n. Pour que G vérifie (3), il suffit que le diamètre de α(G) soit inférieur à 1/3
pour tout G ∈ G. Un argument analogue montre qu’il y a un recouvrement Hn

de Pn par des ouverts de X tel que St(Pn∩Q
k
n,Hn)∩St(P n\Q

k+1
n ,Hn) = ∅ pour

tout k, et comme la famille des Pn \ Pn−2, n ≥ 1, est localement finie dans X,
nous pouvons choisir G de façon que, pour tout n, tout élément de G rencontrant
Pn \Pn−2 soit contenu dans un élément de Hn. La condition (4) est alors vérifiée.

La possibilité de vérifier (5) résulte du fait que les fermés (Pn\Pn−2)∩(Q
k
n\Q

k−2
n ),

n, k ≥ 1, forment une famille localement finie dans X et que Gk
n est une famille

d’ouverts de X recouvrant (Pn \ Pn−2) ∩ (Q
k
n \Q

k−2
n ).

Soient K un complexe simplicial et ν : C(L,R)→ S(X,R) une réalisation
algébrique partielle de K relativement à G. Pour tout simplexe σ de K, soit
Tσ =

⋃
{‖ν(τ)‖ | τ ≤ σ et τ ⊂ L}. Alors Tσ′ ⊂ Tσ si σ′ ≤ σ. Pour tout n ≥ 1,

soit Mn le sous-complexe de K formé des simplexes σ tels que Tσ ⊂ Pn \ Pn−2.
Alors K =

⋃∞
n=1Mn. En effet, si σ est un simplexe de K, l’ensemble Tσ est

un compact non vide et, puisque X est réunion de la suite croissante d’ouverts
{Pn}, il y a un plus petit n tel que Pn contienne Tσ. Puisque ν est une réalisation
algébrique partielle relativement à G, il y a un élément G de G contenant Tσ. Alors
∅ 6= Tσ \Pn−1 ⊂ G\P n−1, et (3) entrâıne que G∩Pn−2 = ∅, donc Tσ est contenu
dans Pn \ Pn−2 et σ appartient à Mn. Pour m ≥ n+ 2, nous avons Pn ⊂ Pm−2

d’où Mm ∩Mn = ∅, ce qui entrâıne que les complexes Nn = Mn ∩Mn+1, n ≥ 1,
sont deux à deux disjoints.

Pour n, k ≥ 1, soit Mk
n le sous-complexe de Mn formé des simplexes σ

tels que Tσ ⊂ (P n \ Pn−2) ∩ (Q
k
n \Q

k−2
n ). Il résulte de (4) que Mn =

⋃∞
k=1M

k
n .

En outre, les complexes Nk
n = Mk

n ∩M
k+1
n , k ≥ 1, sont deux à deux disjoints.
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Il résulte de (5) que ν|C(L ∩Mk
n , R) est une réalisation algébrique partielle de

Mk
n relativement à Gk

n, donc se prolonge en une réalisation algébrique complète
νk

n : C(Mk
n , R) → S(X,R) relativement à St2(V2), donc aussi relativement à W1

d’après (2).

Pour m ≥ 1, posons Mn(m) =
⋃m

k=1M
k
n et M(m) =

⋃m
n=1Mn. En

utilisant les νk
n, nous construirons inductivement des morphismes de châınes

χm
n : C(Mn(m), R) → S(X,R) qui sont des réalisations algébriques relative-

ment à St(V1) et vérifient χm+1
n |C(Mn(m), R) = χm

n et χm
n |C(Mn(m) ∩ L,R) =

ν|C(Mn(m) ∩ L,R). Puisque Mn =
⋃∞

m=1Mn(m), les χm
n se recollent en une

réalisation algébrique χn : C(Mn, R)→ S(X,R) relativement à St(V1), donc aussi
àW0, qui prolonge ν|C(Mn∩L,R). En utilisant les χn, nous construirons induc-
tivement des morphismes de châınes µm : C(M(m), R) → S(X,R) qui sont des
réalisations algébriques relativement à St(V0) et vérifient µm+1|C(M(m), R) =
µm et µm|C(M(m)∩L,R) = ν|C(M(m)∩L,R). Puisque M =

⋃∞
m=1M(m), les

µm se recollent en une réalisation algébrique complète µ : C(M,R) → S(X,R)
relativement à St(V0) qui prolonge ν, d’où le lemme. La construction des µm à
l’aide des χn étant identique à la construction des χm

n à l’aide des νk
n, nous ne

donnerons que la construction des χm
n et laisserons au lecteur le soin de construire

les µm.

Nous imposerons aux χm
n la condition supplémentaire que χm

n |C(Nm
n , R) =

νm
n |C(Nm

n , R). Pourm = 1, Mn(1) = M1
n et nous pouvons prendre χ1

n = ν1
n. Sup-

posant χm
n construit, posons Lm

n = Nm
n ∪ (L ∩Mm+1

n ) ∪ Nm+1
n ⊂ Mm+1

n . Soit
ξ0 = νm+1

n |C(Lm
n , R). Définissons ξ1 : C(Lm

n , R)→ S(X,R) par

ξ1(σ) =





χm
n (σ) si σ ∈ Nm

n

ν(σ) si σ ∈ L ∩Mm+1
n

νm+1
n (σ) si σ ∈ Nm+1

n ,

ce qui a un sens puisque χm
n prolonge ν|C(L ∩ Mn(m), R) et νm+1

n prolonge
ν|C(Mm+1

n ∩ L,R). Pour tout simplexe σ de Lm
n , il y a un élément de St(W1)

contenant ‖ξ0(τ)‖ ∪ ‖ξ1(τ)‖ pour toute face τ de σ. En effet, le seul cas non
trivial à vérifier est celui où σ appartient à Nm

n . Dans ce cas, nous avons ξ1(τ) =
χm

n (τ) = νm
n (τ) pour toute face τ de σ et, puisque νm

n et νm+1
n sont des réalisations

algébriques relativement à W1, il existe des éléments W et W ′ de W1 tels que W
contienne ‖ξ0(τ)‖ et que W ′ contienne ‖ξ1(τ)‖ pour toute face τ de σ. Si v est
un sommet de σ, alors 0 6= ν(v) = ξ0(v) = ξ1(v), donc ∅ 6= ‖ν(v)‖ ⊂ W ∩W ′, et
W ∪W ′ est contenu dans un élément de St(W1) et contient ‖ξ0(τ)‖∪‖ξ1(τ)‖ pour
toute face τ de σ. D’après (1), il existe une homotopie h : C(Lm

n , R)→ S(X,R)
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entre ξ0 et ξ1 telle que, pour tout simplexe σ de Lm
n , il existe un élément de V1

contenant ‖ξ0(τ)‖ ∪ ‖ξ1(τ)‖ ∪ ‖h(τ)‖ pour toute face τ de σ.
Posons Y = |Mm+1

n | × I et Z = (|Mm+1
n | × {0})∪ (|Lm

n | × I). Définissons
un morphisme de châınes ζ : C(Z,R) → S(X,R) en posant ζ(σ0) = νm+1

n (σ)
pour tout σ ∈ Mm+1

n et, pour σ ∈ Lm
n , ζ(σ1) = ξ1(σ) et ζ(σI) = h(σ). Soit

r : Y → Z une rétraction cellulaire telle que r(|σ| × I) ⊂ |σ| × I pour tout
σ ∈Mm+1

n . Définisssons χm+1
n : C(Mn(m+ 1), R)→ S(X,R) par

χm+1
n (σ) =

{
χm

n (σ) si σ ∈Mn(m)

ζ ◦ r#(σ1) si σ ∈Mm+1
n .

Cette définition a un sens car si σ appartient à Mn(m) ∩Mm+1
n = Nm

n , alors
r#(σ1) = σ1 et ζ(σ1) = χm

n (σ). Le morphisme χm+1
n prolonge ν|C(L ∩Mn(m +

1), R). En effet, si σ appartient à L ∩Mn(m), alors χm+1
n (σ) = χm

n (σ) = ν(σ)
par l’hypothèse de récurrence, et si σ appartient à L ∩Mm+1

n , alors r#(σ1) = σ1

et ζ(σ1) = ν(σ). Si σ appartient à Nm+1
n , alors r#(σ1) = σ1 et ζ(σ1) = νm+1

n (σ),
donc χm+1

n |C(Nm+1
n , R) = νm+1

n |C(Nm+1
n , R). Reste à vérifier que, pour tout

simplexe σ de Mn(m + 1), il existe un élément de St(V1) contenant ‖χm+1
n (τ)‖

pour toute face τ de σ. Si σ appartient à Mn(m), cela résulte de l’hypothèse
de récurrence. Si σ appartient à Mm+1

n , il existe Vσ ∈ V1 contenant ‖νm+1
n (τ)‖

pour toute face τ de σ. Pour chaque face σ′ de σ appartenant à Lm
n , il existe

Vσ′ ∈ V1 contenant ‖ξ0(τ)‖ ∪ ‖ξ1(τ)‖ ∪ ‖h(τ)‖ pour toute face τ de σ′. Si v est
un sommet de σ′, alors ξ0(v) = νm+1

n (v) 6= 0, donc ∅ 6= ‖ξ0(v)‖ ⊂ Vσ ∩ Vσ′ . Il en
résulte que St(Vσ ,V1) contient ‖ζ(c)‖ pour toute châıne c de C((|σ|×I)∩Z,R) et,
puisque r(|σ|×I) est contenu dans (|σ|×I)∩Z, St(Vσ,V1) contient ‖χm+1

n (τ)‖ =
‖ζ ◦ r#(τ)‖ pour toute face τ de σ. �

Le théorème 8 est une conséquence immédiate du lemme 5 et du suivant.

Lemme 6. Pour tout recouvrement ouvert U de X, il existe des ouverts
On et Ok

n, n, k ≥ 1, vérifiant
(i) X =

⋃∞
n=1On et On ⊂ On+1 pour tout n.

(ii) Pour tout n ≥ 1, On =
⋃∞

k=1O
k
n et Ok

n ⊂ O
k+1
n pour tout k.

(iii) Ok
n a les propriétés (a),(b) et (c′) relativement à U .

D é m o n s t r a t i o n. Soit A un ensemble dont le cardinal est le poids
de X. Pour tout α ∈ A, prenons une copie Iα de l’intervalle I de façon que
Iα ∩ Iα′ = {0} pour α 6= α′, et soit Y =

⋃
α∈A Iα. Définissons une distance ρ sur

Y en posant

ρ(x, y) =

{
|x− y| si x et y appartiennent à un même Iα

min(1, x + y) sinon.
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Pour i ≥ 1, soit Yi une copie de Y et munissons le produit Y N de la
distance définie, pour x = (xi) et y = (yi) par d(x, y) =

∑∞
i=1 2−iρ(xi, yi). Pour

n ≥ 1, posons Y n =
∏n

i=1 Yi et notons pn la projection de Y N sur Y n.

Nous pouvons supposer queX est un sous-espace de Y N (voir [8], théorème
4.4.9) et nous munissons X de la distance induite par d, que nous notons encore
d. Pour x ∈ X et δ > 0, nous notons B(x, δ) la boule ouverte de centre x et de
rayon δ dans X.

Fixons un recouvrement ouvert U de X. Soit U ′ un recouvrement ouvert
de X tel que St(U ′) soit plus fin que U . Pour n ≥ 1, soit On l’ensemble des

points x de X pour lesquels il existe δ >
9

2
.2−n tel que le produit B(x, δ)3 soit

contenu dans U et que λ2(B(x, δ)3 × ∆2) soit contenu dans un élément de U ′.
Evidemment, On est ouvert et contenu dans On+1, et l’égalité X =

⋃∞
n=1On

résulte du fait que, pour tout entier n et tout voisinage V d’un point x de X, il
y a un voisinage W de x tel que W n+1 ⊂ U et λn(W n+1 ×∆n) ⊂ V .

Posons Ok
n = ∅ pour k ≤ n et, pour k > n, soit Ok

n l’ensemble des points
x de On pour lesquels il existe δ > 22−k tel que le produit B(x, δ)n+2 soit contenu
dans Un+1 et que le diamètre de λn+1

(
B(x, δ)n+2 × ∆n+1

)
soit inférieur à 2−n.

Evidemment, Ok
n est ouvert et contenu dans Ok+1

n , et On =
⋃∞

k=1O
k
n pour une

raison indiquée ci-dessus.

Reste à montrer que, pour n < k fixés, Ok
n a les propriétés (a), (b) et

(c′) relativement à U . La construction des objets G, ψ et ζ demandés par ces
conditions se fera en plusieurs étapes. Nous utiliserons des décompositions cel-
lulaires des produits Y n et Y k pour construire un complexe simplicial K et une
décomposition CW K̃ de |K| dont les cellules sont indexées par les sommets
de K *. Nous construirons ensuite un recouvrement ouvert G0 de Ok

n indexé
par les sommets de K qui, comme dans la démonstration du théorème 2, nous
fournira le recouvrement G et le morphisme ψ. Puis nous construirons un CW-
complexe P , un morphisme de châınes ϑ : C(K̃,R) → C(P,R) et une fonc-
tion continue f : P → X. Prenant des morphismes de châınes convenables
µ : C(P,R) → S(P,R) et ν : C(K ′, R) → C(K̃,R), nous définirons finalement ζ
par ζ = f# ◦ µ ◦ ϑ ◦ ν.

Décomposant chaque intervalle Iα en 2k sous-intervalles fermés de longueur
2−k, nous obtenons une décomposition cellulaire de Y . Nous munissons Y n et Y k

des décompositions cellulaires produits correspondantes et de la topologie CW
associée à ces décompositions. Soit N le sous-complexe de Y n formé des cellules

* eK = |K|, mais nous utilisons la notation eK pour distinguer les complexes C(|K|, R) et

C( eK, R).
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|σ| telles que p−1
n (

◦
σ) ∩ Ok

n 6= ∅ et de toutes les faces de telles cellules, et soit M

le sous-complexe de Y k formé des cellules |τ | telles que p−1
k (

◦
τ) ∩ Ok

n 6= ∅ et de
toutes les faces de telles cellules.

Si σ est une cellule de N et x = (xi), y = (yi) sont deux points de p−1
n (|σ|),

alors ρ(xi, yi) ≤ 2−k pour i ≤ n, d’où

(6) diam p−1
n (|σ|) < 2−n + 2−k < 2.2−n pour toute cellule |σ| de N .

De façon analogue, nous avons aussi

(7) diam p−1
k (|τ |) ≤ 2.2−k pour toute cellule |τ | de M .

La restriction à M de la projection de Y k sur Y n est une application
cellulaire de M sur N que nous noterons π.

Le complexe simplicial K et la décomposition CW K̃. Soit S l’ensemble des
cellules de N . Pour toute cellule |σ| de N , soit M(σ) le sous-complexe de M
formé des cellules |τ | telles que π(|τ |) = |σ| et de toutes les faces de telles cellules.
M(σ) est de la forme M(σ) = |σ| × L(σ), où L(σ) est un sous-complexe de
la décomposition CW produit de Y (n, k) =

∏k
n+1 Yi. Soient Lj , j ∈ Jσ, les

composantes de L(σ) ; alors les Mj = |σ| × Lj sont les composantes de M(σ).
Nous supposons les Jσ deux à deux disjoints et posons J =

⋃
|σ|∈S Jσ. Si |σ′|

est une face de |σ|, alors M(σ) ∩ π−1(|σ′|) est contenu dans M(σ′), de sorte que,
pour tout j ∈ Jσ , il existe un unique j′ ∈ Jσ′ tel que Mj ∩ π

−1(|σ′|) = |σ′| × Lj

soit contenu dans Mj′ . Nous écrirons j′ ≤ j si j′ ∈ Jσ′ et j ∈ Jσ avec |σ′| ≤ |σ|
et Mj ∩ π

−1(|σ′|) ⊂Mj′ , et j′ < j si j′ ≤ j et j′ 6= j.

L’ensemble des sommets du complexe simplicial K est J et s = [j0, . . . , jm]
est un simplexe de K si la numérotation peut être choisie de façon que j0 ≤ · · · ≤
jm. La subdivision barycentrique de N en est une triangulation, et la fonction
q qui fait correspondre à chaque élément de Jσ le barycentre de la cellule |σ|
est une application simpliciale de K dans cette subdivision barycentrique dont
la restriction à chaque simplexe de K est injective. En particulier, K est de
dimension au plus n.

Soient |σ| ∈ S et j ∈ Jσ. Pour toute face |σ′| de |σ|, soit j(σ′) l’élément
de Jσ′ tel que Mj ∩ π

−1(|σ′|) ⊂ Mj(|σ′|), et soit cj le sous-complexe plein de K
engendré par les j(σ′), |σ′| ≤ |σ|. La fonction q envoie cj isomorphiquement sur
la subdivision barycentrique de |σ|, donc |cj | est une cellule et les |cj |, j ∈ J ,

forment une décomposition CW de K, que nous noterons K̃. Pour j ∈ Jσ, les
faces de |cj | correspondent bijectivement à celles de |σ|. Si |σ| est de dimen-
sion r et j appartient à Jσ , alors q envoie |cj | homéomorphiquement sur |σ|, et

nous prendrons pour générateur de C(K̃,R) correspondant à |cj | l’élément cj de
Hr(|cj |, |∂cj |, R) que l’isomorphisme induit par q envoie sur σ ∈ Hr(|σ|, |∂σ|, R).
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Avec ce choix des générateurs, si ∂σ =
∑

t ǫtσt, où |σt| parcourt les (r − 1)-faces
de |σ|, alors ∂cj =

∑
t ǫtcjt , où jt est l’unique élément de Jσt tel que jt ≤ j.

Le recouvrement G et le morphisme ψ. Construisons un recouvrement ouvert
auxiliaire G0 = {Gj | j ∈ J} de Ok

n indexé par les éléments de J et vérifiant

(8) diamGj < 2.2−n pour tout j ∈ J ,

(9) le nerf de G0 est un sous-complexe de K.

Pour 0 ≤ m ≤ n, soit Y n(m) le m-squelette de Y n et soient Sm le sous-
ensemble de S formé des cellules de dimension m et S≤m celui des cellules de
dimension au plus m. Notons Jm (resp. J≤m) la réunion des Jσ où |σ| parcourt
Sm (resp. S≤m).

Remarquons que tout sous-complexe Z de la décomposition CW de Y n

que nous utilisons est fermé pour la distance dn(x, y) =
∑n

i=1 2−iρ(xi, yi), donc
p−1

n (Z) est fermé dans Y N. De même, p−1
k (Z) est fermé dans Y N pour tout sous-

complexe Z de Y k. Si |σ| est une (m+ 1)-cellule de Y n, alors
◦
σ est ouvert dans

Y n(m+1)\Y n(m) pour la distance dn, donc p−1
n (

◦
σ) est ouvert dans p−1

n

(
Y n(m+

1) \ Y n(m)
)
. D’autre part, si |τ1| et |τ2| sont deux cellules disjointes de M , il

existe i ≤ k tel que les projections de |τ1| et |τ2| sur Yi soient disjointes, ce qui
entrâıne que d(x, y) ≥ 2−i.2−k si x et y sont des points de p−1

k (|τ1|) et p−1
k (|τ2|)

respectivement. Il en résulte que si M1 et M2 sont des sous-complexes disjoints
de M , alors d(x, y) ≥ 2−2k pour x ∈ p−1

k (M1) et y ∈ p−1
k (M2).

Dans la construction qui suit, Gj désignera la fermeture de Gj relative-
ment à Ok

n. Pour |σ| ∈ S et j ∈ Jσ, soit Hj le sous-complexe de M réunion de

tous les Mj′ tels que Mj′ ∩Mj ∩ π
−1(

◦
σ) = ∅.

Les complexes Mj avec j ∈ J0 sont deux à deux disjoints, et il résulte
des remarques précédentes que {p−1

k (Mj) ∩ O
k
n | j ∈ J0} est une famille discrète

de fermés de Ok
n. Nous pouvons donc trouver une famille discrète {Gj | j ∈ J0}

d’ouverts de Ok
n telle que p−1

k (Mj) ∩O
k
n ⊂ Gj pour tout j ∈ J0 et que Gj = ∅ si

p−1
k (Mj) ∩ O

k
n = ∅. Puisque p−1

k (Mj) ∩ O
k
n est contenu dans un ensemble de la

forme p−1
n (|σ|), où |σ| est une cellule de Y n, il est de diamètre inférieur à 2.2−n

d’après (6) et, quitte à diminuer les Gj , nous pouvons supposer qu’ils vérifient

(8). Pour |σ| ∈ S0, nous avons |σ| =
◦
σ, donc Mj ∩ Hj = ∅ pour tout j ∈ J0,

et nous pouvons aussi supposer que Gj ∩ p
−1
k (Hj) = ∅. Comme les p−1

k (Mj)
avec j ∈ J0 recouvrent p−1

n (Y n(0)) ∩ Ok
n, la réunion des Gj avec j ∈ J0 contient

p−1
n (Y n(0)) ∩Ok

n.

Soit 0 ≤ m < n et supposons construite une famille {Gj | j ∈ J≤m}
d’ouverts de Ok

n, localement finie dans Ok
n et telle que G(m) =

⋃
{Gj | j ∈ J≤m}

contienne p−1
n (Y n(m))∩Ok

n. Les ensembles p−1
k (Mj)∩(Ok

n \G(m)) avec j ∈ Jm+1
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sont fermés dans Ok
n et forment une famille discrète dans Ok

n. En effet, l’ouvert
G(m) ∪

(
Ok

n \ p
−1
n (Y n(m + 1))

)
ne rencontre aucun de ces fermés, et si le point

x de Ok
n n’appartient pas à cet ouvert, il appartient à p−1

n

(
Y n(m+ 1) \ Y n(m)

)
,

donc il y a une unique (m+ 1)-cellule |σx| telle que
◦
σx contienne pn(x). Puisque

p−1
n (

◦
σx) est ouvert dans p−1

n

(
Y n(m+1)\Y n(m)

)
, il y a un voisinage V de x dans

X tel que V ∩p−1
n

(
Y n(m+1)\Y n(m)

)
⊂ p−1

n (
◦
σx). Alors V ∩B(x, 2−3k) rencontre

un seul des ensembles p−1
n (Mj)∩ (Ok

n \G(m)) avec j ∈ Jm+1 (si V ∩Mj 6= ∅, alors
j appartient à Jσx et, les complexes Mj avec j ∈ Jσx étant disjoints, B(x, 2−3k)
rencontre un seul d’entre eux).

Nous pouvons donc trouver une famille discrète {Gj | j ∈ Jm+1} d’ouverts
de Ok

n telle que p−1
k (Mj)∩ (Ok

n \G(m)) ⊂ Gj pour tout j ∈ Jm+1 et que Gj = ∅ si
p−1

k (Mj)∩ (Ok
n \G(m)) = ∅. Comme précédemment, nous pouvons supposer que

le diamètre de Gj est inférieur à 2.2−n. Puisque {Gj′ | j
′ ∈ J≤m} est localement

finie, nous pouvons choisir les Gj de façon que Gj ∩ Gj′ = ∅ pour tout j′ ∈
J≤m tel que Gj′ ∩ p

−1
k (Mj) = ∅. Enfin, puisque, pour |σ| ∈ Sm+1 et j ∈ Jσ,

p−1
k (Hj) ∩ p

−1
k (Mj) ∩ (Ok

n \ G(m)) ⊂ p−1
k (Hj) ∩ p

−1
k (Mj) ∩ p

−1
k (

◦
σ) = ∅, nous

pouvons aussi supposer que Gj ∩ p
−1
k (Hj) = ∅. La famille {Gj | j ∈ Sm+1} est

réunion de deux familles localement finies dans Ok
n, donc est localement finie, et

recouvre [p−1
n (Y n(m))∪

⋃
j∈Jm+1

(p−1
n (Mj)\G(m))]∩Ok

n = p−1
n (Y n(m+1))∩Ok

n.

La condition (8) est vérifiée par construction. Soit [j0, . . . , jr] un simplexe
du nerf de G0, où ji appartient à Jσi

pour 0 ≤ i ≤ r. Supposons la numérotation
choisie de façon que dim |σ0| ≤ · · · ≤ dim |σr|. Puisque les Gj avec j dans Sm

sont deux à deux disjoints, nous avons alors dim |σ0| < · · · < dim |σr|. Soient
0 ≤ u < v ≤ r. La relation Gju ∩ Gjv 6= ∅ entrâıne que Gju ∩ p

−1
k (Mjv) 6= ∅,

donc Mjv n’est pas contenu dans Hju et nous avons Mju ∩Mjv ∩ π
−1(

◦
σu) 6= ∅,

ce qui n’est possible que si |σu| est une face de |σv | et ju l’élément de Jσu tel que
Mjv ∩ π

−1(|σu|) ⊂ Mju . Ceci montre que [j0, . . . , jr] est un simplexe de K, d’où
(9).

Soit R l’ensemble des simplexes de K. Pour s = [j0, . . . , ju] ∈ R, posons
Gs = Gj0 ∩ · · · ∩ Gju , et soit G = {Gs | s ∈ R}. Puisque K est de dimension
finie, nous pouvons, en procédant comme dans la démonstration du théorème
2, construire un morphisme de châınes ψ : S(Ok

n,G, R) → C(K ′, R) tel que
ψ(S(Vs, R)) ⊂ C(Tr s,R) pour tout s ∈ R. La condition (a) est donc vérifiée.

Le CW-complexe P et le morphisme ϑ. Pour j ∈ J , nous notons |σ(j)| l’unique
cellule de N telle que j ∈ Jσ(j) et posons dim j = dim |σ(j)| = dim |cj |. Soit
Sj le 1-squelette de Lj ; puisque Lj est connexe, Sj aussi. Soit Tj un arbre
maximal de Sj (un sous-complexe contractile contenant tous les sommets de Sj).
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Posons Qj = |σ(j)| ×Sj et Q =
⋃

j∈J Qj. Notons que le sous-complexe Qj est de
dimension au plus dim j + 1.

Soit {vj | j ∈ J} une famille de points distincts n’appartenant pas à M .
Pour j ∈ J , soit Cj =

⋃
{Qj′ | j

′ ≤ j} et soit Dj le cône de base Cj et de sommet
vj . Pour j′ < j, soit E(j′, j) le joint de Cj′ et du 1-simplexe |vj′ , vj |. Posons

P = Q ∪
⋃

j∈J

Dj ∪
⋃

j′<j

E(j′, j).

Si |τ | est une cellule de M , nous notons |vjτ | le cône de base |τ | et de
sommet vj (pour |τ | ⊂ Cj) et |vj′vjτ | le joint de |τ | et du 1-simplexe |vj′ , vj |
(pour |τ | ⊂ Cj′) ; dans ces notations, nous supposerons toujours que j′ < j.
P est un CW-complexe spécial dont les cellules sont celles de Q et les cellules
de la forme |vjτ | et |vj′vjτ |. Nous choisissons comme suit les générateurs de
C(P,R) correspondant à ces cellules. Si |τ | est une cellule de Q et |σ| = π(|τ |),
alors dim |σ| ≤ dim |τ | ≤ dim |σ| + 1, et il existe j ∈ Jσ tel que |τ | ⊂ Qj . Si
dim |τ | = dim |σ|, il y a un sommet z de Sj tel que |τ | = |σ|×{z}, et nous prenons
le générateur τ de H(|τ |, |∂τ |, R) correspondant au générateur σ ∈ H(|σ|, |∂σ|, R)
par la projection ; nous noterons aussi σ×z ce générateur. Si dim |τ | = dim |σ|+1,
il y a une 1-cellule |a| de Sj, d’extrémités z0 et z1, telle que |τ | = |σ|× |a|, et nous
choisissons le générateur τ = σ×a par récurrence sur la dimension de |τ | de façon
que, si ∂a = z1 − z0, alors ∂τ = σ × z1 − σ × z0 − ∂σ × a (si ∂σ =

∑
r ǫrσr, alors

∂σ × a =
∑

r ǫrσr × a). Si ω =
∑

u ǫuau est une 1-châıne dans Sj, nous notons
σ×ω =

∑
u ǫuσ×au. Nous choisissons ensuite inductivement les générateurs vjτ

de façon que ∂(vjτ) = τ − vj∂τ (si κ =
∑

r ǫrτr est une châıne dans Cj , vjκ est
la châıne

∑
r ǫrvjτr dans Dj et une convention analogue s’appliquera aux châınes

vj′vjκ). Enfin, nous choisissons inductivement les générateurs vj′vjτ de façon que
∂(vj′vjτ) = vjτ − vj′τ + vj′vj∂τ .

Pour j, j′ dans J tels que dim j′ = dim j − 1, notons ǫjj′ les coefficients

d’incidence tels que ∂cj =
∑

j′ ǫ
j
j′cj′ (ǫjj′ = 0 si |cj′ | n’est pas une face de |cj |).

Soit F(j) = {j′ ∈ J | j′ < j et dim j′ = dim j − 1}. Pour tout j ∈ J , choisissons
un sommet zj de Lj et posons |τ(j)| = |σ(j)| × {zj} et

Π(j) =
⋃

j′≤j

Dj′ ∪
⋃

j′′<j′≤j

E(j′′, j′).

Pour j′′ ≤ j′ < j, les sommets zj et zj′ appartiennent à Lj′′ et l’arbre Tj′′

contient une unique 1-châıne ωj′′(j
′, j) telle que ∂ωj′′(j

′, j) = zj′ − zj . Pour j tel
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que dim j ≥ 2 et pour j′ ∈ F(j), définissons des châınes βj
j′ et γj

j′ dans Π(j) par

βj
j′ = vj′∂σ(j′)× ωj′(j

′, j)−
∑

j′′∈F(j′)

ǫj
′

j′′vj′′σ(j′′)× ωj′′(j
′, j)

et

γj
j′ = vj′vj∂σ(j′)× zj +

∑

j′′∈F(j′)

ǫj
′

j′′(vj′′vj′σ(j′′)× zj′ − vj′′vjσ(j′′)× zj)

et posons βj
j′ = γj

j′ = 0 si dim j = 1. Convenons aussi de poser βj
j′ = γj

j′ = 0 si
|cj′ | n’est pas une face de |cj | ; cela permettra de supposer que, dans toutes les

formules du type
∑

j′ ǫ
j
j′β

j
j′ intervenant ci-dessous, j′ parcourt tous les indices tels

que dim j′ = dim j − 1, j′′ tous ceux tels que dim j′′ = dim j − 2 et j′′′ tous ceux
tels que dim j′′′ = dim j − 3. Définissons une fonction ϑ : C(K̃,R)→ C(P,R) en
posant ϑ(cj) = τ(j) si dim j = 0 et

ϑ(cj) = τ(j) +
∑

j′

ǫjj′(σ(j′)× ωj′(j
′, j) + βj

j′ + γj
j′)

si dim j > 0. Notons que ϑ(cj) appartient à C(Π(j), R). Nous allons montrer
que ϑ est un morphisme de châınes. Pour cela, nous devons vérifier que ϑ(∂cj) =
∂ϑ(cj) si dim j > 0. Notons d’abord que le choix des générateurs cj et τ garantit

que si ∂cj =
∑

j′ ǫ
j
j′cj′ , alors ∂σ(j) =

∑
j′ ǫ

j
j′σ(j′) et ∂τ(j) =

∑
j′ ǫ

j
j′σ(j′)× zj .

Si |cj | est une 1-cellule de sommets |cj1 | et |cj0 | et si ∂cj = ǫjj1cj1 + ǫjj0cj0 ,
alors

∂ϑ(cj) = ∂(τ(j) + ǫjj1σ(j1)× ωj1(j1, j) + ǫjj0σ(j0)× ωj0(j0, j))

= ǫjj1σ(j1)× zj + ǫjj0σ(j0)× zj

+ ǫjj1σ(j1)× (zj1 − zj) + ǫjj0σ(j0)× (zj0 − zj)

= ǫjj1σ(j1)× zj1 + ǫjj0σ(j0)× zj0 = ϑ(∂cj).
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Si dim j > 1, nous avons

∂ϑ(cj) = ∂
(
τ(j) +

∑

j′

ǫjj′(σ(j′)× ωj′(j
′, j) + βj

j′ + γj
j′)

)

=
∑

j′

ǫjj′σ(j′)× zj +
∑

j′

ǫjj′
(
σ(j′)× (zj′ − zj)− ∂σ(j′)× ωj′(j

′, j)
)

+
∑

j′

ǫjj′
(
∂σ(j′)× ωj′(j

′, j)− vj′∂σ(j′)× (zj′ − zj)
)

−
∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′

(
σ(j′′)× ωj′′(j

′, j)− vj′′σ(j′′)× (zj′ − zj)

+ vj′′∂σ(j′′)× ωj′′(j
′, j)

)

+
∑

j′

ǫjj′
(
vj∂σ(j′)× zj − vj′∂σ(j′)× zj

)

+
∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′

(
vj′σ(j′′)× zj′ − vj′′σ(j′′)× zj′ + vj′′vj′∂σ(j′′)× zj′

)

−
∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′

(
vjσ(j′′)× zj − vj′′σ(j′′)× zj + vj′′vj∂σ(j′′)× zj

)
.

Nous avons
∑

j′

ǫjj′vj∂σ(j′)× zj = vj∂
( ∑

j′

ǫjj′σ(j′)
)
× zj = vj∂∂(σ(j)) = 0

et, notant que
∑

j′ ǫ
j
j′ǫ

j′

j′′ = 0 (c’est le coefficient de 0 = ∂∂(σ(j)) sur cj′′), nous
avons aussi

∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′vjσ(j′′)× zj =
∑

j′′

( ∑

j′

ǫjj′ǫ
j′

j′′

)
vjσ(j′′)× zj = 0

∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′vj′′vj∂σ(j′′)× zj =
∑

j′′

( ∑

j′

ǫjj′ǫ
j′

j′′

)
vj′′vj∂σ(j′′)× zj = 0.

Comme
∑

j′ ǫ
j
j′vj′∂σ(j′) × zj′ =

∑
j′,j′′ ǫ

j
j′ǫ

j′

j′′vj′σ(j′′) × zj′ , il reste après
simplification

∂ϑ(cj) =
∑

j′

ǫjj′σ(j′)× zj′ −
∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′σ(j′′)× ωj′′(j
′, j)

−
∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′vj′′∂σ(j′′)× ωj′′(j
′, j) +

∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′vj′′vj′∂σ(j′′)× zj′ .
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Si dim j = 2, alors ∂σ(j′′) = 0 et cette expression se réduit à

∂ϑ(cj) =
∑

j′

ǫjj′σ(j′)× zj′ −
∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′σ(j′′)× ωj′′(j
′, j).

Si dim j = 2, alors

ϑ(∂cj) = ϑ
( ∑

j′

ǫjj′cj′
)

=
∑

j′

ǫjj′
(
τ(j′) +

∑

j′′

ǫj
′

j′′σ(j′′)× ωj′′(j
′′, j′)

)
.

Dans l’arbre Tj′′ , nous avons ωj′′(j
′′, j′) = ωj′′(j

′′, j) − ωj′′(j
′, j), d’où

∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′σ(j′′)× ωj′′(j
′′, j′) =

∑

j′′

σ(j′′)×
(∑

j′

ǫjj′ǫ
j′

j′′

)
ωj′′(j

′′, j)

−
∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′σ(j′′)× ωj′′(j
′, j)

= −
∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′σ(j′′)× ωj′′(j
′, j),

et

ϑ(∂cj) =
∑

j′

ǫjj′σ(j′)× zj′ −
∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′σ(j′′)× ωj′′(j
′, j) = ∂ϑ(cj)

si dim j = 2.

En utilisant l’observation précédente sur ωj′′(j
′′, j′), nous obtenons, quand
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dim j > 2

ϑ(∂cj) =
∑

j′

ǫjj′ϑ(cj′)

=
∑

j′

ǫjj′
(
τ(j′) +

∑

j′′

ǫj
′

j′′(σ(j′′)× ωj′′(j
′′, j′) + βj′

j′′ + γj′

j′′)
)

=
∑

j′

ǫjj′τ(j
′)−

∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′σ(j′′)× ωj′′(j
′, j)

+
∑

j′

ǫjj′
∑

j′′

ǫj
′

j′′

(
vj′′∂σ(j′′)× ωj′′(j

′′, j′)

−
∑

j′′′

ǫj
′′

j′′′vj′′′σ(j′′′)× ωj′′′(j
′′, j′)

)

+
∑

j′

ǫjj′
∑

j′′

ǫj
′

j′′

(
vj′′vj′∂σ(j′′)× zj′ +

∑

j′′′

ǫj
′′

j′′′(vj′′′vj′′σ(j′′′)× zj′′

− vj′′′vj′σ(j′′′)× zj′)
)
.

Nous avons
∑

j′,j′′,j′′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′ǫ
j′′

j′′′vj′′′vj′′σ(j′′′)× zj′′ =
∑

j′′,j′′′

ǫj
′′

j′′′vj′′′vj′′σ(j′′′)×
(∑

j′

ǫjj′ǫ
j′

j′′

)
zj′′

= O

et
∑

j′,j′′,j′′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′ǫ
j′′

j′′′vj′′′vj′σ(j′′′)× zj′ =
∑

j′,j′′′

ǫjj′vj′′′vj′σ(j′′′)×
( ∑

j′′

ǫj
′

j′′ǫ
j′′

j′′′

)
zj′ = 0

puisque
∑

j′′ ǫ
j′

j′′ǫ
j′′

j′′′ = 0 (c’est le coefficient de 0 = ∂∂(cj′) sur cj′′′). De plus,

∑

j′,j′′,j′′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′ǫ
j′′

j′′′vj′′′σ(j′′′)× ωj′′′(j
′′, j′)

=
∑

j′′′

vj′′′σ(j′′′)×
( ∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′ǫ
j′′

j′′′ωj′′′(j
′′, j′)

)

et la châıne ω(j′′′) =
∑

j′,j′′ ǫ
j
j′ǫ

j′

j′′ǫ
j′′

j′′′ωj′′′(j
′′, j′) de Tj′′′ vérifie

∂ω(j′′′) =
∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′ǫ
j′′

j′′′(zj′′ − zj′)

=
∑

j′′

ǫj
′′

j′′′

( ∑

j′

ǫjj′ǫ
j′

j′′

)
zj′′ −

∑

j′

ǫjj′
(∑

j′′

ǫj
′

j′′ǫ
j′′

j′′′

)
zj′ = 0
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et comme Tj′′′ est un complexe acyclique de dimension un, nous avons ω(j′′′) = O,
donc ∑

j′,j′′,j′′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′ǫ
j′′

j′′′vj′′′σ(j′′′)× ωj′′′(j
′′, j′) = 0.

Comme en outre

∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′vj′′∂σ(j′′)× ωj′′(j
′′, j′) =

∑

j′′

( ∑

j′

ǫjj′ǫ
j′

j′′)vj′′∂σ(j′′)× ωj′′(j
′′, j)

−
∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′vj′′∂σ(j′′)× ωj′′(j
′, j)

= −
∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′vj′′∂σ(j′′)× ωj′′(j
′, j),

nous obtenons après simplification

ϑ(∂cj) =
∑

j′

ǫjj′τ(j
′)−

∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′σ(j′′)× ωj′′(j
′, j)

−
∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′vj′′∂σ(j′′)× ωj′′(j
′, j) +

∑

j′,j′′

ǫjj′ǫ
j′

j′′vj′′vj′∂σ(j′′)× zj′

= ∂ϑ(cj).

La fonction f . Pour construire f , nous utiliserons le fait que la subdivision
barycentrique de M en est une triangulation. Nous notons bτ le barycentre de la
cellule |τ | de M . Pour chaque cellule |τ | de M , il existe, par définition de M , une

cellule |τ ′| dont |τ | est une face et telle que p−1
k (

◦
τ
′
) ∩ Ok

n 6= ∅ ; fixons une telle

cellule |τ ′| et un point x(τ) de p−1
k (

◦
τ
′
) ∩Ok

n en convenant de prendre |τ ′| = |τ | si

p−1
k (

◦
τ )∩Ok

n 6= ∅. Si |τ1| et |τ2| sont deux cellules de M telles que |τ1| ∩ |τ2| 6= ∅ et

si x(τi) appartient à p−1
k (

◦
τ
′

i) pour i = 1, 2, alors ∅ 6= |τ1| ∩ |τ2| ⊂ |τ
′
1| ∩ |τ

′
2|, donc

d(x(τ1), x(τ2)) ≤ 4.2−k d’après (7).

Le sous-complexe Q de M est de dimension n + 1, donc si le simplexe
|bτ0 , . . . , bτr | (|τ0| < · · · < |τr|) de la subdivision barycentrique de M est con-
tenu dans Q, alors r ≤ n + 1. D’après ce qui précède, tous les x(τi) sont
dans la boule fermée B(x(τ0), 2

2−k). Puisque x(τ0) appartient à Ok
n, le pro-

duit B(x(τ0), 2
2−k)n+2 est contenu dans Un+1, ce qui permet, pour un point

y =
∑r

i=0 tibτi
de ce simplexe, de poser

f(y) = λr(x(τ0), . . . , x(τr); t0, . . . , tr).
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D’après (⋆), f(y) ne dépend pas du choix du simplexe de la subdivision
barycentrique de Q contenant y (pourvu que |τ0| < · · · < |τr|), et nous définissons
ainsi une fonction f : Q → X telle que f(bτ ) = x(τ) pour toute cellule |τ | de
Q. Par définition de Ok

n, le diamètre de f(|bτ0 , . . . , bτr |) est inférieur à 2−n, donc
d(f(y), f(bτi

)) < 2−n pour tout y ∈ |bτ0 , . . . , bτr | et 0 ≤ i ≤ r. Pour tout j ∈ J ,
posons f(vj) = x(τ(j)). Nous avons alors

(10) d(f(y), f(vj)) <
9
2 .2

−n pour tout y ∈ Cj ∪ {vj′ | j
′ ≤ j}.

En effet, si |τ | est une cellule de Cj , alors π(|τ |) ⊂ |σ(j)|, et si x(τ)

appartient à p−1
k (

◦
τ
′
) et x(τ(j)) à p−1

k (
◦
τ j), alors |τ | ∩ |τ ′| 6= ∅ 6= |τ(j)| ∩ |τj |, donc,

en utilisant (6) et (7), nous obtenons

d(x(τ), x(τ(j))) ≤ diam p−1
k (|τ ′|) + diam p−1

n (|σ(j)|) + diam p−1
k (|τj |)

< 2.2−k + (2−n + 2−k) + 2.2−k ≤
7

2
.2−n.

Nous avons donc en particulier d(f(vj′), f(vj)) <
7
2 .2

−n si j′ ≤ j. Si le sim-
plexe |bτ0 , . . . , bτr | est contenu dans Cj , alors |τr| ⊂ Cj et d(f(vj), f(y)) ≤

d(f(vj), f(bτr )) + d(f(bτr), f(y)) < 7
2 .2

−n + 2−n =
9

2
.2−n pour tout y dans ce

simplexe, d’où (10).

Tout point y de Dj s’écrit y = t0u+ t1vj où u appartient à Cj et (t0, t1)
à ∆1, et tout point y de E(j′, j) s’écrit y = t0u + t1vj′ + t2vj où u appartient à
Cj′ et (t0, t1, t2) à ∆2. Puisque f(vj) appartient à Ok

n ⊂ On, B(f(vj),
9
2 .2

−n)3 est
contenu dans U2, donc nous pouvons poser

f(y) = λ1(f(u), f(vj); t0, t1)

pour y = t0u+ t1vj ∈ Dj et

f(y) = λ2(f(u), f(vj′), f(vj); t0, t1, t2)

pour y = t0u + t1vj′ + t2vj ∈ E(j′, j). Il résulte de (⋆) que ces définitions sont
compatibles entre elles et compatibles avec la définition de f |Q. Puisque les
fonctions λm sont continues, la fonction f ainsi construite est continue. Par
définition de On, λ2(B(f(vj),

9
2 .2

−n)3 ×∆2) est contenu dans un élément de U ′,
donc il résulte de (10) que

(11) f
(⋃

j′≤j Π(j′)
)

est contenu dans un élément de U ′ pour tout j ∈ J .

Soit µ : C(P,R) → S(P,R) un morphisme de châınes tel que µ(τ) ∈
S(|τ |, R) pour toute cellule |τ | de P . Pour tout simplexe s′ de K ′, soit |cj(s′)|
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la plus petite cellule de K̃ contenant |s′|. Soit ν : C(K ′, R) → C(K̃,R) un
morphisme de châınes tel que ν(s′) ∈ C(|cj(s′)|, R) pour tout simplexe s′ de K ′,
et soit enfin ζ = f# ◦ µ ◦ ϑ ◦ ν : C(K ′, R)→ S(X,R).

Si s′ est un simplexe deK ′, alors, pour toute face s′′ de s′, ν(s′′) appartient
à C(|cj(s′)|, R), donc ϑ(ν(s′′)) est contenu dans C

(⋃
j≤j(s′) Π(j), R), et ‖ζ(s′′)‖ est

contenu dans f(
⋃

j≤j(s′) Π(j)). D’après (11), il y a un élément U ′ de U ′ contenant

f(
⋃

j≤j(s′) Π(j)), donc ‖ζ(s′′)‖ ⊂ U ′ pour toute face s′′ de s′, ce qui montre que ζ

est une réalisation algébrique deK ′ relativement à U ′, donc a fortiori relativement
à U , et la condition (b) est vérifiée.

Soit Gs = Gj0 ∩ · · · ∩ Gjr un élément non vide de G, où s = [j0, . . . , jr]
est un simplexe de K. Puisque Gjr 6= ∅, il contient un point xs de p−1

k (Mjr) ∩
Ok

n. D’après (8), Gs est contenu dans B(xs, 2.2
−n). En outre, d(xs, f(vjr)) <

3.2−n car si f(vjr) = x(τ(jr)) appartient à p−1
k (

◦
τ r), alors ∅ 6= |τr| ∩ |τ(jr)| ⊂

|τr| ∩Mjr et d(xs, f(vjr)) ≤ diam p−1
k (|τr|) + diam p−1

k (Mjr) ≤ diam p−1
k (|τr|) +

diam p−1
n (|σ(jr)|) ≤ 2.2−k + 2.2−n ≤ 3.2−n d’après (6) et (7). Puisque xs appar-

tient à On, il y a un élément U ′
s de U ′ qui contient λ3

(
B(xs,

9
2 .2

−n)3 × ∆2

)
⊃

B(xs,
9
2 .2

−n), donc U ′
s contient Gs et f(vjr).

Nous avons ψ
(
S(Gs, R)

)
⊂ C(Tr s,R), qui est la somme des complexes

C(s′, R) où s′ parcourt les simplexes de Tr s. Pour chaque tel simplexe, ζ(C(s′, R))
est contenu dans S

(
f(

⋃
j≤j(s′) Π(j)), R

)
et f(

⋃
j≤j(s′) Π(j)) est contenu dans un

élément U ′
s′ de U ′. Alors S(

⋃
s′ U

′
s′ , R) contient ζ(C(Tr s,R)) ⊃ ζ ◦ ψ

(
S(Gs, R)

)
.

Pour tout simplexe s′ de Tr s, le plus petit simplexe fermé de K contenant |s′|
contient |j0, . . . , jr|, donc |cj(s′)| contient |cjr | et jr ≤ j(s

′). Par suite, U ′
s′ contient

f(vjr), donc U ′
s′ ∩U

′
s 6= ∅, et S(St(U ′

s,U
′), R) contient S(Gs, R)∪S(

⋃
s′ U

′
s′ , R) ⊃

S(Gs, R)∪ ζ ◦ψ
(
S(Gs, R)

)
, et comme St(U ′

s,U
′) est contenu dans un élément de

U , la condition (c′) est vérifiée. �

Les théorèmes 7 et 8 montrent que tout espace ULC contractile métrisable
a la propriété du point fixe pour les applications multivoques compactes s.c.s. F
telles que F (x) soit Q-acyclique pour tout x. Ce résultat se généralise à tous les
espaces ULC contractiles séparés par les techniques développées dans [3] et [4].
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