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ABSTRACT. We introduce the class of algebraic ANRs. It is defined by
replacing continuous maps by chain mappings in Lefschetz’s characteriza-
tion of ANRs. To a large extent, the theory of algebraic ANRs parallels the
classical theory of ANRs. Every ANR is an algebraic ANR, but the class of
algebraic ANRs is much larger; the most striking difference between these
classes is that every locally equiconnected metrisable space is an algebraic
ANR, whereas there exist metric linear spaces which are not ARs. This
is important for applications of topological fixed point theory to functional
analysis because all known results of fixed point for compact maps of ANRs
extend to the algebraic ANRs. We prove here two such generalizations: the
Lefschetz-Hopf fixed point theorem for compact maps of algebraic ANRs,
and the fixed point theorem for compact upper semi-continuous multival-
ued maps with Q-acyclic compacts point images in a Q-acyclic algebraic
ANR. We stress that these generalizations apply to all neighborhood retract
of a metrisable linear space and, more generally, of a locally contractible
metrisable group.
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1. Introduction. Dans tout cet article, R désigne un anneau unitaire

Pour un espace métrisable X, la propriété d’étre un rétracte absolu de
voisinage est caractérisée en termes de fonctions continues de complexes simpli-
ciaux dans X par la condition de Lefschetz ([11], théoréme IV.4.1). Nous nous
proposons ici d’étudier les espaces métrisables X vérifiant un analogue algébrique
de la condition de Lefschetz ou les fonctions continues d’un complexe K dans X
sont remplacées par des morphismes de chalnes du complexe des R-chaines ori-
entées de K dans le complexe des R-chaines singulieres de X.

Pour tout espace topologique X, nous notons S(X, R) le complexe des
chaines singulieres de X a coefficients R et H(X, R) son groupe gradué d’homolo-
gie. Le support d'une chaine ¢ € S(X, R) est noté ||c||. Si f: X — Y est une
fonction continue, nous notons fx : S(X,R) — S(Y,R) et f, : HX,R) —
H(Y, R) les homomorphismes induits par f.

Pour tout complexe simplicial K, nous notons C(K, R) le complexe des
chaines orientées de K & coefficients R (voir [15]), Cy(K, R) le groupe des ¢-
chaines de ce complexe et H(K, R) son groupe gradué d’homologie. Pour tout
q > 0, nous identifions Cy(K, R) au R-module libre engendré par les g-simplexes
de K en fixant un générateur de Cgim (0, R) pour chaque simplexe o de K. Le
symbole o désignera donc a la fois un simplexe de K et I’élément correspondant
de C(K, R).

Tous les complexes S(X, R) et C'(K, R) utilisés dans cet article sont na-
turellement augmentés, et tous les morphismes de chaines entre deuz tels com-
plexes seront supposés préserver l'augmentation. Un tel complexe sera dit acy-
clique si son homologie réduite est triviale.

Soient K un complexe simplicial, X un espace topologique et & un re-
couvrement ouvert de X. Une réalisation algébrique partielle de K relativement
a U est la donnée d’un sous-complexe L de K contenant tous les sommets de K
et d’un morphisme de chaines i : C(L, R) — S(X, R) tel que, pour tout sim-
plexe o de K, il existe un élément de U contenant ||u(7)|| pour toute face 7 de o
appartenant a L. Si L = K, la réalisation algébrique est dite complete.

Définition 1. Un espace métrisable X est appelé un rétracte absolu
de voisinage algébrique, ou RAV algébrique, si, pour tout recouvrement ouvert
U de X, il existe un recouvrement ouvert V de X qui est plus fin que U et tel
que, pour tout complexe simplicial K, toute réalisation algébrique partielle de K
relativement a )V se prolonge en une réalisation compléte de K relativement a U.
Un RAV algébrique R-acyclique est appelé un rétracte absolu algébrique, ou RA
algébrique.

La définition d’'un RAV algébrique dépend de I'anneau R de coefficients.
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Lorsque nous voudrons préciser cet anneau, nous parlerons d’'un R-RAV algébri-
que.

La théorie des RAV algébriques est parallele a celle des rétractes absolus
de voisinage : la plupart des résultats vrais pour les rétractes absolus de voisinage
ont des analogues algébriques. Toutes les propriétés homologiques des rétractes
absolus de voisinage s’étendent aux RAV algébriques ; c’est le cas en particu-
lier de la théorie homologique des points fixes. C’est en comparant ces deux
classes qu’apparaissent les phénomenes les plus intéressants. Evidemment, tout
rétracte absolu de voisinage est un RAV algébrique, mais la réciproque est fausse,
I’exemple de Dranishnikov [7] fournissant des RAV algébriques exotiques. D’autre
part, bien qu’il existe des espaces métriques linéaires qui ne sont pas des rétractes
absolus, tout espace métrique linéaire est un RA algébrique. Cette différence
entre les deux classes reflete la différence de comportement entre les groupes
d’homologie et ceux d’homotopie : c’est grace a la propriété d’excision qu’il est
possible de prouver que les espaces métriques linéaires sont des RA algébriques, et
les groupes d’homotopie n’ont pas cette propriété. Comme la théorie des points
fixes est de nature homologique et pas homotopique, elle s’applique a tous les
espaces métriques linéaires.

2. Préliminaires. Nous notons I le segment [0, 1].

Si U est un recouvrement ouvert d’un espace X et A un sous-ensemble
de X, nous posons St(A,U) = J{U eU|UN A # 0} ; si A= {x}, nous écrivons
St(x,U) au lieu de St({x},U). Nous définissons les recouvrements ouverts St(Uf)
et St?(U) par St(U) = {St(U,U) | U € U} et St*(U) = St(St(U)). Nous identifions
chaque simplexe singulier o de X a Iélément 1.0 de S(X, R), et notons |||
I'image de . Pour un recouvrement ouvert & de X, nous notons S(X,U, R) le
sous-complexe de S(X, R) engendré par les simplexes singuliers dont I'image est
contenue dans un élément de Y. L’inclusion de S(X,U, R) dans S(X, R) est une
équivalence homotopique, donc induit un isomorphisme sur 'homologie ; nous
identifierons I’homologie de S(X,U, R) & H(X, R) par cet isomorphisme.

Nous notons |K| la réalisation géométrique du complexe simplicial K.
Nous notons do le bord du simplexe o de K. Si 0,0’ sont deux simplexes de K,
la notation ¢ < ¢’ signifie que o est une face de ¢’ et 0 < ¢’ que o est une face
propre de ¢’. Si les sommets vy, ..., v, de K engendrent un simplexe, nous notons
[vo, - .., vg] ce simplexe et |vg, ..., vg| sa réalisation géométrique. Nous notons K’
la subdivision barycentrique de K. Pour tout simplexe ¢ de K, nous notons b,
son barycentre et Tro le sous-complexe de K’ formé des simplexes [by, ..., bs, ]
tels que 0 < 0 < - -+ < 0. Tro est un sous-complexe contractile de K’ et, si oy,
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o9 sont deux simplexes de K, alors Troy N Trog # () si, et seulement si, o1 U o9
est un simplexe de K et, dans ce cas, nous avons Tro; NTrog = Troy U os.

Un role important sera joué dans la suite par une classe particuliere de
CW-complexes. Par une cellule d'un CW-complexe, nous entendrons toujours
une cellule fermée. Nous dirons qu'un CW-complexe K est spécial si toutes ses
cellules sont des sous-complexes et s’il admet une subdivision simpliciale. Pour
un tel complexe, les notions de bord et de face d’une cellule sont définies. Nous
noterons 97| le bord de la cellule |7| et 7 = |7| \ |7]. Si ||, |7| sont deux
cellules de K, nous écrirons |7| < |7/| si |7| est une face de |7'| et |7| < |7|
si ¢’en est une face propre. Nous noterons C(K, R) le complexe des R-chaines
cellulaires de K. Nous supposerons toujours avoir fixé une base de C(K, R)
en choisissant, pour toute cellule |7| de K, un générateur 7 du facteur direct
C(|7|,|07], R) de C(K, R) correspondant a |7|. Si K est un complexe simplicial,
alors |K| est un CW-complexe spécial et les complexes de chaines C(K, R) et
C(] K|, R) sont isomorphes ; nous fixerons les générateurs de C(K, R) et C(|K|, R)
et I'isomorphisme entre ces complexes de fagon que les générateurs associés a
chaque simplexe o se correspondent par l'isomorphisme, ces deux générateurs
étant encore notés o.

La notion de réalisation algébrique (partielle) s’étend aux CW-complexes
spéciaux. Si U est un recouvrement ouvert d’un espace X, une réalisation
algébrique partielle d'un CW-complexe spécial K relativement a U est la donnée
d’un sous-complexe L de K contenant tous les sommets de K et d’'un morphisme
de chaines p : C(L,R) — S(X, R) tel que, pour toute cellule |o| de K, il existe
un élément de U contenant ||u(7)|| pour toute face |7| de |o| appartenant & L. Si
L = K, la réalisation est dite complete. Le lemme suivant implique que I'on peut
indifféremment utiliser des complexes simpliciaux ou des CW-complexes spéciaux
pour définir les RAV algébriques.

Lemme 1. SoientU etV des recouvrements ouverts d’un espace X avec V
plus fin que U. Supposons que, pour tout complexe simplicial K, toute réalisation
algébrique partielle de K relativement a V se prolonge en une réalisation algé-
brique compléte relativement ¢ U. Alors, pour tout CW-complexe spécial L,
toute réalisation algébrique partielle de L relativement a V se prolonge en une
réalisation algébrique compléte relativement a St(U).

Démonstration. Soit v : C(Ly,R) — S(X, R) une réalisation algé-
brique partielle du CW-complexe spécial L relativement a V), ou L; est un sous-
complexe de L contenant tous les sommets de L. Soit |K| une subdivision sim-
pliciale de L. Si |7| est une n-cellule de L et si |o1],...,|ok| sont les n-simplexes
de |K| contenus dans |7|, considérons, pour 1 < i < k, le diagramme (coefficients
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omis)
i o\ Bi
Hy(|7],107]) = Hy(|7|,|7] \ 05) <= Hy(lo3], |0o])

ou «; et 3; sont induits par inclusion. Par excision, 3; est un isomorphisme et «;,
étant induit par une équivalence homotopique, est aussi un isomorphisme. Soit o;
le générateur de H,,(|o;|,|00;]) tel que ai; (1) = Bi(0y) et soit Y (1) = a1+ -+ €
C(|K|, R). Alors 1 est un morphisme de chaines de C(L, R) dans C(| K|, R) (Pour
voir que di(7) = (A7), noter que si le (n—1)-simplexe |o| rencontre 7, il est face
d’exactement deux des simplexes oy, ..., 0y, soit 0;, et o;,, et que les coeflicients
de do;, et Doy, sur o s'annulent. Si |7/| est une (n—1)-face de |7, si |0} ], ..., |oL,]
sont les (n — 1)-simplexes de |K| contenus dans |7/| et si le coefficient de 97 sur
7’ est €, on constate, en utilisant le corollaire V.6.11 et la proposition VIII.4.5 de
[5] que le coefficient de 9y(7) sur chaque o’} est égal a ¢). Par récurrence sur la
dimension, construisons une application cellulaire r : |[K| — L telle que, |7| et les
|o;| étant comme ci-dessus, 7||o1| soit une application de degré un de |o;| sur |7|
et que r(|o;|) C 07| pour i > 1. Soit r4 : C(|K|, R) — C(L, R) le morphisme
induit. Alors ry o 1¢(7) = 7 pour toute cellule |7| de L.

Soit K la réunion des simplexes o tels que |o| C L; et du 0-squelette
de K. Puisque L; contient tous les sommets de L, 'application cellulaire r
envoie | K| dans L;. Soit v1 = vo (r||Ki|)g : C(|K1|,R) — S(X,R). C'est une
réalisation algébrique partielle de K relativement & ) : si |o| est contenu dans la
cellule |7] et si V € V contient ||v(7')|| pour toute face |7'| de |7, alors V' contient
|lv1(a”)]] pour toute face o’ de o.

Soit p1 : C(|K|, R) — S(X, R) une réalisation algébrique complete rela-
tivement a U prolongeant v et soit u = pi0t : C(L, R) — S(X, R). Si|7| est une
cellule de Ly, 1(7) appartient & C(| K|, R), d’ou pu(7) = p1 o (1) = v 09(1) =
voryo(r) = v(r), donc p prolonge v. Si |7| est une cellule de L, il y a un
élément Vj de V contenant ||v(7p)|| pour toute face |79| de || appartenant a L.
Si |7'] est une face de |7| de dimension n et si |o1],...,|ox| sont les n-simplexes
de |K| contenus dans |7], il y a, pour 1 < i < k, un élément U; de U contenant
||pi(o”)|| pour toute face o’ de o;. Si v est un sommet de o;, alors r(v) est un
sommet de |7] et p1(v) = v(r(v)) # 0, donc U; NV contient ||v(r(v))] # 0. 1l
en résulte que St(Vp,U) contient Y, ||u(o)|| D ||u(')||. Puisque cela est vrai
pour toute face |7’ de || et que Vj est contenu dans un élément de U, u est une
réalisation algébrique relativement a St(i/). O

Pour tout espace topologique X, nous notons ¥(X) la réalisation géométri-
que au sens de Giever [9] du complexe singulier de X. C’est un CW-complexe
spécial dont les cellules sont en correspondance biunivoque avec les simplexes sin-
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guliers de X. Pour tout sous-espace A de X, ¥(A) s’identifie & un sous-complexe
de 3(X). Il y a un isomorphisme naturel  du complexe des chaines cellulaires
C(2(X),R) sur S(X, R) tel que n(C(X(A), R)) = S(A, R) pour tout sous-espace
Ade X.

Si K est un CW-complexe spécial, alors K x I est un CW-complexe
spécial de cellules |og| = |o| x 0, |o1]| = |o| x 1 et o] = |o| x I, ou |o| parcourt les
cellules de K. Nous choisissons les générateurs oy, o1 et oy correspondant a ces
cellules de fagon que la projection envoie oy et o1 sur ¢ puis, inductivement sur
la dimension de |o|, de facon que do; = 01 — 09— (9o) x I (ot sic = . €0t alors
ex I =3 ¢ot). Alors, si C est un complexe de R-chaines, ¢g,¢1 : C(K,R) — C
sont deux morphismes de chaines et si h : C(K, R) — C est une homotopie telle
que Oh+hd = @1 — g, la fonction ¢ : C(K x I, R) — C définie par 1)(og) = ¢o(0),
Y(o1) = p1(0) et Y(or) = h(o) est un morphisme de chaines.

Nous notons I:Tq(C) le g-éme groupe d’homologie réduite d’'un complexe
de chaines C. Si ¢ est un cycle de C, nous notons [c] sa classe d’homologie.
Nous utiliserons de fagon répétée le fait suivant, qui est connu et élémentaire (la
condition ﬁ_l(Ca) = 0 quand dim o = 0 signifie que 'augmentation envoie C,
sur R).

Lemme 2. Soient K un CW-compleze spécial, L un sous-complexe de
K, C un complexe de R-modules et 1) : C(L, R) — C un morphisme de chaines.
Supposons donné, pour toute cellule |o| de K \ L, un sous-compleze C, de C de
facon que

(1) Cy C Cy silo| < |o’],

(i) ﬁdima,l(C},) = 0 pour toute cellule |o| de K,

(7it) pour toute cellule |o| de K \ L et toute face |T| de |o| appartenant a
L, (1) e C,.
Alors il existe un morphisme de chaines ¢ : C(K,R) — C' prolongeant 1) et tel
que (o) € Cy pour toute cellule |o|.

La plupart du temps, le complexe C' du lemme 2 sera de la forme C(L, R)
ou S(X, R) et les complexes C, de la forme C'(L,, R) ou S(X,, R) pour un sous-
complexe ou un sous-espace acyclique.

Nous aurons aussi & utiliser ’homologie de Cech & coefficients rationnels,
que nous noterons H(X,Q).

3. Caractérisations des RAV algébriques. Nous commencerons
par définir la notion de rétraction algébrique de voisinage qui permettra de donner
des RAV algébriques une caractérisation justifiant la terminologie.
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Définition 2. Un sous-espace A d’un espace X est appelé un rétracte
de voisinage algébrique de X s’il existe un voisinage U de A dans X, un recou-
vrement ouvert U de U et un morphisme de chaines p : S(U,U,R) — S(A, R)
vérifant

(7) p(e) =c pource S(A,R)NS(U,U,R),

(7i) pour tout x € A et tout voisinage V de x dans A, il existe un voisinage W

de x dans X tel que n(S(W,R) N S(U,U,R)) C S(V,R).

SiU=X et ={X}, A est appelé un rétracte algébrique de X.

Tout rétracte de voisinage de X est un rétracte algébrique car le mor-
phisme ry : S(U,R) — S(A,R) induit par une rétraction r : U — A vérifie
évidemment les conditions (i) et (ii) de la définition précédente.

Lemme 3. Si A est un rétracte de voisinage algébrique de X, il en est
de méme de tout ouvert O de A.

Démonstration. Soient U, U et p comme dans la définition 2. Pour
tout = € O, la condition (ii) nous permet de trouver un voisinage G, de x contenu
dans un élément de U et tel que p(S(Gy, R)) C S(O,R). Alors G = J,co Ga
est un voisinage de O dans X, G = {G; |z € O} est un recouvrement ouvert de
G, S(G,G,R) est contenu dans S(U,U,R) et ¢ = u|S(G,G,R) : S(G,G,R) —
S(O, R) vérifie évidemment les conditions (i) et (ii) de la définition 2. O

Proposition 1. Tout rétracte de voisinage algébrique fermé d’un RAV
algébrique est un RAV algébrique

Démonstration. Soit A un rétracte de voisinage algébrique fermé du
RAV algébrique X. Prenons U, U et pu : S(U,U,R) — S(A, R) comme dans la
définition 2. Soit G un recouvrement ouvert de A. Pour tout x € A fixons un
élément G, de G contenant z ; la condition (ii) de la définition 2 nous permet
de trouver un voisinage ouvert V, de z dans X qui est contenu dans un élément
de U et tel que u(S(Vy, R)) € S(Gz, R). Les V, x € A, et X \ A forment
un recouvrement ouvert }V de X. Puisque X est un RAV algébrique, il y a
un recouvrement ouvert YW de X qui est plus fin que V et tel que, pour tout
complexe simplicial K, toute réalisation algébrique partielle de K relativement a
W se prolonge en une réalisation algébrique complete de K relativement a V.

Soit H = {WnNA|A € W}. Si K est un complexe simplicial et v :
C(L,R) — S(A, R) est une réalisation algébrique partielle de K relativement a
H, il existe une réalisation algébrique complete « : C(K,R) — S(X,R) de K
relativement a V prolongeant v. Si ¢ est un simplexe de K, il y a un élément
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V de V tel que ||k(T)|| C V pour toute face 7 de o. Si v est un sommet de o,
alors 0 # k(v) = v(v) € S(A,R), donc V # X \ A et il existe x € A tel que
V = V,. Puisque u(S(Vy, R)) C S(Gy, R), le morphisme p o x est défini et est
une réalisation algébrique complete de K relativement a G qui prolonge v d’apres
(i) de la définition 2. O

Corollaire. Tout rétracte absolu de voisinage est un RAV algébrique.

Démonstration. Tout espace métrisable X peut étre plongé comme
fermé dans un sous-ensemble convexe C' d’un espace normé. Si X est un rétracte
absolu de voisinage, c’est un rétracte de voisinage, donc un rétracte de voisinage
algébrique, de C, et il suffit de prouver que C' est un RAV algébrique.

Soit U un recouvrement ouvert de C. Il y a un recouvrement ouvert
Y de C qui est plus fin que U et est formé d’ensembles convexes. Soient K
un complexe simplicial et p : C(L,R) — S(C,R) une réalisation algébrique
partielle de K relativement a V. Pour tout simplexe o de K, soit V, ’enssemble
des V' € V qui contiennent ||u(7)| pour tout simplexe 7 € LNo. V, n'est
pas vide et l'intersection V, des éléments de V, est non vide et convexe, donc
acyclique. Comme V,, C V, si o < ¢/, nous pouvons prolonger p en un morphisme
w : C(K,R) — S(C,R) de fagon que ||¢/(c0)|| € S(Vs, R) pour tout o. Alors p/
est une réalisation complete de K relativement a V, donc aussi relativement a U,
qui prolonge p. 0O

Théoréme 1. Pour un espace métrisable X, les deux conditions suiv-
antes sont équivalentes.

(i) X est un RA(V) algébrique.

(1i) X est un rétracte (de voisinage) algébrique de tout espace métrisable le
contenant comme fermé.

Démonstration. (i) = (i¢) Soit X un RAV algébrique contenu comme
fermé dans un espace métrisable Y et soit d une distance définissant la topologie
de Y. Pour y € Y et § > 0, nous notons B(x,d) la boule ouverte de centre = et
de rayon ¢ dans Y. Partant de Uy = Vy = { X}, construisons inductivement deux
suites {Uy} et {V,,} de recouvrements ouverts de X vérifiant

(1) St*>(Uy,11) est plus fin que V,.
(2) V, est plus fin que U, et, pour tout complexe simplicial K, toute

réalisation algébrique partielle de K relativement a V,, se prolonge en une réali-
sation algébrique complete de K relativement a U,,.
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(3) Pour tout point x de X et tout voisinage W de z, il existe n tel que
St(z,U,) C W.

Nous utiliserons la réalisation géométrique X(Y') du complexe singulier
de Y et l'isomorphisme naturel n : C(3(Y), R) — S(Y, R). Pour tout simplexe
singulier o de Y, 6 = n71(0) est un générateur du facteur direct C(|o|, |dc|, R)
de C(X(Y), R).

Soit Z le quotient de 3(Y') x [2, 00[ obtenu en identifiant {x} x [2,00[ &
un point pour tout z € X(X) et soit 7 la projection de X(Y) x [2,00[ sur Z.
Nous identifions 3(X) & m(3(X) x [2,00[). Pour toute cellule |o| de 3(Y) qui
n’est pas contenue dans X(X) et pour m > 2, posons |00 | = 7(|o| x {m}) et
loL| = 7(|o| x [m,m+1]). L'espace Z est un CW-complexe dont les cellules sont
celles de ¥(X) et les |o¢,| ou |o| n’est pas contenue dans ¥ (X), m > 2 et e =0, 1.
En utilisant le fait que le CW-complexe X(Y') est spécial, on constate facilement
que Z est aussi un CW-complexe spécial.

Pour m > 2 entier, soit F,,, = {y € Y |d(z,y) > 1/m}. Si |o| est une
cellule de 3(Y') qui n’est pas contenue dans 3(X), soit /(o) le plus petit entier m
tel que |o|N F,, # 0 et soit e(o) le plus grand des nombres £(7) ou 7 parcourt les
faces de o qui ne sont pas contenues dans ¥(X ). Pour une telle cellule, posons
Jo =7(|o| x [€(0),e(0)]) et J, = 7(|0o| x [((c),e(c)]). Si |o]| est contenue dans
>(X), posons J, = |o| et J, = |do].

La projection de 3(Y') X [2, oo[ sur ¥(Y") induit une application cellulaire p
de Z sur X(Y). Construisons un morphisme de chaines ¢ : C(2(Y), R) — C(Z, R)
tel que, pour toute cellule |o| de X(Y), ((6) appartienne a C(J,, R) et que
p#(¢(6)) = . Si |o]| est contenu dans 3(X), alors J, = |o| et nous posons ((6) =
&. Pour les cellules qui ne sont pas contenues dans ¥ (X), nous définissons ((5)
par récurrence sur la dimension de |o|. Si|o| est un sommet, J, est un point que p
envoie sur |o|, et la condition px({(6)) = ¢ définit uniquement ((6) € C(J,, R).
Soit |o| une k-cellule de ¥(Y') de (k — 1)-faces oy, ..., 0., et supposons les ((5;)
définis. Alors ((96) est un élément de C(J,, R) tel que 8¢(96) = ¢(9dF) = 0, et
si 06 = 321 iy, alors py(C(00)) = pyp(3 i iC(6:)) = i qipx(C(64)) =

Soi_o@idi = 06. Considérons le diagramme commutatif
Hy(Jy, Joy B) —2— Hy_1(J,,R)
o |
C(lol.190|, R) == Hi(Jol.|00], F) —— Hi_1(|d0]. R)

ol p1 et py sont induits par p. La restriction de p a (J,, JU) est une équivalence
homotopique de (J,,J,) sur (|o|,|0c]), donc p; et p2 sont des isomorphismes.
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1l existe donc a € Hy(J,, Jy, R) tel que pi(a) = 6. Soit ¢, € C(J,,Jy, R) une
chaine cellulaire représentant a. Alors p2([0ci]) = p2o0da = 0o pi(a) = 06 =
p2([€(00)]) ; comme po est un isomorphisme, [Jci] = [((0F)], donc il existe une
chaine ¢y € C(Jy, R) telle que dcy = ((85) — ey La chaine (&) = c1 + co vérifie
donc 9¢(6) = ((06). Comme |0c| ne contient pas de k-cellule, px(c2) = 0, donc
p#(C(6)) = pg(c1) € C(|o], 00|, R), et I'identification naturelle de C(|o|,|0o|, R)
a Hy(|o|,|00|, R) envoie pu(c1) sur pi([c1]) = &, d’ou I'égalité p4(¢(6)) = 6.

Pour tout y € Y, choisissons un point r(y) € X tel que d(y,r(y)) <
2d(y, X); nous obtenons ainsi une rétraction discontinue de Y sur X. Pour
n > 1, soit L, la réunion des cellules |o| telles que r(]|o||)soit contenu dans un
élément de V,, ; c’est un sous-CW-complexe de X(Y). Pour 2 < n < m, posons
T = mw(Ly x {m}), Z" = w(Ly x [m,m+1]) et Z, = U,,_,, Z}". Nous allons
construire un morphisme de chaines v : C(Z2, R) — S(X, R) vérifiant

(4) v(e) =n(c) sice C(X(X),R)NC(Zy, R),

(5) pour tout n > 2 et toute cellule |o| de Z,, il existe un élément de
St(Up—2) contenant ||v(7)| pour toute face 7 de o.

Nous construirons en fait v de fagon que, pour 2 < n < m, sa restric-
tion a C(T)", R) soit une réalisation algébrique complete de 7," relativement a
St(Upn—1) et que sa restriction a C'(Z)", R) soit une réalisation algébrique complete
de Z" relativement a St(U,—2). La condition (4) définit la restriction de v a
C(3(X),R)NC(Z2, R). Soit Zéo) le O-squelette de Zs. Définissons la restriction

devacC (Zéo), R) en convenant que si |02, | est une O-cellule de Z, alors v(69,) est
le O-simplexe singulier 7 (o).

Définissons, pour tout m > 2, la restriction de v & C(1})*, R) par récurrence
descendante sur n < m. Posons M = T N (X(X) U Zéo)) et M" = (T;" N
(X)) UT, pour 2 < n < m. Supposant v défini sur C(M;™, R), pour le pro-
longer & C(T)", R), il suffit, en appliquant (2) et le lemme 1 au CW-complexe
spécial 1,7, de vérifier que la restriction de v a C(M;", R) est une réalisation
algébrique partielle de T/™ relativement & V,_1. Soit |00,| une cellule de T™.
Il existe Vo € V, contenant 7(||o||). Si |7| est une face de |09,| contenue dans
Z](X)UZQ(O)7 alors ||v(7)|| C r(|le]]) € V. Cela implique que v|C(M,)}, R) est une
réalisation algébrique partielle de T™ relativement & V,,,. Sin < m et si |70 est
une face de |09, | appartenant a T avec n+1 < n’ < m, alors il y a un élément de
St(Ups—1), donce aussi un élément de St(U,) qui contient ||v(7')| pour toute face
|7’| de |72| ; prenant pour |7/| un sommet de |7|, nous constatons que cet élément
rencontre r(||o|[), et il en résulte que St(Vp, St(4,)) contient ||v(7)| pour toute
face |7| de |0, | contenue dans M;™. D’apres (2) et (1), St(Vp, St(Uy,)) est contenu
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dans un élément de St?(U,,), donc dans un élément de V,_1, ce qui montre que
v|C(M]", R) est bien une réalisation algébrique partielle de 7} relativement a
Vp—1.

Pour achever la construction de v, il ne reste plus qu’a définir sa restriction
aux complexes C'(Z)"", R), ce que nous faisons encore, pour m fixé, par récurrence
descendante sur n. Posant N7 = Ty" U T3"t U (2(X) N Z1) et NP = T3 U
T2erl UZy,u (Z;l” N Z(X)) pour n < m, il suffit ici encore de constater que
la restriction de v & C(N,", R) est une réalisation algébrique partielle de Z*
relativement a V,,_o, ce qui se fait comme précédemment.

Soit G l'ensemble des ouverts G de Y tels que r(G) soit contenu dans
un élément de Vs, et soit H = [J{G |G € G}. Si G appartient a G et si o est
un simplexe singulier de G, alors J, est contenu dans Zs, ce qui nous permet
de définir p : S(H,G,R) — S(X,R) par u(c) = voCon~i(c). Sio est un
simplexe de G N X, alors (on~ (o) = n71(0) et u(o) = o, dou u(c) = ¢ pour
ce S(X,R)NnS(H,G,R).

Pour achever de vérifier que X est un rétracte de voisinage algébrique
de Y, il suffit de montrer que, pour tout voisinage W de z dans X, il existe
G € G contenant x tel que u(S(G,R)) C S(W,R). D’apres (3), il y a un n tel
que St(z,U,) C W. Soit Vy un élément de V, ;3 contenant x et soit 6 > 0 tel
que B(z,35) N X C V. Posons G = B(x,0) \ Fy12 ; ¢’est un ouvert contenant x
et si y appartient a G, alors d(y,r(y)) < 2d(y, X) < 2d(y,z), donc d(z,r(y)) <
3d(xz,y) < 30, ce qui montre que r(G) est contenu dans Vj. Pour tout simplexe
singulier o de G, r(||o||) est contenu dans I’élément Vj de V43, donc |o]| est
contenue dans L,y3, et £(0) > n + 3 puisque G N F,,1o = (), ce qui entraine
que J, est contenu dans Z,;3. Si |7| est une cellule de J,, il y a d’apres (5)
un élément U, de St(U,41) contenant [[v(7')|| pour toute face |7’| de |7| ; en
particulier, si [vY,| est un sommet de ||, alors U, contient r(v) € Vp. Il en résulte
que (o) € v(C(Jy, R)) a son support contenu dans St(Vp,Un+1) lequel, d’apres
(1) et (2), est contenu dans un élément de St?(U, 1), donc dans un élément U
de U,, qui contient Vj > x. Cet ensemble U est donc contenu dans W, d’ou
1(S(X,R)) C S(W,R).

Si S(X, R) est acyclique, le morphisme v peut se prolonger en un mor-
phisme de S(Y, R) dans S(X, R) qui est l'identité sur S(X, R), donc X est un
rétracte algébrique de Y.

(ii) = (i) Plongeons X comme fermé dans un sous-ensemble convexe C
d’un espace normé. Alors X est un rétracte de voisinage algébrique de C, donc
un RAV algébrique d’aprées la proposition 1. Si X est un rétracte algébrique de
C, alors le complexe de chaines S(X, R) est un rétracte du complexe de chaines
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acyclique S(C, R), donc est aussi acyclique, et X est un RA algébrique. O

Il est connu que les rétractes absolus de voisinage peuvent étre caractérisés
en termes de domination par des complexes simpliciaux. Le théoréeme suivant est
une version algébrique de cette caractérisation.

Théoréme 2. Pour un espace métrisable X, les conditions suivantes
sont équivalentes:

(i) X est un RAV algébrique.

(i) Pour tout recouvrement ouvert U de X, il existe un recouvrement ouvert V
de X plus fin que U, un complexe simplicial K, des morphismes de chaines
v S(X,V,R) - C(K',R), ¢ : C(K',R) — S(X,R) et une homotopie
h:S(X,V,R) — S(X,R) entre l'inclusion et ( o1 vérifiant

(a) Pour tout V€V, il existe un simplexe s de K tel que QJJ(S(V, R)) soit
contenu dans C(Trs, R).

(b) C est une réalisation algébrique compléte de K' relativement o U.

(¢) Pour tout simpleze singulier o appartenant a S(X,V, R), il existe U €
U contenant || 7] U||C o p(7)|| U ||h(T)|| pour toute face T de o.

Démonstration. (i) = (i4) Soit U un recouvrement ouvert de X.
En utilisant le lemme 1, prenons des recouvrements ouverts Uy, Us et Us de X
vérifiant

(1) Uy est plus fin que U et toute réalisation algébrique partielle d’un
CW-complexe spécial relativement a U] se prolonge en une réalisation algébrique
complete relativement a .

(2) St(Usz) est plus fin que U;.
(3) Us est plus fin que Us et toute réalisation algébrique partielle d’un

complexe simplicial relativement a U3 se prolonge en une réalisation algébrique
complete relativement a Us.

(4) Le nerf de Us est localement de dimension finie.

La possibilité de trouver un U3 vérifiant (4) est donnée par un théoreme
de Dowker [6]. Soit K le nerf de Us. Posant Us = {U, |« € A}, nous supposons
U, non vide pour tout o € A, ce qui nous permet d’identifier A & I’ensemble
des sommets de K. Soit S I’ensemble des simplexes de K. Pour tout simplexe
s = |ag,...,a;] de K, posons Vy = ﬂfzo Uy, Soit V = {V;|s € S}. Nous allons
construire le morphisme ¢ : S(X,V, R) — C(K', R) de fagon que Q/J(S(VS, R)) C
C(Trs, R) pour tout s € S.
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Puisque K est localement de dimension finie, la dimension d(s) de Trs
est finie pour tout s € S. Pour n > 0, soit S,, = {s € S|d(s) = n} et soit
Sp=>_ d(s)<n S(Vs, R). Les S, forment une suite croissante de sous-complexes de
chaines de S(X, R) de réunion S(X,V, R). Nous construirons inductivement les
restrictions v, de ¥ & S,,. Puisque Trs est contractile, C'(Tr s, R) est acyclique,
donc il y a, pour tout s € Sy, un morphisme de chaines ¢s de S(V;, R) dans
C(Trs,R). Sid(s) =0, le simplexe s de K est maximal, donc VsNVy = 0 si s et
s’ sont deux éléments distincts de Sy. Il en résulte que Sy est somme directe des
sous-complexes S(V;, R) avec s € Sy, donc les ¥5, s € Sp, déterminent un unique
morphisme de chaines 1y de Sy dans C(K’, R). Soit n > 0 et supposons v, défini.
Si s et s’ sont deux éléments de S tels que VNV # (0, alors sUs’ est un simplexe
de K, S(Vs, R)NS(Vy, R) = S(Vsus, R) et nous avons Tr sUs” C Tr s. 1l en résulte
que si s appartient a Sy,41, alors ¥, envoie S(Vy, R)N S, dans C(Tr s, R) ; comme
ce complexe est acyclique, 1, |S(Vs, R) NS, se prolonge en un morphisme 5 de
S(Vs, R) dans C(Trs, R). Si s et sy sont deux éléments distincts de S, tels
que Vi, NV, # 0, alors s1 est une face propre de s; U s9, donc d(s; U s2) < d(s1),
ce qui entraine que S(Vs,, R) N S(Vs,, R) est contenu dans S,,. Il existe donc un
unique morphisme de chaines ¥, 11 : Sp+1 — C(K', R) tel que 1,41|Sn, = ¥y, et
VYnt11S(Vs, R) = s pour tout s € 41

Pour tout simplexe s de K, choisissons un point z, de Vi. Soit K’ ©) 16 0-
squelette de K’. Associant au barycentre bs de s le O-simplexe x4, nous obtenons
un morphisme de chaines de C(K’ (O),R) dans S(X, R) qui est une réalisation
algébrique partielle de K’ relativement & Us, donc, d’apres (3), se prolonge en
une réalisation algébrique complete ¢ de K’ relativement & Us, donc a fortiori
relativement a U.

Soit X(X,V) le sous-complexe de X(X) formé des cellules |o| telles que
o appartienne & S(X,V,R) et soit Y = X(X,V) x I. Le sous-complexe Z =
Y(X,V) x {0,1} contient tous les sommets de Y. Définissons un morphisme de
chaines vy : C(Z, R) — S(X, R) en posant vy(og) = o et vp(o1) = (o 9(0). Soit
o un simplexe singulier appartenant a S(X,V, R) et soit s un simplexe de K tel
que ||o|| C Vi. Pour tout simplexe 7 de Tr s, il y a un élément U, de Us contenant
|C(7")]| pour toute face 7’ de 7 ; en particulier, si by est un sommet de 7, alors U
contient x4 € Vi C V5 (puisque s est une face de s’). Il en résulte que St(Vy, Us)
contient [|{(c)|| pour toute chaine ¢ de C'(Trs, R), donc en particulier contient
IC(x(a"))|| pour toute face o’ de o. Puisque V est plus fin que Us, cela montre
qu’il y a un élément de St(Us) contenant |lo’|| et [|(((0”))|| pour toute face o
de o, donc que vy est une réalisation algébrique partielle de Y relativement a
St(Usz). D’apres (2) et (1), vp se prolonge en une réalisation algébrique complete
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v de Y relativement & U. L’homotopie h : S(X,V,R) — S(X,R) définie par
h(c) = v(or) vérifie alors Oh(o) + hd(o) = (¢ (o) — o pour tout simplexe o de
S(X,V,R), donc Oh + hd = (o —id, et (c) explicite le fait que v est une
réalisation algébrique relativement a U.

(#1) = (7) Soit W un recouvrement ouvert de X. Prenons un recouvre-
ment ouvert U de X tel que St?(U) soit plus fin que W, puis des éléments V, K,
¥, ¢ et h comme dans (i7). Soient L un complexe simplicial et v : C(M,R) —
S(X, R) une réalisation algébrique partielle de L relativement a V', ou M est un
sous-complexe de L contenant tous les sommets de L.

Considérons le morphisme ¢ ov : C(M,R) — C(K',R). Si o est un
simplexe de L, il y a un élément V' de V contenant ||v(7)|| pour toute face 7 de o
appartenant a M, et il existe un simplexe s de K tel que QJJ(S(V, R)) C C(Trs,R);
alors C(Trs, R) contient ¢ o v(C(M No,R)). Si s1 et sy sont deux simplexes
de K ayant cette propriété, alors |Trsi| N |Trse| # 0 (car (v(v)) # 0 pour
tout sommet v de o), donc o1 U oy est un simplexe de K et o1 U o a la méme
propriété (car C(Trsy, R) N C(Trse, R) = C(Troy U o, R)). Comme un point
de |K| n’appartient qu’a un nombre fini d’ensembles de la forme |Trs|, il y a
un plus grand simplexe s(o) tel que C(Tr s(c), R) contienne ¢ ov(C(M No, R)).
Evidemment, s(o) < s(0’) si 0/ < o et, en utilisant 'acyclicité des complexes
C(Trs(o), R), cela nous permet de prolonger ¢ ov en un morphisme & de C(L, R)
dans C(K’, R) tel que £(C(0, R)) C C(Tr s(o), R) pour tout simplexe o de L.

Posons P = |L| x I et Q@ = (|L| x {1}) U (]M| x I). Pour tout simplexe o
de L, posons ¥(o1) = ((&(0)) et pour tout simplexe o de M, posons ¥(og) = v(0o)
et ¥(o7) = h(v(o)). Puisque ho d(v(o)) + 0o h(v(o)) = (o(v(o)) —v(o) =
(o&(o) —v(o) pour tout ¢ € M, cela définit un morphisme de chaines ¥ :
C(Q,R) — S(X,R).

11 existe une rétraction cellulaire r de P sur @ envoyant |o| x I sur (|o| x
I)NQ pour tout simplexe o de L. Notant r4 : C(P,R) — C(Q, R) le morphisme
induit, définissons un morphisme de chaines p : C(L, R) — S(X, R) en posant
p(o) = ¥ oru(og) pour tout simplexe o de L. Si o appartient a M, alors
r4(00) = 09, donc p(o) = ¥(og) = v(0), ce qui montre que p prolonge v.

Pour achever de vérifier que X est un RAV algébrique, il ne reste plus
qu’a montrer que p est une réalisation algébrique de L relativement a WW. Pour
cela, notant que p(C (0, R)) C 9(C((lo] x I) N Q, R)), il suffit de vérifier que,
pour tout simplexe o de L, il existe W € W tel que 19(0((|a| x I)N Q,R) C
S(W,R). Puisque v est une réalisation algébrique partielle de L relativement
a V, il existe V' € V contenant ||v(¢’)|| pour toute face o’ de o appartenant
a M. D’apres (ii)(c), il existe, pour toute face ¢’ de o, un Uy € U con-
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tenant |v(7)]| U [|¢ o ¥(7)|| U ||h(7)]| pour toute face 7 de o’. Il en résulte que
S(St(V,U), R) contient J(C((Jo N M]|) x I, R)). Soit s un simplexe de K tel que
¢(C(o,R)) C C(Trs,R). Tout simplexe de Trs est contenu dans un simplexe
s’ de Trs dont bs est un sommet et, d’apres (ii)(b), il existe un élément Uy de
U tel que ¢(C(s',R)) C S(Uy, R). En particulier, si « est un point de ||¢(bs)],
alors Uy contient x pour chaque tel s’. Il en résulte que ¢ (C (Trs, R)) est con-
tenu dans S(St(x,U),R). Si v est un sommet de o, alors v appartient a M,
donc (¥ (v(v))) = &(v) appartient & S(St(V,U),R) N S(St(z,U),R). Comme
&(v) # 0, nous avons St(V,U) N St(xz,U) # 0 et, puisque V est plus fin que
U, St(V,U) U St(z,U) est contenu dans un élément de St?(f), donc dans un
élément W de W ; alors S(W, R) contient 9 (C((joNM|)x I, R)+¢(C(Trs, R)) D
I(C((lonM|) x I,R)) +9(C(lo| x {1}, R)) =9((C((le| x )N Q,R). O

Remarque. Si C est un compact fixé de X, le recouvrement ouvert V
de (ii) peut étre choisi de fagon qu’il existe un sous-complexe fini L de K’ et un
voisinage W de C dans X tels que ¢ (S(X,V,R)NS(W,R)) C C(L,R). En effet,
nous pouvons supposer Us localement fini. Il existe alors un voisinage ouvert Wy
de C' ne rencontrant qu'un nombre fini d’éléments de Us. Soit W un voisinage
ouvert de C' tel que W C Wj. Soit U} le recouvrement ouvert de X formé des
ensembles U \ W et UNW;, out U parcourt les éléments de Us. Tout élément de
Uy rencontrant W ne rencontre qu’un nombre fini d’éléments de U3, donc si nous
formons V en utilisant U4 & la place de Us, le complexe Trs est fini pour tout
s tel que VN W # (), et nous pouvons prendre pour L la réunion (finie) de ces
complexes finis.

4. Opérations sur les RAV algébriques. Dans cette section, nous
prouverons quelques propriétés de stabilité de la classe des RAV algébriques ana-
logues a des résultats connus sur les rétractes absolus de voisinage.

Proposition 2. Tout ouvert d’un RAV algébrique est un RAV algébrique.

Démonstration. Soient X un RAV algébrique et U un ouvert de
X. Plongeons X comme fermé dans un sous-ensemble convexe C' d’un espace
normé. D’apres le théoreme 1, X est un rétracte de voisinage algébrique de C.
D’apres le lemme 3, U est un rétracte de voisinage algébrique de C', donc aussi
de C'\ (X \U). Mais U est fermé dans C \ (X \ U) lequel, étant ouvert dans C,
est un rétracte absolu de voisinage, et la conclusion résulte de la proposition 1 et
de son corollaire. O
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Théoréme 3. Un espace métrisable dont tout point a un voisinage qui
est un RAV algébrique est un RAV algébrique.

Démonstration. D’apres un théoreme de Michael [14], cela résulte de
la proposition 2 et des deux faits suivants :

(a) Si X est réunion disjointe d’ouverts qui sont des RAV algébriqes, alors
c’est un RAV algébrique.

(b) Si X = X U X5 ou les ouverts X; et Xy sont des RAV algébriques,
alors X est un RAV algébrique.

La vérification de (a) est élémentaire. Prouvons (b). Prenons des fermés
Fi et Fs tels que Fi C Xy, F5 C Xy et Fy U Fy, = X. Posons Xg = X1 N X5 et
Fy = F1NF;. Soit U un recouvrement ouvert de X. Posant U; = {UNX; |U € U},
nous pouvons trouver, pour i = 1,2, un recouvrement ouvert V; de X; vérifiant

(1) Toute réalisation algébrique partielle d’'un complexe simplicial rela-
tivement a St(V;) se prolonge en une réalisation complete relativement a U;.

Soit Vg le recouvrement ouvert de Xy formé des ensembles V73 N Vo N X
ou Vq appartient a Vi et Vo a V. D’apres la proposition 2, Xy est un RAV
algébrique, donc nous pouvons trouver un recouvrement ouvert YW de Xy tel que

(2) toute réalisation algébrique partielle d’'un complexe simplicial relative-
ment a VW se prolonge en une réalisation complete relativement a V.

Prenons un recouvrement ouvert G de X vérifiant
(3) Tout élément de G rencontrant Fj et F, rencontre Fjp.
(4) Tout élément de G rencontrant Fjy est contenu dans un élément de W.

(5) Pour i = 1,2, tout élément de G rencontrant F; est contenu dans un
élément de V.

Pour i = 0,1, 2, soit G; ’ensemble des éléments de G rencontrant F;. Alors
G =G UGy et G NGy = Gy d’apres (3). Soient K un complexe simplicial et
v:C(L,R) — S(X, R) une réalisation algébrique partielle de K relativement a
G. Pour ¢ = 0,1,2, soit K; le sous-complexe de K formé des simplexes o pour
lesquels il existe G € G; contenant ||v(7)|| pour toute face 7 de o appartenant a L.
Nous avons K = K; U Ky et K1 N Ky = K (car si, par exemple, |[v(7)||NFy # 0
et si un élément G de Gy contient ||v(7)||, alors G appartient a Gy d’apres (3)).
La définition de Gy et (4) entrainent que la restriction de v & C'(L N Ky, R) est
une réalisation algébrique partielle de K relativement a VW, donc se prolonge en
une réalisation algébrique complete pg : C(Ko, R) — S(Xo, R) relativement a V.

Pour ¢ = 1,2, uo et v|C(K; N L, R) se combinent en un morphisme de
chaines v; : C(Ko U (K; N L), R) — S(X;, R). Soit ¢ un simplexe de K;. Il y a
un élément G de G; contenant ||v(7)| pour toute face 7 de o appartenant & L ;
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d’apres (5), G est contenu dans un élément V' de V;. Pour toute face o’ de o
appartenant a Ko, il y a un élément VY de Vy contenant ||uo(7)|| pour toute face
7 de o’ ; par définition de Vy, il y a un élément V,» de V; contenant VCS. Si v est
un sommet de o’, il appartient & L N Ky, donc ) # ||v(v)]| = ||uo(v)|| €V N V.
Il en résulte que St(V,V;) contient ||v;(7)|| pour toute face 7 de o appartenant
a L U Ky. Le morphisme v; est donc une réalisation algébrique partielle de K;
relativement a St(V;), donc se prolonge en une réalisation algébrique complete p;
de K; relativement a U;. Puisque K = K; U Ko, uy et po se combinent en un
morphisme de chaines p : C(K, R) — S(X, R) qui est une réalisation algébrique
complete de K relativement a /. O

Théoréme 4. Le produit de deuxr RAV algébriques est un RAV algébrique.

Démonstration. Soient Xy, Xo deux RAV algébriques. Pour i = 1,2,
plongeons X; comme fermé dans un sous-ensemble convexe C; d’un espace normé.
Alors X; est un rétracte de voisinage algébrique de C;, donc il existe un voisinage
ouvert O; de X; dans Cj;, un recouvrement ouvert U; de O; et un morphisme
de chaines p; : S(O;,U;, R) — S(X;, R) vérifiant les conditions (i) et (ii) de la
définition 2. L’ensemble O = O; x O5 est un voisinage ouvert de X; x Xo dans
C1 x Oy et les ensembles de la forme Uy x Us ou U; appartient a U; forment un
recouvrement ouvert U de O.

Soient £ : S(Cl X CQ,R) — S(Cl,R) & S(CQ,R) et C : S(Cl,R) &
S(Cq,R) — S(C1 x Co, R) des applications d’Eilenberg-Zilber ([5] VI.12.1); ce
sont des morphismes de chaines vérifiant £(S(A; x A2, R)) C S(A1, R)®S(As, R)
et C(S(Al,R) ® S(AQ,R)) C S(A; x As, R) quels que soient Ay C Cy et As C
Cy. Par suite, ¢ envoie S(O,U, R) dans S(O1,U;, R) ® S(Oz,Us, R) et ¢ envoie
S(X1,R) ® S(X2, R) dans S(X; x Xs, R), donc nous pouvons définir un mor-
phisme de chaines x : S(O,U,R) — S(X; x Xo,R) par x = (o (1 ® pg) o &.
Notons que si ¢ appartient & S(O,U, R) N S(X1 x Xo, R), alors £(c) appartient &
S(X1,R)®S(X2, R) et, comme la restriction de p; a S(X;, R) est I'identité, nous
avons x(c) = (o &(c). En outre, il existe une homotopie h : S(X; x Xa2,R) —
S(X1x X2, R) telle que Oh+hd = (of—id et que h(S(A1 X Ag, R)) C S(A1x Ay, R)
quels que soient A; C X; et Ay C Xy ([5] VI.12.1).

Soit M le sous-complexe de 3(C7 xCs) qui est réunion des cellules |o| telles
que o appartienne a S(O,U, R), et soit N = M NX(X; x X3). Posons P = M x I
et Q= (M x{1})U (N x I). Définissons ¥ : C(Q, R) — S(X1 x Xo, R) en posant
¥(o1) = x(o) pour toute cellule |o| de M et ¥(og) = o, ¥(or) = h(o) pour toute
cellule |o| de N. Si |o| est une cellule de N, alors x(0) = ( 0 £(0) et la relation
Oh(o) + hd(o) = (0 &(0) — o entraine que ¥ est un morphisme de chaines.
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I existe une rétraction cellulaire » de P sur @ telle que r(|o| x I) C
(lo] x I) N Q pour toute cellule |o|; soit 74 : C(P, R) — C(Q, R) le morphisme
induit. Définissons un morphisme de chaines p : S(O,U, R) — S(X1 X X2, R) en
posant (o) = ¥ o r4(0g) pour tout simplexe o appartenant a S(O,U, R). Si ce
simplexe appartient aussi a S(X1x X2, R), alors 74 (00) = 09 et p(0) = ¥(0g) = o,
d’ott p(c) = ¢ pour ¢ dans S(X;1 x Xy, R)NS(O,U, R).

Tout voisinage d’un point (z1,22) de X7 x X5 contient un voisinage de
la forme Vi x V5 et, pour ¢ = 1,2, il existe un voisinage W; de x; dans X; qui
est contenu dans un élément de U; et tel que p;(S(Wi, R)) C S(V;, R). Si 7 est
un simplexe de Wi x Wa, alors (o) appartient a S(Wi, R) @ S(Wa, R), donc
(u1 ® p2)(€(0)) appartient & S(Vi, R) ® S(Va, R) et x(o) appartient a S(V; x
Vo, R). Si en outre o appartient a X; x Xy, alors Vi x Va contient |o| (les
relations y;(c) = ¢ pour toute 0-chaine de S(O;,U;, R)NS(X;, R) et 11;(S(Wi, R) C
S(V;, R)) garantissent que V; contient W;) donc aussi [|h(c)||. Il en résulte que
I(C((|lo] x I)NQ),R) C S(Vi x Va, R) et, puisque r(|o| x I) C (|o| x I)NQ, p(o)
appartient & S(V; x Vo, R). Cela montre que M(S(Wl x W, R)) C S(V4 x Vo, R)
et acheve de prouver que X; x Xs est un rétracte de voisinage algébrique de
C1 x Cs. La conclusion résulte de la proposition 1. O

5. Propriétés homologiques. Pour U C V, nous notons jf,,, (resp.
juv) 'homomorphisme de l'A{Tq(U7 R) (resp. H(U,R)) dans fIq(V, R) (resp.
H (V,R)) induit par l'inclusion. L’espace X est dit g-lc si, pour tout point x
de X et tout voisinage V' de z, il existe un voisinage U de = contenu dans V et
tel que imjg,v = 0. X est dit Ic" §’il est ¢g-lc pour tout ¢ < n.

Proposition 3. Soit X un R-RAV algébrique.

(i) Pour tout point x de X et tout voisinage V' de x, il existe un voisinage
U de x contenu dans V' et tel que im jyy = 0.

(7i) Si R est neethérien, alors pour tout compact C de X et tout voisinage
V de C, il existe un voisinage U de C' contenu dans V et tel que im jyy soit de
type fini.

Démonstration. Soit V un ouvert de X. Puisque V est un RAV
algébrique, le théoreme 2 nous fournit un recouvrement ouvert U de V', un com-
plexe simplicial K, des morphismes de chaines ¢ : S(V,U,R) — C(K', R),
¢ : C(K',R) — S(V,R) et une homotopie h : S(V.U,R) — S(V,R) entre
Iinclusion et ¢ o, le morphisme 1 ayant la propriété que, pour tout U € U, il
existe un simplexe s de K tel que ¥(S(U, R)) C C(Trs, R).
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Soit = un point de X et soit U un élément de U/ contenant z. Alors
h|S(U, R) est une homotopie entre 'inclusion de S(U, R) dans S(V, R) et la re-
striction de ¢ o1, donc jyy = (i« o ¥u|H (U, R) et, pour un certain simplexe s de
K, imjyy C ¢.(H(Trs,R)) = 0 puisque Tr s est contractile.

Pour prouver (ii), nous utiliserons la remarque qui suit le théoréeme 2 : C
étant fixé, il est possible de choisir K de fagon qu’il existe un sous-complexe fini L
de K’ et un voisinage W de C dans V tels que ¢ (S(V,U, R)NS(W, R)) C C(L, R).
Nous avons S(W,R) N S(V,U,R) = SW,W,R) ou W = {WNU|U € U} est
un recouvrement ouvert de W. L’inclusion i de S(W, W, R) dans S(W, R) in-
duit un isomorphisme sur I’homologie, donc imjwy = imjwy o4 = im(s o
Uy (H(S(VV, W, R))), d’ot im jyy C (& (H(L,R)). Si R est ncethérien, alors
H (L, RN) est un R-module de type fini et il en est de méme de tout sous-module
de ¢« (H(L,R)).

Notons que, quand I’anneau R est arbitraire, I’argument précédent montre
que l'on a encore im j(qjv = 0 pour tout g assez grand. O

La propriété (i) de la proposition 3 ne caractérise pas les RAV algébriques.
Le compact localement contractile X construit par Borsuk ([1], p 124) vérifie
évidemment cette condition, mais n’est pas un RAV algébrique puisque Hy (X, R)
# 0 pour tout k. Le résultat suivant fournit néanmoins une réciproque partielle
de la proposition 3(i).

Proposition 4. Soit X un espace métrisable ic". Si Hy(U, R) = 0 pour
tout ouvert U de X et tout q > n, alors X est un RAV algébrique.

Démonstration. Soit U un recouvrement ouvert localement fini de
X. Puisque X est Ic", nous pouvons, en partant de U, 1 = U, construire par
récurrence descendante des recouvrements ouverts Uy et Vi de X vérifiant

(1) St(Vk_1) est plus fin que Uy, pour 0 < k <n+ 1.

(2) Pour 0 < k < n et tout U € Uy, il existe V' € Vi, contenant U et tel
que im j{}v = 0.

Soient K un complexe simplicial et v : C(L, R) — S(X, R) une réalisation
algébrique partielle de K relativement & Uy. Notons K® le p-squelette de K. Si
o = [vp,v1] est un 1-simplexe de K \ L de bord 0o = v1 — vy, il y a un élément U
de Uy contenant ||v(vg)|| U ||lv(v1)||. D’apres (2), il existe V' € V) contenant U et
tel que im j, = 0. Puisque v conserve I'augmentation, v(v1) — v(vg) représente
un élément de Ho(U, R), donc il existe une chaine v1(s) € S(V,R) telle que

Ovi(o) = v(v1) — v(vg). Nous prolongeons ainsi v en un morphisme de chaines
v : C(LUKW R) — S(X,R).
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Si o est un simplexe de K, il y a un élément U de Uy contenant ||v(7)||
pour toute face 7 de o appartenant & L. Pour tout l-simplexe ¢’ de o \ L, il
y a un élément V. de Vy contenant ||v1(c”)|| et ||v(v)|| pour tout sommet v de
o', donc U NV, # (), ce qui montre que St(U,Vy) contient |v1(7)|| pour toute
face 7 de o appartenant & LU K1), Puisque Uy est plus fin que Vy, St(U, V) est
contenu dans un élément de St()}), donc dans un élément de U;. Cela montre
que v est une réalisation algébrique partielle relativement a U .

Soit 1 < k < n, et supposons construite une réalisation algébrique par-
tielle v, : C(LUK®) | R) — S(X, R) relativement & Uy. Sio est un (k41)-simplexe
de K\ L, il y a un élément U de Uy, contenant ||vg(7)|| pour toute k-face T de
o. D’apres (2), il existe V' € Vj contenant U et tel que imj{}v = 0. Puisque
v (00) représente un élément de Hy(U, R), il y a donc un élément vgy1(c) de
S(V,R) tel que Ovgi1(0) = vx(do). Cela définit le prolongement vy 1 de v a
C(LU K® D R). La vérification du fait que vy est une réalisation algébrique
partielle relativement & U1 se fait comme précédemment.

Reste a prolonger 1,41 en un morphisme p : C(K, R) — S(X, R). Pour
tout simplexe o de K, il existe U € U = Uy contenant ||v,41(7)|| pour toute
face 7 de o appartenant & L U K™+, Puisque U est localement fini, ’ensemble
de tous les U € U ayant cette propriété est fini, donc leur intersection U, est
ouverte. Evidemment, U, C U, si o < ¢’ et puisque Hgimo—1(Us, R) = 0 quand
o nappartient pas & K+ il est possible de prolonger p & C(K, R) de facon
que ||p(o)|| € U, pour tout simplexe o de K ; alors U, contient |u(7)| pour
toute face T de o, ce qui montre que pu est une réalisation algébrique compléte de
K relativement a U, et la proposition en résulte. O

La proposition précédente permet de donner des exemples intéressants
de RAV algébriques. Pour justifier certaines affirmations faites ci-dessous, rap-
pelons que si un espace métrisable est [c™, alors ses groupes d’homologie singuliere
coincident avec ses groupes d’homologie de Cech en dimension < n (voir [12]).

Exemple. Soit P un polyedre fini, et soit X le quotient de P par une
décomposition semi-continue supérieurement dont toutes les classes sont de forme
triviale (voir [13] pour la définition). Alors X est LC™ pour tout n, donc aussi
"™ pour tout n ([13], Remarque 4 page 139). Le théoreme de Vietoris-Begle
garantit que Hy(U,Z) = 0 pour tout ouvert U de X et ¢ > dim P. En utilisant
I’exemple de Dranishnikov [7], nous obtenons ainsi des RAV algébriques compacts
de dimension cohomologique finie mais de dimension infinie.

6. Points fixes. Soient X un Q-RAV algébrique et U un recouvrement
ouvert de X. Puisque nous identifions naturellement ’homologie du complexe
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S(X,U,Q) & H(X,Q), tout morphisme de chaines ¢ de S(X,U,Q) dans S(X,Q)
induit un endomorhisme ¢, de H(X,Q). Si ¢x (H(X7 Q)) est de dimension finie,
nous pouvons définir le nombre de Lefschetz A(p) comme égal a A(p,) (voir [10],
§15). La proposition 3(ii) garantit que ¢, (H(X,Q)) est de dimension finie s’il
existe un compact C tel que S(C,Q) contienne gp(S (X,Z/{,Q)), et nous avons
alors la version suivante du théoreme de point fixe de Lefschetz-Hopf pour les
morphismes de chaines.

Théoréme 5. Soient X un Q-RAV algébrique, U un recouvrement ouvert
de X et ¢ : S(X,U,Q) — S(X,Q) un morphisme de chaines. Supposons qu’il
existe un compact C' de X tel que S(C, Q) contienne QD(S(X,Z/{, Q)) SiA(p) #0,
alors, pour tout recouvrement ouvert V de X plus fin que U, il existe V € V et

c e S(V,Q) tels que ||¢(c)|| NV # 0.

Démonstration. Supposons au contraire qu’il existe un recouvrement
ouvert V de X plus fin que U et tel que [|p(c)]| NV = O pour tout V € V
et tout ¢ € S(V,Q). Soit W un recouvrement ouvert de X tel que St(W')
soit plus fin que V. La démonstration du théoreme 2 et la remarque qui le
suit nous permettent de trouver un complexe simplicial K, un recouvrement
ouvert W = {Ws|s € S} indexé par les simplexes de K tel que Wy N Wy = ()
entraine que s U s’ n’est pas un simplexe de K, un sous-complexe fini L de K’,
des morphismes de chaines ¢ : S(X,W,Q) — C(K'",Q), ¢ : C(K',Q) — S(X,Q)
et une homotopie h : S(X,W,Q) — S(X,Q) entre l'inclusion et ¢ o) vérifiant

(a) ¥(S(W,Q)) € C(Trs, Q) pour tout s € S,

(b) ¢ est une réalisation algébrique complete de K’ relativement a W/,
(b") pour tout simplexe s de K, ||¢(bs)|| C Wi,
(

¢) pour tout simplexe singulier o appartenant a S(X,W,Q), il existe
W € W contenant ||7||U||¢ o9 (7)|| U ||h(T)| pour toute face T de o,

(d) »(S(X,W,Q) N S(C,Q)) C C(L,Q).

Il existe (voir [15], §4.4) un opérateur de subdivision Sd : S(X,Q) —
S(X,W,Q) tel que Sd(c) = o pour 0 € S(X,W,Q) et ||Sd(c)|| C ||¢|| pour toute
chaine ¢ de X. Alors ¢ = 0Sd : S(X,Q) — C(K’, R) prolonge 1 et, puisque
Sd(S(C,Q)) € S(C,Q), nous avons ¥'(S(C,Q)) C S(L,Q).

D’aprés (b), ¢((C(K’,Q)) est contenu dans S(X,W',Q) c S(X,V,Q),
donc ¢ o ¢ est défini. Soit ¢ 'inclusion de S(X, W, Q) dans S(X,Q). Avec nos
identifications, ¢, est I'identité de H(X,Q), donc (pol o)), = (pol ot )0, =
(pol)so (¥ ot)s = puo (ot = @, puisque ¢ o1 est homotope & I'inclusion
de S(X,W,Q) dans S(X,V,Q) d’apres (c). Nous avons donc A(p,) = A((p o
Co))y) = A((¢' o po()s) ([10], §15). Mais I'image de 9’ o  est contenue dans
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C(L,Q) et, puisque L est un complexe fini, A(¢'opo() est défini et A(¢'opol) =
AW 090 0).).

Soient s un simplexe de K et s’ un simplexe de Tr s. Comme s’ est contenu
dans un simplexe de Trs contenant b, il y a un élément Wy de W contenant
IC(bs)]|| et [|¢(s”)]| pour toute face s” de s’. D’apres (b'), W N Wy # 0. Le choix
de Sd garantit que Sd(¢o((s’)) appartient & S(X, W,Q)NS(|l¢o((s")],Q), donc
Sdop(s") est somme finie d’éléments ¢; tels que ||¢;|| soit contenu dans || o (s')]]
et dans un élément Wy, de W. Mais Wy, N W, = ) car sinon Wy, U Wy U W]
serait contenu dans un élément de St(W'), donc dans un élément Vy de V. Cet
élément V) contiendrait [|((s")|| et vérifierait Vo N | o ((s')|| # O contrairement
& notre hypothese. Puisque Wy, N W, = (), nous avons Trs N Trs; = @, donc
le coefficient de 1(¢;) sur s’ est nul. Ceci étant vrai pour tout i, le coefficient
de ¢/ o po((s') = (>, ¢) sur s’ est nul. Cela étant vrai en particulier pour
tout simplexe s’ de L, nous avons A(¢)' o p o () = 0, ce qui est absurde car

A opo()=A(ps) #0. O

Si f est une fonction continue telle que f(X) soit contenu dans un com-
pact, alors le théoréme 5 s’applique au morphisme fx induit par f et, posant
A(f) = A(f«), nous obtenons la généralisation aux RAV algébriques du théoréme
classique de Lefschetz-Hopf:

Théoréme 6. Soient X un Q-RAV algébrique et f : X — X une fonction
continue telle que f(X) soit contenu dans un sous-ensemble compact. Si A(f) #
0, alors f a un point fize.

Le théoreme 5 est aussi applicable aux fonctions multivoques. Une fonc-
tion multivoque compacte de X dans X est une fonction faisant correspondre a
tout élément 2 de X un compact non vide F'(z) de X et telle que |, x F'(x) soit
contenu dans un compact. Une telle fonction est dite semi-continue supérieure-
ment, ou s.c.s., si, pour tout point x de X et tout voisinage U de F'(x), il existe
un voisinage V de x tel que F(y) C U pour tout y € V. Un compact est dit
Q-acyclique si ses groupes d’homologie de Cech réduite & coefficients Q sont triv-
iaux.

Théoréme 7. Soit X un Q-RA algébrique et soit F' une fonction multi-
voque compacte s.c.s. de X dans X. Si F(x) est Q-acyclique pour tout x € X,
alors il existe x € X tel que x € F(x).

Démonstration. Soit C' un compact contenant |J, .y F(z), et soit
f un plongement de C dans le cube de Hilbert Q. Soit Z = X Uy @ 'espace
d’adjonction. Puisque f est un plongement, X peut étre identifié a son image dans
Z, qui est fermée dans Z. Nous identifions aussi () a son image dans Z. Puisque
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C est compact, Z est métrisable. Soit d une distance définissant la topologie de
Z.Pour 6 >0, EC Zet AC E, nous posons Bg(A,d) ={z € E|d(z,A) < d},
et si A= {x}, nous notons Bg(z,J) au lieu de Bg({z},J).

S’il n’existe aucun z tel que = € F(x), la compacité de F permet de
trouver un ey > 0 tel que d(z, F(x)) > 2¢ pour tout x € X. Puisque X est
un Q-RA algébrique et est fermé dans Z, c’est un rétracte algébrique de Z,
donc il existe un morphisme de chaines p : S(Z,Q) — S(X,Q) vérifiant les
conditions (i) et (ii) de la définition 2. La condition (ii) de cette définition et la
compacité de C' nous permettent de trouver un e; > 0 tel que, pour tout z € C,

u(S(BZ(x,Qq),Q)) C S(Bx(z,¢€),Q).

Affirmation. 11 existe des recouvrements ouverts G et V de X et un morphisme
de chaines £ : S(X,G,Q) — S(Q,Q) tels que diamV < ¢y pour tout V€ V
et que, pour tout G € G, il existe V € V contenant G et tel que £(S(G,Q)) C
S(BQ(F(V)7 E1)7 Q)

Avant de prouver cette affirmation, montrons que le théoréme en résulte.
En appliquant le théoréme 2 au recouvrement de @) par les boules Bg(z,€1/2),
nous pouvons trouver un recouvrement ouvert H de @), un complexe simplicial fini
K et des morphismes de chaines ¢ : S(Q,H,Q) — C(K',Q) et ¢ : C(K',Q) —
S(Q, Q) tels que, pour tout simplexe singulier o de S(Q,H,Q), |lo|| U || o (o)l
soit contenu dans une boule Bg(z,€1/2). Soit Sd : S(Q,Q) — S(Q,H,Q) un
opérateur de subdivision tel que ||Sd(c)|| C ||c|| pour toute chaine c.

Soit G € G et soit ¢ € S(G,Q). La chaine Sd({(c)) est une combinaison
linéaire Sd(£(c)) = Y.i; Aoy ou A; € Q et ||oy]| est contenu dans [|£(c)|| et
dans un élément de H. Pour tout i, ||o;|| U || o ¢(0;)| est contenu dans une
boule Bg(zi,€1/2), donc de diametre inférieur & e;. Soit y € ||o;||. Puisque
llos|| est contenu dans ||£(c)||, il existe V' € V contenant G et x € F(V) tel
que d(y,z) < €1, donc ||¢ o (o;)| est contenu dans la boule Bg(z,2¢1). Alors
l|pe(C o 9p(0;))|| est contenu dans Bx (x,€y) C Bx(F(V),€ep). Cela étant vrai pour
tout 4, le support de po (o ¥(Sd(£(c))) = po oD 1, \io;) est contenu dans
Uit o Covp(oi)ll € Bx(F(V),€).

Soit ¢ = poCopoSdof& : S(X,G,Q) — S(X,Q). D’apres ce qui
précede, pour tout G € G et toute chaine ¢ € S(G,Q), il existe V € V tel que
GcVetGnlelo) € GNBx(F(V),€e). Mais si y appartient & Bx (F(V), €p),
il existe z € V et u € F(z) tels que d(y,u) < €, d’ou d(y,G) > d(y,V) >
d(u,z) — d(y,u) — diamV > 2¢y — ¢y — €9 = 0, donc G N ||¢(c)|| = 0. D’autre
part, image de ¢ est contenue dans H(C (C(K', Q))), qui est un espace vectoriel
de dimension finie, et si les chaines ¢;, 1 < j < m, forment une base de cet espace
vectoriel, alors [|¢(c)| est contenu dans le compact |J;-, ||¢;|| pour toute chaine
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c € S(X,G,Q). D’apres le théoreme 5, nous devons avoir A(p) = 0, ce qui est
absurde car, I’homologie de X étant triviale, A(p) = A(px) = 1.

Preuve de laffirmation. Si G C V sont deux sous-ensembles de X et 0 < n < ¢,
nous notons J (G, n, V, €) 'image de 'homomorphisme de I:T(BQ(F(G), 7), Q) dans
ﬁ(BQ(F(V), €),Q) induit par I'inclusion.

Soit V un recouvrement de X par des ouverts de diametre inférieur a
€o. Soit Wy = {W,|a € Ap} un recouvrement ouvert localement fini de X
tel que St(Wy) soit plus fin que V. Pour a € Ay, posons €, = €;. Pour n >
0, construisons par récurrence des recouvrements ouverts localement finis G,, =
{Gr|N € Ap} et W, = {W,|a € A,} de X, ainsi que des nombres J) > 0,
AeA,, et 0<e, <€, € Ay, vérifiant

(1) Pour tout A € A, il existe a € A, tel que G C W, et J(Gy,0n, Wa, €4)
= 0.

(2) St(Wp+1) est plus fin que G,.

(3) Pour tout a € A,11 et tout m < n, W, ne rencontre qu'un nombre
fini d’éléments de G, et €, = min{dy | X € U, _, Ay et Gy N W, # 0}.

Supposons W,, et les €4, a € A, construits. Soit z € X et soit a, € A,
tel que © € W,,. Puisque F(z) est Q-acyclique, la continuité de I’homologie
de Cech garantit que si O est un voisinage de F(z) dans @, il y a un voisi-
nage P de F(z) dans @, contenu dans O et tel que imjpo = 0. Il y a donc
un 6, > 0 tel que I'image de ’homomorphisme de ﬁ(BQ(F(QJ),QéI),Q) dans
I?(BQ(F(W%), €a, ), Q) induit par U'inclusion soit triviale. Puisque F' est s.c.s.,
il y a un voisinage G, de x contenu dans V,,, et tel que F'(G,) C Bg(F(x),dz).
Alors Bg(F(G3),d;) est contenu dans Bg(F(z),26,), donc J(Gy, 0z, Wa, s €q,) =
0. Soit G, = {Gx|X € A} un recouvrement ouvert localement fini de X plus
fin que {G, |z € X}. Prenant, pour A € A,,, un x, tel que G\ C G, et posant
dx = 0z,, la condition (1) est vérifiée. Nous pouvons ensuite trouver W41
vérifiant (2) et la premiere partie de (3). Pour o € A, 11, €, est défini dans (3).

Pour n > 0, soit ¥,, le sous-complexe de 3(X) réunion des cellules |o|
telles que le simplexe singulier o appartienne & S(X, G,, Q) et, pour k > 0, soit X¥
le k-squelette de X,,. Soit n : C(X0,Q) — S(X, Gy, Q) isomorphisme naturel.
Soit T = U3y =k x [k,00[C g x [0,00[ ; c’est un CW-complexe de cellules
lo| x {n} et |o| x [n,n + 1] ou |o| parcourt les cellules de ¥y et n > dimo. Pour
A C X, soit Ty = (A x [0,00[) NT. Soit |K| une subdivision simpliciale de ¥,
et soit 7" la subdivision cellulaire de T dont les cellules sont de la forme |s| x {n}
et |s| x [n,n 4+ 1] ou |s| est un simplexe de |K].

Construisons ¢’ : C(3,Q) — C(|K|,Q) comme dans la démonstration
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du lemme 1. Pour tout simplexe s de K, T}, est contractile, et Tjy C T|y| si

s < ¢, donc il existe un morphisme de chaines ¢ : C(|K|,Q) — C(T, Q) tel que
Y(s) € T}, pour tout s. Soit 7 : T — T une approximation cellulaire de I'identité
telle que r(7}) C Tjs| pour toute cellule |o| de ¥y. Nous allons construire un
morphisme de chaines p : C(7,Q) — S(Q, Q) tel que, pour tout A € Ay, il existe
V € V contenant Gy et tel que p(C(Txq,). Q) C S(Bo(F(V),€1),Q). Alors
G =Gy, Vet &=poryodoy on ! vérifieront l'affirmation car si o est un
simplexe singulier de G, alors 74 09 09’ o~ 1(c) appartient a C(Txa,), Q)-

Nous allons définir des générateurs oy, et o[, , 1) des cellules |o] x {n} et
|o| x [n,n + 1] respectivement et, pour une chaine v = >, \;jo* (A; € Q), nous
poserons v x {n} = Y, Nol et v x [n,n+1] = >, )\io-fn,nJrl]' Prenons o, de
fagon que la projection l'envoie sur o, et définissons inductivement oy, 41 de
fagon que dop,41) = opt1 — o — 0o X [n,n + 1]. Pour tout n > 0, il y a un
opérateur de subdivision Sd,, et une homotopie h,, qui envoient S(X,G,_1,Q)
dans S(X, G, Q) et vérifient Oh,, + h,0 = Sd,, — id, Sd,(c) = o si o appartient
a S(X,G,,Q) et ||Sd,(c)]| Ul|hn(c)|| C |lc|| pour toute chaine ¢ de S(X,G,—1,Q).
Posons §c/in = Sd,o---08d; : S(X,Gy,Q) — S(X,G,,Q) et notons gglo I'identité
de S(X, Go, Q).

Pour n > 0, soit M, = X x [n,n + 1], et soit M = (J,2, My, de
sorte que M N (Zg x {n}) = ("1 UX?) x {n} pour n > 0. Définissons un
morphisme de chaines x : C(7,Q) — C(M,Q) par x(on) = .§Zln(a) x {n} et
X(Onnt1) = hn(Sdn(0)) x [n,n + 1]. Nous allons définir un morphisme de
chaines v : C(M,Q) — S(Q,Q) et poserons p = v o y.

Pour tout n > 0, définissons la restriction de v & C(X]! x {n},Q) comme
suit. Si o est un 0-simplexe singulier de X d’image x, fixons un point z, de F'(x)
et, pour tout n, prenons pour p(oy,) le 0-simplexe singulier d’image z,. Si o est un
1-simplexe singulier de S(X, G,,Q), il y a un élément G de G,, contenant ||c|| et,
d’apres (1), un « € A, tel que Gy C Wy, et J(Gy, Iy, Wi, €x) = 0. Comme v(doy,)
représente un élément de Hy(F(G)),Q), il existe v(a,) € S(Bg(F(Wa),€a),Q)
tel que dv(o,) = v(doy). Inductivement, supposons que, pour un 1 < k < n,
v(oy) ait été défini pour tout k-simplexe singulier de S(X,G,,Q) de fagon qu’il
existe Wy € W,_p41 contenant [of| et tel que v(oy) € S(Bo(F(Wa),€a), Q).
Soit o un (k + 1)-simplexe singulier de S(X, G,,, Q) et soient o*, 0 < i < k+1, ses
k-faces. 1l existe G € G,, contenant ||| et, pour 0 < i < k + 1, un élément W,,
de W,,_g+1 contenant [|o?|| et tel que v(0) € S(Bg(F(Wa,), €a;), Q). Alors G N
Wa, # 0 pour tout i, donc GUW,,U---UW,, | est contenu dans St(G, Wy _x11),
qui est contenu dans un élément Gy de G, . D’apres (3), €4, < ) pour tout ¢,
donc Bg(F(G)y), 6y) contient Bg(F (W, ), €q;) €t, puisque dv(do) = v(000) = 0,
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la chaine v(do) représente un élément de I:Tk(BQ(F(GA),é)\),Q). Soit W, €
Wih—k tel que G\ C W, et J(Gx, oz, Wa,€q) = 0. Alors W, contient |o|| et il
existe v(0,) € S(Bg(F(Wa), €a), Q) tel que dv(oy,) = v(9ay,).

Puisque Sd,(0) = o si o appartient a ZZ:% N X7 nous pouvons, pour
n > 1, prolonger v & C(M N (Zg x {n}),Q) en posant v(cy,) = v(Sd,(c) x {n})
pour ¢ € £7"1 x {n}.

Reste a définir v(oy, n41)) pour un k-simplexe o de S(X,G,,Q) (0 <
k < n). Si k = 0, nous avons v(o,) = v(o,+1), et nous pouvons prendre
V(Onnt1) = 0. Pour k > 0, nous construirons v(oy, ,41)) inductivement de
facon qu’il existe W, € W, _; contenant [o|| et tel que S(Bo(F(Wa),€a), Q)
contienne v(07, ,41)). Par construction de v(oy), il existe W € Wy, _g41 con-
tenant ||o|| et tel que S(Bg(F(Wp),€s), Q) contienne v(g,). Soit A € A,y
tel que G contienne St(Wg, W, _k), et soit o € A, _j tel que W) contienne
Gy et que J(Gy, 0\, Wa,€q) = 0. Soit Sdpi1(0) = i oo’ ot A € Q et
6% est un k-simplexe de S(X,Gn11,Q) tel que ||6°]] C |lo. Pour 0 < i <
r, il existe W,, € W,_ji2 contenant ||6°| et tel que v(6%,,) soit contenu
dans S(Bg(F(Wa,),€q,),Q). Alors Wz U Wy, U --- U W, est contenu dans
St(Wg, Wy—k). D’apres (3), Bo(F(G)),0x) contient Bo(F(W,,),€q,;) pour 0 <
i <r,doncsik =1, alors v(Joy, ,11]) représente un élément de H, (Bo(F(Gh),6x),
Q). Puisque J(Gy, 05, Wa, €a) = 0, il existe v(0,n41]) € S(Bo(F(Wa),€a), Q)
tel que Ov(opy ny1)) = V(90 ner)). Soit k > 1 et soient o0 ..., 0% les (k — 1)-

J
[n,n+1]

fagon quil existe W,, € W,_j41 contenant |[o7]| et tel que v/(

faces de o. Supposons que, pour 0 < j < k, v(o ) ait été construit de

anﬂH-l}) apparti-
enne & S(Bgo(F(Wy,),€q,), Q). Alors Wy, U --- UW,, est aussi contenu dans
St(Ws, Wh_y1) et, d’apres (3), Bo(F(G\),6x) contient Bo(F(W,;),€,,;) pour
tout j, donc v(90(, pny1)) = V(on+1) — v(on) — V(0o X [n,n + 1]) représente un
lément de H, (BQ(F(Gy),€1),Q) et il existe v(0, n41]) € S(Bo(F(Wa), €a),Q)
tel que Ov(op, ny1)) = V(00 nt1))-

Soit G\ € Gp. Alors St(Gx, Wp) est contenu dans un élément de St(Wy),
donc dans un élément V de V et, pour achever de prouver 'affirmation, il suffit
de vérifier que p(C(Txa,): Q) C S(Bo(F(St(Gx, W), €1), Q). Soit o un k-
simplexe de G et soit n > k. Puisque §c/in et h, n’augmentent pas les supports,
Sdp(0) est de la forme Y 7_; \;jo? ot ||o?| est contenu dans ||o| et dans un élément

de G, et hy(Sdy(c)) est de la forme > i A;»Tj ott ||77]| est contenu dans |||

et dans un élément de G,. Nous avons x(o,) = >.i_; Aol et X(O[nns1)) =
i /\;-T[]n o1 Par construction de v, il y a, pour 1 <@ < r, un élément W, de

Wi—+1 tel que ||of || C Wy, et v(o?) € S(Bg(F(Wa,), €a,;), Q). Alors W, U---U
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W, est contenu dans St(Gx, Wy—g+1) C St(Gx, Wo) et, puisque €,, < € pour
tout i, p(on) = Y.i_y Niv(o}) appartient bien & S(Bg(F(St(Ga, Wo)), €1), Q).
Un argument analogue s’applique a (01, 541) = Z?:l )\;-1/(7[”7”4_1}). O

7. Espaces ULC. Un espace topologique X est dit uniformément lo-
calement contractile, ou ULC, s’il existe un voisinage U de la diagonale de X x X
et une fonction continue A : U x I — X vérifiant A(z,y,0) = z, Nz,y,1) =y
et M(z,z,t) = x pour (z,y) € U et (x,t) € X x I. La classe des espaces ULC
contient en particulier tous les sous-ensembles convexes des espaces vectoriels
topologiques, tous les groupes topologiques localement contractiles et tous les
rétractes de voisinage de tels espaces. L’exemple construit dans [2] montre qu’un
espace métrisable ULC n’est pas nécéssairement un rétracte absolu de voisinage,
mais nous allons prouver qu’'un tel espace est un RAV algébrique.

Théoréme 8. Tout espace métrisable ULC est un RAV algébrique.

La démonstration de ce théoréme nécessite quelques préliminaires. Soit
X un espace métrisable ULC. Fixons un voisinage U de la diagonale de X x X
et une fonction continue A : U x I — X telle que A(z,y,0) = =, A(x,y,1)
y et Mz,2,t) = 2. Pour n > 1, posons A, = {(to,...,tn) € R 1|t
0 pour tout i et » ;" t; = 1} et construisons par récurrence un voisinage U,
de la diagonale dans X" *! et une fonction continue M, : U, x A, — X. Posons
Uy = U et A\(zo,21;t0,t1) = Maxo,21,t1). Supposant U,_1 et A\,_1 définis,
soit U, l’ensemble des points (xg,...,z,) € X"*! tels que (x1,...,z,) apparti-
enne & U,_1 et que (Ap—1(21,...,Tn;t1,...,tn),xo) appartienne & U pour tout
(t1,...,tn) € Ap_1. Définissons A, par

vl

An(Zoy ooy Tpstoy .oy tn)

) o sitg=1
)‘()‘n—l(xla <5 T 1£—1t0" (R i—nto),.l‘(),t()) sitg < 1.

La fonction A, est continue. En effet, A\; est continue. Supposant \,_1
continue, la continuité de A, est évidente en tout point z = (zq, ..., Tn;to, ..., tn)
tel que tg # 1. Pour vérifier sa continuité en un point z tel que ¢y = 1, il suffit de
montrer que si z; = (xf,...,x%;th, ..., 1), i > 1, sont des points de U,, x A,, tels
que t < 1 et que {z;} converge vers z, alors {\,(2;)} tend vers \,(z) = xg. Pour
0<k<n,S,={w}U{al|i > 1} est compact. Puisque \,_; est continue,
C =X —1(51 X ... S, x A,_1) est compact, et I'égalité lim A, (z;) = xo résulte de
la continuité uniforme de A sur le compact C x Sy x I et du fait que A\(z,y,1) =y
pour tout y.
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Par récurrence, il est facile de vérifier que

(*) )\n(l‘o,...,xn;to,...,tn) :)\n_l(l‘o,...,.f:‘i,...,.Z‘n;to,...,ti,...,tn)

si t; = 0 (le chapeau marque 'absence de 1’élément). D’autre part, pour tout
x € X, nous avons A\, (z,...,x;tg,...,t,) = = quel que soit (tg,...,t,) € A,.
Cela nous permet, pour tout n fixé et tout voisinage V de z, de trouver un
voisinage W de z tel que W C U, et \,(W"Tl x A,) C V.

Lemme 4. Pour tout recouvrement ouvert V de X, il existe un recou-
vrement ouwvert W de X plus fin que V ayant la propriété suivante : Si K est
un CW-compleze spécial et pg, ¢1 sont des morphismes de chaines de C(K, R)
dans S(X, R) tels que, pour toute cellule |o| de K, il existe un élément de W con-
tenant ||o(T)||U ll@1(7)|| pour toute face || de |o|, alors il existe une homotopie
h:C(K,R) — S(X,R) entre @g et @1 telle que, pour toute cellule |o| de K, il
existe un élément de V contenant ||o(7)|| U |le1(7)]| U |[|h(T)|| pour toute face |T|
de |o|.

Démonstration. Quitte & remplacer V par un recouvrement V' tel
que St(V') soit plus fin que V, il suffit de considérer le cas ou toute cellule de
K est contractile. En effet, K a une subdivision simpliciale |L| et, comme nous
I’avons vu dans la démonstration du lemme 1, il existe un morphisme de chaines
v : C(K,R) — C(|L|,R) et une application cellulaire r : |L| — K tels que
r4 01 = id. Solent ¢y = poory et ¢1 = prory : C(|L|,R) — S(X, R). Si|o| est
un simplexe de |L| contenu dans la cellule |7| de K et si’élément W de W contient
lleo (T [U |1 (7") ]| pour toute face |7/] de |7], il contient ||¢o(c”)||U||@1(c”)|| pour
toute face o’ de 0. Si h : C(|L|,R) — S(X,R) est une homotopie entre @q et
1, alors h = ho 1 est une homotopie entre Qg 0 1) = @goru 0o = o et
p1 01 = 1. Si, pour tout simplexe o de L, il existe un élément de V contenant
|20 (o))l U ||¢1(a")|| U ||h(c”)]| pour toute face ¢’ de o, alors, comme dans la
démonstration du lemme 1, on constate que, pour toute cellule |7| de K, il existe
un élément de St(V) contenant ||o(7')|| U |1 (7)|| U ||R(7")|| pour toute face |7/|
de |7|.

Fixons V et prenons un recouvrement ouvert localement fini W tel que
W x W soit contenu dans U et A(W x W x I) contenu dans un élément de V pour
tout W € W. Soit X *X le quotient de X x X x I obtenu en identifiant chacun des
ensembles {z} x X x {0} et X x {z} x {1} & un point. Nous notons p la projection
de X x X xIsur X*X et [z,y,t] = p(x,y,t). Soient Y = | J{W xW xI|W € W}
et Z = p(Y). Définissons € : Z — X par £([z,y,t]) = A(x,y,t) ; cette fonction est
continue car Z est le quotient de Y relativement a p|Y (la relation d’équivalence
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définissant X x X est fermée et Y est fermé dans X x X x I puisque W est
localement fini).

Identifions X x X a p(X x X x {%}) par lapplication (z,y) — [z,v, %]
et posons T = ZN (X x X). Soit £ : T — X la restriction de £ et soient g, m
les projections mo(z,y) = x et m(z,y) = y de T dans X. Alors ¢ est homotope
A mo par I’homotopie F(x,y,u) = )\([x,y, %(1 — u)]) et est homotope & 7 par
I'homotopie F(z,y,u) = M[z,y,u+ 3(1 —u)]). Pour i = 0,1, il existe alors une
homotopie fi : S(T, R) — S(X, R) entre &4 et mi4 telle que || fi(c)|| € Fi(||c|| x I)
pour toute chaine ¢ de S(T, R).

Pour toute cellule |o| de K, C(|o], R) est un facteur direct de C(K, R),
donc nous pouvons identifier C(|o|, R)@C(|o|, R) & un sous-complexe de C (K, R)
®C(K,R) et, puisque la contractilité des cellules entraine que les complexes
C(|o|, R)®C(]o], R) sont acycliques, il y a un morphisme de chaines d : C(K, R) —
C(K,R) ® C(K, R) tel que d(o) appartienne a C(|o|, R) ® C(|o|, R) pour toute
cellule |o| de K. En outre, notant ex : C(K, R) — R l'augmentation et identifi-
ant C(K,R)® Ret R® C(K,R) a C(K,R), (ex ®id) od et (id ® ex) o d sont
homotopes a id par des homotopies envoyant C(|o|, R) dans C(|o|, R) pour toute
cellule |o| de K.

Soit ¢ : S(X,R) ® S(X,R) — S(X x X, R) une application d’Eilenberg-
Zilber, et soit ¥ = (o (po @ ¢1)od : C(K,R) — S(X x X,R). Pour toute
cellule |o| de K, il y a un élément W, de W contenant ||¢o(7)| U ||¢1(7)| pour
toute face |7| de |o|. Alors S(W,, R) contient ¢o(C(|o|, R))Up1(C(|o|,R)), donc
S(Wy, R)®S(W,, R) contient (po®p1)od(C(|o|, R)), et la naturalité de ¢ entraine
que 9(C(|o|,R)) C S(W, x W,, R). Nous avons donc ¢(C(K,R)) C S(T,R).
Les homotopies fo et fi induisent alors une homotopie i entre moy o9 et w14 09
telle que [[mo4(r)]| U s (Il U [(r)| € FO(I9(r)] x ) U FA(Il9(r)l| x 1)
AW, x W, x I) pour toute face |7| de la cellule |o].

Soit ex : S(X,R) — R l'augmentation. Identifiant S(X,R) ® R et R ®
S(X,R) a S(X,R) et combinant la naturalité de I'homotopie VI (12.5) de [5]
entre moy o ¢ et id ® ex avec une observation faite plus haut, on constate que
o4 0V = mox 0 (O (o ® 1) o d est homotope a ¢y par une homotopie hg telle
que ho(C(lo|,R)) C S(W,, R) pour toute cellule [o| de K. De méme, 714 o ¥
est homotope & ¢ par une homotopie h; telle que hi(C(|o|,R)) € S(W,,R).
Puisque A(W, x W, x I), qui contient W, est contenu dans un élément de V, le
lemme en résulte en combinant h, hg et hy. O

Nous dirons qu’un ouvert O a les propriétés (a), (b) et (¢’) relativement a
un recouvrement ouvert V de X s’il existe un recouvrement ouvert G de O plus fin
que V, un complexe simplicial K et des morphismes de chaines ¢ : S(O,G, R) —
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C(K',R) et ¢ : C(K',R) — S(X, R) vérifiant
(a) Pour tout G € G, il existe un simplexe s de K tel que w(S (G, R)) soit
contenu dans C(Trs, R).

(b) ¢ est une réalisation algébrique compléte de K’ relativement a V.

(¢/) Pour tout simplexe singulier o appartenant & S(O,G, R), il y a un
élément de V contenant ||7]| U||¢ o ¢(7)|| pour toute face 7 de o.

Nous dirons que O a les propriétés (a), (b) et (c) relativement a V s'il
existe en outre une homotopie h : S(O, G, R) — S(X, R) entre I'inclusion et { o
vérifiant

(c) Pour tout simplexe singulier o appartenant a S(O, G, R), il existe un
élément de V contenant ||7]| U||¢ o (7)|| U ||h(7)|| pour toute face 7 de o.

La démonstration du théoreme 2 montre que si G, (, ¥ et h vérifient
les conditions (a), (b) et (c) ci-dessus, alors toute réalisation algébrique partielle
(dans S(O, R)) d’un complexe simplicial relativement & G se prolonge en une
réalisation algébrique complete (dans S(X, R)) relativement & St?(V). En outre,
en appliquant le lemme précédent a la réalisation géométrique du complexe de
chaines S(O, G, R), on constate que si le couple V, W de recouvrements ouverts
de X vérifie les conditions de ce lemme et si O a les proprités (a), (b) et (c/)
relativement a W, alors il a les propriétés (a), (b) et (c¢) relativement a V.

Soit Vy un recouvrement ouvert de X. Prenons des recouvrements ouverts
Vi, Vo et Wy, Wi, Ws vérifiant

(1) Pour ¢ = 0,1,2, St(W;) satisfait a la condition du lemme 4 relative-
ment a V.

(2) St(Vy) est plus fin que Wy et St?(Vs) plus fin que W.

Sous ces hypotheses sur les recouvrements, nous avons le fait suivant.

Lemme 5. Supposons qu’il existe des ouverts O, et OF n, k entiers > 1,
vérifiant

(i) X =Up21 Oy et O, C Opq1 pour tout n.

(ii) Pour toutn > 1, O, = |z, OF et OF c OF*1 pour tout k.

(iii) OF a les propriétés (a), (b) et (c') relativement au recouvrement
ouvert Ws.

Alors il existe un recouvrement ouwvert G de X tel que, pour tout com-
plexe simplicial K, toute réalisation algébrique partielle de K relativement a G
se prolonge en une réalisation algébrique compléte relativement a St(Vp).

Démonstration. D’apres (iii) et (1), OF a les propriétés (a), (b
et (c) relativement & Vo donc, d’aprés une remarque faite plus haut, il y a
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un recouvrement ouvert G¥ de OF tel que toute réalisation algébrique partielle
(dans S(OF, R)) d'un complexe simplicial relativement & G¥ se prolonge en une
réalisation algébrique complete (dans S(X, R)) relativement a St2(Vy).

Prenons des ouverts P, tels que X = Ufle P, et P, C O, N P41 pour

tout n et, pour tout n > 1, des ouverts QF tels que O, = Ure, QF et @: C
k' QFF! pour tout k. Posant Py = Py = QY = Q' = (), prenons un
recouvrement ouvert G de X vérifiant, quels que soient n et k

(3) St(Pn,G) NSt(X \ Pry1,G) =0
(4) S6((Pn \ Po2) N Q@) NSt((Po\ Pao2) 0 (Py\ QH1),G) =0

(5) Tout élément de G rencontrant (P, \ P,_2) N (Qn \ QF=2) est contenu
dans un élément de G~.

La construction d’un tel recouvrement G peut se faire comme suit. Prenons
une fonction continue o : X — R¥ telle que a~!([n—1,n]) = P, \ P,_1 pour tout
n. Pour que G vérifie (3), il suffit que le diametre de a(G) soit inférieur & 1/3
pour tout G € G. Un argument analogue montre qu’il y a un recouvrement H,
de P,, par des ouverts de X tel que St(?nﬂaﬁ, Hn)NSt(P, \ Q5L H,,) = 0 pour
tout k, et comme la famille des P, \ P,_2, n > 1, est localement finie dans X,
nous pouvons choisir G de fagon que, pour tout n, tout élément de G rencontrant
P,,\ P,_2 soit contenu dans un élément de H,. La condition (4) est alors vérifiée.
La possibilité de vérifier (5) résulte du fait que les fermés (Fn\Pn,g)ﬂ(@ﬁ\Qﬁ_Q),
n,k > 1, forment une famille localement finie dans X et que G¥ est une famille
d’ouverts de X recouvrant (P, \ P,_2) N (@Z \ QF2).

Soient K un complexe simplicial et v : C(L, R) — S(X, R) une réalisation
algébrique partielle de K relativement a G. Pour tout simplexe o de K, soit
To = U{llv(D)|l|7 < oetT C L}. Alors T,y C Ty si 0/ < 0. Pour tout n > 1,
soit M, le sous-complexe de K formé des simplexes o tels que T, C P, \?n,g.
Alors K = ;2 M,,. En effet, si o est un simplexe de K, ensemble T, est
un compact non vide et, puisque X est réunion de la suite croissante d’ouverts
{P,}, il y a un plus petit n tel que P, contienne T,. Puisque v est une réalisation
algébrique partielle relativement a G, il y a un élément G de G contenant T,,. Alors
0 #T,\P,_1CG\P,_1, et (3) entraine que GN P,_» = (), donc T, est contenu
dans P, \?n_g et o appartient & M,,. Pour m > n + 2, nous avons P, C P,_»
d’ott M,,, N M,, =, ce qui entraine que les complexes N,, = M,, " M, 11, n > 1,
sont deux a deux disjoints.

Pour n,k > 1, soit M} le sous-complexe de M,, formé des simplexes o
tels que T,, C (P, \ Pp_2)N (@k \62_2) 1l résulte de (4) que M,, = [J7o, MPF.
En outre, les complexes N¥ = M* 0 M1k > 1, sont deux & deux disjoints.
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1l résulte de (5) que v|C(L N MFE, R) est une réalisation algébrique partielle de
MF relativement & GF, donc se prolonge en une réalisation algébrique compléte
vk C(MF,R) — S(X, R) relativement & St*(Vs), donc aussi relativement & Wy
d’apres (2).

Pour m > 1, posons M,(m) = Upe, MF et M(m) = U, M,,. En
utilisant les v, nous construirons inductivement des morphismes de chaines
X o C(My(m),R) — S(X,R) qui sont des réalisations algébriques relative-
ment & St(V)) et vérifient x™HC(M,(m), R) = x™ et x™|C(M,(m) N L, R) =
v|C(My(m) N L,R). Puisque M,, = Jy._; My(m), les xI* se recollent en une
réalisation algébrique x,, : C(M,, R) — S(X, R) relativement a St(V; ), donc aussi
a W, qui prolonge v|C(M, N L, R). En utilisant les x,,, nous construirons induc-
tivement des morphismes de chaines p,, : C(M(m), R) — S(X, R) qui sont des
réalisations algébriques relativement a St(Vy) et vérifient pi,+1|C(M(m),R) =
fm €t pm |C(M(m)N L, R) = v|C(M(m)N L, R). Puisque M = J-_, M(m), les
lm se recollent en une réalisation algébrique complete p : C(M, R) — S(X, R)
relativement a St()j) qui prolonge v, d’ou le lemme. La construction des f,, a
l'aide des x,, étant identique & la construction des X" & l'aide des v}, nous ne
donnerons que la construction des X, et laisserons au lecteur le soin de construire
les fim,.

Nous imposerons aux x| la condition supplémentaire que x'|C(N}', R) =
v C(N™, R). Pour m = 1, M,,(1) = M, et nous pouvons prendre x. = v}. Sup-
posant ™ construit, posons L™ = N™ U (L N M) U Nt ¢ M™ L. Soit
& = vt C(L™, R). Définissons & : C(L™, R) — S(X, R) par

X (o) sioce N

§1(o) =< v(o) sioce LN MM

vt (o) sio e N

ce qui a un sens puisque x™ prolonge v|C(L N M,(m), R) et ™! prolonge
v|C(M™H N L, R). Pour tout simplexe o de L™, il y a un élément de St(WW)
contenant ||o(7)|| U [|£1(7)]| pour toute face 7 de o. En effet, le seul cas non
trivial & vérifier est celui ot o appartient a N,;*. Dans ce cas, nous avons & (1) =
X" (1) = v(7) pour toute face T de o et, puisque 1/ et ™! sont des réalisations
algébriques relativement a Wi, il existe des éléments W et W’ de W tels que W
contienne ||&y(7)|| et que W’ contienne ||& ()| pour toute face 7 de o. Si v est
un sommet de o, alors 0 # v(v) = &(v) = &1 (v), done O # [[v(v)|| C W NW', et
WUW’ est contenu dans un élément de St(W;) et contient ||{o(7)]|U||&1(7)]| pour
toute face 7 de 0. D’apres (1), il existe une homotopie h : C(L}}, R) — S(X, R)
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entre &y et & telle que, pour tout simplexe o de L}, il existe un élément de V;

contenant [|£o(7)|| U ||€1(7)|| U ||R(7)]| pour toute face T de o.

Posons Y = |M™ Y x I et Z = (|M™| x {0}) U (JL™| x I). Définissons
un morphisme de chaines ¢ : C(Z, R) — S(X,R) en posant (o) = v (o)
pour tout ¢ € M et, pour o € L™, ((01) = &1(0) et ((o7) = h(o). Soit
r 'Y — Z une rétraction cellulaire telle que r(|o| x I) C |o| x I pour tout
o € M™!. Définisssons ™+ : C(M,(m +1),R) — S(X, R) par

Xt (o) si o € My(m)
Xt o)=47" . o
Corg(or) sioe M.

Cette définition a un sens car si o appartient a M, (m) N M7t = N™  alors
ry(o1) = o1 et ((01) = X7(0). Le morphisme x™*! prolonge v|C(L N M, (m +
1), R). En effet, si o appartient & L N M,(m), alors x"*(0) = x"(c0) = v(0)
par 'hypothese de récurrence, et si o appartient & L N M7, alors ry(o1) = 0y
et ((o1) = v(o). Si o appartient & N**1 alors r4(01) = 01 et ((o1) = v (o),
donc ™ HHCO(NMHL R) = v HO(N™L R). Reste & vérifier que, pour tout
simplexe o de M, (m + 1), il existe un élément de St(V;) contenant |x™1(7)]|
pour toute face 7 de o. Si o appartient a M, (m), cela résulte de ’hypothese
de récurrence. Si o appartient & M1 il existe V, € Vi contenant ||+ (7)]|
pour toute face 7 de 0. Pour chaque face ¢’ de o appartenant & L, il existe
V,r € Vy contenant ||€o(7)]| U [|€1(7)|| U [|h(7)|| pour toute face T de o’. Si v est
un sommet de ¢/, alors &(v) = v (v) # 0, donc 0 # ||€o(v)|| € Vo N V. Tl en
résulte que St(V,, V1) contient ||((c)|| pour toute chaine ¢ de C'((|o| xI)NZ, R) et,
puisque 7(|o| x I) est contenu dans (|o| x I)N Z, St(V,, V1) contient ||[x™ 1 (7)| =

n
|¢ o ru(7)| pour toute face 7 de 0. O
Le théoreme 8 est une conséquence immédiate du lemme 5 et du suivant.

Lemme 6. Pour tout recouvrement ouvert U de X, il existe des ouverts
O, et OF, n k> 1, vérifiant

(i) X =Up21 On et O C Opq1 pour tout n.

(i3) Pour tout n > 1, Oy, = 3o OF et OF c OFL pour tout k.

(iii) OF a les propriétés (a),(b) et (¢) relativement a U.

Démonstration. Soit A un ensemble dont le cardinal est le poids
de X. Pour tout o € A, prenons une copie I, de lintervalle I de fagon que
I, N1y = {0} pour o # o, et soit Y = |, 4 Lo Définissons une distance p sur
Y en posant

|z — y| si x et y appartiennent & un méme I,
p(z,y) =

min(1l,z +y) sinon.
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Pour i > 1, soit Y; une copie de Y et munissons le produit YN de la
distance définie, pour = = (;) et y = (y;) par d(x,y) = Y50, 27 p(xi, ;). Pour
n > 1, posons Y = [[I_, Y; et notons p, la projection de YN sur Y.

Nous pouvons supposer que X est un sous-espace de YN (voir [8], théoréme
4.4.9) et nous munissons X de la distance induite par d, que nous notons encore
d. Pour x € X et § > 0, nous notons B(x,d) la boule ouverte de centre = et de
rayon § dans X.

Fixons un recouvrement ouvert U de X. Soit i’ un recouvrement ouvert
de X tel que St(U’) soit plus fin que U. Pour n > 1, soit O, l'ensemble des

9
points x de X pour lesquels il existe & > 5.2_” tel que le produit B(z,d)? soit

contenu dans U et que A2(B(z,d)3 x Ay) soit contenu dans un élément de U’
Evidemment, O, est ouvert et contenu dans O,1, et I'égalité X = Uzozl n
résulte du fait que, pour tout entier n et tout voisinage V d’un point z de X, il
y a un voisinage W de z tel que W™t Cc U et A, (W™t x A,) C V.

Posons Oﬁ = () pour k < n et, pour k > n, soit Oﬁ I’ensemble des points
x de O,, pour lesquels il existe § > 227% tel que le produit B(z, §)"*? soit contenu
dans Uy41 et que le diametre de Api1(B(2,8)" ™ x Apyq) soit inférieur a 27
Evidemment, OF est ouvert et contenu dans Of*!, et O, = Uiz, OF pour une
raison indiquée ci-dessus.

Reste & montrer que, pour n < k fixés, OF a les propriétés (a), (b) et
(¢) relativement & U. La construction des objets G, 1 et ( demandés par ces
conditions se fera en plusieurs étapes. Nous utiliserons des décompositions cel-
lulaires des produits Y™ et Y* pour construire un complexe simplicial K et une
décomposition CW K de |K| dont les cellules sont indexées par les sommets
de K *. Nous construirons ensuite un recouvrement ouvert Gy de OF indexé
par les sommets de K qui, comme dans la démonstration du théoreme 2, nous
fournira le recouvrement G et le morphisme . Puis nous construirons un CW-
complexe P, un morphisme de chaines ¢ : C(K,R) — C(P,R) et une fonc-
tion continue f : P — X. Prenant des morphismes de chaines convenables
p: C(P,R) — S(P,R) et v: C(K',R) — C(K,R), nous définirons finalement ¢
par ( = fpopodouv.

Décomposant chaque intervalle I, en 2F sous-intervalles fermés de longueur
27F nous obtenons une décomposition cellulaire de Y. Nous munissons Y et Y*
des décompositions cellulaires produits correspondantes et de la topologie CW
associée a ces décompositions. Soit N le sous-complexe de Y™ formé des cellules

"K = |K]|, mais nous utilisons la notation K pour distinguer les complexes C(|K|, R) et

C(K,R).
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o] telles que p;1(a) N O # () et de toutes les faces de telles cellules, et soit M

le sous-complexe de Y* formé des cellules |7| telles que pgl(;) NOE # 0 et de
toutes les faces de telles cellules.

Si o est une cellule de N et z = (;), y = (y;) sont deux points de p;, (|o]),
alors p(x;,y;) < 27% pour i < n, d’on

(6) diam p;1(|o]) < 27" +27% < 2.27" pour toute cellule |o| de N.
De facon analogue, nous avons aussi
(7) diamp, ' (|7]) < 2.27% pour toute cellule || de M.

La restriction & M de la projection de Y* sur Y™ est une application
cellulaire de M sur N que nous noterons .

Le complexe simplicial K et la décomposition CW K. Soit S l'ensemble des
cellules de N. Pour toute cellule |o| de N, soit M (o) le sous-complexe de M
formé des cellules |7] telles que 7(|7|) = |o| et de toutes les faces de telles cellules.
M(o) est de la forme M (o) = |o| x L(o), ou L(o) est un sous-complexe de
la décomposition CW produit de Y(n,k) = HEH Y;. Soient L;, j € J,, les
composantes de L(o) ; alors les M; = |o| x L; sont les composantes de M (o).
Nous supposons les J, deux a deux disjoints et posons J = U\a\es Jo. Si |0
est une face de |o|, alors M (o) N 7~1(|o’|) est contenu dans M (o’), de sorte que,
pour tout j € J,, il existe un unique j' € J,/ tel que M; N7 1(|o’]) = |o’| x L;
soit contenu dans Mj,. Nous écrirons j' < j si j' € J et j € J, avec |o'| < |o|
et MNa(lo’]) C My, et j' <jsij <jetj #j.

L’ensemble des sommets du complexe simplicial K est J et s = [jo, .- ., jm]
est un simplexe de K si la numérotation peut étre choisie de fagon que jo < --- <
Jm- La subdivision barycentrique de N en est une triangulation, et la fonction
¢ qui fait correspondre & chaque élément de J, le barycentre de la cellule |o]
est une application simpliciale de K dans cette subdivision barycentrique dont
la restriction a chaque simplexe de K est injective. En particulier, K est de
dimension au plus n.

Soient |o| € S et j € J,. Pour toute face |¢’| de |o|, soit j(o’) I'élément
de Jo tel que M; N7 t(|o’|) C Mj(or)), €t soit ¢; le sous-complexe plein de K
engendré par les j(o’), |0’| < |o|. La fonction ¢ envoie ¢; isomorphiquement sur
la subdivision barycentrique de |o|, donc |c;| est une cellule et les |c;|, j € J,
forment une décomposition CW de K, que nous noterons K. Pour J € Jy, les
faces de |cj| correspondent bijectivement & celles de |o|. Si |o| est de dimen-
sion r et j appartient a J,, alors ¢ envoie |c¢;| homéomorphiquement sur |o|, et
nous prendrons pour générateur de C'(K, R) correspondant & lcj| I'élément c; de
H,(|cj|,|0¢;j|, R) que I'isomorphisme induit par ¢ envoie sur o € H,(|o|,|00|, R).
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Avec ce choix des générateurs, si do = ), €04, ot |oy| parcourt les (r — 1)-faces
de |o|, alors dc; = ), €:¢j,, ou j; est 'unique élément de J,, tel que j; < j.

Le recouvrement G et le morphisme 1. Construisons un recouvrement ouvert
auxiliaire Go = {G; | j € J} de OF indexé par les éléments de J et vérifiant

(8) diam G < 2.27" pour tout j € J,
(9) le nerf de Gy est un sous-complexe de K.

Pour 0 < m < n, soit Y™(m) le m-squelette de Y™ et soient S,, le sous-
ensemble de § formé des cellules de dimension m et S<,, celui des cellules de
dimension au plus m. Notons .J,, (resp. J<;,) la réunion des J, ou |o| parcourt
Sp (resp. S<im)-

Remarquons que tout sous-complexe Z de la décomposition CW de Y™
que nous utilisons est fermé pour la distance d,,(z,y) = > i 27 p(x4,y;), donc
P H(Z) est fermé dans YN. De méme, p, ' (Z) est fermé dans YN pour tout sous-
complexe Z de Y*. Si |o| est une (m + 1)-cellule de Y, alors & est ouvert dans
Y"™(m+1)\Y™(m) pour la distance d,,, donc p;; () est ouvert dans p;* (Y™ (m+
1)\ Y"(m)). D’autre part, si |71| et || sont deux cellules disjointes de M, il
existe i < k tel que les projections de |71 et |m2| sur Y; soient disjointes, ce qui
entraine que d(z,y) > 27°.27% si x et y sont des points de p; *(|71]) et p,*(|72|)
respectivement. Il en résulte que si M7 et Ms sont des sous-complexes disjoints
de M, alors d(z,y) > 272 pour x € p; ' (M) et y € p, ' (Ma).

Dans la construction qui suit, G; désignera la fermeture de G; relative-
ment & OF. Pour |o| € S et j € J,, soit H; le sous-complexe de M réunion de
tous les M; tels que My N M; N7~ (a) = 0.

Les complexes M; avec j € Jp sont deux a deux disjoints, et il résulte
des remarques précédentes que {p, ' (M;) N OL|j € Jo} est une famille discrete
de fermés de OF. Nous pouvons donc trouver une famille discrete {G|j € Jo}
d’ouverts de OF telle que plzl(Mj) NOF C G, pour tout j € Jy et que G; = () si
p. (M;) N OF = (. Puisque p,*(M;) N OF est contenu dans un ensemble de la
forme p, 1(|o|), ol |o| est une cellule de Y, il est de diametre inférieur & 2.27"
d’apres (6) et, quitte a diminuer les G, nous pouvons supposer qu’ils vérifient
(8). Pour |o| € Sy, nous avons |o| = &, donc M; N H; = 0 pour tout j € Jy,
et nous pouvons aussi supposer que G; N plgl(Hj) = (. Comme les plgl(Mj)
avec j € Jo recouvrent p;,1(Y™(0)) N OF, la réunion des G; avec j € Jy contient
P (Y7(0)) N O

Soit 0 < m < n et supposons construite une famille {G;|j € J<u}
d’ouverts de OF, localement finie dans OF et telle que G(m) = U{G; |j € J<m}
contienne p;; (Y™ (m))NOE. Les ensembles p, ' (M;) N (05 \ G(m)) avec j € Jyi1
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sont fermés dans OF et forment une famille discréte dans OF. En effet, Pouvert
G(m) U (OF \ p;1(Y™(m 4 1))) ne rencontre aucun de ces fermés, et si le point
x de OF n’appartient pas & cet ouvert, il appartient & p;! (Y”(m +1)\ Y”(m)),
donc il y a une unique (m + 1)-cellule |o,| telle que o, contienne p, (). Puisque
p;l(gx) est ouvert dans p, ! (Y”(m—i— 1) \Y”(m)), il y a un voisinage V' de z dans
X tel que VNp, 1 (Y™ (m+1)\Y"(m)) C p;1(6,). Alors VN B(z,273%) rencontre
un seul des ensembles p, *(M;) N (OF\ G(m)) avec j € Jym41 (si VNM; # 0, alors
j appartient & J,_ et, les complexes M; avec j € J,, étant disjoints, B(x,273F)
rencontre un seul d’entre eux).

Nous pouvons donc trouver une famille discrete {G | j € Jp1} d’ouverts
de OF telle que pgl(Mj)ﬂ (OF\G(m)) C G; pour tout j € Jy,11 et que G = 0 si
py, H(M;) N (OF\ G(m)) = 0. Comme précédemment, nous pouvons supposer que
le diametre de G; est inférieur & 2.27". Puisque {Gj/ | j' € J<;,} est localement
finie, nous pouvons choisir les G; de facon que G; N Gj = ) pour tout j' €
J<m tel que Gj ﬂplzl(Mj) = (. Enfin, puisque, pour |o| € Syy1 et j € J,,
py {(Hy) N p ' (My) 0 (OF \ G(m)) C p " (H;) N pi " (M;) 0 pi'(0) = 0, nous
pouvons aussi supposer que G; N plzl(Hj) = (. La famille {G;|j € Sm+1} est
réunion de deux familles localement finies dans OF, donc est localement finie, et
vecouvre [p (Y7 (m))UU e, (i (M) \ G(m))] 1 OF = p (Y™ (m +1)) N OL.

La condition (8) est vérifiée par construction. Soit [jo, ..., jr] un simplexe
du nerf de Gy, ou j; appartient a J,, pour 0 < ¢ < r. Supposons la numérotation
choisie de facon que dim|og| < --- < dim|o,|. Puisque les G; avec j dans Sy,
sont deux & deux disjoints, nous avons alors dim |og| < -+ < dim|o,|. Soient
0 <u <wv <r. Larelation Gj, N Gj, # 0 entraine que Gj, ﬂpgl(ij) # 0,
donc M;, n'est pas contenu dans Hj, et nous avons M;, N M;, Nx ' (7,) # 0,
ce qui n’est possible que si |oy| est une face de |o,| et j, I’élément de J,, tel que
M;, N7~ (loy]) € Mj,. Ceci montre que [jo, ..., | est un simplexe de K, d’ou
(9).

Soit R I’ensemble des simplexes de K. Pour s = [jo,...,ju] € R, posons
Gs = GjyN---NGj,, et soit G = {G,|s € R}. Puisque K est de dimension
finie, nous pouvons, en procédant comme dans la démonstration du théoréeme
2, construire un morphisme de chaines 1 : S(OF G, R) — C(K',R) tel que
P(S(Vs, R)) C C(Trs, R) pour tout s € R. La condition (a) est donc vérifiée.

Le CW-complexe P et le morphisme . Pour j € J, nous notons |o(j)| I'unique
cellule de N telle que j € J,(;) et posons dimj = dim |o(j)] = dim|c;|. Soit
S; le 1-squelette de L; ; puisque L; est connexe, S; aussi. Soit T} un arbre
maximal de S; (un sous-complexe contractile contenant tous les sommets de S;).
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Posons Q; = [o(j)| x Sj et Q = UjEJ Q;. Notons que le sous-complexe @Q); est de
dimension au plus dim j + 1.

Soit {v;|j € J} une famille de points distincts n’appartenant pas a M.
Pour j € J, soit C; = U{Qj | j' < j} et soit D; le cone de base C; et de sommet
vj. Pour j' < j, soit E(j’,j) le joint de Cjr et du 1-simplexe |v;,v;|. Posons

P=Qu|JDjulJE

jedJ J'<j

Si |7| est une cellule de M, nous notons |v;7| le cone de base |7| et de
sommet v; (pour || C Cj) et |vyv;7| le joint de |7| et du l-simplexe |vj,vj]
(pour |7| C Cj) ; dans ces notations, nous supposerons toujours que j' < j.
P est un CW-complexe spécial dont les cellules sont celles de @ et les cellules
de la forme |v;7| et |vjv;7|. Nous choisissons comme suit les générateurs de
C (P, R) correspondant a ces cellules. Si |7| est une cellule de @ et |o| = =(|7]),
alors dim|o| < dim|7| < dim|o| + 1, et il existe j € J, tel que |7| C Q.
dim || = dim |o], il y a un sommet z de S; tel que |7| = |o| x {2}, et nous prenons
le générateur 7 de H(|7|,|07|, R) correspondant au générateur o € H(|o|, |0c|, R)
par la projection ; nous noterons aussi o x z ce générateur. Sidim |7| = dim |o|+1,
il y a une 1-cellule |a| de S}, d’extrémités z et z1, telle que |7| = |o| X |al, et nous
choisissons le générateur 7 = o x a par récurrence sur la dimension de |7| de fagon
que, si 0a = z1 — zp, alors 0T =0 X 21 —0 X 29 — 0o X a (si 0o =), €0, alors
Jo xa=) €0, xa) Siw=) €a, est une l-chaine dans S;, nous notons
oXw =7y €0 Xa,. Nous choisissons ensuite inductivement les générateurs v;r
de fagon que O(v;7) = 7 — v;07 (si Kk = ), €7, est une chaine dans C}, vk est
la chaine ), €v;7, dans D; et une convention analogue s’appliquera aux chaines
vjvjk). Enfin, nous choisissons inductivement les générateurs v;v;7 de facon que
O(vjrv;T) = ;T — VT + vjv;O0T.

Pour j,j" dans J tels que dimj’ = dimj — 1, notons e ., les coefficients
d’incidence tels que dc; = 3 e;,cj/ (e;, = 0 si |¢;7| n’est pas une face de |¢j]).
Soit F(j) ={j' € J|j' < jet dimj = dimj — 1}. Pour tout j € J, choisissons

un sommet z; de L; et posons |7(j)| = |o(j)| x {2;} et
=Jbpyu |J EG
1< G<§'<j

Pour j” < j' < j, les sommets z; et zj appartiennent & L;» et I'arbre Tjn
contient une unique 1-chaine wj~(j', j) telle que Ow;»(j',j) = zjs — z;. Pour j tel
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que dim j > 2 et pour j' € F(j), définissons des chaines ﬁg, et 'yj, dans TI(j) par

Bl = vp00(j') x wp (', 5) = Y Euvga(§") x win (i, 4)
J"eF (")

et

’Yj/ = vjv;00(j') % z; + Z 6;::,(7)j//7)j/0'(j,/) X zjr — o (§") X z;)
J"eF(i")

et posons ﬁj = ’yj, =0 si dimj = 1. Convenons aussi de poser ﬂ;/ = ’y;, =0si
|cj/| n’est pas une face de lcj| 5 cela permettra de supposer que, dans toutes les
formules du type > | ' € €, B /, intervenant ci-dessous, j’ parcourt tous les indices tels
que dim j' = dim j — 1 7" tous ceux tels que dim j” = dim j — 2 et 5" tous ceux
tels que dim j” = dim j — 3. Définissons une fonction ¢ : C(K, R) — C(P,R) en
posant ¥(c;) = 7(j) si dimj =0 et

I(e +Z ) x w4, 4) + Bl + 7))

si dimj > 0. Notons que ¥(c;) appartient & C(II(j), R). Nous allons montrer
que ¥ est un morphisme de chaines. Pour cela, nous devons vérifier que ¥(0c¢;) =
00(c;) si dim j > 0. Notons d’abord que le choix des générateurs c; et T garantit

que si dcj = > €},¢jr, alors Do (j) =>4 eﬁ/a( ") et O7(j) = > €50 (5') X 2.

Si |¢;| est une 1-cellule de sommets |c;, | et |cj,| et si Ocj = e

J
716 +€jocﬂo’

alors
90(c;) = 0(7(j) + €}, 0(j1) x wj, (41, 4) + €, (o) X wjo (o, 5))
= 6;-10(j1) X zj + 6;00(j0) X zj
+ €, 0(j1) % (Zj1 — zj) + €} 0(jo) X (25, — %)

=€ o(j1) x 2, + € (o) X zj, = V(Ie;).
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Si dim 5 > 1, nous avons

29(c;) +Z ') x w3, 4) + B +7))
= Z eo(j') x 2 + Z (zj = 2j) = 00 (j") x wyr (5", 7))
+ Z ) X wjr (j Jj)— vj/aa(j ) % (25 — Zj))

- Z /6 // X wju(j j) ’Uj//O'(j”) X (Zj/ — Zj)

+Uj”30( ") < wir(5's 7))
+ Z (v;00(5") x 2; — v 05 (j') x 2;)

+ Z ,6 o ’U]/U 3" x Zjr — Uj//a(j”) X zjt —I—’Uj//’Uj/aJ(j”) X Zj/)

/ //

- Z /6 // ) X Zj — 'Uj//O'(j//) X Zj + Uj//'l)jaO'(j//) X Z])

/ //

Nous avons

Z J,vﬁa ) X zj = vja(ze;:,a(j')) x zj = vj00(c(j)) =0

J

et, notant que > e ,e . = 0 (c’est le coefficient de 0 = 00(c(j)) sur c;»), nous
avons aussi

> ehemoso(f") x 2 =3 (D ehefn)uoi") x 25 =0

J,’J” j// j/
- I Vv U -
g uv]uvj8a( ") X zj = g ( g ],ej,,)v]uvjaa(j ) x zj =0.
J,7j// j// j/

J / _ J &l " Lo s
Comme }_ €,v;00(j") X 2jp = 350 i € J//UJIO'(j ) X zjs, il reste apres
simplification

V(i) = Zei,o(j/) X zj — Z i,ei,,a(] ) x win (5, 7)
J’ "3

— E z,ez,,v]u@a )xw]uj Jj)+ g //v]uv]/aa( )ij/.

/ // / N
5J
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Si dim j = 2, alors do(j”) = 0 et cette expression se réduit a

YA

)

00(cs) = Y b (i) x 2 = 3 o) x wpn(j', ).
j/

Si dim j = 2, alors

90ej) =9(D_epey)
= ST+ 3 o) x win(1".):

Dans 'arbre T)», nous avons wj»(j",5") = w;n (3", j) —w;» (4", 7), d’ou

> o) x w33 = D0 (") % (D )i (i, 5)

s/ r/

J'g J J
- E J/EJ//O' ij//(] J)
]l 1
= — E ej,ej,,a ) x wir (5, 4),
33"

et

¥(0c;) Z ) X zjr — Z ,,a ) X win (4, j) = 09(c))

]/ ]/7J//

si dimj = 2.

349

En utilisant 'observation précédente sur wj~(j”, j'), nous obtenons, quand
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dimj > 2
19(86]) = Z 6]:,19(le)
= Z +Z€;// X w]//( »J ) +ﬂj” +’Y]"))

—Z ,T ZE //0' )Xw]"(] ])

3,7]”

+ Z e;, Z 6;::, (vjn 0 (5") x wjn (5", 3")
_ Zﬁ ,,,’UJ///O' j ) X w‘j//,(j//’j/))

/N

+ Z 6;:, Z 6;;/ (’Uj//’(}j/a(j(j//) X Zj/ =+ Z 6;-///(’(}j///’(}j110'(j///) X Zj//
; I G
— ’Uj///’Uj/O'(jm) X Zj/)) .

Nous avons

-/

v . ' 7 JJ
//6 ///U]WUJNO-(j ) X Zj// - fj///Uj///’Uj//O'(] ) X ( ejlej”)zj//

SRR 3G j’
=0
et
" j 1 it g
,,e ,,,1}]///2}]/0(] ) X Zjr = E Gj/’l}j///’Uj/O'(] ) X (Zej/,ej,//)zj/ =0
3"3"3" 3 7"

puisque) e;::,e;:::, =0 (c’est le coefficient de 0 = 99(cj/) sur cj»). De plus,

Z 6§ iueﬁii/wa(.y ) x wim (57, 57)

7j//,j///
" -l
= E ’1)]///0' X( E 6;/ ;,,6;,,,(4)]///(] yJ ))

1

/

J

/// J 7]
A 111
et la chaine w(j") = > i e§ i,,ﬁi,,,wjm( §') de Tjm vérifie
/// 2 :
i/ei//ei///(zj” - Z]')
353"
. / =11
E i"l gi/ i = € 1 E //Ei///)zj’ =0
3 3’ i’ 3"
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et comme T} est un complexe acyclique de dimension un, nous avons w(j"”) = O,
donc

Z ,,6 ,,,UJ/NO'(j ) X wj”'(j//,j/) =0.
RN

Comme en outre

S vpda(f") x win (", 5) = > (D el vpdo(i") x win (5" )

33" J J
s,
J g N/ A
- § ej,ej,,’ujnaa(j ) X Wj”(] . J)
3"

= - Z 6;,6?,,1131160 ) X wj”(j/aj)v

/ //
nous obtenons apres simplification

?9(80]) = Zﬁng(j/) - Z ; ;//0_(] ) X wj”(j/aj)
]/7J//

&l o e i
- g J/ej//v]u@a " xwin (5, g) + E €;€nvjrvj 0o (J7) X 2
/ // J/7jll

= 90(c;).

La fonction f. Pour construire f, nous utiliserons le fait que la subdivision
barycentrique de M en est une triangulation. Nous notons b, le barycentre de la
cellule |7| de M. Pour chaque cellule || de M, il existe, par définition de M, une

/
cellule |7/| dont |7| est une face et telle que pgl(g )N Ok # () ; fixons une telle

!/
cellule |7/| et un point z(7) de plzl(O )N OF en convenant de prendre |7/| = |7| si

P (7 F)NOE £ 0. Si || et |7'2| sont deux cellules de M telles que |11 N |7m2| # 0 et

si x(7;) appartient a p, L7 ) pour i = 1,2, alors ) # 11| N |2| C |71]| N |75], donc
d(z(m), z(m2)) < 4.27F d’apres (7).

Le sous-complexe ) de M est de dimension n + 1, donc si le simplexe
|brgs -+ 07| (J70] < -+ < |7]) de la subdivision barycentrique de M est con-
tenu dans @, alors r < n + 1. D’apres ce qui précede, tous les z(7;) sont
dans la boule fermée B(x(7p),227%). Puisque z(79) appartient 4 OF le pro-
duit B(x(7),2%7%)"*2 est contenu dans U, 11, ce qui permet, pour un point
y =i _otibs de ce simplexe, de poser

fy) = N(x(10), - 2 (1) t0s - - o ).
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D’apres (x), f(y) ne dépend pas du choix du simplexe de la subdivision
barycentrique de () contenant y (pourvu que 79| < --- < |7|), et nous définissons
ainsi une fonction f : @ — X telle que f(b;) = x(7) pour toute cellule || de
Q. Par définition de OF, le diametre de f(|by,,. .. ,bs|) est inférieur 4 27", donc
d(f(y), f(bs;)) < 27™ pour tout y € |bry,...,bs.| et 0 < i < r. Pour tout j € J,
posons f(v;) = x(7(j)). Nous avons alors

(10) d(f(y), f(vy)) < %.2_” pour tout y € C; U {v; | j' < j}.
En effet, si |7| est une cellule de Cj, alors w(|7]) C |o(j)], et si x(r)

o/ o
appartient a p, ' (1) et z(7(5)) & p,, 1 (7;), alors |7| N |7'| # 0 # |7(j)| N 74|, donc,
en utilisant (6) et (7), nous obtenons

d(x(r),z(7(7))) < diampy ' (|7']) + diampy,* (|0 (j)]) + diamp;* (|75])

7
<227y 2R p227F < 527

Nous avons donc en particulier d(f(v;), f(v;)) < £.27" si 5/ < j. Si le sim-
plexe |bs,...,bs | est contenu dans Cj, alors |r.| C Cj et d(f(vj), f(y)) <

d(f(vj), f(br,)) + d(f(br), f(y)) < £.277 427" = ;2_” pour tout y dans ce

simplexe, d’ou (10).

Tout point y de D; s’écrit y = tou + t;v; o u appartient a C; et (to,t1)
a Aq, et tout point y de E(j',j) s’écrit y = tou + t1vj + tov; ou w appartient &
Cjr et (to,t1,t2) & Ag. Puisque f(v;) appartient & OF C O,, B(f(vj), 5.27™)3 est
contenu dans Us, donc nous pouvons poser

f(y) = Ai(f(u), f(vj)ito,t1)

pour y = tou + t1v; € Dj et

f(y) = Xa(f(u), f(vy), f(v5);to, t1, ta)

pour y = tou + t1v; + tav; € E(j',j). Il résulte de (%) que ces définitions sont
compatibles entre elles et compatibles avec la définition de f|Q. Puisque les
fonctions A, sont continues, la fonction f ainsi construite est continue. Par
définition de O, Aa(B(f(v;),3.27™)3 x As) est contenu dans un élément de U/,
donc il résulte de (10) que

(11) f(Uj/gj II(5')) est contenu dans un élément de U’ pour tout j € J.

Soit pu : C(P,R) — S(P,R) un morphisme de chaines tel que u(r) €
S(|7], R) pour toute cellule |7| de P. Pour tout simplexe s’ de K', soit |cj(y)]



RAYV algébriques 353

la plus petite cellule de K contenant |s|. Soit v : C(K',R) — C(K,R) un
morphisme de chaines tel que v(s") € C(|c;(s)|, R) pour tout simplexe s' de K’,
et soit enfin ( = fpopodov:C(K',R) — S(X,R).

Si " est un simplexe de K, alors, pour toute face s” de s’, v(s”) appartient
a C(lcjsn |, R), donc ¥(v(s")) est contenu dans C(Ujgj(s nH(5), R), et [|C(s")]] est
contenu dans f(lJ;< (s H(j)). D’aprés (11), il y a un élément U’ de U’ contenant
U< I1(4)), donce [|¢(s”)|| € U pour toute face s” de ', ce qui montre que ¢
est une réalisation algébrique de K’ relativement a U’, donc a fortiori relativement
a U, et la condition (b) est vérifiée.

Soit Gy = Gj, N --- NG}, un élément non vide de G, ot s = [jo, ..., jr]
est un simplexe de K. Puisque G;, # 0, il contient un point z, de pgl(MjT) N
OF. D’apres (8), G est contenu dans B(zs,2.27"). En outre, d(zs, f(vj,)) <
3.27" car si f(vj.) = x(7(j,)) appartient & plzl(%), alors 0 # |r| N |7(jr)| C
7| N M, et d(xs, f(v),)) < diampy(|7]) + diampy ' (M;,) < diamp, ' (|7]) +
diam p; ! (|o(j,)]) < 2.27F 4+ 2.27" < 3.27" d’apres (6) et (7). Puisque x5 appar-
tient & Oy, il y a un élément U, de U’ qui contient /\3(B(:1:s, %.2_”)3 X Ag) )
B(z,,3.27™), donc U} contient G et f(v;, ).

Nous avons w(S(GS,R)) C C(Trs,R), qui est la somme des complexes
C(s', R) ou s’ parcourt les simplexes de Tr s. Pour chaque tel simplexe, ((C(s', R))
est contenu dans S(f(UJ<J(s)H( ), R) et f(Uj<js I1(4)) est contenu dans un
lément U/, de U'. Alors S(U, UL, R) contient ((C(Trs, R)) D ¢ o ¢(S(Gs, R)).
Pour tout simplexe s’ de Trs, le plus petit simplexe fermé de K contenant |s'|
contient |jo, . . ., jr|, donc |cj(s| contient |c;, | et j, < j(s'). Par suite, U], contient
f(v;,), donc U, NU} # 0, et S(St(U},U’), R) contient S(Gs, R)US(Uy UL, R) D
S(Gs, R)UCo9(S(Gs, R)), et comme St(U,U’) est contenu dans un élément de
U, la condition (¢’) est vérifiée. O

Les théoremes 7 et 8 montrent que tout espace ULC contractile métrisable
a la propriété du point fixe pour les applications multivoques compactes s.c.s. F
telles que F'(z) soit Q-acyclique pour tout x. Ce résultat se généralise a tous les
espaces ULC contractiles séparés par les techniques développées dans [3] et [4].
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