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В статията се разглежда приложение на композиция на хомотетии и на хомотетия
за доказване на някои твърдения.
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Кратки сведения за Boutin
М. А. Бутен, професор по математика, е роден в Париж през 1858 г. Той се

присъединява към Математическото общество на Франция през 1885 г. и публикува
в списание за елементарна математика от 1890 г.

История – начало
В сп. Математика и информатика, бр. 3, 1996, IV корица, като задача на броя

е публикувано следното твърдение, свързано с името на Бутен.
Теорема на Бутен 1. Нека A0, B0 и C0 са хомотетичните образи на среди-

те съответно на страните BC, CA и AB на △ABC при хомотетия с център
центърът на описаната около △ABC окръжност. Да се докаже, че правите AA0,
BB0 и CC0 се пресичат в една точка, лежаща на правата на Ойлер за △ABC.
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Решения и обобщение на разглежданата теорема са публикувани в [6] и [7]. Да-
деното по-долу доказателство на твърдението и в изложението, свързано с тази
теорема, се използват следните две твърдения.

Твърдение 1. Композицията на две хомотетии е хомотетия или транслация.
Композицията е транслация (или идентитет), когато коефициентите на двете
хомотетии са реципрочни числа. Ако композицията е хомотетия, то коефициен-
тът ѝ е равен на произведението на коефициентите на дадените хомотетии, а
трите центъра лежат на една права. [5]

Твърдение 2. Хомотетиите с общ център образуват група. [4]
Доказателство на теорема на Бутен 1 Нека A1, B1 и C1 са средите съответно

на страните BC, CA и AB на △ABC, точката O е центърът на описаната около
триъгълника окръжност, а точката M е медицентърът на триъгълника и M ̸= O.

Според означенията на черт. 1, твърдението се доказва с използване на следната
композиция от хомотетии:

(*)

A
χ
− 1

2
M−−−−→ A1

χk
O−−−→ A0

B
χ
− 1

2
M−−−−→ B1

χk
O−−−→ B0,

C
χ
− 1

2
M−−−−→ C1

χk
O−−−→ C0

където χ
− 1

2

M е хомотетия с център точката M и коефициент −1

2
, а χk

O е хомотетия с
център точката O и коефициент реално число k ̸= 0. Според цитираното Твърдение
1, композицията на двете хомотетии е хомотетия, ако k ̸= −2. Ако k ̸= −2, то
композицията на двете хомотетии е хомотетия с център точката P = AA0 ∩ BB0

(черт. 1.) и тази точка според същото Твърдение 1 лежи на правата OM , т.е. на
правата на Ойлер за △ABC (начертана на чертежа с пунктир). Правите AA0, BB0

и CC0 се пресичат в точката P .
Ако M ̸= O и k = −2, то композицията на двете хомотетии е транслация. Според

означенията на черт. 2, твърдението се доказва с използване на следната композиция
от хомотетии:
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A
χ
− 1

2
M−−−−→ A1

χ−2
O−−−→ A0

B
χ
− 1

2
M ;

−−−−→ B1
χ−2
O−−−→ B0

C
χ
− 1

2
M ;

−−−−→ C1
χ−2
O−−−→ C0

O
χ
− 1

2
M ;

−−−−→ O1
χ−2
O−−−→ O0.

Тогава правите AA0, BB0 и CC0 са
успоредни помежду си и са успоред-
ни на правата на Ойлер за △ABC,
защото тя съвпада с правата OO0

(черт. 2.).
Успоредността на тези прави може
да се докаже и по друг начин. Тъй
като OA0⊥BC и AH⊥BC (точката
H е ортоцентърът на △ABC), то (1)
OA0 ∥ AH. Освен това (2) OA0 =
2OA1 = AH.
От (1) и (2) следва, че четириъгълникът AA0OH (черт. 2.) е успоредник и тогава
AA0 ∥ OH. По аналогичен начин се доказва, че и правите BB0 и CC0 са успоредни
на правата на Ойлер за △ABC.

Ако M ≡ O и k ̸= −2, то композицията χk
O ◦ χ

− 1
2

M е хомотетия с център точ-
ката M съгласно Твърдение 2. Правите, разглеждани в теоремата, минават през
медицентъра на триъгълника (черт. 3.).

Ако M ≡ O и k = −2, композицията е идентитетът.
В следващите разсъждения ще разгледаме следната задача.
Задача 1 Точките A0, B0 и C0 са образите на върховете на △ABC при си-

метрия относно произволна точка. Да се докаже, че правите A1A0, B1B0 и C1C0

се пресичат в една точка, където точките A1, B1 и C1 са средите съответно на
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страните BC, CA и AB на △ABC. (неизвестен източник)
Доказателство Според означенията на черт. 4. задача 1 се решава с използване

на следната композиция от хомотетии:

(**)
A1

χ−2
M−−−→ A

χ−1
O−−−→ A0

B1
χ−2
M−−−→ B

χ−1
O−−−→ B0

C1
χ−2
M−−−→ C

χ−1
O−−−→ C0,

където точката M е медицентърът на △ABC, а O е произволна точка от равнината
на триъгълника. Централната симетрия с център точката O е записана като хомоте-
тия с център точката O и коефициент −1. Ако точката O не съвпада с медицентъра
M на △ABC (черт. 4.), то композицията на посочените две хомотетии е хомотетия
с коефициент 2 и център точката P от правата OM . Следователно правите A1A0,
B1B0 и C1C0 минават през точката P . Този извод може да се получи и от компо-
зицията на хомотетиите в (*), като се замени χ

− 1
2

M с χ−2
M и се разменят местата на

върховете на триъгълника и съответните им среди на страните на триъгълника, а
χk
O е заменена с χ−1

O , само че в този случай точката O е центърът на описаната
около триъгълника окръжност. По този начин, обаче, се ограничава общността на
твърдението от задача 1. Ако точките O и M съвпадат, то тогава разглежданите в
задачата прави минават през медицентъра на триъгълника (черт. 3.).

Теорема на Бутен 1 и Задача 1 дават идея за формулиране на две нови твърдения,
във формулировката на които точката O е произволна точка от правата на Ойлер за
съответния триъгълник, а централната симетрия от Задача 1 е заменена с хомотетия
с коефициент произволно реално число k ̸= 0.

Твърдение 3. Нека A0, B0 и C0 са хомотетичните образи на средите съот-
ветно на страните BC, CA и AB на △ABC при хомотетия с център произволна
точка от правата на Ойлер за △ABC и коефициент реалното число k ̸= 0. (p) Да
се докаже, че правите AA0, BB0 и CC0 или се пресичат в една точка, лежаща на
правата на Ойлер за △ABC, или са успоредни на правата на Ойлер за △ABC.(r)

Коментар. При тази формулировка на Твърдение 3, в сравнение с даденото
в теорема на Бутен 1, точката O принадлежи на безкрайно множество от точки –
правата на Ойлер за △ABC. В този смисъл Твърдение 3 се явява обобщение на
Теорема на Бутен 1.

Доказателство. При направените означения логическата структура на Твърде-
ние 3 е (i) p → r.

Верността на твърдението следва от композицията на хомотетиите

(***)

A
χ
− 1

2
M−−−−→ A1

χk
O−−−→ A0

B
χ
− 1

2
M−−−−→ B1

χk
O−−−→ B0

C
χ
− 1

2
M−−−−→ C1

χk
O−−−→ C0,

като χk
O е хомотетия с център произволна точка от правата на Ойлер за △ABC.

Ако O ̸= M и k ̸= −2, то композицията на двете хомотетии е хомотетия с център
точката P = AA0 ∩ BB0 (черт. 5.) и тази точка според цитираното Твърдение 1
лежи на правата OM , т.е. на правата на Ойлер за △ABC. Ако k = −2 и O ̸= M,
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то композицията на двете хомотетии е транслация. Правите AA0, BB0 и CC0 са
успоредни на правата на Ойлер за △ABC.

Това твърдение се доказва и по следния начин. Вярно е, че △A1MO ∼ △A1AA0

(черт. 6.), защото
A1M

A1A
=

1

3
=

A1O

A1A0
. Следователно MO ∥ AA0. По аналогичен

начин се доказва, че и правите BB0 и CC0 са успоредни на правата на Ойлер за
△ABC. Ако O ≡ M и k = −2, композицията е идентитетът.

Верността на твърдението следва и от композицията на хомотетиите в (**), като
се замени χ−2

M с χ
− 1

2

M и се разменят местата на средите на страните на триъгълника
и на върховете му, а централната симетрия χ−1

O се замени с хомотетия χk
O (k ̸= 0) с

център произволна точка от правата на Ойлер за △ABC.
Твърдение 4. Нека A0, B0 и C0 са хомотетичните образи на върховете на

△ABC при хомотетия с център произволна точка от правата на Ойлер за △ABC
и коефициент реалното число k ̸= 0. (q) Да се докаже, че правите, минаващи през
точките A0, B0 и C0 и средите A1, B1 и C1 съответно на страните BC, CA и
AB или се пресичат в една точка, лежаща на правата на Ойлер за △ABC или са
успоредни на правата на Ойлер за △ABC. (r)

Коментар. При тази формулировка на Твърдение 4, в сравнение с даденото в
задача 1, позицията на точката O e ограничена до точка от правата на Ойлер за
△ABC. В този смисъл Твърдение 3 се явява следствие от задача 1.

Доказателство. При направените означения логическата структура на Твър-
дение 4 е (ii) q → r. Според означенията на черт. 7. твърдението се доказва с
използване на следната композиция от хомотетии:

(****)
A1

χ−2
M−−−→ A

χk
O−−−→ A0

B1
χ−2
M−−−→ B

χk
O−−−→ B0

C1
χ−2
M−−−→ C

χk
O−−−→ C0.
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Ако O ̸= M , композицията на две-
те хомотетии е хомотетия с коефици-

ент −2k при k ̸= −1

2
и център точка

от правата на Ойлер за △ABC. В то-
зи случай правите A1A0, B1B0 и C1C0

се пресичат в една точка (точката P )
от правата на Ойлер за △ABC (черт.
7.). Този извод може да се получи и от
композицията на хомотетиите в (*),
като се замени χ

− 1
2

M с χ−2
M и се разме-

нят местата на средите на страните
на триъгълника и на върховете му, а
χk
O (k ̸= 0) е хомотетия с център про-

изволна точка от правата на Ойлер
за △ABC.

Композицията на двете хомотетии

е транслация, ако O ̸= M и k = −1

2
(черт. 8.).
Тогава правите A1A0, B1B0 и C1C0 са успоредни на правата на Ойлер за △ABC.

Това се доказва и по следния начин. Вярно е, че △AMO ∼ △AA1A0 (черт. 9.),

защото
AA1

AM
=

3

2
=

AA0

AO
. Следователно MO ∥ A1A0. По аналогичен начин се

доказва, че и правите B1B0 и C1C0 са успоредни на правата на Ойлер за △ABC.

Ако O ≡ M и k ̸= −1

2
правите A1A0, B1B0 и C1C0 минават през точка M . Ако

O ≡ M и k = −1

2
композицията е идентитетът.

Извод. Замяната на хомотетията χ
− 1

2

M (точката M е медицентърът на △ABC)
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с обратната ѝ хомотетия χ−2
M и смяната на образа и на първообраза дава възмож-

ност да се получат от сноповете прави, които се разглеждат в теорема на Бутен
1 и Твърдение 3, сноповете прави, които се разглеждат в задача 1 и Твърдение 4.
Твърденията 3 и 4 са получени съответно от теорема на Бутен 1 и от задача 1, като
точката O и в двата случая е заменена с произволна точка от правата на Ойлер за
△ABC.

В логическите структури (i) и (ii) на двете твърдения заключението е означено
с една и съща буква (r), защото се има предвид видът на сноповете прави. Еквива-
лентността (iii) (p → r)∧ (q → r) ⇔ p∨ q → r следва от твърденията (i) и (ii). Логи-
ческата структура на заключенията на тези твърдения е изключваща дизюнкция,
защото правите от снопа или минават през една точка, или са успоредни помежду
си. Еквивалентност(iii) дава възможност да се формулира следното твърдение.

Нека A0, B0 и C0 са хомотетичните образи на върховете или на средитеA1, B1

и C1 съответно на страните BC, CA и AB на △ABC при хомотетия с център
произволна точка от правата на Ойлер за △ABC и коефициент реалното число
k ̸= 0. Да се докаже, че трите прави, определени от образа и първообраза на по-
сочените точки съответно при композициите от хомотетии (***) или (****),
или се пресичат в една точка, лежаща на правата на Ойлер за △ABC или са
успоредни на правата на Ойлер за △ABC.

История – продължение
В [2], отпечатано в [1], се среща друго твърдение, свързано с името на М. Бутен.
Теорема на Бутен 2. Три окръжности с центрове точките O1, O2 и O3

се допират в точките A, B и C. Правите АС и ВС пресичат окръжността с
център O1 съответно в точките Е и F. Да се докаже, че правата EF минава
през точката O1 и EF ∥ O2O3.

В [1] може да се намери доказателство на това твърдение. Тук ще предложим
доказателство на твърдението с използване на хомотетия и базиращо се на следното
твърдение.

Твърдение 6. За всеки две неконцентрични нееднакви окръжности същест-
вуват точно две хомотетии, които изобразяват едната окръжност в другата.
[3]

Ако двете окръжности са допиращи се, то допирната им точка е центърът на
едната от двете хомотетии.

Доказателство на теорема на Бутен 2. Според Твърдение 6 съществува
хомотетия с център точката A, при която окръжностите k2 (O2; r2) и k1 (O1; r1) се

изобразяват една в друга. Нека χ
− r1

r2

A е хомотетия с център точката A и коефициент

kA = −r1
r2

и χ
− r1

r2

A (k2) = k1 (черт. 10.).

Оттук следва, че O2
χ
− r1

r2
A−−−−→ O1, (CE)

χ
− r1

r2
A−−−−→ (CE),(

{C} = k2 ∩ (CE)
χ
− r1

r2
A−−−−→ k1 ∩ (CE) = {E}

)
и (3) (O2C)

χ
− r1

r2
A−−−−→ (O1E).

От извод (3) следва, че (4) (O2C) ∥ (O1E), защото правата (O2C) не минава през

центъра A на хомотетията. Аналогично, нека χ
− r1

r3

B е хомотетия с център точката B
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и коефициент kB = −r1
r3

, при която окръжностите k3 (O3; r3) и k1 (O1; r1) с изобра-

зяват една в друга, т.е. χ
− r1

r3

B (k3) = k1 (черт. 10.). Оттук следва, че O3
χ
− r1

r3
B−−−−→ O1,

(CF )
χ
− r1

r3
B−−−−→ (CF ), C

χ
− r1

r3
B−−−−→ F

{C} = k3 ∩ (CF )
χ
− r1

r3
B−−−−→ k1 ∩ (CF ) = {F}

 и (5)

(O3C)
χ
− r1

r3
B−−−−→ (O1F ).

От извод (5) следва, че (6) (O3C) ∥ (O1F ), защото правата (O3C) не минава през
центъра B на хомотетията. От изводи (4) и (6) и транзитивността на релацията
успоредност следва, че (O1E) ∥ (O1F ), т.е. трите точки E, F и O1 лежат на една
права, защото през точка O1 минава единствена права, успоредна на правата (O2O3).
Следователно(EF ) ∥ (O2O3).

Забележка. В доказателството на последното твърдение с кръглите скоби се озна-
чава права, определена от посочените в скобите две точки.

Допълнителни изводи. На базата на доказаното твърдение следва, че O2O3 =
r2 + r3, EF = 2r1 и O2O3 ∥ EF . Ако по аналогичен начин се построят и отсечките
MN и KL (черт. 11.), то MN = 2r2 и O1O3 ∥ MN , и KL = 2r3, и O1O2 ∥ KL. От
тези изводи следва, че страните на △O1O2O3 са съответно успоредни на отсечките
EF , KL и MN и верността на твърдението в заключението на следната задача.

Задача 2. Три окръжности с центрове точките O1, O2 и O3 се допират в точ-
ките А, В и С. Правите АС и ВС пресичат окръжността с център O1 съответно
в точките E и F . Правите AB и BC пресичат окръжността с център O2 съот-
ветно в точките M и N . Правите AB и AC пресичат окръжността с център O3

съответно в точките K и L. Да се докаже, че P△O1O2O3 = EF +KL+MN .
Заключение
Целта на изложението е да се покаже възможността чрез използване на позна-
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вателните методи обобщение и специализация или чрез използване на логически
еквивалентности да се формулират нови твърдения или задачи, решими с посочено-
то теоретично средство. Дейностите, свързани с генериране на нови твърдения или
задачи на такова ниво, са посилни само за някои ученици, но основно са ориентирани
към учителите по математика.
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