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Soit $ un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie. On
note de fagon usuelle L($) I'ensemble des opérateurs linéaires continus de $, et
A I'ensemble des contractions T de L ($) absolument continues pour lesquelles le
calcul fonctionnel de Nagy-Foias ®;:H®—>L($), f—f(T) est isométrique. La
classe A a joué un rdle essentiel dans la solution du probléme invariant pour les
contractions T dont le spectre o(T) contient le cercle unité T [4]. En effet un
résultat ([2] Th 2.2, revu en détail dans la premitre partie de [S]), montre que ce
probleme se réduit au cas TeA. Ainsi qu'il est expliqué dans [5], cette réduction
consiste essentiellement 2 établir que, sous les hypotheses | T|| <1 et o(T)>T, si
T n’appartient pas a A alors la fermeture de I'agebre des f (T), ou f est une fonction
rationelle 2 pbdles hors de ¢ (T), est non integre. :

Dans la présente note nous réexaminons la démonstration du théoréme 2.2
de [2], plus précisément celle du théoréme 2.1 de [5], et nous montrons qu’il peut
se formuler dans le cadre de ./, algtbre duale unitaire engendrée par
T (fermeture dans L ($), pour la topologie faible *, de I'’ensemble des polyndmes
en T. Rappelons que cette topologie résulte de la dualite L ($)=C,(H), ou C(9)
est I'espace de Banach des opérateurs a trace finie sur H, normé par
ISIl, =tr(\/S*S)).

Enfin D désigne le disque unité ouvert dans le plan complexe.

On a le résultat suivant:

Theoreme 1: Soit T une contraction de $ dont le spectre contient T. Alors
T appartient a A si et seulement si <y est integre.

Remarque: Soit T une contraction. L’inégalit¢é de Von Neumann
Ip(T)l Ssupseplp(4) donne une représentation ®, de lalgebre du disque
A dans L(9). Cette application est une isométrie si et seulement si le spectre de
T contient T. En effet si p est un polyndme, on a: o(p(T))=p(a(T)), d’ou:
supsc onIP(A) =r(P(T)=p(T) Ssupseolp ()

— Si T est inclus dans o (T), le terme de gauche est égal a celui de droite, donc
il y a egalite partout et on a: [[p(T)[=[plla-

— Si @, est isométrique, on montre que pour tout A dans T la suite (A )pene
définie par A, =Zo<i<n_ 1 TP/A? verifie: |A,=n et [(A—T)A,I=[AA-T"/A)| =2,
donc A est dans o(T).
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Démonstration:

l-ere étape (=): Il résulte du théoreme 4.3 de [3] que si T appartient & A,
®, est un isomorphisme de H® sur &/, or H® est intégre, donc «/ I'est aussi.

2-eme étape (<=): On suppose &/ integre et on montre successivement
que T est absolument continue et que ® est une isométrie. Rappelons que T est
dite absolument continue si sa partie unitaire est triviale ou de mesure spectrale
absolument continue par rapport i la mesure de lebesgue m sur T. Il est bien
connu (voir, par exemple, [8]) que si T n’est pas absolument continue, alors
A v =1, ® Ar,. A1, contient une algébre isomorphe a L*(u), qui est non
intégre si p, #0. Donc si .o/ est intégre, u, est nul, autrement dit T est absolument
continu, et le calcul de Nagy-Foias est défini sur tout H.

L’ensemble Oy (T) des complexes A pour lesquels A-T est non inversible dans
o+ est inclus dans o (T). Soit {H(T)=(Dno, (T))v{ieD\o(T)/0 A=T)"
=(1—JA)"'} ol 0€]0,1[. Par définition de g,T(T) on a pour A€ D\a,T(T)
(A—T) ‘el , et pour he H® et Ae Dr\a'.,T(T):h().)ea,T(h(T)).

Un résultat intermédiaire sera - utile:

Lemme: S’il existe 0€]0, 1[ pour lequel {(T) n’est pas dominant sur T, alors
&/ n'est pas integre.

Démonstration: Elle est analogue 4 celle du théoreme 2.1a de [5]: On
construit deux lacets y, et y, tels que y,Uy,\T soit disjoint de o, (T) et que sur
cet ensemble on ait: O (A—T) |1 —|A)~!. On note A, et A, les points
d’intersection de y, et T, et ¢; la fonction A—(A—4;;)(A—4; ;). La fonction
A—]l@;(A)(A—T)"!| est bornée sur y\T. On définit donc un opérateur A; par:
Ai=(2in)—157i @A) (A—T) 'dA.

On a Aje o/ car y\T est inclus dans C/o, (T) et A A,=0.

Il reste a prouver que A; est non nul. La démonstration s’adaptant
indifferemment 4 A, et A, on laisse ici tomber I'indice: pour tout u de I'arc ouvert
d’extrémités 4, et A, intérieur 2 y on a: @ (u)=Q2in)" [0 (1) (A— w~dA, d’ou
A—o=Qin) [,o (D[A-T)"'—(A—p)~']dA

Comme peT et Tco(T), pour tout A€y, (A—p)~ ! est élement de 6 (A—T)~ .
Plus précisément toute somme de Riemman Z¢ (&) [(§—T) ™' —(&— 1)~ '] se met
sous la forme (u—T)S, ou S est un opérateur qui commute avec T, donc est non
inversible. Finalement ¢ (u)ea(A) donc o (A)#{0} et par suite A#0.

Reprenons maintenant la démonstration du théoreme 1:

Ici on suppose .o/ inteégre donc, via le lemme ci-dessus, tout 0€]0, 1[ donne
un ensemble {(T) dominant pour T. En particulier on peut fixer un 0€]0, 1/3[. La
fin du raisonnement est analogue i celle du théoréme 2.1 b’ de [5]: Soit he H®, il
s’agit de montrer ||h(T)||2|lh|,, ce qui assurera I'égalit¢ vu l'inégalite de Von
Neumann. On montre d’abord_(1—36)||h||, <|h(T)|| pour tout he H®.

Soit donc A€ {y(T).

- Si leadT(T) on a h(l)eo_,T(h (T)) donc |h(A)|Sr(h(T)=|h(T)| et
|h (2)|—=30|Ih|l, < [Ih(T)].

—Si i¢o, (T), il existe v unitaire dans $ tel que A=T)" vl
>(3/20) (1 —|A) . u=(A—=T) 'v/|(A—T) " 'v|| est unitaire et verifie: l(A—=T)ull
=(3/20)(1 —A).

Dot [|h(T)|| = ||h(T)u|l = |h(4)| —30|h]| .

On a finalement ||h(T)|=|h(4)—30|h|, pour tout Aely(T), et cet
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ensemble étant dominant pour T le passage a la norme uniforme donne
[h(T)I=(1=30)[|h]l -

Pour ne N, ||h(T)[*= |h®(T)|| 2 [[h"[l ,(1 —360)=(Ilh]| ,)" (1 —36), d’otr ||K(T)]|
= | /h||, (1—30)'/", et en faisant tendre n vers oo, ||h(T)| = |/h|,. L’application
H® .o/ :h—h(T) est donc une isométrie et TeA.

Nous concluons cette note par quelques remarques:

1) Le résultat s’é¢tend sans difficultés au cas d’un opérateur M-polynomialement
borné. Rappelons qu’un opérateur T est dit M-polynomialement borné s’il admet
le disque unité fermé comme ensemble M-spectral, c’est & dire que pour tout
polyndme p on a ||p(T)| <M|lpll,, ot [Ipll,=5sup.plp(@). La classe A a été
deéfinie dans [1] comme I'ensemble des opérateurs M-polynomialement bornés tels
que &/, soit faible*-homéomorphe 2 H®. On obtient:

Théeoreme 2: Soit T un opéerateur M-polynomialement borne dont le spectre
contient T. Alors T appartient a AM si et seulement si oy est integre.
2) Si on s’affranchit de la condition ¢(T)>T, on peut également formuler une
extension partielle du théoreme 1 sous la forme suivante, basée sur la notion
d’ensemble essentiel pour une contraction absolument continue.

Théeoreme 3: Soit T une contraction absolument continue sur $. Si o(T)NT n’est
pas essentiel pour T, alors sf n'est pas integre. .

Notons qu’il n’y a pas de réciproque a espérer, il suffit pour le voir de
considérer T tel que o(T) soit inclus dans D et non connexe.

Avant de clore, il m’est agréable de remercier Bernard Chevreau, dont l'aide

’

a été précieuse pour I’¢laboration de cette note.
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