3aji0uHa MOArOTOBKA 3a oauMuuaan 2025

A muTnBHA KOMOMHATOPUKA

Bopucias Kupusos

B monbpanuTe 3ajauu ce mHTEpECyBaMe KAKBO MOYKEM Ja KaykeM, KOraTo chOupame ejre-
MEHTHTE Ha HAKOJKO JaJeHH MHOXKecTBa. [loHsKora ce HaJjara Ja InpujaraMe KOMOHHa-
TOPHHU, a APyl I'bT — aJareOpudHu moxBaTh. IIbpBUTe YeTHpHU Ipyny IpemIarar 3aJa4u,
o0eIMHEeHN OKOJIO OIpejie/ieHa uies. B mocaeHara rpyina HAKOW 33/a4d HAAIPAZKIAT
YaCT OT IpeaCTaBeHuTe UJaeu, a APYTU U3UCKBAT IIO-TBOPYECKH ITOJAXOAM. Baﬂan/ITe Ca C
pa3HooOpa3Ha CJI0YKHOCT, KaTo MpH pa3dopa uMm Iie ObIaT MpejAcTaBeH! PeleHns Ha JacT
OT THX.
Hagcskbae 3a MaokecTBO A 03HauaBame ¢ |A| 6post Ha eeMeHTHTE MY.

Be3 Teopus

Bamaua 1. /laneHn ca aBe MHOXKECTBA, ChCTABEHN OT €CTECTBEHH YHCJIA, MO-MAJIKH OT N.
Jla ce mokazKe, Ue aKo OOIIMAT OPOil YmMCIa B JBETE€ MHOMKECTBA € He MO-MAJIbLK OT M, TO
MOXKeM J1a u30epeM 110 eHO YUCJIO OT JIBeTe€ MHOXKECTBA C'bC COOP M.

Samaua 2. Heka A n B ca aBe KpaifHu MHOYKECTBa OT eCTECTBeHHW unciaa. dpes A + B
o3HadaBame MHOXKecTBOTO {a+b | a € A,b € B}. Jla ce nokaxe, ue |A+B| > |A|+|B|—1.

3amaua 3. /lajgenu ca 70 pazjumunu ecrecTBeHu uucja, He no-rojemu or 200. Jla ce
A0KazKe, 9€¢ HAKOH JABE€ OT TAX MMaT pa3JInKa YeTHUpU, 11eT UJIu AEeBeT.

Bamaua 4. /lagenu ca ecrecTBeHH 4YHUCIA A4, a9, ...,a7. Ja ce JoKaxke, 4e MOKEM JIa
u3bepeM HAKOJIKO OT TsX (IIOHe eJIHO) M Ja MOCTABUM IIpeJ HIKOH OT TAX 3HAK ILITIC, a
1peJ, HIKOM MUHYC, TaKa, ye KpallHugar pesyJrar ja ce jean Ha 100.

Bagada 5. CTo W eqHO 4mcIa W3MeKILy ecTecTBernTe unciaa ot 1 go 10° ca onpserenn B
cuabo. Jla ce mokaxke, 4e MOXKeM J1a OIMBETUM B UE€PBEHO JAPYTU CTO YHCJA, HE TO-TOJIEMHI
ot 10%, Taka, ue BecmukuTe cO0POBE HA CHHBO U UepBeHo uucyo (o6mo 100 - 101 cbopa) na
ca pa3InyHHU.

3amaga 6. Heka aq,as,...,a, ca jgBe 10 JBe Pa3JIMYHA €CTECTBEHU 4ucja u Heka M e
MHOKECTBO OT n — 1 ecTecTBeHHU YHUC/Ia, PA3JIHIHUA OT § = ai + as + - - - + a,. CKakaJelr
CKada 10 peaJHaTa ocC, 3all0YBalfiKn oT ToukaTa (), KaTo MpaBU N CKOKA HAJSICHO C IbJIKIHA
ai, as, ..., Q, B HIKAKBLB pela. a ce mokazKe, e MOCJEI0OBATEIHOCTTA HA CKOKOBETE MOXKe
J1a ce m3bepe Taka, de CKakaJel'bT HUKOTa Ja He I10a/a B Touka or M.

Enna kiaacumyaecka maeiika

Bamaga 7 (Kuacuka). dagenu ca n ecrecrBenu gucaa. Jla ce gokaxke, e cbopbr Ha
HAKOJIKO OT TAX €€ AeJIH Ha 7.

Ilodckaska: ako gaieHUTe YUCIA CA X1, T, . . . , Tp, PA3TTICAAITE COOPOBETE X1, L1+ Lo, . . .,
1+ X2+ -+ Ty
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3amaua 8. /lajgenu ca n — 1 ecrecrBenu yucjia ot 1 70 N, HE BCUYKHA OT KOUTO Ca PABHH.
Jla ce jmokaxke, ge cOOpbT Ha HIKOJIKO OT TAX Ce JIeJIH Ha N.

3amaua 9. Ha gbckarta ca 3ammcaiu CTO eCTEeCTBEHH 4ucja, mo-majaku or 100, ¢be cbop
200. [a ce mokazke, e cOOPBT HA HIKOJKO OT TAX e paseH Ha 100.

3amaua 10. /lajiena e Kyln4mHKa OT KAPTUYKH, BbPXY BCIKa OT KOUTO € HAITUCAHO HAKOEe
or yncaara 1,2, ..., n. IzBecTHo e, ue ¢cOOPBT Ha BCUYKHU 3alUCAHM YKCAa € paBeH Ha k-n!
3a HAKOE ecTecTBeHO Jucao k. [a ce jjokake, 4e € Bb3MOXKHO J1a Pa3IeuM KapTHIKATE
Ha k KyIIUMHKH Taka, e cOOpPBT Ha YUCIATa BbpPXYy KAPTHYKHUTE BbB BCAKA KYIYHHKA A
e paBeH Ha n!.

Teopemn Ha Komm-/lepbunopr u Epaponi-I'ua3oypr-3uB

Joceza pasenesicdaxme ochosHno 3a0ayuu, 6 Koumo pabomurme ¢ ecmecmeeny wucaa. Ko-
20MO PaboOMuUM ¢ MHOHCECBOMO OM OCMAMBUUME NO MOOYA NPOCMO “UCA0, 3adaua 2
UMG CACIHUA GHANO2!

Teopema (Komru-/lesbanopr). Heka p e npocto ducio, a A u B ca MHOXKeCTBa OT 0CTa-

TbUM 1pH Jejenne Ha p. Upe3 A 4+ B o3HadaBaMe MHOKECTBOTO OT OCTAT'bIU
{a+b|a€ A be B}. Torasa |A+ B| > min(p, |A| + |B| — 1).

Jlokasamencmeo. Ciaydadr, B Koiito |A| + |B| = p+ 1, e no-iecen u cJie/iBa 0T apryMeHT,
cxosieH ¢ To3u B 3amada 1. Ilo-mararbk me cuurame, ve |A| + |B| < p u me nposegem
unayknus 1o |A|. Ocuosara npu |A| = 0, 1 ciensa menocpeactseno. Heka cera cunrame,
de |A| > 2 u |B| > 0. Heka = # y ca apa pasauuanu eneventa Ha A. Torasa cbinecrByBa
ocraTbk z € B 3a koiito z + (y — x) ¢ B. Hauctuna, ako momycHeMm mpoTuBHOTO U b € B
e MPOU3BOJICH €JIEMEHT, TO OUXMe MOJTYYUIU HOCIIET0BATEHO

b+(y—x)eB,b+2y—=x)€B,...,

OTK'bJIETO MHOZKECTBOTO B OM ChIbp:KAJI0 BCHYKN OCTATBIM TIPH JeseHne Ha p. la pas-
riaegame MuoxkectBoro A’ = A+ (z —x). 3a nero e B cuna |A'| = |A|,|A'+ B| = |A+ B|,
z+y—z € A, aznaun A me e mogmuokectso Ha B. [la 3abenexum, ge (A'NB)+(A'UB) C
A" + B. OcraBa ja HpWIOKUM HMHAYKIMOHHATA XMIOTe3a 3a MHOoxkecrBata A’ N B u

A'UB. [l

Bamaua 11. /la ce qoKazKe, Ue 33 BCIKO €CTECTBEHO YHCIO0 kK U MPOCTO UHCIO P CHINECT-
ByBAT TleJIM Yucia T 1 Y, 3a kouro 2 + y?> =k (mod p).

3amauya 12. Heka p > 100 e nmpocto umcso. Jla ce mokazke, 4e ChIECTBYBAT IMeT €C-
TECTBEHHU YNCJIa, HEKPATHU Ha p, cOOPBT HA YeTBbPTHTE CTEIeHH Ha KOUTO Ce Ned Ha

p-

3amaua 13. B pequna ca 3anucanu 26 nenysiesu jecerudynu nudpu. Jla ce jgokaxke, de
Ta3u peania MoxKe ja Objie pa3dura Ha HAKOJIKO YacTH Taka, de cOOpbhT Ha ducjaTta,
oOpa3yBaHu OT NUMPUTE B OTJCJTHATE YACTHU, Ja ce jaeau Ha 13.

Bamaua 14. Heka p e npocto uucio, r € {1,2,... ., p—1}uay,aq,...,a, € {1,2,... p—1}.
Ja pasrsiejgame ocTarTblIUTe HA 4YHUCIaTa OT BHUA ZieS a;, KbaeTo S HpodsrBa BCHIKHU
noamuoKecTBa Ha {1,2, ..., 7} (BKJIOYATETHO IPA3HOTO MOJAMHOKECTBO, B KOHTO CJIydait
cvorBercrBanusT c6op e 0). a ce mokaxke, de ce mosydaBar moHe r + 1 pasjandHu ocTa-
TbKA.
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Bamada 15 (Teopema na Epgponr-I'nusbypr-3us). Heka n e ecrecrBeno wmcio. [a ce
JIOKayke, 4e U3MeK/y BCeKu 2n — 1 ecTecTBeHHM YHCIa MOXKeM ja u3bepem n c¢he cOHop,
KpaTeH Ha n.

lodckaska: nspso paszedatime cay4as, 6 KoUMoO N € NPOCMO YUCAO, USNOA3EATKY Nped-
roduama 3adaya.

3amaua 16. Heka p e npocro ucsao. Bbpxy Begko pebpo Ha mbien rpad ¢ 1000p Bbpxa
e 3allMCaHO eCTeCTBeHO 4mcyo. Jla ce mokazke, de rpadbT ChbIbpzKa IUKbJI, cOOPBT OT
qucaaTa BbpXy pebpara Ha KOHTO ce JejIu Ha p.

Teopemure na Komwu-/lepbunopr u Epapom-I'ua30ypr-3uB uMaT U 9UCTO AJTreOpUIHH
JIOKa3aTe/ICTBa. 3a TAX, KaKTO U 3a JAPYTIW NPUIOXKEHUs Ha HOJ0OHM TEXHWKH, IIPeIpa-
mame Jurare/isi KbM KHurara ,Problems from the book® na Tury Anapeecky n Iabpues
Hocnunecky.

Ilonuunomn

Caedsawume zadavwu mozam da 6sdam peuweHny, 4pes no-ans2eopusHy, nodroou, a UMEHHO —
soeeotcdare Ha nodrodsuwu nosunomu. Ochosrama udes 6 masu METHUKA €, Ye NPU YM-
HONCEHUE HA HAKONKO NOAUHOMAE CENEHUME HA MOHOMUME 8 NPOUIBEOEHUEMO €4 PABHU
Ha cOOPOBEME O CMENEHUME HA MOHOMUIME 6 HAYAAHUME TLONUHOMU.

Sagaua 17. [ajenu ca npocTo 4ucjio p u JBa Habopa oT ecrecTBenn ynciaa A = (a1, as, . . .
B = (by,bs,...,b,). U3Bectno e, 1ge cpex uncaara a; +b; (1 < i,j < p) ToUHO p uncia
jgaBar octarbk 0 Ipu JieIeHne Ha p, TOYHO P JABAT OCTATDHK 1, ..., TOYHO P JIaBAT OCTATHK
p — 1. Jla ce mokaxke, 4e B €WH OT JBaTa HAOOPA BCEKU OCTATHK MU JIeJIEHHE HA P Ce
cpela TOYHO 0 BEeJIHbIK.

Samaua 18. Yuciaara 1,2,...,2n ca pa3dbuTtu Ha JABe MHOXKECTBA II0 1 UUCIA. 33 BCAKO
MHOKECTBO Ca IPecMeTHATH BCeBBL3MOKHUTe n’ cbopa a + b, KbIeTo a 1 b ca eseMeHTH
Ha MHOXKECTBOTO, U Te3u cOOpoBe ca B3eTu 1o mMoay. 2n. /la ce gokaxke, ye HaboOpbT OT
OCTATBIITE OT €IHOTO MHOYKECTBO ChBIAJIA C TO3W OT APYIHS.

3amaga 19. /lajienu ca mpocTo 4uc/i0 p U ecrecTBeHo ducjio n > p. Heka ay, as, ..., a, €

HADOD OT €CTECTBEHU YHUCTA, & fi € OpoaT k-e/leMeHTHH MOAMHOXKECTBA HA TO3U HAOOP ChC
n k

cbop, kparen Ha p. Jla ce jgokaxe, ye » . (—1)"f, ce genun na p (cunrame, ge fy = 1).

3amaua 20. BB Beska kjierka na taduna 101 x 101 e 3anucano ecrecrseno yucio. /la
ce JoKaxke, de OpodT HadwmHU Ja n3bepeM 10 eHa KJeTKa OT BCeKH pej Ha Tabauiara
Taka, 9e cOopbT Ha Yncjaara B n3bpannte KiaeTku ja ce gean Ha 101, ce menm wa 101.

JlonmbJIHUTEIHI 338491

3amaua 21. Heka n e ecrectBeno yucyo. lanenun ca 2" + 1 pazjauynu KpaitHu MHOZKECTBA
OT eCTeCTBEHU 4YucJia. MHO}KGCTBaTa Ca oIBeTeHn B CUHBO W YE€PBEHO (MHO}KGCTBaTa7 a
He TEXHHUTE eJEeMEHTH) TaKa, de MMa MOHe eHO OIBETEeHO MHOXKECTBO BbB BCEKH IBSIT.
Onpenensgme ciMeTpUYHATA PA3JIMKA HA JBe MHOZKECTBA KATO MHOXKECTBOTO OT eJIEeMEeHTH,
KOUTO HPUHAJIEZKAT HA TOYHO €JIHO OT JiBeTe MHOXKeCcTBa. [la ce jokaxke, 4e ChbIecTByBaT
IIOHE 2" pa3jindau MHOzKECTBa, KOUTO MOTraT Jda 6’bﬂaT IOJIy4YeHH KaTO CHUMETpHUYHaTa
Pa3/MKa HA CHHBO U YePBEHO MHOXKECTBO.
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Bamaga 22. Heka X u Y ca aBe kpaiinu nogmuao)kecTBa Ha uHTepBasia [0,1) Takusa,
e e XNYunuxr+y#13anukon v € X uwy €Y. Jla ce qokaxe, 1€ MHOKECTBOTO
{r+y—|ov+y]l|xe X, ye Y} coabpxa none | X|+ Y| — 1 enemenra.

Bamada 23. Heka m u n ca ecrecTBeHH YHucJ/Ia, 33 KOUTO N > m > 2, 1 HeKa S e MHO-
JKeCTBO OT n ecTecTBeHH uncia. Jla ce jokazxke, e S ¢bIbp:ka moHe 2" ™! pazamyann
IIOJIMHOKECTBA Ch¢ cOOp Ha esleMenTHTe, KpareH Ha m. (IIpasHoro moaMHOKECTBO U3IIbJI-
HSBA TOBA YCJIOBHE).

Bamauga 24 (Epgpornt). Heka A e MHOKeCTBO OT 1 HeHyJieBH Iiesin uncaa. [a ce qokaxke,

Ye ChIeCTBYBa MOJMHOKeCTBO B na A ¢ nmosede or 7 ejeMenta Takoba, 4e cOOPBT Ha

HUKOU JIBa €JeMEHTa HA B (Bb3MOKHO DABHHU) He IPUHAJIEKH Ha B.

Bamaua 25. Heka X e muoxkectso or 10000 mean umcia, HIKOE OT KOUTO HE Ce JIeId Ha
47. Jla ce pokazxke, ye cbimectByBa 2007-e1eMeHTHO mOAMHOXKeCTBO Y Ha X TakoBa, 4e
a—b+ c—d+ e ne ce neqm va 47 3a HuKOM A, b, c,d, e € Y.

Bagaga 26. Heka p e npocro dncio u A u B ca HenpasH MHOKECTBA OT OCTATBIU IIPH
Jenenne Ha p. /la ce joKaxe, de CbIMecTBYBa HEHYJIEB OCTATHK T, 38 KOUTO

A||B
|A+ zB| > min <M,E),
2 6
Kkbjaero B = {xzb| b€ B}.

Samaua 27. ComecrByBar au 100 pasgaudHu ecTecTBeHN duCaa, He mo-rogemu oT 25000,
YUATO ¢OOPOBE TIO JABOWKM Ca JIBA MO JBa PA3INIHN!

Samadga 28. 3a 1aJeHO IPOCTO TUCIO P MHOMKECTBO S OT OCTATHIM IIPU JeJeHHe Ha P Ce
HapUIa €60000HG OM CYMU MYAMUNAUKGMUSHa nodepyna wa F,, axo:

e CbIUIECTBYBa HEHYyJIeB OCTaTbK (v IPU Jejienue na p Takbs, ue S = {1,a' a? ...}
(pasrurezkamMe MHOXKECTBOTO O MOJYJI D);

e He CBINECTBYBAT a,b,c € S (He 3aIBIKUTETHO PA3JIUIHH), 38 KOUTO a + b = ¢
(mod p).

Jla ce JlokazKe, 4€ 3a BCAKO €CTECTBEHO YUCI0 [N ChIIECTBYBAT IPOCTO YUCJO P U CBODOIHA
OT cyMH MyJTHILIHKaTHBHA noarpyna S ua F,, 3a xouro |S| > N.

Bamaua 29 (Teopema na Illyp). Begko ecTecTBEHO YHCIIO € OIBETEHO B eJIUH OT k IBATA.
Jla ce mokaxke, de C'bIIECTBYBAT TPH €IHOIBETHU YHUCIa a, b 1 ¢, 3a KOUTO a + b = c.

Bamgaua 30. Hexka X e kpaiiHo MHOXKECTBO OT peaJHH 4YHCIa, d € peajHo YucJIo H
A1, Agy oo, Agpes ca 2025 HenysieBn peasinn dncia. Onpepessive

2025
A=< (x1,29, -+ ,To25) 1 T1, T2, -+ ,To025 € X 1 Z)\ixi =d,,
i=1
2024
B = (Jil,l’g, s ,I2024) L X1,T2, ", L2024 € X " Z(—l)lﬂf@ = 0 y

i=1

C =< (1,29, -+ ,To026) : T1, T2, ,To02 € X 1 Z(—l)i% =0

Ma ce nokawxe, e |A]? < |B|-|C|.



