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Àäèòèâíà êîìáèíàòîðèêà

Áîðèñëàâ Êèðèëîâ

Â ïîäáðàíèòå çàäà÷è ñå èíòåðåñóâàìå êàêâî ìîæåì äà êàæåì, êîãàòî ñúáèðàìå åëå-
ìåíòèòå íà íÿêîëêî äàäåíè ìíîæåñòâà. Ïîíÿêîãà ñå íàëàãà äà ïðèëàãàìå êîìáèíà-
òîðíè, à äðóã ïúò � àëãåáðè÷íè ïîõâàòè. Ïúðâèòå ÷åòèðè ãðóïè ïðåäëàãàò çàäà÷è,
îáåäèíåíè îêîëî îïðåäåëåíà èäåÿ. Â ïîñëåäíàòà ãðóïà íÿêîè çàäà÷è íàäãðàæäàò
÷àñò îò ïðåäñòàâåíèòå èäåè, à äðóãè èçèñêâàò ïî-òâîð÷åñêè ïîäõîäè. Çàäà÷èòå ñà ñ
ðàçíîîáðàçíà ñëîæíîñò, êàòî ïðè ðàçáîðà èì ùå áúäàò ïðåäñòàâåíè ðåøåíèÿ íà ÷àñò
îò òÿõ.

Íàâñÿêúäå çà ìíîæåñòâî A îçíà÷àâàìå ñ |A| áðîÿ íà åëåìåíòèòå ìó.

Áåç òåîðèÿ

Çàäà÷à 1. Äàäåíè ñà äâå ìíîæåñòâà, ñúñòàâåíè îò åñòåñòâåíè ÷èñëà, ïî-ìàëêè îò n.
Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî îáùèÿò áðîé ÷èñëà â äâåòå ìíîæåñòâà å íå ïî-ìàëúê îò n, òî
ìîæåì äà èçáåðåì ïî åäíî ÷èñëî îò äâåòå ìíîæåñòâà ñúñ ñáîð n.

Çàäà÷à 2. Íåêà A è B ñà äâå êðàéíè ìíîæåñòâà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà. ×ðåç A + B
îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî {a+b | a ∈ A, b ∈ B}. Äà ñå äîêàæå, ÷å |A+B| ⩾ |A|+|B|−1.

Çàäà÷à 3. Äàäåíè ñà 70 ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè ÷èñëà, íå ïî-ãîëåìè îò 200. Äà ñå
äîêàæå, ÷å íÿêîè äâå îò òÿõ èìàò ðàçëèêà ÷åòèðè, ïåò èëè äåâåò.

Çàäà÷à 4. Äàäåíè ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà a1, a2, . . . , a7. Äà ñå äîêàæå, ÷å ìîæåì äà
èçáåðåì íÿêîëêî îò òÿõ (ïîíå åäíî) è äà ïîñòàâèì ïðåä íÿêîè îò òÿõ çíàê ïëþñ, à
ïðåä íÿêîè ìèíóñ, òàêà, ÷å êðàéíèÿò ðåçóëòàò äà ñå äåëè íà 100.

Çàäà÷à 5. Ñòî è åäíî ÷èñëà èçìåæäó åñòåñòâåíèòå ÷èñëà îò 1 äî 106 ñà îöâåòåíè â
ñèíüî. Äà ñå äîêàæå, ÷å ìîæåì äà îöâåòèì â ÷åðâåíî äðóãè ñòî ÷èñëà, íå ïî-ãîëåìè
îò 106, òàêà, ÷å âñè÷êèòå ñáîðîâå íà ñèíüî è ÷åðâåíî ÷èñëî (îáùî 100 · 101 ñáîðà) äà
ñà ðàçëè÷íè.

Çàäà÷à 6. Íåêà a1, a2, . . . , an ñà äâå ïî äâå ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè ÷èñëà è íåêà M å
ìíîæåñòâî îò n − 1 åñòåñòâåíè ÷èñëà, ðàçëè÷íè îò s = a1 + a2 + · · · + an. Ñêàêàëåö
ñêà÷à ïî ðåàëíàòà îñ, çàïî÷âàéêè îò òî÷êàòà 0, êàòî ïðàâè n ñêîêà íàäÿñíî ñ äúëæèíè
a1, a2, . . . , an â íÿêàêúâ ðåä. Äà ñå äîêàæå, ÷å ïîñëåäîâàòåëíîñòòà íà ñêîêîâåòå ìîæå
äà ñå èçáåðå òàêà, ÷å ñêàêàëåöúò íèêîãà äà íå ïîïàäà â òî÷êà îò M .

Åäíà êëàñè÷åñêà èäåéêà

Çàäà÷à 7 (Êëàñèêà). Äàäåíè ñà n åñòåñòâåíè ÷èñëà. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñáîðúò íà
íÿêîëêî îò òÿõ ñå äåëè íà n.
Ïîäñêàçêà: àêî äàäåíèòå ÷èñëà ñà x1, x2, . . . , xn, ðàçãëåäàéòå ñáîðîâåòå x1, x1+x2, . . . ,
x1 + x2 + · · ·+ xn.
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Çàäà÷à 8. Äàäåíè ñà n− 1 åñòåñòâåíè ÷èñëà îò 1 äî n, íå âñè÷êè îò êîèòî ñà ðàâíè.
Äà ñå äîêàæå, ÷å ñáîðúò íà íÿêîëêî îò òÿõ ñå äåëè íà n.

Çàäà÷à 9. Íà äúñêàòà ñà çàïèñàíè ñòî åñòåñòâåíè ÷èñëà, ïî-ìàëêè îò 100, ñúñ ñáîð
200. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñáîðúò íà íÿêîëêî îò òÿõ å ðàâåí íà 100.

Çàäà÷à 10. Äàäåíà å êóï÷èíêà îò êàðòè÷êè, âúðõó âñÿêà îò êîèòî å íàïèñàíî íÿêîå
îò ÷èñëàòà 1, 2, . . . , n. Èçâåñòíî å, ÷å ñáîðúò íà âñè÷êè çàïèñàíè ÷èñëà å ðàâåí íà k ·n!
çà íÿêîå åñòåñòâåíî ÷èñëî k. Äà ñå äîêàæå, ÷å å âúçìîæíî äà ðàçäåëèì êàðòè÷êèòå
íà k êóï÷èíêè òàêà, ÷å ñáîðúò íà ÷èñëàòà âúðõó êàðòè÷êèòå âúâ âñÿêà êóï÷èíêà äà
å ðàâåí íà n!.

Òåîðåìè íà Êîøè-Äåâúíïîðò è Åðäüîø-Ãèíçáóðã-Çèâ

Äîñåãà ðàçãëåæäàõìå îñíîâíî çàäà÷è, â êîèòî ðàáîòèõìå ñ åñòåñòâåíè ÷èñëà. Êî-

ãàòî ðàáîòèì ñ ìíîæåñòâîòî îò îñòàòúöèòå ïî ìîäóë ïðîñòî ÷èñëî, Çàäà÷à 2

èìà ñëåäíèÿ àíàëîã:

Òåîðåìà (Êîøè-Äåâúíïîðò). Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî, à A è B ñà ìíîæåñòâà îò îñòà-
òúöè ïðè äåëåíèå íà p. ×ðåç A+B îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî îò îñòàòúöè
{a+ b | a ∈ A, b ∈ B}. Òîãàâà |A+B| ⩾ min(p, |A|+ |B| − 1).

Äîêàçàòåëñòâî. Ñëó÷àÿò, â êîéòî |A|+ |B| ⩾ p+1, å ïî-ëåñåí è ñëåäâà îò àðãóìåíò,
ñõîäåí ñ òîçè â çàäà÷à 1. Ïî-íàòàòúê ùå ñ÷èòàìå, ÷å |A| + |B| ⩽ p è ùå ïðîâåäåì
èíäóêöèÿ ïî |A|. Îñíîâàòà ïðè |A| = 0, 1 ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî. Íåêà ñåãà ñ÷èòàìå,
÷å |A| ⩾ 2 è |B| > 0. Íåêà x ̸= y ñà äâà ðàçëè÷íè åëåìåíòà íà A. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
îñòàòúê z ∈ B, çà êîéòî z+ (y− x) /∈ B. Íàèñòèíà, àêî äîïóñíåì ïðîòèâíîòî è b ∈ B
å ïðîèçâîëåí åëåìåíò, òî áèõìå ïîëó÷èëè ïîñëåäîâàòåëíî

b+ (y − x) ∈ B, b+ 2(y − x) ∈ B, . . . ,

îòêúäåòî ìíîæåñòâîòî B áè ñúäúðæàëî âñè÷êè îñòàòúöè ïðè äåëåíèå íà p. Äà ðàç-
ãëåäàìå ìíîæåñòâîòî A′ = A+(z−x). Çà íåãî å â ñèëà |A′| = |A|, |A′+B| = |A+B|,
z+y−x ∈ A′, à çíà÷è A′ íå å ïîäìíîæåñòâî íà B. Äà çàáåëåæèì, ÷å (A′∩B)+(A′∪B) ⊆
A′ + B. Îñòàâà äà ïðèëîæèì èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà çà ìíîæåñòâàòà A′ ∩ B è
A′ ∪B.

Çàäà÷à 11. Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî k è ïðîñòî ÷èñëî p ñúùåñò-
âóâàò öåëè ÷èñëà x è y, çà êîèòî x2 + y2 ≡ k (mod p).

Çàäà÷à 12. Íåêà p > 100 å ïðîñòî ÷èñëî. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâàò ïåò åñ-
òåñòâåíè ÷èñëà, íåêðàòíè íà p, ñáîðúò íà ÷åòâúðòèòå ñòåïåíè íà êîèòî ñå äåëè íà
p.

Çàäà÷à 13. Â ðåäèöà ñà çàïèñàíè 26 íåíóëåâè äåñåòè÷íè öèôðè. Äà ñå äîêàæå, ÷å
òàçè ðåäèöà ìîæå äà áúäå ðàçáèòà íà íÿêîëêî ÷àñòè òàêà, ÷å ñáîðúò íà ÷èñëàòà,
îáðàçóâàíè îò öèôðèòå â îòäåëíèòå ÷àñòè, äà ñå äåëè íà 13.

Çàäà÷à 14. Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî, r ∈ {1, 2, . . . , p−1} è a1, a2, . . . , ar ∈ {1, 2, . . . , p−1}.
Äà ðàçãëåäàìå îñòàòúöèòå íà ÷èñëàòà îò âèäà

∑
i∈S ai, êúäåòî S ïðîáÿãâà âñè÷êè

ïîäìíîæåñòâà íà {1, 2, . . . , r} (âêëþ÷èòåëíî ïðàçíîòî ïîäìíîæåñòâî, â êîéòî ñëó÷àé
ñúîòâåòñòâàùèÿò ñáîð å 0). Äà ñå äîêàæå, ÷å ñå ïîëó÷àâàò ïîíå r + 1 ðàçëè÷íè îñòà-
òúêà.
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Çàäà÷à 15 (Òåîðåìà íà Åðäüîø-Ãèíçáóðã-Çèâ). Íåêà n å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Äà ñå
äîêàæå, ÷å èçìåæäó âñåêè 2n − 1 åñòåñòâåíè ÷èñëà ìîæåì äà èçáåðåì n ñúñ ñáîð,
êðàòåí íà n.
Ïîäñêàçêà: ïúðâî ðàçãåäàéòå ñëó÷àÿ, â êîéòî n å ïðîñòî ÷èñëî, èçïîëçâàéêè ïðåä-

õîäíàòà çàäà÷à.

Çàäà÷à 16. Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî. Âúðõó âñÿêî ðåáðî íà ïúëåí ãðàô ñ 1000p âúðõà
å çàïèñàíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Äà ñå äîêàæå, ÷å ãðàôúò ñúäúðæà öèêúë, ñáîðúò îò
÷èñëàòà âúðõó ðåáðàòà íà êîéòî ñå äåëè íà p.

Òåîðåìèòå íà Êîøè-Äåâúíïîðò è Åðäüîø-Ãèíçáóðã-Çèâ èìàò è ÷èñòî àëãåáðè÷íè
äîêàçàòåëñòâà. Çà òÿõ, êàêòî è çà äðóãè ïðèëîæåíèÿ íà ïîäîáíè òåõíèêè, ïðåïðà-
ùàìå ÷èòàòåëÿ êúì êíèãàòà ½Problems from the book� íà Òèòó Àíäðååñêó è Ãàáðèåë
Äîñïèíåñêó.

Ïîëèíîìè

Ñëåäâàùèòå çàäà÷è ìîãàò äà áúäàò ðåøåíè ÷ðåç ïî-àëãåáðè÷íè ïîäõîäè, à èìåííî �

âúâåæäàíå íà ïîäõîäÿùè ïîëèíîìè. Îñíîâíàòà èäåÿ â òàçè òåõíèêà å, ÷å ïðè óì-

íîæåíèå íà íÿêîëêî ïîëèíîìà ñòåïåíèòå íà ìîíîìèòå â ïðîèçâåäåíèåòî ñà ðàâíè

íà ñáîðîâåòå îò ñòåïåíèòå íà ìîíîìèòå â íà÷àëíèòå ïîëèíîìè.

Çàäà÷à 17. Äàäåíè ñà ïðîñòî ÷èñëî p è äâà íàáîðà îò åñòåñòâåíè ÷èñëàA = (a1, a2, . . . , ap),
B = (b1, b2, . . . , bp). Èçâåñòíî å, ÷å ñðåä ÷èñëàòà ai + bj (1 ⩽ i, j ⩽ p) òî÷íî p ÷èñëà
äàâàò îñòàòúê 0 ïðè äåëåíèå íà p, òî÷íî p äàâàò îñòàòúê 1, ..., òî÷íî p äàâàò îñòàòúê
p − 1. Äà ñå äîêàæå, ÷å â åäèí îò äâàòà íàáîðà âñåêè îñòàòúê ïðè äåëåíèå íà p ñå
ñðåùà òî÷íî ïî âåäíúæ.

Çàäà÷à 18. ×èñëàòà 1, 2, . . . , 2n ñà ðàçáèòè íà äâå ìíîæåñòâà ïî n ÷èñëà. Çà âñÿêî
ìíîæåñòâî ñà ïðåñìåòíàòè âñåâúçìîæíèòå n2 ñáîðà a + b, êúäåòî a è b ñà åëåìåíòè
íà ìíîæåñòâîòî, è òåçè ñáîðîâå ñà âçåòè ïî ìîäóë 2n. Äà ñå äîêàæå, ÷å íàáîðúò îò
îñòàòúöèòå îò åäíîòî ìíîæåñòâî ñúâïàäà ñ òîçè îò äðóãèÿ.

Çàäà÷à 19. Äàäåíè ñà ïðîñòî ÷èñëî p è åñòåñòâåíî ÷èñëî n ⩾ p. Íåêà a1, a2, . . . , an å
íàáîð îò åñòåñòâåíè ÷èñëà, à fk å áðîÿò k-åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà íà òîçè íàáîð ñúñ
ñáîð, êðàòåí íà p. Äà ñå äîêàæå, ÷å

∑n
k=0(−1)kfk ñå äåëè íà p (ñ÷èòàìå, ÷å f0 = 1).

Çàäà÷à 20. Âúâ âñÿêà êëåòêà íà òàáëèöà 101× 101 å çàïèñàíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Äà
ñå äîêàæå, ÷å áðîÿò íà÷èíè äà èçáåðåì ïî åäíà êëåòêà îò âñåêè ðåä íà òàáëèöàòà
òàêà, ÷å ñáîðúò íà ÷èñëàòà â èçáðàíèòå êëåòêè äà ñå äåëè íà 101, ñå äåëè íà 101.

Äîïúëíèòåëíè çàäà÷è

Çàäà÷à 21. Íåêà n å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Äàäåíè ñà 2n+1 ðàçëè÷íè êðàéíè ìíîæåñòâà
îò åñòåñòâåíè ÷èñëà. Ìíîæåñòâàòà ñà îöâåòåíè â ñèíüî è ÷åðâåíî (ìíîæåñòâàòà, à
íå òåõíèòå åëåìåíòè) òàêà, ÷å èìà ïîíå åäíî îöâåòåíî ìíîæåñòâî âúâ âñåêè öâÿò.
Îïðåäåëÿìå ñèìåòðè÷íàòà ðàçëèêà íà äâå ìíîæåñòâà êàòî ìíîæåñòâîòî îò åëåìåíòè,
êîèòî ïðèíàäëåæàò íà òî÷íî åäíî îò äâåòå ìíîæåñòâà. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâàò
ïîíå 2n ðàçëè÷íè ìíîæåñòâà, êîèòî ìîãàò äà áúäàò ïîëó÷åíè êàòî ñèìåòðè÷íàòà
ðàçëèêà íà ñèíüî è ÷åðâåíî ìíîæåñòâî.
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Çàäà÷à 22. Íåêà X è Y ñà äâå êðàéíè ïîäìíîæåñòâà íà èíòåðâàëà [0, 1) òàêèâà,
÷å 0 ∈ X ∩ Y è x + y ̸= 1 çà íèêîè x ∈ X è y ∈ Y . Äà ñå äîêàæå, ÷å ìíîæåñòâîòî
{x+ y − ⌊x+ y⌋ | x ∈ X, y ∈ Y } ñúäúðæà ïîíå |X|+ |Y | − 1 åëåìåíòà.

Çàäà÷à 23. Íåêà m è n ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, çà êîèòî n ⩾ m ⩾ 2, è íåêà S å ìíî-
æåñòâî îò n åñòåñòâåíè ÷èñëà. Äà ñå äîêàæå, ÷å S ñúäúðæà ïîíå 2n−m+1 ðàçëè÷íè
ïîäìíîæåñòâà ñúñ ñáîð íà åëåìåíòèòå, êðàòåí íà m. (Ïðàçíîòî ïîäìíîæåñòâî èçïúë-
íÿâà òîâà óñëîâèå).

Çàäà÷à 24 (Åðäüîø). Íåêà A å ìíîæåñòâî îò n íåíóëåâè öåëè ÷èñëà. Äà ñå äîêàæå,
÷å ñúùåñòâóâà ïîäìíîæåñòâî B íà A ñ ïîâå÷å îò n

3
åëåìåíòà òàêîâà, ÷å ñáîðúò íà

íèêîè äâà åëåìåíòà íà B (âúçìîæíî ðàâíè) íå ïðèíàäëåæè íà B.

Çàäà÷à 25. Íåêà X å ìíîæåñòâî îò 10000 öåëè ÷èñëà, íèêîå îò êîèòî íå ñå äåëè íà
47. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâà 2007-åëåìåíòíî ïîäìíîæåñòâî Y íà X òàêîâà, ÷å
a− b+ c− d+ e íå ñå äåëè íà 47 çà íèêîè a, b, c, d, e ∈ Y .

Çàäà÷à 26. Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî è A è B ñà íåïðàçíè ìíîæåñòâà îò îñòàòúöè ïðè
äåëåíèå íà p. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâà íåíóëåâ îñòàòúê x, çà êîéòî

|A+ xB| ⩾ min

(
|A||B|

2
,
p

6

)
,

êúäåòî xB = {xb | b ∈ B}.

Çàäà÷à 27. Ñúùåñòâóâàò ëè 100 ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè ÷èñëà, íå ïî-ãîëåìè îò 25000,
÷èèòî ñáîðîâå ïî äâîéêè ñà äâà ïî äâà ðàçëè÷íè?

Çàäà÷à 28. Çà äàäåíî ïðîñòî ÷èñëî p ìíîæåñòâî S îò îñòàòúöè ïðè äåëåíèå íà p ñå
íàðè÷à ñâîáîäíà îò ñóìè ìóëòèïëèêàòèâíà ïîäãðóïà íà Fp, àêî:

� ñúùåñòâóâà íåíóëåâ îñòàòúê α ïðè äåëåíèå íà p òàêúâ, ÷å S = {1, α1, α2, . . . }
(ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâîòî ïî ìîäóë p);

� íå ñúùåñòâóâàò a, b, c ∈ S (íå çàäúëæèòåëíî ðàçëè÷íè), çà êîèòî a + b ≡ c
(mod p).

Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî N ñúùåñòâóâàò ïðîñòî ÷èñëî p è ñâîáîäíà
îò ñóìè ìóëòèïëèêàòèâíà ïîäãðóïà S íà Fp, çà êîèòî |S| ≥ N .

Çàäà÷à 29 (Òåîðåìà íà Øóð). Âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî å îöâåòåíî â åäèí îò k öâÿòà.
Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâàò òðè åäíîöâåòíè ÷èñëà a, b è c, çà êîèòî a+ b = c.

Çàäà÷à 30. Íåêà X å êðàéíî ìíîæåñòâî îò ðåàëíè ÷èñëà, d å ðåàëíî ÷èñëî è
λ1, λ2, · · · , λ2025 ñà 2025 íåíóëåâè ðåàëíè ÷èñëà. Îïðåäåëÿìå

A =

{
(x1, x2, · · · , x2025) : x1, x2, · · · , x2025 ∈ X è

2025∑
i=1

λixi = d

}
,

B =

{
(x1, x2, · · · , x2024) : x1, x2, · · · , x2024 ∈ X è

2024∑
i=1

(−1)ixi = 0

}
,

C =

{
(x1, x2, · · · , x2026) : x1, x2, · · · , x2026 ∈ X è

2026∑
i=1

(−1)ixi = 0

}
.

Äà ñå äîêàæå, ÷å |A|2 ⩽ |B| · |C|.
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