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Çàäà÷à 1. Äàäåíè ñà äâå ìíîæåñòâà, ñúñòàâåíè îò åñòåñòâåíè ÷èñëà,

ïî-ìàëêè îò n. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî îáùèÿò áðîé ÷èñëà â äâåòå

ìíîæåñòâà å íå ïî-ìàëúê îò n, òî ìîæåì äà èçáåðåì ïî åäíî ÷èñëî îò

äâåòå ìíîæåñòâà ñúñ ñáîð n.

Ðåøåíèå. Íåêà äâåòå ìíîæåñòâà ñà

A = {x1, x2, . . . , xk}

B = {y1, y2, . . . , yℓ}.

Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî

C = {n − y1, n − y2, . . . , n − yℓ}.

Ìíîæåñòâàòà A è C ñå ñúñòîÿò îò åñòåñòâåíè ÷èñëà, ïî-ìàëêè îò n è

ñúäúðæàò îáùî k + ℓ ⩾ n åëåìåíòà.

=⇒ Ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî, êîåòî ïðèíàäëåæè è íà äâåòå

ìíîæåñòâà.

=⇒ Ñúùåñòâóâàò èíäåêñè 1 ⩽ i ⩽ k è 1 ⩽ j ⩽ ℓ, çà êîèòî xi = n − yj .
=⇒ xi + yj = n è xi ∈ A, yj ∈ B , îòêúäåòî ñëåäâà èñêàíîòî.
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Çàäà÷à 2. Íåêà A è B ñà äâå êðàéíè ìíîæåñòâà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà.

×ðåç A+ B îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}. Äà ñå
äîêàæå, ÷å |A+ B| ⩾ |A|+ |B| − 1.

Ðåøåíèå. Íåêà

a1 < a2 < · · · < am

ñà åëåìåíòèòå íà A, à
b1 < b2 < · · · < bn

ñà åëåìåíòèòå íà B . Òîãàâà ÷èñëàòà

a1 + b1 < a1 + b2 < · · · < a1 + bn < a2 + bn < · · · < am + bn

ñà ðàçëè÷íè åëåìåíòè íà A+ B è ñà m+ n− 1 = |A|+ |B| − 1 íà áðîé.

Âúïðîñ

Çà êîè A è B ñå äîñòèãà ðàâåíñòâî?
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Çàäà÷à 3. Äàäåíè ñà 70 ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè ÷èñëà, íå ïî-ãîëåìè îò

200. Äà ñå äîêàæå, ÷å íÿêîè äâå îò òÿõ èìàò ðàçëèêà ÷åòèðè, ïåò èëè

äåâåò.

Ðåøåíèå. Íåêà

S = {x1, x2, . . . , x70}

å ìíîæåñòâîòî îò ÷èñëàòà. Âúâåæäàìå

S + 4 = {s + 4 | s ∈ S} = {x1 + 4, x2 + 4, . . . , x70 + 4}

è

S + 9 = {s + 9 | s ∈ S} = {x1 + 9, x2 + 9, . . . , x70 + 9}.

Òåçè òðè ìíîæåñòâà ñúäúðæàò îáùî 3 · 70 = 210 åëåìåíòà, âñè÷êè îò

êîèòî ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, ïî-ìàëêè îò 210.
=⇒ Ñúùåñòâóâàò èíäåêñè 1 ⩽ i , j ⩽ 70 è ðàçëè÷íè ÷èñëà

c , d ∈ {0, 4, 9}, çà êîèòî xi + c = xj + d .
=⇒ |xi − xj | = |c − d | è îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å |c − d | ∈ {4, 5, 9}.
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Ìíîæåñòâî S ñúäúðæà äâà åëåìåíòà ñ ðàçëèêà d òîãàâà è ñàìî òîãàâà,

êîãàòî ìíîæåñòâàòà S è S + d èìàò íåïðàçíî ñå÷åíèå:

d ∈ S − S ⇐⇒ S ∩ (S + d) ̸= ∅.
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Çàäà÷à 5. Ñòî è åäíî ÷èñëà èçìåæäó åñòåñòâåíèòå ÷èñëà îò 1 äî 106

ñà îöâåòåíè â ñèíüî. Äà ñå äîêàæå, ÷å ìîæåì äà îöâåòèì â ÷åðâåíî

äðóãè ñòî ÷èñëà, íå ïî-ãîëåìè îò 106, òàêà, ÷å âñè÷êèòå ñáîðîâå íà
÷åðâåíî è ñèíüî ÷èñëî (îáùî 100 · 101 ñáîðà) äà ñà ðàçëè÷íè.

Ðåøåíèå.

Êîãà äâå ÷èñëà x è y íå ìîãàò äà áúäàò åäíîâðåìåííî ÷åðâåíè?

→ Àêî ñúùåñòâóâàò ñèíè z è t, çà êîèòî x + z = y + t, òîåñò
x − y = t − z .

Íåêà ñèíèòå ÷èñëà ñà a1, a2, . . . , a101 è äà îçíà÷èì

A = {ai − aj | 1 ⩽ i , j ⩽ 101}.

Òîãàâà âñÿêî ÷èñëî x ½çàáðàíÿâà� ÷èñëàòà îò x + A.

Àêî èçáèðàìå ÷åðâåíèòå ÷èñëà åäíî ïî åäíî è ñìå èçáðàëè k
÷èñëà, òî ñìå çàáðàíèëè îáùî 10101k + 101 ÷èñëà. Ïðè k = 99
òîâà å ïîâå÷å îò 106. Êàêâî äà íàïðàâèì?
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x − y = t − z .

Íåêà ñèíèòå ÷èñëà ñà a1, a2, . . . , a101 è äà îçíà÷èì

A = {ai − aj | 1 ⩽ i , j ⩽ 101}.

Òîãàâà âñÿêî ÷èñëî x ½çàáðàíÿâà� ÷èñëàòà îò x + A.

Àêî èçáèðàìå ÷åðâåíèòå ÷èñëà åäíî ïî åäíî è ñìå èçáðàëè k
÷èñëà, òî ñìå çàáðàíèëè îáùî 10101k + 101 ÷èñëà. Ïðè k = 99
òîâà å ïîâå÷å îò 106. Êàêâî äà íàïðàâèì?
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Çàäà÷à 5. Ñòî è åäíî ÷èñëà èçìåæäó åñòåñòâåíèòå ÷èñëà îò 1 äî 106
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Ðåøåíèå. Íåêà ñèíèòå ÷èñëà ñà a1, a2, . . . , a101 è äà îçíà÷èì

A = {ai − aj | 1 ⩽ i , j ⩽ 101}.

Ìíîæåñòâîòî A ñúäúðæà íå ïîâå÷å îò 101 · 100 + 1 = 10101 åëåìåíòà,

îò êîèòî íå ïîâå÷å îò 5050 ñà ïîëîæèòåëíè. Ùå èçáèðàìå ÷åðâåíèòå

÷èñëà åäíî ïî åäíî. Äâå ÷èñëà b è c íå òðÿáâà äà áúäàò åäíîâðåìåííî

÷åðâåíè òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî b − c ∈ A.
Èçáèðàìå ïúðâîòî ÷åðâåíî ÷èñëî äà å íàé-ìàëêîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî,

êîåòî íå å ñèíüî. Àêî âå÷å ñìå èçáðàëè k ⩽ 99 ÷åðâåíè ÷èñëà, òî

÷èñëàòà, êîèòî íå ìîæåì äà îöâåòèì â ÷åðâåíî, ñà íå ïîâå÷å îò

101 + 5051 + (k − 1)10101 = 10101k − 4949 < 106. Ñëåäîâàòåëíî
ñúùåñòâóâà ïîíå åäíî ÷èñëî, ïî-ìàëêî îò 106, êîåòî ìîæå äà áúäå
îöâåòåíî â ÷åðâåíî.
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Çàäà÷à 6. Íåêà a1, a2, . . . , an ñà äâå ïî äâå ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè ÷èñëà

è íåêà M å ìíîæåñòâî îò n − 1 åñòåñòâåíè ÷èñëà, ðàçëè÷íè îò

s = a1 + a2 + · · ·+ an. Ñêàêàëåö ñêà÷à ïî ðåàëíàòà îñ, çàïî÷âàéêè îò

òî÷êàòà 0, êàòî ïðàâè n ñêîêà íàäÿñíî ñ äúëæèíè a1, a2, . . . , an â

íÿêàêúâ ðåä. Äà ñå äîêàæå, ÷å ïîñëåäîâàòåëíîñòòà íà ñêîêîâåòå ìîæå

äà ñå èçáåðå òàêà, ÷å ñêàêàëåöúò íèêîãà äà íå ïîïàäà â òî÷êà îò M.

Ðåøåíèå. Èíäóêöèÿ ïî n. Ñëó÷àèòå n = 1, 2 ñëåäâàò íåïîñðåäñòâåíî.

Íåêà ñåãà n ⩾ 3 è äà ðàçãëåäàìå ÷èñëà a1 < a2 < · · · < an. Íåêà m å

íàé-ãîëÿìîòî ÷èñëî â M. Ùå ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ñëó÷àÿ.
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Ïúðâè ñëó÷àé. m ⩽ s − an.
Ïðèëàãàìå èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà çà ÷èñëàòà a1, a2, . . . , an−1 è

ìíîæåñòâîòî M \ {m}. Ïîëó÷àâàìå ïîðåäèöà îò ñêîêîâå, êîèòî âîäÿò
îò 0 äî a1 + a2 + · · ·+ an−1. Àêî ïðè òàçè ïîðåäèöà ñêàêàëåöúò íå

ïîñåùàâà òî÷êàòà m, òî äîáàâÿìå ñêîêúò an êàòî ïîñëåäåí, çà äà

ïîëó÷èì ðåøåíèå îò 0 äî s. Àêî ñêàêàëåöúò ïîñåùàâà òî÷êàòà m ñëåä

êàòî å íàïðàâèë ñêîê ñ äúëæèíà ak , òî çàìåíÿìå òîçè ñêîê ñ an è

äîáàâÿìå êúì ïîðåäèöàòà îò n − 1 ñêîêà ïîñëåäåí ñêîê ñ äúëæèíà ak .
Òàçè ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ñêîêîâå âîäè îò 0 äî s è íå ïîñåùàâà íèòî

åäíî ÷èñëî îò M, çàùîòî m = maxM.
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Âòîðè ñëó÷àé. m > s − an è s − an /∈ M.

Èçìåæäó ÷èñëàòà 1, 2, . . . , s − an èìà íå ïîâå÷å îò n − 2 åëåìåíòà íà

M. Èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà íè ïðåäîñòàâÿ ïúò îò 0 äî s − an, êîéòî
èçïîëçâà ñêîêîâå ñ äúëæèíè a1, a2, . . . , an−1. Äîïúëâàìå ãî ñúñ ñêîê ñ

äúëæèíà an.
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Òðåòè ñëó÷àé. m > s − an è s − an ∈ M.

Òúé êàòî |M| = n − 1, ñúùåñòâóâà 1 ⩽ i ⩽ n − 1, çà êîåòî íèòî åäíî îò
÷èñëàòà s − ai è s − an − ai íå ïðèíàäëåæè íà M. Ïðèëàãàìå

èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà çà {a1, a2, . . . , an} \ {ai , an} è ïîäìíîæåñòâîòî

íà M, ñúñòîÿùî ñå îò ÷èñëàòà, íå ïî-ãîëåìè îò s − an − ai (òî
ñúäúðæà íå ïîâå÷å îò n − 3 åëåìåíòà). Íàêðàÿ äîïúëâàìå ïîëó÷åíèÿ

ïúò ñúñ ñêîêîâå ñ äúëæèíè an è ai .
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Çàäà÷à 7. Äàäåíè ñà n åñòåñòâåíè ÷èñëà. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñáîðúò íà

íÿêîëêî îò òÿõ ñå äåëè íà n.

Ðåøåíèå. Äà ðàçãëåäàìå ñáîðîâåòå

x1, x1 + x2, . . . , x1 + x2 + · · ·+ xn.

Àêî íÿêîé îò òÿõ ñå äåëè íà n, óñëîâèåòî å èçïúëíåíî.

Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, ñúùåñòâóâàò èíäåêñè 1 ⩽ k < ℓ ⩽ n, çà êîèòî
ñáîðîâåòå x1 + x2 + · · ·+ xk è x1 + x2 + · · ·+ xℓ äàâàò ðàâíè
îñòàòúöè ïðè äåëåíèå íà n.
=⇒ xk+1 + xk+2 + · · ·+ xℓ ñå äåëè íà n.
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Çàäà÷à 10. Äàäåíà å êóï÷èíêà îò êàðòè÷êè, âúðõó âñÿêà îò êîèòî å

íàïèñàíî íÿêîå îò ÷èñëàòà 1, 2, . . . , n. Èçâåñòíî å, ÷å ñáîðúò íà âñè÷êè
çàïèñàíè ÷èñëà å ðàâåí íà k · n! çà íÿêîå åñòåñòâåíî ÷èñëî k . Äà ñå
äîêàæå, ÷å å âúçìîæíî äà ðàçäåëèì êàðòè÷êèòå íà k êóï÷èíêè òàêà,

÷å ñáîðúò íà ÷èñëàòà âúðõó êàðòè÷êèòå âúâ âñÿêà êóï÷èíêà äà å ðàâåí

íà n!.

Ðåøåíèå. Ùå ïðîâåäåì èíäóêöèÿ ïî n. Òâúðäåíèåòî å î÷åâèäíî ïðè

n = 1. Äà ðàçãëåäàìå ñåãà íÿêîå n > 1 è êóï÷èíêà îò êàðòè÷êè êàòî â

óñëîâèåòî. Äà îöâåòèì êàðòè÷êèòå ñ ÷èñëà, ïî-ìàëêè îò n, â æúëòî, à
òåçè ñ n � âúâ âèîëåòîâî. Àêî èìà ïîíå n æúëòè êàðòè÷êè, îò çàäà÷à 7

ñëåäâà, ÷å ñáîðúò íà ÷èñëàòà âúðõó íÿêîëêî îò òÿõ ñå äåëè íà n è

ñëåäîâàòåëíî ñå çàïèñâà êàòî r · n, êúäåòî 1 ⩽ r < n. Äà çàìåñòèì òåçè

êàðòè÷êè ñ åäíà îðàíæåâà êàðòè÷êà ñ íàäïèñ r . Àêî îñòàâàùèòå æúëòè
êàðòè÷êè ñà ïîíå n, ìîæåì äà ïðèëîæèì ñúùîòî ðàçñúæäåíèå.

Ïðîäúëæàâàìå òàêà, äîêàòî íå ïîëó÷èì ìíîæåñòâî îò îðàíæåâè,

âèîëåòîâè è æúëòè êàðòè÷êè, êàòî æúëòèòå ñà ïî-ìàëêî îò n.
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Çàäà÷à 10. Äàäåíà å êóï÷èíêà îò êàðòè÷êè, âúðõó âñÿêà îò êîèòî å
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Òúé êàòî îáùèÿò ñáîð íà ÷èñëàòà, çàïèñàíè âúðõó âñè÷êè êàðòè÷êè â

íà÷àëîòî, ñå äåëè íà n, ñáîðúò íà ÷èñëàòà âúðõó îñòàâàùèòå æúëòè
êàðòè÷êè ñå äåëè íà n. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà çàìåíèì îñòàâàùèòå

æúëòè êàðòè÷êè ñ åäíà îðàíæåâà êàðòè÷êà êàòî ïî-ãîðå. Äà çàìåíèì è

âèîëåòîâèòå êàðòè÷êè ñ îðàíæåâè, âúðõó êîèòî å çàïèñàíî ÷èñëîòî

åäíî. Òàêà ïîëó÷èõìå ìíîæåñòâî îò îðàíæåâè êàðòè÷êè, âúðõó âñÿêà îò

êîèòî å çàïèñàíî åñòåñòâåíî ÷èñëî, íå ïî-ãîëÿìî îò n − 1, êàòî ñáîðúò
íà âñè÷êè ÷èñëà å k · (n − 1)!. Îñòàâà äà ïðèëîæèì èíäóêöèîííàòà

õèïîòåçà çà n − 1 è äà âúðíåì îðàíæåâèòå êàðòè÷êè êúì íà÷àëíèòå.
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Òåîðåìà (Êîøè-Äåâúíïîðò)

Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî, à A è B ñà ìíîæåñòâà îò îñòàòúöè ïðè äåëåíèå

íà p. ×ðåç A+ B îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî îò îñòàòúöè

{a+ b | a ∈ A, b ∈ B}. Òîãàâà |A+ B| ⩾ min(p, |A|+ |B| − 1).
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Äîêàçàòåëñòâî. Ñëó÷àÿò, â êîéòî |A|+ |B| ⩾ p + 1, å ïî-ëåñåí è

ñëåäâà îò àðãóìåíò, ñõîäåí ñ òîçè â çàäà÷à 1. Ïî-íàòàòúê ùå ñ÷èòàìå,

÷å |A|+ |B| ⩽ p è ùå ïðîâåäåì èíäóêöèÿ ïî |A|. Îñíîâàòà ïðè
|A| = 0, 1 ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî. Íåêà ñåãà ñ÷èòàìå, ÷å |A| ⩾ 2 è

|B| > 0.
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Íåêà x ̸= y ñà äâà ðàçëè÷íè åëåìåíòà íà A. Òîãàâà ñúùåñòâóâà îñòàòúê
z ∈ B , çà êîéòî z + (y − x) /∈ B . Íàèñòèíà, àêî äîïóñíåì ïðîòèâíîòî è

b ∈ B å ïðîèçâîëåí åëåìåíò, òî áèõìå ïîëó÷èëè ïîñëåäîâàòåëíî

b + (y − x) ∈ B, b + 2(y − x) ∈ B, . . . ,

îòêúäåòî ìíîæåñòâîòî B áè ñúäúðæàëî âñè÷êè îñòàòúöè ïðè äåëåíèå

íà p.
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Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî A′ = A+ (z − x). Çà íåãî å â ñèëà

|A′| = |A|, |A′ + B| = |A+ B|, z + y − x ∈ A′.

Ñëåäîâàòåëíî A′ íå å ïîäìíîæåñòâî íà B . Äà çàáåëåæèì, ÷å

(A′ ∩ B) + (A′ ∪ B) ⊆ A′ + B.

Îñòàâà äà ïðèëîæèì èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà çà ìíîæåñòâàòà A′ ∩ B è

A′ ∪ B .

Âúïðîñ

Êîãà ñå äîñòèãà ðàâåíñòâî?

Âúïðîñ

Êàêâî òâúðäåíèå å âÿðíî, àêî çàìåíèì ïðîñòîòî ÷èñëî p ñ ïðîèçâîëíî

åñòåñòâåíî ÷èñëî n?
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Çàäà÷à 13. Â ðåäèöà ñà çàïèñàíè 26 íåíóëåâè äåñåòè÷íè öèôðè. Äà

ñå äîêàæå, ÷å òàçè ðåäèöà ìîæå äà áúäå ðàçáèòà íà íÿêîëêî ÷àñòè

òàêà, ÷å ñáîðúò íà ÷èñëàòà, îáðàçóâàíè îò öèôðèòå â îòäåëíèòå ÷àñòè,

äà ñå äåëè íà 13.

Ðåøåíèå. Íåêà ðåäèöàòà îò öèôðè å

d1d2 | d3d4 | · · · | d25d26.

Çà âñÿêà äâîéêà ìîæåì äà ïîëó÷èì äâà ðàçëè÷íè îñòàòúêà:

10d2i−1 + d2i ̸≡ d2i−1 + d2i (mod 13).

Çíà÷è ìîæåì äà ïîëó÷èì âñè÷êè îñòàòúöè îò ìíîæåñòâîòî

{d1+d2, 10d1+d2}+{d3+d4, 10d3+d4}+ · · ·+{d25+d26, 10d25+d26}.

Îò òåîðåìàòà íà Êîøè-Äåâúíïîðò ñëåäâà, ÷å òîâà ñà ïîíå

min(13, 13 · 2− 12) = 13 îñòàòúêà. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà íàïðàâèì

ðàçäåëÿíåòî òàêà, ÷å ñáîðúò äà ñå äåëè íà 13.
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Çàäà÷à 16. Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî. Âúðõó âñÿêî ðåáðî íà ïúëåí ãðàô

ñ 1000p âúðõà å çàïèñàíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Äà ñå äîêàæå, ÷å ãðàôúò

ñúäúðæà öèêúë, ñáîðúò îò ÷èñëàòà âúðõó ðåáðàòà íà êîéòî ñå äåëè íà

p.

Ðåøåíèå. Çà äâà âúðõà u è v íà ãðàôà ùå îçíà÷àâàìå ÷ðåç f (u, v)

÷èñëîòî, çàïèñàíî âúðõó ðåáðîòî uv íà ãðàôà. Äà ðàçãëåäàìå p − 1
íåïðåñè÷àùè ñå òðèúãúëíèêà â ãðàôà T1,T2, . . . ,Tp−1. Àêî ñáîðúò îò

÷èñëàòà âúðõó òðèòå ðåáðà íà íÿêîé îò òåçè òðèúãúëíèöè ñå äåëè íà p,
òî çàäà÷àòà å ðåøåíà. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, çà âñÿêî i = 1, 2, . . . , p − 1
äà îçíà÷èì ÷ðåç vi1, vi2, vi3 âúðõîâåòå íà òðèúãúëíèêà Ti òàêà, ÷å

f (vi1, vi2) + f (vi2, vi3) ̸≡ f (vi1, vi3) (mod p).
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Ðàçãëåæäàìå öèêúëà

v11, v12, v13, v21, v22, v23, . . . , v(p−1)1, v(p−1)2, v(p−1)3, v11.

Òîé ìîæå äà áúäå ñêúñåí, àêî çà íÿêîå i çàìåíèì ðåáðàòà vi1vi2 è
vi2vi3 ñ ðåáðîòî vi1vi3. Ïðè òîâà ñáîðúò íà âñè÷êè ÷èñëà âúðõó ðåáðàòà

íà öèêúëà ñå ïðîìåíÿ ñ f (vi1, vi3)− f (vi1, vi2)− f (vi2, vi3).

Áîðèñëàâ Êèðèëîâ Àäèòèâíà êîìáèíàòîðèêà 8 íîåìâðè 2025 21 / 37



×ðåç ñêúñÿâàíèÿ ìîæåì äà ïðîìåíèì ñáîðà íà ÷èñëàòà âúðõó ãîëåìèÿ

öèêúë ñ âñåêè åëåìåíò íà ìíîæåñòâîòî

{0, f (v11, v13)− f (v11, v12)− f (v12, v13)}+
{0, f (v21, v23)− f (v21, v22)− f (v22, v23)}+ . . .

{0, f (v(p−1)1, v(p−1)3)− f (v(p−1)1, v(p−1)2)− f (v(p−1)2, v(p−1)3)}.

Îò òåîðåìàòà íà Êîøè-Äåâúíïîðò ñëåäâà, ÷å òîâà ìíîæåñòâî ñúäúðæà

âñè÷êè îñòàòúöè ïðè äåëåíèå íà p. Ñëåäîâàòåëíî öèêúëúò ìîæå äà
áúäå ñêúñåí òàêà, ÷å ñáîðúò ïî ðåáðàòà ìó äà ñå äåëè íà p.
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Ðåøåíèÿòà íà ñëåäâàùèòå íÿêîëêî çàäà÷è ñå îñíîâàâàò íà

âúâåæäàíåòî íà ïîäõîäÿùè ïîëèíîìè. Äà íàïðàâèì íÿêîëêî

ïðåäâàðèòåëíè íàáëþäåíèÿ.

Íåêà P(x) ∈ Z[X ] å ïîëèíîì ñ öåëè êîåôèöèåíòè è n å åñòåñòâåíî

÷èñëî. Çà âñÿêî 0 ⩽ r ⩽ n − 1 íåêà br (P) å ñáîðúò îò êîåôèöèåíòèòå
íà P ïðåä ìîíîìèòå, ÷èÿòî ñòåïåí äàâà îñòàòúê r ïðè äåëåíèå íà n. Ñ
äðóãè äóìè,

àêî P(x) =
d∑

k=0

akx
k , òî br (P) =

d∑
k=0
n|k−r

ak .
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Â çàäà÷èòå ùå áúäå ïîòðåáíî äà ïðåñìÿòàìå êîåôèöèåíòèòå br .
Ïîëåçíî íàáëþäåíèå å, ÷å îñòàòúêúò ïðè äåëåíèåòî íà ïîëèíîìà P íà

ïîëèíîìà xn − 1 å ïîëèíîìúò
∑n−1

r=0 br (P)x
r . Íàèñòèíà äîñòàòú÷íî å

äà çàáåëåæèì, ÷å çà âñÿêî m = kn + r å èçïúëíåíî

xm = xkn+r = xknx r = (xkn − 1)x r + x r =

(xn − 1)(x (k−1)n + x (k−2)n + · · ·+ 1)x r + x r .
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Çàäà÷à 18. ×èñëàòà 1, 2, . . . , 2n ñà ðàçáèòè íà äâå ìíîæåñòâà ïî n
÷èñëà. Çà âñÿêî ìíîæåñòâî ñà ïðåñìåòíàòè âñåâúçìîæíèòå n2 ñáîðà
a+ b, êúäåòî a è b ñà åëåìåíòè íà ìíîæåñòâîòî, è òåçè ñáîðîâå ñà

âçåòè ïî ìîäóë 2n. Äà ñå äîêàæå, ÷å íàáîðúò îò îñòàòúöèòå îò åäíîòî
ìíîæåñòâî (ñ êðàòíîñòèòå) ñúâïàäà ñ òîçè îò äðóãèÿ.

Ðåøåíèå. Íåêà åäíîòî ìíîæåñòâî å A = {a1, a2, . . . , an}, à äðóãîòî å

B = {b1, b2, . . . , bn}. Âúâåæäàìå ïîëèíîìèòå

P(x) =
n∑

i=1

xai è Q(x) =
n∑

i=1

xbi .

Äà çàáåëåæèì, ÷å

P2(x) =
n∑

i=1

n∑
j=1

xai+aj è Q2(x) =
n∑

i=1

n∑
j=1

xbi+bj .

Òàêà èñêàíîòî å èçïúëíåíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

x2n − 1 | P2(x)− Q2(x).
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n∑

i=1

xbi .

Äà çàáåëåæèì, ÷å

P2(x) =
n∑

i=1

n∑
j=1

xai+aj è Q2(x) =
n∑

i=1

n∑
j=1

xbi+bj .

Òàêà èñêàíîòî å èçïúëíåíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

x2n − 1 | P2(x)− Q2(x).
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Èìàìå

P2(x)− Q2(x) = (P(x) + Q(x))(P(x)− Q(x))

= (1 + x + x2 + · · ·+ x2n−1)(P(x)− Q(x)).

Òúé êàòî P(1) = Q(1) = n, òî x − 1 | P(x)− Q(x). Ñëåäîâàòåëíî

x2n − 1 = (1 + x + x2 + · · ·+ x2n−1)(x − 1) | P2(x)− Q2(x).
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Çàäà÷à 19. Äàäåíè ñà ïðîñòî ÷èñëî p è åñòåñòâåíî ÷èñëî n ⩾ p. Íåêà
a1, a2, . . . , an å íàáîð îò åñòåñòâåíè ÷èñëà, à fk å áðîÿò k-åëåìåíòíè
ïîäìíîæåñòâà íà òîçè íàáîð ñúñ ñáîð, êðàòåí íà p. Äà ñå äîêàæå, ÷å∑n

k=0(−1)k fk ñå äåëè íà p (ñ÷èòàìå, ÷å f0 = 1).

Ðåøåíèå. Äà ðàçãëåäàìå ïîëèíîìà

P(x) =
n∏

i=1

(1− xai ).

Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì, ÷å ñáîðúò íà êîåôèöèåíòèòå íà P ïðåä

ìîíîìèòå îò ñòåïåí, êðàòíà íà p, ñå äåëè íà p. Çàáåëÿçâàìå, ÷å òîâà å
èçïúëíåíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñâîáîäíèÿò ÷ëåí íà îñòàòúêà

ïðè äåëåíèåòî íà ïîëèíîìà P íà ïîëèíîìà xp − 1 ñå äåëè íà p.
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Òúé êàòî x − 1 | 1− xai çà âñÿêî i = 1, 2, . . . , n, òî èìàìå (ðàçãëåæäàìå
âñè÷êî ïî ìîäóë p, òîåñò âúâ Fp[X ]):

xp − 1 = (x − 1)p | (x − 1)n |
n∏

i=1

(1− xai ) = P(x).

Ïúðâîòî ðàâåíñòâî å èçïúëíåíî, çàùîòî ïî ìîäóë p

(x − 1)p =

p∑
k=0

(−1)p−k

(
p

k

)
xk = xp − 1.

Òîãàâà ìîæåì äà çàïèøåì

P(x) = (xp − 1)S(x) + pT (x).

Îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å ñâîáîäíèÿò ÷ëåí íà îñòàòúêa ïðè äåëåíèåòî

íà ïîëèíîìà pT (x) íà ïîëèíîìà xp − 1 ñå äåëè íà p.
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Çàäà÷à 24. Íåêà A å ìíîæåñòâî îò n íåíóëåâè öåëè ÷èñëà. Äà ñå

äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâà ïîäìíîæåñòâî B íà A ñ ïîâå÷å îò n
3 åëåìåíòà

òàêîâà, ÷å ñáîðúò íà íèêîè äâà åëåìåíòà íà B (âúçìîæíî ðàâíè) íå

ïðèíàäëåæè íà B .

Èäåÿ. Àêî âìåñòî ñ öåëè ÷èñëà ðàáîòèõìå ñ ìíîæåñòâîòî îò

îñòàòúöèòå ïðè äåëåíèå íà ïðîñòî ÷èñëî p = 3k + 2, çàäà÷àòà å
ïî-ëåñíà:

S = {k + 1, k + 2, . . . , 2k + 1}

ñúäúðæà k + 1 > p/3 åëåìåíòà.

Ìîæåì äà ñå îïèòàìå äà ñâåäåì íàøàòà çàäà÷à äî òàêàâà çà îñòàòúöè.

Àêî íàìåðèì ìíîãî ½äîáðè� ìíîæåñòâà ïî ìîäóë ïðîñòî ÷èñëî, ñëåä

óñðåäíÿâàíå ìîæåì äà ñå íàäÿâàìå, ÷å ½ìíîãî� ÷èñëà îò A ùå

ïîïàäíàò â òàêîâà ìíîæåñòâî.

Áîðèñëàâ Êèðèëîâ Àäèòèâíà êîìáèíàòîðèêà 8 íîåìâðè 2025 29 / 37



Çàäà÷à 24. Íåêà A å ìíîæåñòâî îò n íåíóëåâè öåëè ÷èñëà. Äà ñå

äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâà ïîäìíîæåñòâî B íà A ñ ïîâå÷å îò n
3 åëåìåíòà

òàêîâà, ÷å ñáîðúò íà íèêîè äâà åëåìåíòà íà B (âúçìîæíî ðàâíè) íå

ïðèíàäëåæè íà B .
Èäåÿ. Àêî âìåñòî ñ öåëè ÷èñëà ðàáîòèõìå ñ ìíîæåñòâîòî îò

îñòàòúöèòå ïðè äåëåíèå íà ïðîñòî ÷èñëî p = 3k + 2, çàäà÷àòà å
ïî-ëåñíà:

S = {k + 1, k + 2, . . . , 2k + 1}

ñúäúðæà k + 1 > p/3 åëåìåíòà.

Ìîæåì äà ñå îïèòàìå äà ñâåäåì íàøàòà çàäà÷à äî òàêàâà çà îñòàòúöè.

Àêî íàìåðèì ìíîãî ½äîáðè� ìíîæåñòâà ïî ìîäóë ïðîñòî ÷èñëî, ñëåä

óñðåäíÿâàíå ìîæåì äà ñå íàäÿâàìå, ÷å ½ìíîãî� ÷èñëà îò A ùå

ïîïàäíàò â òàêîâà ìíîæåñòâî.

Áîðèñëàâ Êèðèëîâ Àäèòèâíà êîìáèíàòîðèêà 8 íîåìâðè 2025 29 / 37



Ðåøåíèå. Íåêà a1, a2, . . . , an ñà åëåìåíòèòå íà A è p = 3k + 2 å ïðîñòî

÷èñëî, ïî-ãîëÿìî îò max |ai |. Çà âñÿêî i ∈ {1, 2, . . . , n} ÷èñëàòà

ai , 2ai , . . . , pai îáðàçóâàò ïúëíà ñèñòåìà îñòàòúöè ïðè äåëåíèå íà p
(òúé êàòî ai ̸= 0 è |ai | < p).
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Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî 1 ⩽ i ⩽ n ñúùåñòâóâàò k + 1 ÷èñëà èçìåæäó

ai , 2ai , . . . , pai , ñðàâíèìè ñ k + 1, k + 2, . . . , 2k + 1 ïî ìîäóë p. Çà âñÿêî
1 ⩽ j ⩽ p íåêà Bj å ìíîæåñòâîòî îò òåçè ai , çà êîèòî îñòàòúêúò íà jai
ïðè äåëåíèå íà p ïðèíàäëåæè íà {k + 1, k + 2, . . . , 2k + 1}. Èìàìå

p∑
j=1

|Bj | = n(k + 1),

îòêúäåòî ñúùåñòâóâà j , çà êîåòî

|Bj | ⩾
k + 1

3k + 2
n >

n

3
.
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Îñòàâà äà ïðîâåðèì, ÷å ñáîðúò íà íèêîè äâà åëåìåíòà íà Bj íå

ïðèíàäëåæè íà Bj . Àêî äîïóñíåì, ÷å òðè åëåìåíòà x , y , z ∈ Bj

óäîâëåòâîðÿâàò x + y = z , òî îñòàòúöèòå íà ÷èñëàòà jx , jy , jz ïðè

äåëåíèå íà p ïðèíàäëåæàò íà {k + 1, k + 2, . . . , 2k + 1} è åäèí îò òÿõ å

ðàâåí íà ñáîðà íà äðóãèòå òîâà. Íî òîâà î÷åâèäíî å íåâúçìîæíî,

îòêúäåòî Bj èçïúëíÿâà èñêàíîòî óñëîâèå.
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Çàäà÷à 25. Íåêà X å ìíîæåñòâî îò 10000 öåëè ÷èñëà, íèêîå îò êîèòî

íå ñå äåëè íà 47. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâà 2007-åëåìåíòíî
ïîäìíîæåñòâî Y íà X òàêîâà, ÷å a− b + c − d + e íå ñå äåëè íà 47 çà

íèêîè a, b, c , d , e ∈ Y .
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Èäåÿ. Ùå âçèìàìå ìíîæåñòâà îò îñòàòúöè ïðè äåëåíèå íà 47.

Âúïðîñ

Êîå ãîëÿìî ìíîæåñòâî îò îñòàòúöè S å òàêîâà, ÷å

S − S + S − S + S ⊆ {1, 2, . . . , 46}?

Îò Êîøè-Äåâúíïîðò

46 ⩾ |S − S + S − S + S | ⩾ min(47, 5|S | − 4),

òàêà ÷å òðÿáâà |S | ⩽ 10. Îò äðóãà ñòðàíà,

10 · 10000
47

> 2007 >
9 · 10000

47
.

S = {19, 20, . . . , 28} èëè ïî-îáùî S = {19d , 20d , . . . , 28d}, d ̸= 0.
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Ðåøåíèå. Çà âñÿêî i ∈ {0, 1, . . . , 46} íåêà Xi å ìíîæåñòâîòî îò

åëåìåíòèòå íà X , êîèòî äàâàò îñòàòúê i ïðè äåëåíèå íà 47. Ùå

äîêàæåì, ÷å çà íÿêîå d ∈ {1, 2, . . . , 46} ìíîæåñòâîòî

Yd = X19d ∪ X20d ∪ · · · ∪ X28d

ñúäúðæà ïîíå 2007 åëåìåíòà (âñè÷êè èíäåêñè ñà ïî ìîäóë 47).
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Míîæåñòâàòà Xi , i = 1, 2, . . . , 46 ñà äâå ïî äâå íåïðåñè÷àùè ñå è

îáåäèíåíèåòî èì å X . Îò äðóãà ñòðàíà, êîãàòî d ïðîáÿãâà 1, 2, . . . , 46,
âñåêè îñòàòúê r ∈ {1, 2, . . . , 46} ïðèíàäëåæè òî÷íî 10 ïúòè íà

ìíîæåñòâîòî {19d , 20d , . . . , 28d}. Ïîëó÷àâàìå, ÷å

46∑
d=1

|Yd | = 10 · 10000.

Ñëåäîâàòåëíî çà íÿêîå d å èçïúëíåíî

|Yd | ⩾ 100000/46 > 2007.
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Îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å àêî

S = {19, 20, . . . , 28},

òî

S − S + S − S + S = {1, 2, . . . , 46},

è ñëåäîâàòåëíî å äîñòàòú÷íî äà èçáåðåì ïðîèçâîëíî Y ⊆ Yd ñ 2007
åëåìåíòà.
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