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Àäèòèâíà êîìáèíàòîðèêà. Ðåøåíèÿ

Áîðèñëàâ Êèðèëîâ

Çàäà÷à 1. Äàäåíè ñà äâå ìíîæåñòâà, ñúñòàâåíè îò åñòåñòâåíè ÷èñëà, ïî-ìàëêè îò n.
Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî îáùèÿò áðîé ÷èñëà â äâåòå ìíîæåñòâà å íå ïî-ìàëúê îò n, òî
ìîæåì äà èçáåðåì ïî åäíî ÷èñëî îò äâåòå ìíîæåñòâà ñúñ ñáîð n.

Ðåøåíèå. Íåêà äâåòå ìíîæåñòâà ñà A = {x1, x2, . . . , xk} è B = {y1, y2, . . . , yℓ}, êúäåòî
k+ ℓ ⩾ n. Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî C = {n−y1, n−y2, . . . , n−yℓ}. Òîãàâà ìíîæåñ-
òâàòà A è C ñå ñúñòîÿò îò åñòåñòâåíè ÷èñëà, ïî-ìàëêè îò n. Túé êàòî òå ñúäúðæàò
îáùî k + ℓ ⩾ n åëåìåíòà, òî ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî, êîåòî ïðèíàäëåæè è íà
äâåòå ìíîæåñòâà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâàò èíäåêñè 1 ⩽ i ⩽ k è 1 ⩽ j ⩽ ℓ,
çà êîèòî xi = n − yj. Ñëåäîâàòåëíî xi + yj = n è xi ∈ A, yj ∈ B, îòêúäåòî ñëåäâà
èñêàíîòî.

Çàäà÷à 2. Íåêà A è B ñà äâå êðàéíè ìíîæåñòâà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà. ×ðåç A + B
îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî {a+b | a ∈ A, b ∈ B}. Äà ñå äîêàæå, ÷å |A+B| ⩾ |A|+|B|−1.

Ðåøåíèå. Íåêà |A| = m, |B| = n, à a1 < a2 < · · · < am, b1 < b2 < · · · < bn ñà

åëåìåíòèòå íà A è B ñúîòâåòíî, ïîäðåäåíè â íàðàñòâàù ðåä. Òîãàâà ÷èñëàòà

a1 + b1 < a1 + b2 < · · · < a1 + bn < a2 + bn < · · · < am + bn

ñà ðàçëè÷íè åëåìåíòè íà A+B è ñà m+ n− 1 = |A|+ |B| − 1 íà áðîé.

Çàäà÷à 3. Äàäåíè ñà 70 ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè ÷èñëà, íå ïî-ãîëåìè îò 200. Äà ñå
äîêàæå, ÷å íÿêîè äâå îò òÿõ èìàò ðàçëèêà ÷åòèðè, ïåò èëè äåâåò.

Ðåøåíèå. Íåêà S = {x1, x2, . . . , x70} å ìíîæåñòâîòî îò ÷èñëàòà è äà âúâåäåì ìíî-

æåñòâàòà S + 4 = {s + 4 | s ∈ S} = {x1 + 4, x2 + 4, . . . , x70 + 4} è S + 9 = {s + 9 | s ∈
S} = {x1 + 9, x2 + 9, . . . , x70 + 9}. Òåçè òðè ìíîæåñòâà ñúäúðæàò îáùî 3 · 70 = 210
åëåìåíòà, âñè÷êè îò êîèòî ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, ïî-ìàëêè îò 210. Òîãàâà äâå îò ìíî-
æåñòâàòà ñå ïðåñè÷àò, îòêúäåòî ñúùåñòâóâàò èíäåêñè 1 ⩽ i, j ⩽ 70 è ðàçëè÷íè ÷èñëà
c, d ∈ {0, 4, 9}, çà êîèòî xi+c = xj+d. Òîâà å ðàâíîñèëíî íà |xi−xj| = |c−d| è îñòàâà
äà çàáåëåæèì, ÷å |c− d| ∈ {4, 5, 9}.

Çàäà÷à 4. Äàäåíè ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà a1, a2, . . . , a7. Äà ñå äîêàæå, ÷å ìîæåì äà
èçáåðåì íÿêîëêî îò òÿõ (ïîíå åäíî) è äà ïîñòàâèì ïðåä íÿêîè îò òÿõ çíàê ïëþñ, à
ïðåä íÿêîè ìèíóñ, òàêà, ÷å êðàéíèÿò ðåçóëòàò äà ñå äåëè íà 100.

Ðåøåíèå. Áðîÿò íà ïîäìíîæåñòâàòà íà {1, 2, . . . , 7} å 27 = 128 > 100. Îò ïðèíöèïà

íà Äèðèõëå ñëåäâà, ÷å çà íÿêîè äâå ðàçëè÷íè ïîäìíîæåñòâà I ̸= J ÷èñëàòà
∑

i∈I ai è∑
j∈J aj äàâàò åäíè è ñúùè îñòàòúöè ïðè äåëåíèå íà 100. Òîãàâà ðàçëèêàòà

∑
i∈I ai−∑

j∈J aj èçïúëíÿâà èñêàíîòî (çàáåëåæåòå, ÷å å âúçìîæíî íÿêîè îò ñúáèðàåìèòå äà ñå
ñúêðàòÿò).
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Çàäà÷à 5. Ñòî è åäíî ÷èñëà èçìåæäó åñòåñòâåíèòå ÷èñëà îò 1 äî 106 ñà îöâåòåíè â
ñèíüî. Äà ñå äîêàæå, ÷å ìîæåì äà îöâåòèì â ÷åðâåíî äðóãè ñòî ÷èñëà, íå ïî-ãîëåìè
îò 106, òàêà, ÷å âñè÷êèòå ñáîðîâå íà ÷åðâåíî è ñèíüî ÷èñëî (îáùî 100 · 101 ñáîðà) äà
ñà ðàçëè÷íè.

Ðåøåíèå. Íåêà ñèíèòå ÷èñëà ñà a1, a2, . . . , a101. Äà îçíà÷èì

A = {ai − aj | 1 ⩽ i, j ⩽ 101}

ìíîæåñòâîòî îò ðàçëèêèòå íà ñèíèòå ÷èñëà è äà çàáåëåæèì, ÷å A ñúäúðæà íå ïîâå÷å
îò 101·100+1 = 10101 åëåìåíòà, îò êîèòî íå ïîâå÷å îò 5050 ñà ïîëîæèòåëíè. Ùå èçáè-
ðàìå ÷åðâåíèòå ÷èñëà åäíî ïî åäíî. Äâå ÷èñëà b è c íå òðÿáâà äà áúäàò åäíîâðåìåííî
÷åðâåíè òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî b−c ∈ A. È òàêà, èçáèðàìå ïúðâîòî ÷åðâåíî ÷èñ-
ëî äà å íàé-ìàëêîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî, êîåòî íå å ñèíüî. Òî å íå ïî-ãîëÿìî îò 102. Äà
ïðåäïîëîæèì, ÷å ñìå èçáðàëè k ⩽ 99 ÷åðâåíè ÷èñëà. Òîãàâà ÷èñëàòà, êîèòî íå ìîæåì
äà îöâåòèì â ÷åðâåíî, ñà íå ïîâå÷å îò 101+5051+(k− 1)10101 = 10101k− 4949 < 106

(èìàìå 101 ñèíè ÷èñëà, íå ïîâå÷å îò 5051 çà ïúðâîòî (íàé-ìàëêî) ÷åðâåíî ÷èñëî è
ïî íå ïîâå÷å îò 10101 çà âñÿêî îò îñòàíàëèòå ÷åðâåíè ÷èñëà). Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñ-
òâóâà ïîíå åäíî ÷èñëî, ïî-ìàëêî îò 106, êîåòî ìîæå äà áúäå îöâåòåíî â ÷åðâåíî.
Ïðîäúëæàâàìå ïîñëåäîâàòåëíî òàêà, äîêàòî íå îöâåòèì ñòî ÷èñëà â ÷åðâåíî.

Çàäà÷à 6. Íåêà a1, a2, . . . , an ñà äâå ïî äâå ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè ÷èñëà è íåêà M å
ìíîæåñòâî îò n − 1 åñòåñòâåíè ÷èñëà, ðàçëè÷íè îò s = a1 + a2 + · · · + an. Ñêàêàëåö
ñêà÷à ïî ðåàëíàòà îñ, çàïî÷âàéêè îò òî÷êàòà 0, êàòî ïðàâè n ñêîêà íàäÿñíî ñ äúëæèíè
a1, a2, . . . , an â íÿêàêúâ ðåä. Äà ñå äîêàæå, ÷å ïîñëåäîâàòåëíîñòòà íà ñêîêîâåòå ìîæå
äà ñå èçáåðå òàêà, ÷å ñêàêàëåöúò íèêîãà äà íå ïîïàäà â òî÷êà îò M .

Ðåøåíèå. Ùå ïðîâåäåì èíäóêöèÿ ïî n. Ñëó÷àèòå n = 1, 2 ñëåäâàò íåïîñðåäñòâåíî.

Íåêà ñåãà n ⩾ 3 è äà ðàçãëåäàìå ÷èñëà a1 < a2 < · · · < an. Íåêà m å íàé-ãîëÿìîòî
÷èñëî â M . Ùå ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ñëó÷àÿ:

� Àêîm ⩽ s−an, äà ïðèëîæèì èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà çà ÷èñëàòà a1, a2, . . . , an−1

è ìíîæåñòâîòî M \ {m}. Ïîëó÷àâàìå ïîðåäèöà îò ñêîêîâå, êîèòî âîäÿò îò 0 äî
a1 + a2 + · · ·+ an−1. Àêî ïðè òàçè ïîðåäèöà ñêàêàëåöúò íå ïîñåùàâà òî÷êàòà m,
òî äîáàâÿìå ñêîêúò an êàòî ïîñëåäåí, çà äà ïîëó÷èì ðåøåíèå îò 0 äî s. Àêî
ñêàêàëåöúò ïîñåùàâà òî÷êàòà m ñëåä êàòî å íàïðàâèë ñêîê ñ äúëæèíà ak, òî
çàìåíÿìå òîçè ñêîê ñ an è äîáàâÿìå êúì ïîðåäèöàòà îò n−1 ñêîêà ïîñëåäåí ñêîê
ñ äúëæèíà ak. Òàçè ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ñêîêîâå âîäè îò 0 äî s è íå ïîñåùàâà
íèòî åäíî ÷èñëî îò M , çàùîòî m = maxM .

� Àêî m > s− an è s− an /∈ M , òî èçìåæäó ÷èñëàòà 1, 2, . . . , s− an èìà íå ïîâå÷å
îò n − 2 åëåìåíòà íà M . Èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà íè ïðåäîñòàâÿ ïúò îò 0 äî
s − an, êîéòî èçïîëçâà ñêîêîâå ñ äúëæèíè a1, a2, . . . , an−1. Äîïúëâàìå ãî ñúñ
ñêîê ñ äúëæèíà an.

� Àêîm > s−an è s−an ∈ M , òî òúé êàòî |M | = n−1, ñúùåñòâóâà 1 ⩽ i ⩽ n−1, çà
êîåòî íèòî åäíî îò ÷èñëàòà s−ai è s−an−ai íå ïðèíàäëåæè íà M . Ïðèëàãàìå
èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà çà {a1, a2, . . . , an} \ {ai, an} è ïîäìíîæåñòâîòî íà M ,
ñúñòîÿùî ñå îò ÷èñëàòà, íå ïî-ãîëåìè îò s − an − ai (òî ñúäúðæà íå ïîâå÷å îò
n − 3 åëåìåíòà). Íàêðàÿ äîïúëâàìå ïîëó÷åíèÿ ïúò ñúñ ñêîêîâå ñ äúëæèíè an
è ai.
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Çàäà÷à 7 (Êëàñèêà). Äàäåíè ñà n åñòåñòâåíè ÷èñëà. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñáîðúò íà
íÿêîëêî îò òÿõ ñå äåëè íà n.

Ðåøåíèå. Äà ðàçãëåäàìå ñáîðîâåòå x1, x1 + x2, . . . , x1 + x2 + · · · + xn, êîèòî ñà n íà

áðîé. Àêî íÿêîé îò òÿõ ñå äåëè íà n, óñëîâèåòî å èçïúëíåíî. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé,
îò ïðèíöèïà íà Äèðèõëå ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò èíäåêñè 1 ⩽ k < ℓ ⩽ n, çà êîèòî
ñáîðîâåòå x1 + x2 + · · ·+ xk è x1 + x2 + · · ·+ xℓ äàâàò ðàâíè îñòàòúöè ïðè äåëåíèå íà
n. Òîãàâà òÿõíàòà ðàçëèêà xk+1 + xk+2 + · · ·+ xℓ ñå äåëè íà n è å ñáîð íà íÿêîëêî îò
÷èñëàòà, ñ êîåòî çàäà÷àòà å ðåøåíà.

Çàäà÷à 8. Äàäåíè ñà n− 1 åñòåñòâåíè ÷èñëà îò 1 äî n, íå âñè÷êè îò êîèòî ñà ðàâíè.
Äà ñå äîêàæå, ÷å ñáîðúò íà íÿêîëêî îò òÿõ ñå äåëè íà n.

Ðåøåíèå. Íåêà x1, x2, . . . , xn−1 ñà äàäåíèòå ÷èñëà è äà ïðåäïîëîæèì, ÷å x1 è x2 ñà

äâå ðàçëè÷íè ÷èñëà. Äà ðàçãëåäàìå ñáîðîâåòå x1, x2, x1+x2, x1+x2+x3, . . . , x1+x2+
· · ·+ xn−1, êîèòî ñà n íà áðîé. Àêî íÿêîé îò òÿõ ñå äåëè íà n, èñêàíîòî å èçïúëíåíî.
Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, îò ïðèíöèïà íà Äèðèõëå ñëåäâà, ÷å äâå îò òåçè ÷èñëà ñà ñ ðàâíè
îñòàòúöè ïðè äåëåíèå íà n. Òîãàâà òÿõíàòà ðàçëèêà å ñáîð íà íÿêîëêî îò ÷èñëàòà è
ñå äåëè íà n.

Çàäà÷à 9. Íà äúñêàòà ñà çàïèñàíè ñòî åñòåñòâåíè ÷èñëà, ïî-ìàëêè îò 100, ñúñ ñáîð
200. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñáîðúò íà íÿêîëêî îò òÿõ å ðàâåí íà 100.

Ðåøåíèå. Àêî âñè÷êè çàïèñàíè ÷èñëà ñà ðàâíè, òî òå ñà ðàâíè íà 2 è ìîæåì äà

èçáåðåì 50 îò òÿõ òàêà, ÷å äà èìàò ñáîð 100. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, íåêà ÷èñëàòà íà
äúñêàòà ñà x1, x2, . . . , x100 è äà ïðåäïîëîæèì, ÷å x1 < x2. Äà ðàçáèåì åñòåñòâåíèòå
÷èñëà îò 1 äî 200 íà äâîéêè (1, 101), (2, 102), (3, 103), . . . , (100, 200). Òîãàâà îò ïðèí-
öèïà íà Äèðèõëå ñëåäâà, ÷å äâå îò ÷èñëàòà

x1 < x2 < x1 + x2 < x1 + x2 + x3 < · · · < x1 + x2 + · · ·+ x100

ñà â åäíà è ñúùà äâîéêà. Òúé êàòî òåçè ÷èñëà ñà ðàçëè÷íè, òî ðàçëèêàòà èì å ðàâíà
íà 100. Îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å òàçè ðàçëèêà ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ñáîð íà íÿêîëêî îò
÷èñëàòà, çàïèñàíè íà äúñêàòà.

Çàäà÷à 10. Äàäåíà å êóï÷èíêà îò êàðòè÷êè, âúðõó âñÿêà îò êîèòî å íàïèñàíî íÿêîå
îò ÷èñëàòà 1, 2, . . . , n. Èçâåñòíî å, ÷å ñáîðúò íà âñè÷êè çàïèñàíè ÷èñëà å ðàâåí íà k ·n!
çà íÿêîå åñòåñòâåíî ÷èñëî k. Äà ñå äîêàæå, ÷å å âúçìîæíî äà ðàçäåëèì êàðòè÷êèòå
íà k êóï÷èíêè òàêà, ÷å ñáîðúò íà ÷èñëàòà âúðõó êàðòè÷êèòå âúâ âñÿêà êóï÷èíêà äà
å ðàâåí íà n!.

Ðåøåíèå. Ùå ïðîâåäåì èíäóêöèÿ ïî n. Òâúðäåíèåòî å î÷åâèäíî ïðè n = 1. Äà

ðàçãëåäàìå ñåãà íÿêîå n > 1 è êóï÷èíêà îò êàðòè÷êè êàòî â óñëîâèåòî. Äà îöâåòèì
êàðòè÷êèòå ñ ÷èñëà, ïî-ìàëêè îò n, â æúëòî, à òåçè ñ n � âúâ âèîëåòîâî. Àêî èìà ïîíå
n æúëòè êàðòè÷êè, îò çàäà÷à 7 ñëåäâà, ÷å ñáîðúò íà ÷èñëàòà âúðõó íÿêîëêî îò òÿõ
ñå äåëè íà n è ñëåäîâàòåëíî ñå çàïèñâà êàòî r ·n, êúäåòî 1 ⩽ r < n. Äà çàìåñòèì òåçè
êàðòè÷êè ñ åäíà îðàíæåâà êàðòè÷êà ñ íàäïèñ r. Àêî îñòàâàùèòå æúëòè êàðòè÷êè
ñà ïîíå n, ìîæåì äà ïðèëîæèì ñúùîòî ðàçñúæäåíèå. Ïðîäúëæàâàìå òàêà, äîêàòî
íå ïîëó÷èì ìíîæåñòâî îò îðàíæåâè, âèîëåòîâè è æúëòè êàðòè÷êè, êàòî æúëòèòå ñà
ïî-ìàëêî îò n. Òúé êàòî îáùèÿò ñáîð íà ÷èñëàòà, çàïèñàíè âúðõó âñè÷êè êàðòè÷êè â
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íà÷àëîòî, ñå äåëè íà n, ñáîðúò íà ÷èñëàòà âúðõó îñòàâàùèòå æúëòè êàðòè÷êè ñå äåëè
íà n. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà çàìåíèì îñòàâàùèòå æúëòè êàðòè÷êè ñ åäíà îðàíæåâà
êàðòè÷êà êàòî ïî-ãîðå. Äà çàìåíèì è âèîëåòîâèòå êàðòè÷êè ñ îðàíæåâè, âúðõó êîèòî
å çàïèñàíî ÷èñëîòî åäíî. Òàêà ïîëó÷èõìå ìíîæåñòâî îò îðàíæåâè êàðòè÷êè, âúðõó
âñÿêà îò êîèòî å çàïèñàíî åñòåñòâåíî ÷èñëî, íå ïî-ãîëÿìî îò n − 1, êàòî ñáîðúò íà
âñè÷êè ÷èñëà å k · (n− 1)!. Îñòàâà äà ïðèëîæèì èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà çà n− 1 è
äà âúðíåì îðàíæåâèòå êàðòè÷êè êúì íà÷àëíèòå.

Äîñåãà ðàçãëåæäàõìå îñíîâíî çàäà÷è, â êîèòî ðàáîòèõìå ñ åñòåñòâåíè ÷èñëà. Êîãàòî
ðàáîòèì ñ ìíîæåñòâîòî îò îñòàòúöèòå ïî ìîäóë ïðîñòî ÷èñëî, Çàäà÷à 2 èìà ñëåäíèÿ
àíàëîã:

Òåîðåìà (Êîøè-Äåâúíïîðò). Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî, à A è B ñà ìíîæåñòâà îò îñòà-
òúöè ïðè äåëåíèå íà p. ×ðåç A+B îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî îò îñòàòúöè
{a+ b | a ∈ A, b ∈ B}. Òîãàâà |A+B| ⩾ min(p, |A|+ |B| − 1).

Äîêàçàòåëñòâî. Ñëó÷àÿò, â êîéòî |A|+ |B| ⩾ p+1, å ïî-ëåñåí è ñëåäâà îò àðãóìåíò,
ñõîäåí ñ òîçè â çàäà÷à 1. Ïî-íàòàòúê ùå ñ÷èòàìå, ÷å |A| + |B| ⩽ p è ùå ïðîâåäåì
èíäóêöèÿ ïî |A|. Îñíîâàòà ïðè |A| = 0, 1 ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî. Íåêà ñåãà ñ÷èòàìå,
÷å |A| ⩾ 2 è |B| > 0. Íåêà x ̸= y ñà äâà ðàçëè÷íè åëåìåíòà íà A. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
îñòàòúê z ∈ B, çà êîéòî z+ (y− x) /∈ B. Íàèñòèíà, àêî äîïóñíåì ïðîòèâíîòî è b ∈ B
å ïðîèçâîëåí åëåìåíò, òî áèõìå ïîëó÷èëè ïîñëåäîâàòåëíî

b+ (y − x) ∈ B, b+ 2(y − x) ∈ B, . . . ,

îòêúäåòî ìíîæåñòâîòî B áè ñúäúðæàëî âñè÷êè îñòàòúöè ïðè äåëåíèå íà p. Äà ðàç-
ãëåäàìå ìíîæåñòâîòî A′ = A+(z−x). Çà íåãî å â ñèëà |A′| = |A|, |A′+B| = |A+B|,
z+y−x ∈ A′, à çíà÷è A′ íå å ïîäìíîæåñòâî íà B. Äà çàáåëåæèì, ÷å (A′∩B)+(A′∪B) ⊆
A′ + B. Îñòàâà äà ïðèëîæèì èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà çà ìíîæåñòâàòà A′ ∩ B è
A′ ∪B.

Çàäà÷à 11. Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî k è ïðîñòî ÷èñëî p ñúùåñò-
âóâàò öåëè ÷èñëà x è y, çà êîèòî x2 + y2 ≡ k (mod p).

Ðåøåíèå. Ñëó÷àÿò p = 2 ñå ðàçãëåæäà íåïîñðåäñòâåíî. Íåêà ñåãà p > 2 å íå÷åò-

íî ïðîñòî ÷èñëî. Òîãàâà îñòàòúöèòå, êîèòî äàâàò êâàäðàòèòå íà öåëèòå ÷èñëà ïðè
äåëåíèå íà p, ñà òî÷íî p+1

2
(p−1

2
êâàäðàòè÷íè îñòàòúêà è åäèí íóëåâ îñòàòúê). Îò

òåîðåìàòà íà Êîøè-Äåâúíïîðò ñëåäâà, ÷å áðîÿò îñòàòúöè, êîèòî ñå ïðåäñòàâÿò êàòî
ñáîð íà äâà êâàäðàòà, å ïîíå p, òîåñò âñè÷êè îñòàòúöè ñå ïðåäñòàâÿò êàòî ñáîð íà
äâà êâàäðàòà.

Çàäà÷à 12. Íåêà p > 100 å ïðîñòî ÷èñëî. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâàò ïåò åñ-
òåñòâåíè ÷èñëà, íåêðàòíè íà p, ñáîðúò íà ÷åòâúðòèòå ñòåïåíè íà êîèòî ñå äåëè íà
p.

Ðåøåíèå. Ìíîæåñòâîòî S = {x4 (mod p) | x ∈ N, p ∤ x} ñúäúðæà p−1
4

åëåìåíòà, àêî

4 | p − 1, è p−1
2

èíà÷å. Ïðèëàãàìå òåîðåìàòà íà Êîøè-Äåâúíïîðò ïîñëåäîâàòåëíî
÷åòèðè ïúòè, çà äà ïîëó÷èì, ÷å áðîÿò îñòàòúöè, êîèòî ìîæåì äà ïîëó÷èì êàòî ñáîð
íà ïåò åëåìåíòà íà S, å ïîíåmin(p, 5p−1

4
−4) = p (èçïîëçâàõìå p > 100). Îòòóê ñëåäâà,

÷å ñúùåñòâóâàò ïåò åëåìåíòà íà S ñúñ ñáîð, êðàòåí íà p.
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Çàäà÷à 13. Â ðåäèöà ñà çàïèñàíè 26 íåíóëåâè äåñåòè÷íè öèôðè. Äà ñå äîêàæå, ÷å
òàçè ðåäèöà ìîæå äà áúäå ðàçáèòà íà íÿêîëêî ÷àñòè òàêà, ÷å ñáîðúò íà ÷èñëàòà,
îáðàçóâàíè îò öèôðèòå â îòäåëíèòå ÷àñòè, äà ñå äåëè íà 13.

Ðåøåíèå. Íåêà ðåäèöàòà îò öèôðè å d1d2 . . . d26. Äà ÿ ðàçáèåì íà 13 äâîéêè ñúñåäíè

öèôðè d1d2 | d3d4 | · · · | d25d26. Äà çàáåëåæèì, ÷å àêî ðàçáèåì äàäåíà äâîéêà d2i−1d2i
íà äâå åäèíè÷íè öèôðè, ïîëó÷àâàìå ðàçëè÷åí ñáîð, îòêîëêîòî, àêî ÿ çàïàçèì êàòî
äâîéêà (òîåñò 10d2i−1+d2i ̸≡ d2i−1+d2i (mod 13)). Ñåãà èäåÿòà å äà ðàçãëåäàìå âñè÷êè
âúçìîæíîñòè, ïðè êîèòî ðàçáèâàìå öèôðèòå íà òåçè 13 äâîéêè, à ïîñëå íÿêîè îò
äâîéêèòå è íà åäèíè÷íè öèôðè. Îò òåîðåìàòà íà Êîøè-Äåâúíïîðò ñëåäâà, ÷å áðîÿò
îñòàòúöè, êîèòî ìîæåì äà ïîëó÷èì ïî òîçè íà÷èí, å ïîíå min(13, 13 · 2 − 12) = 13.
Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà íàïðàâèì ðàçäåëÿíåòî òàêà, ÷å ñáîðúò äà ñå äåëè íà 13.

Çàäà÷à 14. Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî, r ∈ {1, 2, . . . , p−1} è a1, a2, . . . , ar ∈ {1, 2, . . . , p−1}.
Äà ðàçãëåäàìå îñòàòúöèòå íà ÷èñëàòà îò âèäà

∑
i∈S ai, êúäåòî S ïðîáÿãâà âñè÷êè

ïîäìíîæåñòâà íà {1, 2, . . . , r} (âêëþ÷èòåëíî ïðàçíîòî ïîäìíîæåñòâî, â êîéòî ñëó÷àé
ñúîòâåòñòâàùèÿò ñáîð å 0). Äà ñå äîêàæå, ÷å ñå ïîëó÷àâàò ïîíå r + 1 ðàçëè÷íè îñòà-
òúêà.

Ðåøåíèå. Ùå ïðîâåäåì èíäóêöèÿ ïî r. Ñëó÷àÿò r = 1 ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî. Íåêà

ñåãà r > 1 è äà ðàçãëåäàìå ÷èñëà a1, a2, . . . , ar ∈ {1, 2 . . . , p− 1}. Äà äîïóñíåì, ÷å òåçè
÷èñëà íàðóøàâàò òâúðäåíèåòî íà çàäà÷àòà. Îò èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà ñëåäâà, ÷å
âñåâúçìîæíèòå ñáîðîâå

∑
i∈T ai, êúäåòî T ⊆ {1, 2, . . . , r − 1}, äàâàò ïîíå r ðàçëè÷íè

îñòàòúêà. Òúé êàòî ïî äîïóñêàíå ñáîðîâåòå
∑

i∈S ai, S ⊆ {1, 2, . . . , r} äàâàò ïî-ìàëêî
îò r+ 1 îñòàòúêà, òî òåçè îñòàòúöè ñà òî÷íî r. Äà ãè îçíà÷èì b1, b2, . . . , br. Òúé êàòî
âñåêè åäèí îò òåçè îñòàòúöè ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ñóìà íà íÿêîëêî (âúçìîæíî íóëà)
÷èñëà èçìåæäó a1, a2, . . . , ar−1, òî îñòàòúöèòå b1 + ar, b2 + ar, . . . , br + ar ñúùî òðÿáâà
äà ïðèñúñòâàò. Òàêà çàêëþ÷àâàìå, ÷å {b1, b2, . . . , br} = {b1 + ar, b2 + ar, . . . , br + ar}.
Ñúáèðàéêè åëåìåíòèòå íà òåçè ìíîæåñòâà, ïîëó÷àâàìå p | rar, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.
Òîâà çàâúðøâà èíäóêöèîííàòà ñòúïêà, à çíà÷è è äîêàçàòåëñòâîòî.

Çàäà÷à 15 (Òåîðåìà íà Åðäüîø-Ãèíçáóðã-Çèâ). Íåêà n å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Äà ñå
äîêàæå, ÷å èçìåæäó âñåêè 2n − 1 åñòåñòâåíè ÷èñëà ìîæåì äà èçáåðåì n ñúñ ñáîð,
êðàòåí íà n.

Ðåøåíèå. Ïúðâî ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, â êîéòî n = p å ïðîñòî ÷èñëî. Ìîæåì

äà ïðåäïîëîæèì, ÷å äàäåíèòå ÷èñëà ñà íå ïî-ãîëåìè îò p, è íåêà ïîäðåäèì òåçè
÷èñëà a1 ⩽ a2 ⩽ . . . ⩽ a2p−1. Àêî çà íÿêîå 1 ⩽ j ⩽ p å èçïúëíåíî aj+p−1 = aj,
òî âñè÷êèòå ÷èñëà aj, aj+1, . . . , aj+p−1 ñà ðàâíè è ñëåäîâàòåëíî ñáîðúò èì ñå äåëè íà
p. Äà ðàçãëåäàìå ñåãà ñëó÷àÿ, â êîéòî âñè÷êè ÷èñëà aj+p−1 − aj, j = 2, 3, . . . , p ñà â
èíòåðâàëà [1, p− 1]. Îò ïðåäõîäíàòà çàäà÷à ñëåäâà, ÷å ñáîðîâåòå íà òåçè ÷èñëà äàâàò
ïîíå p îñòàòúêà ïðè äåëåíèå íà p, òîåñò òå äàâàò âñè÷êè îñòàòúöè ïðè äåëåíèå íà p.
Â ÷àñòíîñò ñúùåñòâóâàò íÿêîëêî (âúçìîæíî íóëà) èíäåêñà 2 ⩽ j1 < j2 < · · · < jk ⩽ p,
çà êîèòî ÷èñëîòî aj1+p−1+aj2+p−1+ · · ·+ajk+p−1−aj1 −aj2 −· · ·−ajk +a1+a2+ · · ·+ap
ñå äåëè íà p. Ëåñíî å äà ñå çàáåëåæè, ÷å òîçè èçðàç ïðåäñòàâëÿâà ñáîð íà p ÷èñëà
èçìåæäó äàäåíèòå, ñ êîåòî äîêàçàòåëñòâîòî â ñëó÷àÿ n = p å çàâúðøåíî.

Â îáùèÿ ñëó÷àé ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å n > 1. Òúé êàòî âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî,
ïî-ãîëÿìî îò åäíî, ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ïðîèçâåäåíèå íà êðàåí áðîé ïðîñòè ÷èñëà, å
äîñòàòú÷íî äà ïðîâåðèì, ÷å àêî äâå åñòåñòâåíè ÷èñëà n1 è n2 èçïúëíÿâàò óñëîâèåòî íà
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çàäà÷àòà, òî è n1n2 ñúùî ãî èçïúëíÿâà. Íàèñòèíà äà ðàçãëåäàìå 2n1n2−1 åñòåñòâåíè
÷èñëà. Äà èçáåðåì n1 èçìåæäó òÿõ ñúñ ñáîð n1m1, êúäåòî m1 å åñòåñòâåíî. Èçìåæäó
îñòàíàëèòå 2n1n2− 1−n1 ÷èñëà îòíîâî èçáèðàìå n1 ÷èñëà ñúñ ñáîð n1m2. Ïðèëàãàìå
òàçè ñòúïêà 2n2− 1 ïúòè çà äà ïîëó÷èì 2n2− 1 íåïðåñè÷àùè ñå ãðóïè îò ïî n1 ÷èñëà
ñúñ ñáîðîâå n1m1, n1m2, . . . , n1m2n2−1. Èçìåæäó ÷èñëàòà m1,m2, . . . ,m2n2−1 ìîæåì äà
èçáåðåì n2 ñúñ ñáîð, êðàòåí íà n2. Ñúîòâåòíèòå ãðóïè ñúäúðæàò îáùî n1n2 ÷èñëà
ñúñ ñáîð, êðàòåí íà n1n2.

Çàäà÷à 16. Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî. Âúðõó âñÿêî ðåáðî íà ïúëåí ãðàô ñ 1000p âúðõà
å çàïèñàíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Äà ñå äîêàæå, ÷å ãðàôúò ñúäúðæà öèêúë, ñáîðúò îò
÷èñëàòà âúðõó ðåáðàòà íà êîéòî ñå äåëè íà p.

Ðåøåíèå. Çà äâà âúðõà u è v íà ãðàôà ùå îçíà÷àâàìå ÷ðåç f(u, v) ÷èñëîòî, çà-

ïèñàíî âúðõó ðåáðîòî uv íà ãðàôà. Äà ðàçãëåäàìå p − 1 íåïðåñè÷àùè ñå òðèú-
ãúëíèêà â ãðàôà T1, T2, . . . , Tp−1. Àêî ñáîðúò îò ÷èñëàòà âúðõó òðèòå ðåáðà íà íÿ-
êîé îò òåçè òðèúãúëíèöè ñå äåëè íà p, òî çàäà÷àòà å ðåøåíà. Â ïðîòèâåí ñëó-
÷àé, çà âñÿêî i = 1, 2, . . . , p − 1 äà îçíà÷èì ÷ðåç vi1, vi2, vi3 âúðõîâåòå íà òðèúãúë-
íèêà Ti òàêà, ÷å f(vi1, vi2) + f(vi2, vi3) ̸≡ f(vi1, vi3) (mod p). Ðàçãëåæäàìå öèêúëà
v11, v12, v13, v21, v22, v23, . . . , v(p−1)1, v(p−1)2, v(p−1)3, v11. Òîé ìîæå äà áúäå ñêúñåí, àêî çà
íÿêîå i çàìåíèì ðåáðàòà vi1vi2 è vi2vi3 ñ ðåáðîòî vi1vi3. Ïðè òîâà ñáîðúò íà âñè÷êè
÷èñëà âúðõó ðåáðàòà íà öèêúëà ñå ïðîìåíÿ ñ f(vi1, vi3) − f(vi1, vi2) − f(vi2, vi3). Ðàç-
ãëåæäàéêè âñåâúçìîæíèòå ñêúñÿâàíèÿ (êîèòî ìîæå äà ñà íà ïîâå÷å îò åäíî ìÿñòî),
âèæäàìå, ÷å ìîæåì äà ïðîìåíèì ñáîðà íà ÷èñëàòà âúðõó ãîëåìèÿ öèêúë ñ âñåêè
åëåìåíò íà ìíîæåñòâîòî

{0, f(v11, v13)− f(v11, v12)− f(v12, v13)}+ {0, f(v21, v23)− f(v21, v22)− f(v22, v23)}+ . . .

+{0, f(v(p−1)1, v(p−1)3)− f(v(p−1)1, v(p−1)2)− f(v(p−1)2, v(p−1)3)}.

Òåîðåìèòå íà Êîøè-Äåâúíïîðò è Åðäüîø-Ãèíçáóðã-Çèâ èìàò è ÷èñòî àëãåáðè÷íè
äîêàçàòåëñòâà. Çà òÿõ, êàêòî è çà äðóãè ïðèëîæåíèÿ íà ïîäîáíè òåõíèêè, ïðåïðà-
ùàìå ÷èòàòåëÿ êúì êíèãàòà ½Problems from the book� íà Òèòó Àíäðååñêó è Ãàáðèåë
Äîñïèíåñêó.

Ðåøåíèÿòà íà ñëåäâàùèòå íÿêîëêî çàäà÷è ñå îñíîâàâàò íà âúâåæäàíåòî íà ïîäõî-
äÿùè ïîëèíîìè. Äà íàïðàâèì íÿêîëêî ïðåäâàðèòåëíè íàáëþäåíèÿ. Íåêà P (x) ∈ Z[X]
å ïîëèíîì ñ öåëè êîåôèöèåíòè è n å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Çà âñÿêî 0 ⩽ r ⩽ n − 1 íåêà
br(P ) å ñáîðúò îò êîåôèöèåíòèòå íà P ïðåä ìîíîìèòå, ÷èÿòî ñòåïåí äàâà îñòàòúê r
ïðè äåëåíèå íà n. Ñ äðóãè äóìè,

àêî P (x) =
d∑

k=0

akx
k, òî br(P ) =

d∑
k=0
n|k−r

ak.

Â çàäà÷èòå ùå áúäå ïîòðåáíî äà ïðåñìÿòàìå êîåôèöèåíòèòå br. Ïîëåçíî íàáëþäå-
íèå å, ÷å îñòàòúêúò ïðè äåëåíèåòî íà ïîëèíîìà P íà ïîëèíîìà xn − 1 å ïîëèíîìúò∑n−1

r=0 br(P )xr. Íàèñòèíà äîñòàòú÷íî å äà çàáåëåæèì, ÷å çà âñÿêî m = kn+ r å èçïúë-
íåíî

xm = xkn+r = xknxr = (xkn − 1)xr + xr = (xn − 1)(x(k−1)n + x(k−2)n + · · ·+ 1)xr + xr.
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Çàäà÷à 17. Äàäåíè ñà ïðîñòî ÷èñëî p è äâà íàáîðà îò åñòåñòâåíè ÷èñëàA = (a1, a2, . . . , ap),
B = (b1, b2, . . . , bp). Èçâåñòíî å, ÷å ñðåä ÷èñëàòà ai + bj (1 ⩽ i, j ⩽ p) òî÷íî p ÷èñëà
äàâàò îñòàòúê 0 ïðè äåëåíèå íà p, òî÷íî p äàâàò îñòàòúê 1, ..., òî÷íî p äàâàò îñòàòúê
p − 1. Äà ñå äîêàæå, ÷å â åäèí îò äâàòà íàáîðà âñåêè îñòàòúê ïðè äåëåíèå íà p ñå
ñðåùà òî÷íî ïî âåäíúæ.

Ðåøåíèå. Îïðåäåëÿìå ïîëèíîìèòå P (x) =
∑p

i=1 x
ai è Q(x) =

∑p
i=1 x

bi . Äà ðàç-

ãëåäàìå ïðîèçâåäåíèåòî íà äâàòà ïîëèíîìà PQ: çà íåãî å èçïúëíåíî (PQ)(x) =∑p
i=1

∑p
j=1 x

ai+bj . Îò óñëîâèåòî ñëåäâà, ÷å

1 + x+ x2 + · · ·+ xp−1 | (PQ)(x).

Íî 1 + x + x2 + · · · + xp−1 å íåðàçëîæèì íàä Q[X]1, îòêúäåòî èëè P , èëè Q ñå äåëè
íà 1 + x+ x2 + · · ·+ xp−1. Îòòóê ñëåäâà èñêàíîòî.

Çàäà÷à 18. ×èñëàòà 1, 2, . . . , 2n ñà ðàçáèòè íà äâå ìíîæåñòâà ïî n ÷èñëà. Çà âñÿêî
ìíîæåñòâî ñà ïðåñìåòíàòè âñåâúçìîæíèòå n2 ñáîðà a + b, êúäåòî a è b ñà åëåìåíòè
íà ìíîæåñòâîòî, è òåçè ñáîðîâå ñà âçåòè ïî ìîäóë 2n. Äà ñå äîêàæå, ÷å íàáîðúò îò
îñòàòúöèòå îò åäíîòî ìíîæåñòâî (ñ êðàòíîñòèòå) ñúâïàäà ñ òîçè îò äðóãèÿ.

Ðåøåíèå. Íåêà åäíîòî ìíîæåñòâî åA = {a1, a2, . . . , an}, à äðóãîòî åB = {b1, b2, . . . , bn}.
Âúâåæäàìå ïîëèíîìèòå P (x) =

∑n
i=1 x

ai èQ(x) =
∑n

i=1 x
bi . Äà çàáåëåæèì, ÷å P 2(x) =∑n

i=1

∑n
j=1 x

ai+aj è Q2(x) =
∑n

i=1

∑n
j=1 x

bi+bj . Òàêà èñêàíîòî å èçïúëíåíî òîãàâà è ñà-

ìî òîãàâà, êîãàòî x2n − 1 | P 2(x)−Q2(x). Èìàìå

P 2(x)−Q2(x) = (P (x) +Q(x))(P (x)−Q(x)) = (1+ x+ x2 + · · ·+ x2n−1)(P (x)−Q(x)).

Òúé êàòî P (1) = Q(1) = n, ïîëó÷àâàìå x− 1 | P (x)−Q(x). Ñëåäîâàòåëíî

x2n − 1 = (1 + x+ x2 + · · ·+ x2n−1)(x− 1) | P 2(x)−Q2(x),

îòêúäåòî ñëåäâà èñêàíîòî.

Çàäà÷à 19. Äàäåíè ñà ïðîñòî ÷èñëî p è åñòåñòâåíî ÷èñëî n ⩾ p. Íåêà a1, a2, . . . , an å
íàáîð îò åñòåñòâåíè ÷èñëà, à fk å áðîÿò k-åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà íà òîçè íàáîð ñúñ
ñáîð, êðàòåí íà p. Äà ñå äîêàæå, ÷å

∑n
k=0(−1)kfk ñå äåëè íà p (ñ÷èòàìå, ÷å f0 = 1).

Ðåøåíèå. Äà ðàçãëåäàìå ïîëèíîìà P (x) =
∏n

i=1(1−xai). Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì,

÷å ñáîðúò íà êîåôèöèåíòèòå íà P ïðåä ìîíîìèòå îò ñòåïåí, êðàòíà íà p, ñå äåëè íà
p. Çàáåëÿçâàìå, ÷å òîâà å èçïúëíåíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñâîáîäíèÿò ÷ëåí íà
îñòàòúêà ïðè äåëåíèåòî íà ïîëèíîìà P íà ïîëèíîìà xp − 1 ñå äåëè íà p. Òúé êàòî
x−1 | 1−xai çà âñÿêî i = 1, 2, . . . , n, òî èìàìå (ðàçãëåæäàìå âñè÷êî ïî ìîäóë p, òîåñò
âúâ Fp[X]):

xp − 1 = (x− 1)p | (x− 1)n |
n∏

i=1

(1− xai) = P (x)

(ïúðâîòî ðàâåíñòâî å èçïúëíåíî, çàùîòî (x − 1)p =
∑p

k=0(−1)p−k
(
p
k

)
xk = xp − 1 âúâ

Fp[X].) Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâàò ïîëèíîìè S(x) è T (x) ñ öåëè êîåôèöèåíòè,
çà êîèòî P (x) = (xp − 1)S(x) + pT (x). Îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å ñâîáîäíèÿò ÷ëåí íà
îñòàòúêa ïðè äåëåíèåòî íà ïîëèíîìà pT (x) íà ïîëèíîìà xp − 1 ñå äåëè íà p.

1Òîâà å òàêà, òúé êàòî 1 + x + x2 + · · · + xp−1 = xp−1
x−1 è ïîëèíîìúò (x+1)p−1

(x+1)−1 =
∑p−1

i=0 =
(

p
i+1

)
xi å

íåðàçëîæèì (îò êðèòåðèÿ íà Àéçåíùàéí).
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Çàäà÷à 20. Âúâ âñÿêà êëåòêà íà òàáëèöà 101× 101 å çàïèñàíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Äà
ñå äîêàæå, ÷å áðîÿò íà÷èíè äà èçáåðåì ïî åäíà êëåòêà îò âñåêè ðåä íà òàáëèöàòà
òàêà, ÷å ñáîðúò íà ÷èñëàòà â èçáðàíèòå êëåòêè äà ñå äåëè íà 101, ñå äåëè íà 101.

Ðåøåíèå. Ïîëàãàìå p = 101 è ùå èçïîëçâàìå, ÷å p å ïðîñòî ÷èñëî. Çà âñåêè i, j =

1, 2, . . . , p íåêà aij å ÷èñëîòî, çàïèñàíî â ðåä i è ñòúëá j íà òàáëèöàòà. Çà âñÿ-
êî i = 1, 2, . . . , p âúâåæäàìå ïîëèíîìà Pi(x) =

∑p
j=1 x

aij . Êàêòî ïî-ãîðå, äîñòà-
òú÷íî å äà äîêàæåì, ÷å ñâîáîäíèÿò ÷ëåí íà îñòàòúêà ïðè äåëåíèåòî íà ïîëèíîìà
P1(x)P2(x) . . . Pp(x) íà ïîëèíîìà x

p−1 ñå äåëè íà p. Äà çàáåëåæèì, ÷å x−1 | Pi(x)−p
çà âñÿêî i = 1, 2, . . . , p. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå, ÷å (ïî ìîäóë p):

xp − 1 = (x− 1)p |
p∏

i=1

(Pi(x)− p) =

p∏
i=1

Pi(x).

Êàêòî â çàäà÷à 19, èñêàíîòî ñëåäâà.

Çàäà÷à 21. Íåêà n å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Äàäåíè ñà 2n+1 ðàçëè÷íè êðàéíè ìíîæåñòâà
îò åñòåñòâåíè ÷èñëà. Ìíîæåñòâàòà ñà îöâåòåíè â ñèíüî è ÷åðâåíî (ìíîæåñòâàòà, à
íå òåõíèòå åëåìåíòè) òàêà, ÷å èìà ïîíå åäíî îöâåòåíî ìíîæåñòâî âúâ âñåêè öâÿò.
Îïðåäåëÿìå ñèìåòðè÷íàòà ðàçëèêà íà äâå ìíîæåñòâà êàòî ìíîæåñòâîòî îò åëåìåíòè,
êîèòî ïðèíàäëåæàò íà òî÷íî åäíî îò äâåòå ìíîæåñòâà. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâàò
ïîíå 2n ðàçëè÷íè ìíîæåñòâà, êîèòî ìîãàò äà áúäàò ïîëó÷åíè êàòî ñèìåòðè÷íàòà
ðàçëèêà íà ñèíüî è ÷åðâåíî ìíîæåñòâî.

Óïúòâàíå.Èìèòèðàéòå êîìáèíàòîðíîòî äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà íà Êîøè-Äåâúíïîðò
èëè ïðîâåäåòå èíäóêöèÿ ïî n. Âúçìîæíî å è äîêàçàòåëñòâî, êîåòî èìèòèðà àëãåáðè÷-
íîòî äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà íà Êîøè-Äåâúíïîðò (÷ðåç êîìáèíàòîðíàòà òåîðåìà
çà íóëèòå íà Àëîí, âèæ êíèãàòà íà Òèòó Àíäðååñêó è Ãàáðèåë Äîñïèíåñêó).

Çàäà÷à 22. Íåêà X è Y ñà äâå êðàéíè ïîäìíîæåñòâà íà èíòåðâàëà [0, 1) òàêèâà,
÷å 0 ∈ X ∩ Y è x + y ̸= 1 çà íèêîè x ∈ X è y ∈ Y . Äà ñå äîêàæå, ÷å ìíîæåñòâîòî
{x+ y − ⌊x+ y⌋ | x ∈ X, y ∈ Y } ñúäúðæà ïîíå |X|+ |Y | − 1 åëåìåíòà.

Óïúòâàíå.Èìèòèðàéòå êîìáèíàòîðíîòî äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà íà Êîøè-Äåâúíïîðò.

Çàäà÷à 23. Íåêà m è n ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, çà êîèòî n ⩾ m ⩾ 2, è íåêà S å ìíî-
æåñòâî îò n åñòåñòâåíè ÷èñëà. Äà ñå äîêàæå, ÷å S ñúäúðæà ïîíå 2n−m+1 ðàçëè÷íè
ïîäìíîæåñòâà ñúñ ñáîð íà åëåìåíòèòå, êðàòåí íà m. (Ïðàçíîòî ïîäìíîæåñòâî èçïúë-
íÿâà òîâà óñëîâèå).

Ïúðâî ðåøåíèå. Íåêà s1, s2, . . . , sn ñà åëåìåíòèòå íà S. Çà âñÿêî k = 1, 2, ..., n íåêà
Ak å ìíîæåñòâîòî íà âñåâúçìîæíèòå ñáîðîâå íà s1, s2, . . . , sk. Íåêà ak å áðîÿò ðàçëè÷-
íè îñòàòúöè ïðè äåëåíèå íà m íà ÷èñëàòà â Ak, à bk å íàé-ìàëêàòà êðàòíîñò íà òåçè
îñòàòúöè, êîèòî ñå ñðåùàò â Ak. Ùå äîêàæåì, ÷å bk ⩾ 2k+1−ak çà âñÿêî k = 1, 2, . . . , n,
îòêúäåòî ùå ñëåäâà bn ⩾ 2n+1−m. Äîêàçàòåëñòâîòî å ïî èíäóêöèÿ, êàòî îñíîâàòà k = 0
ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî. Äà äîïóñíåì ñåãà, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà íÿêîå k. Àêî
ak+1 > ak, òî èíäóêöèîííàòà ñòúïêà ñëåäâà îò

bk+1 ⩾ bk ⩾ 2k+1−ak ⩾ 2k+2−ak+1 .

Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, ak+1 = ak è òîãàâà îñòàòúöèòå íà Ak + sk+1 ñà ñúùèòå êàòî òåçè
íà Ak. Îòòóê ñëåäâà, ÷å bk+1 ⩾ 2bk, êîåòî çàâúðøâà èíäóêöèîííàòà ñòúïêà.
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Âòîðî ðåøåíèå. Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ñ èíäóêöèÿ çà âñÿêî m ⩾ 1. Oñíîâà-
òà ïðè m = 1 ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî.

Íåêà ñåãà m = pk, êúäåòî p å ïðîñòî è k ≥ 1. Íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî T ⊆ S ùå
íàðè÷àìå äîáðî, àêî ñáîðúò îò åëåìåíòèòå ìó ñå äåëè íà k, íî íå íà m. Äîáðî ïîä-
ìíîæåñòâî øå íàðè÷àìå ñúâúðøåíî, àêî òî íå ñúäúðæà äðóãè äîáðè ïîäìíîæåñòâà.
Îò çàäà÷à 7 ñëåäâà ëåêî, ÷å âñè÷êè ñúâúðøåíè ïîäìíîæåñòâà ñúäúðæàò íå ïîâå÷å
îò k åëåìåíòà (çàáåëåæåòå, ÷å òàêèâà ïîäìíîæåñòâà ìîæå äà íå ñúùåñòâóâàò!).

Äà ðàçãëåäàìå ñåãà ïðåäñòàâÿíå

S = T1 ∪ T2 ∪ · · · ∪ Tr ∪ T,

êúäåòî âñè÷êè Ti ñà ñúâúðøåíè, âñè÷êè ïîäìíîæåñòâà T1, T2, . . . , Tr, T ñà äâå ïî äâå
íåïðåñè÷àùè ñå è èëè r = p− 1, èëè r < p− 1, íî å ìàêñèìàëíî âúçìîæíî. È â äâàòà
ñëó÷àÿ å èçïúëíåíî |T | ≥ n− (p− 1)k = n−m+ k, îòêúäåòî ñïîðåä èíäóêöèîííàòà
õèïîòåçà ïîíå 2|T |−k+1 ≥ 2n−m+1 ïîäìíîæåñòâà íà T èìàò ñáîð, êðàòåí íà k; ùå
íàðè÷àìå òåçè ïîäìíîæåñòâà êðàñèâè.

Àêî r < p− 1, òî âñÿêî êðàñèâî ïîäìíîæåñòâî èìà ñáîð, êðàòåí íà m, çàùîòî r å
ìàêñèìàëíî. Ñëåäîâàòåëíî â òîçè ñëó÷àé èñêàíîòî ñëåäâà. Àêî r = p−1, äà äîêàæåì
ñëåäíàòà:

Ëåìà. Çà âñÿêî 0 ⩽ i ⩽ p − 1, ñúùåñòâóâà ïîäìíîæåñòâî íà T1 ∪ T2 ∪ · · · ∪ Tp−1 ñúñ
ñáîð íà åëåìåíòèòå ñ îñòàòúê ik ïðè äåëåíèå íà m.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå èçïîëçâàìå ñàìî îáåäèíåíèÿòà íà ìíîæåñòâàòà Ti. Âúâåæäàìå
ìíîæåñòâàòà Ai = {0, ai}, êúäåòî çà âñÿêî i ïîëàãàìå ai =

1
k

∑
j∈Ti

j. Îò òåîðåìàòà íà
Êîøè-Äåâúíïîðò ñëåäâà, ÷å (ìîäóë p):

|A1 + A2 + · · ·+ Ap−1| ⩾ min (p, |A1|+ · · ·+ |Ap−1| − (p− 1) + 1) = p.

Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî 0 ⩽ i ⩽ p− 1 ìîæåì äà èçáåðåì Ji ⊆ {1, 2, . . . , p− 1}, çà êîåòî∑
j∈Ji aj ≡ i (mod p). Òîãàâà

∑
j∈Ji

∑
b∈Tj

b äàâà îñòàòúê ik ïðè äåëåíèå íà m.

Ñåãà îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å áëàãîäàðåíèå íà ëåìàòà âñÿêî êðàñèâî ìíîæåñòâî
ìîæå äà áúäå äîïúëíåíî äî ìíîæåñòâî ñúñ ñáîð íà åëåìåíòèòå, êðàòåí íà m, êàòî
äîáàâèì íÿêîëêî åëåìåíòà íà T1 ∪ T2 · · · ∪ Tp−1. Èñêàíîòî ñëåäâà.

Çàäà÷à 24 (Åðäüîø). Íåêà A å ìíîæåñòâî îò n íåíóëåâè öåëè ÷èñëà. Äà ñå äîêàæå,
÷å ñúùåñòâóâà ïîäìíîæåñòâî B íà A ñ ïîâå÷å îò n

3
åëåìåíòà òàêîâà, ÷å ñáîðúò íà

íèêîè äâà åëåìåíòà íà B (âúçìîæíî ðàâíè) íå ïðèíàäëåæè íà B.

Ðåøåíèå. Íåêà a1, a2, . . . , an ñà åëåìåíòèòå íà A è p = 3k + 2 å ïðîñòî ÷èñëî, ïî-

ãîëÿìî îò max |ai|. Çà âñÿêî i ∈ {1, 2, . . . , n} ÷èñëàòà ai, 2ai, . . . , pai îáðàçóâàò ïúëíà
ñèñòåìà îñòàòúöè ïðè äåëåíèå íà p (òúé êàòî ai ̸= 0 è |ai| < p). Ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî
1 ⩽ i ⩽ n ñúùåñòâóâàò k + 1 ÷èñëà èçìåæäó ai, 2ai, . . . , pai, ñðàâíèìè ñ k + 1, k +
2, . . . , 2k + 1 ïî ìîäóë p. Çà âñÿêî 1 ⩽ j ⩽ p íåêà Bj å ìíîæåñòâîòî îò òåçè ai, çà
êîèòî îñòàòúêúò íà jai ïðè äåëåíèå íà p ïðèíàäëåæè íà {k + 1, k + 2, . . . , 2k + 1}.
Èìàìå

∑p
j=1 |Bj| = n(k + 1), îòêúäåòî ñúùåñòâóâà j, çà êîåòî |Bj| ⩾ k+1

3k+2
n > n

3
.

Îñòàâà äà ïðîâåðèì, ÷å ñáîðúò íà íèêîè äâà åëåìåíòà íà Bj íå ïðèíàäëåæè íà Bj.
Àêî äîïóñíåì, ÷å òðè åëåìåíòà x, y, z ∈ Bj óäîâëåòâîðÿâàò x + y = z, òî îñòàòúöèòå
íà ÷èñëàòà jx, jy, jz ïðè äåëåíèå íà p ïðèíàäëåæàò íà {k+1, k+2, . . . , 2k+1} è åäèí
îò òÿõ å ðàâåí íà ñáîðà íà äðóãèòå òîâà. Íî òîâà î÷åâèäíî å íåâúçìîæíî, îòêúäåòî
Bj èçïúëíÿâà èñêàíîòî óñëîâèå.
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Çàäà÷à 25. Íåêà X å ìíîæåñòâî îò 10000 öåëè ÷èñëà, íèêîå îò êîèòî íå ñå äåëè íà
47. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâà 2007-åëåìåíòíî ïîäìíîæåñòâî Y íà X òàêîâà, ÷å
a− b+ c− d+ e íå ñå äåëè íà 47 çà íèêîè a, b, c, d, e ∈ Y .

Ðåøåíèå. Çà âñÿêî i ∈ {0, 1, . . . , 46} íåêà Xi å ìíîæåñòâîòî îò åëåìåíòèòå íà X,

êîèòî äàâàò îñòàòúê i ïðè äåëåíèå íà 47. Ùå äîêàæåì, ÷å çà íÿêîå d ∈ {1, 2, . . . , 46}
ìíîæåñòâîòî

Yd = X19d ∪X20d ∪ · · · ∪X28d

ñúäúðæà ïîíå 2007 åëåìåíòà (âñè÷êè èíäåêñè ñà ïî ìîäóë 47). Íàèñòèíà ìíîæåñòâàòà
Xi, i = 1, 2, . . . , 46 ñà äâå ïî äâå íåïðåñè÷àùè ñå è îáåäèíåíèåòî èì å X. Îò äðóãà
ñòðàíà, êîãàòî d ïðîáÿãâà 1, 2, . . . , 46, âñåêè îñòàòúê r ∈ {1, 2, . . . , 46} ïðèíàäëåæè
òî÷íî 10 ïúòè íà ìíîæåñòâîòî {19d, 20d, . . . , 28d}. Ïîëó÷àâàìå, ÷å

∑46
d=1 |Yd| = 10 ·

10000, è ñëåäîâàòåëíî çà íÿêîå d å èçïúëíåíî |Yd| ⩾ 100000/46 > 2007. Îñòàâà äà
çàáåëåæèì, ÷å àêî S = {19, 20, . . . , 28}, òî S − S + S − S + S = {1, 2, . . . , 46}, è
ñëåäîâàòåëíî å äîñòàòú÷íî äà èçáåðåì ïðîèçâîëíî Y ⊆ Yd ñ 2007 åëåìåíòà.

Çàäà÷à 26. Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî è A è B ñà íåïðàçíè ìíîæåñòâà îò îñòàòúöè ïðè
äåëåíèå íà p. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâà íåíóëåâ îñòàòúê x, çà êîéòî

|A+ xB| ⩾ min

(
|A||B|

2
,
p

6

)
,

êúäåòî xB = {xb | b ∈ B}.
Óïúòâàíå. Çà âñÿêî x ∈ 1, 2, . . . , p− 1 èìàìå, ÷å

|A+ xB| =
∣∣∣∣ ⋃
a∈A

(a+ xB)

∣∣∣∣ ⩾∑
a∈A

|a+ xB| − 1

2

∑
a1,a2∈A
a1 ̸=a2

|(a1 + xB) ∩ (a2 + xB)|.

Ñúáåðåòå òîâà íåðàâåíñòâî ïî âñè÷êè x è ÷ðåç äâîéíî áðîåíå ïîëó÷åòå, ÷å

1

p− 1

∑
x

|A+ xB| ⩾ |A||B| − |A|2|B|2

2(p− 1)
.

Òîâà å äîñòàòú÷íî, àêî |A||B| < p. Â ñëó÷àÿ |A||B| ⩾ p ðàçãëåäàéòå ïîäìíîæåñòâà
A′ ⊆ A è B′ ⊆ B, çà êîèòî p/3 ⩽ |A||B| < p.

Çàäà÷à 27. Ñúùåñòâóâàò ëè 100 ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè ÷èñëà, íå ïî-ãîëåìè îò 25000,
÷èèòî ñáîðîâå ïî äâîéêè ñà äâà ïî äâà ðàçëè÷íè?

Ðåøåíèå. Ùå äàäåì ïðèìåð çà òàêèâà 100 ÷èñëà. Çà åñòåñòâåíî ÷èñëî n íåêà rn
å îñòàòúêúò íà n2 ïðè äåëåíèå íà 101. Äà ðàçãëåäàìå ÷èñëàòà 202n + rn çà n =
1, 2, . . . , 100. Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâàò äâå ðàçëè÷íè äâîéêè ÷èñëà ñ åäíàêâè ñáî-
ðîâå:

202(a+ b) + ra + rb = 202(c+ d) + rc + rd

çà íÿêîè 1 ≤ a, b, c, d ≤ 100, {a, b} ̸≡ {c, d}. Èìàìå 202(a+ b− c− d) = rc + rd − ra − rb.
Òúé êàòî 0 ≤ ra, rb, rc, rd ≤ 100, òî |rc + rd − ra − rb| ≤ 200. Íî 202(a+ b)− 202(c+ d)
ñå äåëè íà 202, îòêúäåòî a + b = c + d è ra + rb = rc + rd. Ñåãà îò a2 + b2 ≡ c2 + d2

(mod 101) è (a + b)2 ≡ (c + d)2 (mod 101) ñëåäâà, ÷å 2ab ≡ 2cd (mod 101) è ab ≡ cd
(mod 101). Ñëåäîâàòåëíî êâàäðàòíèòå òðè÷ëåíè (x− a)(x− b) = x2 − (a+ b)x+ ab =
x2 − (c + d)x + cd = (x − c)(x − d) èìàò åäíè è ñúùè êîðåíè âúâ F101, îòêúäåòî
{a, b} = {c, d}, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå. Îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å âñè÷êè ðàçãëåäàíè
÷èñëà ñà íå ïî-ãîëåìè îò 20300.
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Çàäà÷à 28. Çà äàäåíî ïðîñòî ÷èñëî p ìíîæåñòâî S îò îñòàòúöè ïðè äåëåíèå íà p ñå
íàðè÷à ñâîáîäíà îò ñóìè ìóëòèïëèêàòèâíà ïîäãðóïà íà Fp, àêî:

� ñúùåñòâóâà íåíóëåâ îñòàòúê α ïðè äåëåíèå íà p òàêúâ, ÷å S = {1, α1, α2, . . . }
(ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâîòî ïî ìîäóë p);

� íå ñúùåñòâóâàò a, b, c ∈ S (íå çàäúëæèòåëíî ðàçëè÷íè), çà êîèòî a + b ≡ c
(mod p).

Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî N ñúùåñòâóâàò ïðîñòî ÷èñëî p è ñâîáîäíà
îò ñóìè ìóëòèïëèêàòèâíà ïîäãðóïà S íà Fp, çà êîèòî |S| ≥ N .

Ðåøåíèå. Íåêà d > N å åñòåñòâåíî ÷èñëî, à p ≡ 1 (mod d) å ïðîñòî ÷èñëî. Äà ðàç-

ãëåäàìå ìíîæåñòâîòî îò îñòàòúöè x ïðè äåëåíèå íà p, çà êîèòî xd ≡ 1 (mod p). Òîâà
ìíîæåñòâî ñúäúðæà òî÷íî d åëåìåíòà è å ìóëòèïëèêàòèâíà ïîäãðóïà íà Fp (òîåñò èç-
ïúëíÿâà ïúðâàòà òî÷êà îò óñëîâèåòî). Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâàò åñòåñòâåíè ÷èñëà
i, j, k, çà êîèòî αi + αj ≡ αk (mod p). Òîãàâà 1 + αj−i ≡ αk−i (mod p). Ñëåäîâàòåëíî
x = αj−i å òàêîâà, ÷å xd − 1 ≡ (x+ 1)d − 1 ≡ 0 (mod p).

Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíàòà ëåìà:

Ëåìà. Íåêà P è Q ñà ïîëèíîìè ñ öåëè êîåôèöèåíòè. Àêî çà áåçáðîéíî ìíîãî ïðîñòè
÷èñëà p ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî x, çà êîåòî P (x) ≡ Q(x) ≡ 0 (mod p), òî ñúùåñ-
òâóâà êîìïëåêñíî ÷èñëî ζ, çà êîåòî P (ζ) = Q(ζ) = 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å ïîëèíîìèòå P èQ ñà âçàèìíî ïðîñòè (ðàçãëåæäàìå
ãè êàòî ïîëèíîìè ñ ðàöèîíàëíè êîåôèöèåíòè). Òîãàâà îò ëåìàòà íà Áåçó ñëåäâà, ÷å
ñúùåñòâóâàò ïîëèíîìè R è S ñ öåëè êîåôèöèåíòè è íåíóëåâî öÿëî ÷èñëî D, çà êîèòî
RP − SQ = D. Äà èçáåðåì ïðîñòî ÷èñëî p è åñòåñòâåíî ÷èñëî x êàòî â óñëîâèåòî �
ïîëàãàéêè x â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ïîëó÷àâàìå, ÷å p | D. Íî òúé êàòî ïðåäïîëàãàìå,
÷å ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî òàêèâà ïðîñòè ÷èñëà p, ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëíî ïîëèíîìèòå P è Q íå ñà âçàèìíî ïðîñòè êàòî ïîëèíîìè ñ ðàöèîíàëíè
êîåôèöèåíòè è òîãàâà òå èìàò îáù êîìïëåêñåí êîðåí.

Äà ñå âúðíåì ñåãà êúì çàäà÷àòà. Îò òåîðåìàòà íà Äèðèõëå çíàåì, ÷å çà ôèêñèðàíî
åñòåñòâåíî ÷èñëî d ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà p ≡ 1 (mod d). Äà
äîïóñíåì, ÷å çà íèêîå òàêîâà ïðîñòî p ìíîæåñòâîòî, êîåòî ðàçãëåæäàìå, íå å ñâîáîäíî
îò ñóìè. Îò ëåìàòà ñëåäâà, ÷å ïîëèíîìèòå xd − 1 è (x+1)d − 1 èìàò îáù êîìïëåêñåí
êîðåí ζ. Òîãàâà |ζ| = |ζ + 1| = 1, îòêúäåòî ζ ∈ {e2πi/3, e4πi/3}, à çíà÷è 3 | d. Òàêà çà
âñÿêî d, êîåòî íå ñå äåëè íà 3, ñúùåñòâóâà ïðîñòî p, çà êîåòî ðàçãëåäàíîòî ìíîæåñòâî
îò îñòàòúöè å ñâîáîäíà îò ñóìè ìóëòèïëèêàòèâíà ïîäãðóïà íà Fp.

Çàäà÷à 29 (Òåîðåìà íà Øóð). Âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî å îöâåòåíî â åäèí îò k öâÿòà.
Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâàò òðè åäíîöâåòíè ÷èñëà a, b è c, çà êîèòî a+ b = c.

Ðåøåíèå. Òîâà å ðåçóëòàò îò òåîðèÿòà íà Ðàìçè. Íåêà n = R(3, 3, . . . , 3), êúäåòî

â ñêîáèòå ó÷àñòâàò k òðîéêè, òîåñò n å òàêîâà åñòåñòâåíî ÷èñëî, ÷å àêî ðåáðàòà íà
ïúëíèÿ ãðàô ñ n âúðõà áúäàò îöâåòåíè â k öâÿòà, òî ñúùåñòâóâà åäíîöâåòåí òðè-
úãúëíèê. Äà îçíà÷èì âúðõîâåòå íà ïúëíèÿ ãðàô ñ n âúðõà ÷ðåç ÷èñëàòà 1, 2, . . . , n.
Äà îöâåòèì ðåáðàòà ìó â k öâÿòà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: îöâåòÿâàìå ðåáðîòî ìåæäó âúð-
õîâåòå x è y â öâåòà íà ÷èñëîòî |x − y|. Îò èçáîðà íà n ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò
òðè âúðõà u < v < w, çà êîèòî òðèúãúëíèêúò uvw å åäíîöâåòåí. Òîãàâà ÷èñëàòà
a = v − u, b = w − v è c = w − u ñà åäíîöâåòíè è óäîâëåòâîðÿâàò a + b = c. Ñ òîâà
òåîðåìàòà å äîêàçàíà.
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Çàäà÷à 30. Íåêà X å êðàéíî ìíîæåñòâî îò ðåàëíè ÷èñëà, d å ðåàëíî ÷èñëî è
λ1, λ2, · · · , λ2025 ñà 2025 íåíóëåâè ðåàëíè ÷èñëà. Îïðåäåëÿìå

A =

{
(x1, x2, · · · , x2025) : x1, x2, · · · , x2025 ∈ X è

2025∑
i=1

λixi = d

}
,

B =

{
(x1, x2, · · · , x2024) : x1, x2, · · · , x2024 ∈ X è

2024∑
i=1

(−1)ixi = 0

}
,

C =

{
(x1, x2, · · · , x2026) : x1, x2, · · · , x2026 ∈ X è

2026∑
i=1

(−1)ixi = 0

}
.

Äà ñå äîêàæå, ÷å |A|2 ⩽ |B| · |C|.

Ðåøåíèå. Àêî x ∈ R, äà çàáåëåæèì, ÷å

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

eitx dt =

{
0, àêî x ̸= 0,

1, àêî x = 0.

Íàèñòèíà òîâà ëåñíî ñå âèæäà ïðè x = 0, à ïðè x ̸= 0 çà âñÿêî T ̸= 0 èìàìå∣∣∣∣ 1T
∫ T

0

eitx
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1

iTx
(eiTx − 1)

∣∣∣∣ ⩽ 2

|Tx|
.

Äà âúâåäåì Φ(t) =
∑

x∈X eitx, êîÿòî å îïðåäåëåíà âúðõó ðåàëíèòå ÷èñëà. Òîãàâà å
èçïúëíåíî

|A| = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

∑
x∈X2025

e−itdeit
∑2025

j=1 λjxj dt

= lim
T→∞

1

T

∫ T

0

e−itd

2025∏
j=1

∑
x∈X

eitλjx dt

= lim
T→∞

1

T

∫ T

0

e−itd

2025∏
j=1

Φ(λjt) dt.

Ïî ñúùèÿ íà÷èí

|B| = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

Φ(t)1012Φ(−t)1012 dt = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

|Φ(t)|2024 dt

|C| = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

Φ(t)1013Φ(−t)1013 dt = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

|Φ(t)|2026 dt.

Îò íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè-Øâàðö ïîëó÷àâàìå, ÷å

|B| · |C| ≥ lim
T→∞

(
1

T

∫ T

0

|Φ(t)|2025 dt
)2

.
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×ðåç ÑÀÑÃ è íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà çàêëþ÷àâàìå, ÷å

lim
T→∞

(
1

T

∫ T

0

|Φ(t)|2025 dt
)2

= lim
T→∞

(
1

2025

2025∑
j=1

1

T

∫ T

0

|Φ(λjt)|2025 dt

)2

⩾

lim
T→∞

(
1

T

∫ T

0

2025∏
j=1

|Φ(λjt)| dt

)2

= lim
T→∞

(
1

T

∫ T

0

∣∣∣∣∣e−itd

2025∏
j=1

Φ(λjt)

∣∣∣∣∣ dt
)2

⩾

lim
T→∞

(
1

T

∣∣∣∣∣
∫ T

0

e−itd

2025∏
j=1

Φ(λjt) dt

∣∣∣∣∣
)2

= |A|2.

Ïîñëåäíèòå äâå íåðàâåíñòâà çàåäíî äàâàò

|A|2 ⩽ |B| · |C|.
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