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Èíòåðïîëàöèîííà çàäà÷à íà Áèðêõîô

Ïðåç 1906 ã. Äæîðäæ Äåéâèä Áèðêõîô ôîðìóëèðà åäíà
íàé-îáùà çàäà÷à çà èíòåðïîëèðàíå ñ àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè. 2

Èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à íà Áèðêõîô ñå çàäàâà ñ ìàòðèöà
íà èíöèäåíòíîñò.

Îïðåäåëåíèå

Ìàòðèöàòà E = {eij}n r
i=1, j=0 å ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò, àêî

åëåìåíòèòå �è ñà íóëè èëè åäèíèöè, ò.å., ei j ∈ {0,1}. Ñ |E|

îçíà÷àâàìå áðîÿ íà åäèíèöèòå â E, |E| :=
n∑

i=1

r∑
j=0

ei j .

2G.D. Birkho�, General mean value theorem and remainder theorems
with application to mechanical di�erentiation and quadrature, Trans.
Amer. Math. Soc. 7 (1906), 107�136.
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Èíòåðïîëàöèîííà çàäà÷à íà Áèðêõîô

Ñ πm îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî îò àëãåáðè÷íèòå ïîëèíîìè îò
ñòåïåí íåíàäìèíàâàùà m.

Èíòåðïîëàöèîííà çàäà÷à íà Áèðêõîô (ÈÇÁ)

Íåêà X = (x1, · · · , xn) ∈ Rn, x1 < x2 < · · · < xn, è f å
äîñòàòú÷íî ãëàäêà ôóíêöèÿ âúðõó èíòåðâàë ñúäúðæàù
[x1, xn]. Ïî çàäàäåíè äâîéêà (X,E) è ôóíêöèÿ f , äà ñå
íàìåðè àëãåáðè÷åí ïîëèíîì p ∈ π|E|−1, êîéòî óäîâëåòâîðÿâà
óñëîâèÿòà:

p(j)(xi) = f (j)(xi) ∀(i , j) : ei j = 1. (1)

Êëàñè÷åñêèòå èíòåðïîëàöèîííè çàäà÷è íà Ëàãðàíæ è Åðìèò
ñà ÷àñòíè ñëó÷àè íà ÈÇÁ. Çà ðàçëèêà îò òÿõ, îáùàòà ÈÇÁ íå
âèíàãè èìà ðåøåíèå.
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Ðåãóëÿðíè ìàòðèöè íà èíöèäåíòíîñò

Îïðåäåëåíèå

Ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò E ñå íàðè÷à ðåãóëÿðíà (èëè
áàëàíñèðàíà), àêî ÈÇÁ çàäàäåíà îò äâîéêàòà (X,E) è
äîñòàòú÷íî ãëàäêàòà ôóíêöèÿ f âèíàãè ïðèòåæàâà
åäèíñòâåíî ðåøåíèå (ò.å., ïðè âñåêè êîíêðåòåí èçáîð íà
èíòåðïîëàöèîííè âúçëè x1 < ... < xn è ôóíêöèÿ f ).

Ïðîáëåìúò çà ïúëíàòà õàðàêòåðèçàöèÿ íà ðåãóëÿðíèòå
ìàòðèöè íà èíöèäåíòíîñò êúì äíåøíà äàòà ñòîè îòêðèò:
èçâåñòíè ñà íåîáõîäèìè óñëîâèÿ, êîèòî íå ãàðàíòèðàò
ðåãóëÿðíîñò, êàêòî è äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ðåãóëÿðíîñò,
êîèòî íå ñà íåîáõîäèìè.
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Íåîáõîäèìî óñëîâèå çà áàëàíñèðàíîñò

Îïðåäåëåíèå

Ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò E å íîðìàëíà, àêî áðîÿò íà
åäèíèöèòå â íåÿ å ðàâåí íà áðîÿ íà ñòúëáîâåòå �è. Çà âñÿêà
íîðìàëíà ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò E = {eij}n r

i=1, j=0
îïðåäåëÿìå âåëè÷èíèòå

Mk :=
n∑

i=1

k∑
j=0

ei j . (2)

Óñëîâèå íà Ïîéà (1931)

Íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ðåãóëÿðíîñò íà ìàòðèöàòà íà
èíöèäåíòíîñò E å äà áúäàò èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

Mk ≥ k + 1 k = 0, . . . , |E| − 1.
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Íÿêîè äåôèíèöèè

Îïðåäåëåíèå

Áëîê îò åäèíèöè e âñÿêà ìàêñèìàëíà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò
åäèíèöè â ðåä íà E. Áëîêúò ei,j = ei,j+1 = · · · = ei,j+ℓ−1 = 1
íàðè÷àìå ÷åòåí/íå÷åòåí, àêî å ñúñòàâåí îò ÷åòåí/íå÷åòåí
áðîé åäèíèöè. Áðîÿò ℓ íà åäèíèöèòå íàðè÷àìå äúëæèíà íà
áëîêà, à èíäåêñúò j íà ïúðâàòà (íàé-ëÿâàòà) åäèíèöà â íåãî
íàðè÷àìå íèâî íà áëîêà. Áëîêîâåòå îò åäèíèöè ñ íèâî íóëà
íàðè÷àìå Åðìèòîâè áëîêîâå.
Ðåä â ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò E íàðè÷àìå Åðìèòîâ ñ
äúëæèíà m, àêî ñúäúðæà åäèíñòâåí áëîê îò åäèíèöè, êîéòî
å Åðìèòîâ è èìà äúëæèíà m.

E =


1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

.
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Äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ðåãóëÿðíîñò

Îïðåäåëåíèå

Áëîêúò ei,j = ei,j+1 = ... = ei,j+ℓ−1 = 1 ñå íàðè÷à ïîäêðåïåí,
àêî ñúùåñòâóâàò èíäåêñè i1 < i < i2 è èíäåêñè j1, j2 < j ,
òàêèâà ÷å ei1,j1 = ei2,j2 = 1.

Òåîðåìà (Åéòêèíñúí-Øàðìà (1969))

Âñÿêà ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèåòî
íà Ïîéà è íå ñúäúðæàùà ïîäêðåïåíè íå÷åòíè áëîêîâå îò
åäèíèöè å ðåãóëÿðíà (áàëàíñèðàíà).

Åéòêèíñîí è Øàðìà ñúùî ïðåäïîëàãàò, ÷å âñÿêà ìàòðèöà íà
èíöèäåíòíîñò ñúäúðæàùà ïîäêðåïåíè íå÷åòíè áëîêîâå îò
åäèíèöè íå å ðåãóëÿðíà. Õèïîòåçàòà èì å îïðîâåðãàíà îò

Ëîðåíö è Öåëåð ñ êîíòðàïðèìåðà E =

1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0
1 1 0 0 0 0

.
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Êëàñîâå îò ðåãóëÿðíè ìàòðèöè íà èíöèäåíòíîñò

Îïðåäåëåíèå

Ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò ñå íàðè÷à Åðìèòîâà, àêî
âñè÷êèòå �è ðåäîâå ñà Åðìèòîâè, è êâàçè-Åðìèòîâà, àêî
âñè÷êèòå �è âúòðåøíè ðåäîâå ñà Åðìèòîâè.

Åðìèòîâèòå è êâàçè-Åðìèòîâèòå ìàòðèöè íå ñúäúðæàò
ïîäêðåïåíè áëîêîâå. Åðìèòîâèòå èçïúëíÿâàò óñëîâèåòî íà
Ïîéà, çàòîâà ñà ðåãóëÿðíè. Óñëîâèåòî íà Ïîéà å íåîáõîäèìî
è äîñòàòú÷íî çà ðåãóëÿðíîñò íà êâàçè-Åðìèòîâè ìàòðèöè.
Äðóã êëàñ ðåãóëÿðíè ìàòðèöè ñà �åäèíè÷íèòå� ìàòðèöè íà
èíöèäåíòíîñò, îïèñâàùè èíòåðïîëàöèîííè çàäà÷è îò òèï íà
Àáåë-Ãîí÷àðîâ:

E =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1


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Òðèðåäîâè ïî÷òè Åðìèòîâè ìàòðèöè

Ïúëíîòî îïèñàíèå íà ðåãóëÿðíèòå ìàòðèöè íà èíöèäåíòíîñò
ñå îêàçâà èçêëþ÷èòåëíî òðóäåí ïðîáëåì, è çàòîâà íÿêîè
àâòîðè ñå îãðàíè÷àâàò ñ èçó÷àâàíåòî íà ñïåöèàëíè êëàñîâå.

Îïðåäåëåíèå

Îçíà÷àâàìå ñ E(p,q; k1, k2) òðèðåäîâàòà ìàòðèöà íà
èíöèäåíòíîñò, ÷èèòî ïúðâè è òðåòè ðåä ñà Åðìèòîâè ñ
äúëæèíè ñúîòâåòíî p è q, à âòîðèÿò ðåä ñúäúðæà ñàìî äâå
åäèíèöè íà ïîçèöèè k1 è k2 , êúäåòî 1 ≤ k1 < k2 − 1.

Íàïðèìåð, ìàòðèöàòà E =

1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0
1 1 0 0 0 0

, ñ êîÿòî

Ëîðåíö è Öåëåð îïðîâåðãàâàò õèïîòåçàòà íà Åéòêèíñîí è
Øàðìà, å E(2,2;1,4).
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Òðèðåäîâè ïî÷òè Åðìèòîâè ìàòðèöè

Çà ïî÷òè Åðìèòîâèòå ìàòðèöè íà èíöèäåíòíîñò E(p,q; k1, k2)
ñå çíàå3, ÷å íå ñà ðåãóëÿðíè îñâåí åâåíòóàëíî â åäèí îò
ñëåäíèòå äâà ñëó÷àÿ:

p ≤ k1 < k2 − 1 ≤ q, (3)

q + 1 < k2 è k1 + k2 = p + q + 1. (4)

Ñëó÷àèòå (3) è (4) ñå íàðè÷àò ñúîòâåòíî the interior case è the
exterior symmetric case. Ïúëíîòî îïèñàíèå íà ðåãóëÿðíèòå
ìàòðèöè âúâ âúíøíèÿ ñèìåòðè÷åí ñëó÷àé (4) å èçâåñòíî:

Òåîðåìà

Ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò E(p,q; k1, k2), óäîâëåòâîðÿâàùà
óñëîâèÿòà (4), å ðåãóëÿðíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
p = q.

3G.G. Lorentz, K. Jetter and Ch.D. Riemenschneider, �Birkho�
Interpolation�, Encyclopedia in Mathematics and its Applications, Vol. 19,
Reading, Mass., 1983.
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Òðèðåäîâè ïî÷òè Åðìèòîâè ìàòðèöè: âúòðåøåí ñëó÷àé

Çà âúòðåøíèÿ ñëó÷àé (4) ïúëíî îïèñàíèå íà ðåãóëÿðíèòå
òðèðåäîâè ïî÷òè Åðìèòîâè ìàòðèöè å èçâåñòíî ñàìî çà
ñëó÷àèòå p = 1 è p = 2. Çà ñëó÷àÿ p = 1 òîâà îïèñàíèå å
ñðàâíèòåëíî ïðîñòî:

Òåîðåìà (DeVore, Meir, Sharma (1973))

Íåêà ϱ(k1, k2) = (q + 2)(k1 + k2 − 1)2 − 4(q + 1)k1k2.
Ìàòðèöàòà E(1,q; k1, k2) å ðåãóëÿðíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà
êîãàòî ϱ(k1, k2) < 0 .

Îïèñàíèåòî íà ðåãóëÿðíèòå òðèðåäîâè ïî÷òè Åðìèòîâè
ìàòðèöè â ñëó÷àÿ p = 2 å ìíîãî ïî-ñëîæíî4, è íÿìà äà ñå
ñïèðàìå íà íåãî.

4W. Drols, H. Gonska, On the singularity of special DMS-matrices - a
complete charactreization. In: �Function, Series, Operators�, Vol. I, II (Proc.
Int. Conference Budapest 1980 (B. Sz.�Nagy and J. Szabados, Eds.), pp.
385�390. Colloq. Soc. J�anos Bolyai 35, Amsterdam, North Holland, 1983.
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Ðåãóëÿðíîñò íà E(p,q; k1, k2) : ïðåäïîëîæåíèÿ

Ïðè èçñëåäâàíåòî çà ðåãóëÿðíîñò íà E(p,q; k1, k2) âúâ
âúíøíèÿ ñëó÷àé, ò.å. ñ ïàðàìåòðè èçïúëíÿâàùè óñëîâèÿòà

p ≤ k1 < k2 − 1 ≤ q,

ñëåäíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ íå ïðåäñòàâëÿâàò îãðàíè÷åíèÿ:

X = (−1, t ,1), êúäåòî t ∈ (−1,1); ïîñòèãà ñå ñ ëèíåéíà
òðàíñôîðìàöèÿ.

p < q ; ìîæå äà ñå èçïúëíè ñ (åâåíòóàëíî) îòðàæåíèå íà
èíòåðïîëàöèîííèòå âúçëè.

k1 < k2 − 1; ñëó÷àÿò k1 = k2 − 1 ñå ðàçãëåæäà â
òåîðåìàòà íà Åéòêèíñîí-Øàðìà.
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Åêâèâàëåíòíî óñëîâèå çà ðåãóëÿðíîñò

Ïðåäâèä êàçàíîòî ïî-ãîðå, ìàòðèöàòà E(p,q; k1, k2) å
áàëàíñèðàíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî åäèíñòâåíèÿò
ïîëèíîì P ∈ πn, n = p + q + 1, èìàù íóëè ñ êðàòíîñòè
ñúîòâåòíî p è q â òî÷êèòå ±1 è óäîâëåòâîðÿâàù óñëîâèÿòà

P(k1)(t) = P(k2)(t) = 0 çà íÿêîå t ∈ (−1,1)

å P ≡ 0. Åêâèâàëåíòíî íà òîâà òâúðäåíèå å ñëåäíîòî

Ïðåäëîæåíèå 1.

Íåêà ω(x) = (1 + x)p(1 − x)q . Ìàòðèöàòà E(p,q; k1, k2) å
áàëàíñèðàíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî çà âñÿêî t ∈ (−1,1)

∆(t) := k2 ω
(k1)(t)ω(k2−1)(t)− k1 ω

(k1−1)(t)ω(k2)(t) ̸= 0 .
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Õèïîòåçà çà òðèðåäîâèòå ïî÷òè Åðìèòîâè ìàòðèöè

Â äèïëîìíàòà ñè ðàáîòà �Èçñëåäâàíå íà ðåäèöè îò ïî÷òè
Åðìèòîâè ìàòðèöè íà èíöèäåíòíîñò çà áàëàíñèðàíîñò ñ
ïîìîùòà íà ñèñòåìà çà êîìïþòúðíà àëãåáðà� (ÔÌÈ, ìàðò
2022ã.) Áîðèñëàâà Êîíñòàíòèíîâà èçêàçâà ñëåäíàòà

Õèïîòåçà

Çà âñåêè p, q, k ∈ N òàêèâà ÷å q − p ≥ 2 è p ≤ k ≤ q − 1,
ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò E(p,q; k , k + 2) å ðåãóëÿðíà.

Îñíîâàíèå çà òàçè õèïîòåçà ñà ðåçóëòàòèòå îò ìíîãîáðîéíè
åêñïåðèìåíòè íàïðàâåíè ñ Wolfram Mathematica.

Çàáåëåæêà

Ñëó÷àÿò q − p = 1 å èçêëþ÷åí, òúé êàòî ìàòðèöèòå
E(p,p + 1;p,p + 2) ïîïàäàò âúâ âúíøíèÿ ñèìåòðè÷åí ñëó÷àé.
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Õèïîòåçà çà òðèðåäîâèòå ïî÷òè Åðìèòîâè ìàòðèöè

Â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé q − p = 2 õèïîòåçàòà áå äîêàçàíà ïðåç
2023 ã. 5 Åêâèâàëåíòíà ôîðìóëèðîâêà íà òåçè ðåçóëòàò å
ñëåäíàòà:

Òåîðåìà

Çà âñÿêî m ∈ N, ìàòðèöèòå íà èíöèäåíòíîñò
E(m,m + 2;m,m + 2) è E(m,m + 2;m + 1,m + 3) ñà
ðåãóëÿðíè.

5B. Konstantinova, G. Nikolov, Two sequences of regular three-row
almost Hermitian incidence matrices, in: �Constructive Theory of
Functions, Lozenets 2023� (B. Draganov et al, Eds.), Professor Marin
Drinov Publishing House of BAS, So�a, pp. 89�99, 2024.
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Õèïîòåçà çà òðèðåäîâèòå ïî÷òè Åðìèòîâè ìàòðèöè

Â îáùèÿ �è âèä, õèïîòåçàòà áåøå äîêàçàíà ïðåç 2025 ã.6

Òåîðåìà

Çà âñåêè p, q, k ∈ N òàêèâà ÷å q − p ≥ 2 è p ≤ k ≤ q − 1,
ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò E(p,q; k , k + 2) å ðåãóëÿðíà.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè òåîðåìà, êàêòî è íà ÷àñòíèÿ �è
ñëó÷àé q − p = 2, èçïîëçâà íÿêîè ñïåöèôè÷íè ñâîéñòâà íà
ïîëèíîìèòå íà ßêîáè. Íàïîìíÿìå, ÷å ïîëèíîìèòå íà ßêîáè

{P(α,β)
m } ñà îðòîãîíàëíè â [−1,1] ïðè ôóíêöèÿ íà òåãëî

wα,β(x) = (1 − x)α(1 + x)β , α, β > −1.

6B. Konstantinova, G. Nikolov, On the regularity of certain three-row
almost Hermitian incidence matrices, Results Math. 80(2025), Article 107.
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Ñêèöà íà äîêàçàòåëñòâîòî

Óäîáíî å äà ïðåäåôèíèðàìå ïàðàìåòðèòå â E(p,q; k , k + 2)
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

p = m, q = m + ℓ, m, ℓ ∈ N, ℓ ≥ 2,
k1 = k , k2 = k + 2, k ∈ N, m ≤ k ≤ m + ℓ− 1,
ν = k − m, 0 ≤ ν ≤ ℓ− 1 .

Êðèòåðèÿò çà ðåãóëÿðíîñò îò Ïðåäëîæåíèå 1 ïðèäîáèâà âèäà

∆(t) := (k + 2)ω(k)(t)ω(k+1)(t)− kω(k−1)(t)ω(k+2)(t) ̸= 0

∀ t ∈ (−1,1), ω(x) = (1 − x)m+ℓ(1 + x)m .

Òîâà óñëîâèå ñå èçðàçÿâà â òåðìèíè íà ïîëèíîìèòå íà ßêîáè.
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Ñêèöà íà äîêàçàòåëñòâîòî (ïðîäúëæåíèå)

Èçïîëçâàéêè ñïåöèôè÷íè ñâîéñòâà íà ïîëèíîìèòå íà ßêîáè,
ïðåäñòàâÿìå ∆(t) âúâ âèäà

∆(t) = c (1 − t)2ℓ−2ν−1 ∆̃(t), c = const . ̸= 0,

∆̃(t) =
[
(m+ℓ+1−ν)y(t)−(1−t)y ′(t)

]2
+ν(m+ℓ+1−ν)y2(t)

+ ν(1 − t)2
[[

y ′(t)
]2 − y(t)y ′′(t)

]
+ (ℓ−ν−1)K (t),

êúäåòî y = P(ℓ−ν,ν)
m è K (t) = K (y(t), y ′(t), t) å êâàäðàòè÷íàòà

ôîðìà íà y è y ′

K (t) =(m + 1)(m + ℓ+ 1)y2(t)

−
[
(ℓ− ν)(1 + t)− ν(1 − t)

]
y(t)y ′(t) + (1 − t2)

[
y ′(t)

]2
.

Òúé êàòî 0 ≤ ν ≤ ℓ− 1, äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ∆̃(t) ̸= 0,
t ∈ (−1,1) å

K (t) > 0, t ∈ (−1,1).
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Ñêèöà íà äîêàçàòåëñòâîòî (ïðîäúëæåíèå)

Äîêàçàòåëñòâîòî íà K (t) > 0, t ∈ (−1,1), èçïîëçâà
ñëåäíàòà

Ëåìà (Íþòîí)

Àêî y(t) å ïîëèíîì îò ñòåïåí m èìàù ñàìî ðåàëíè íóëè,
òîãàâà

(m − 1)
[
y ′(t)

]2 − m y(t)y ′′(t) ≥ 0, t ∈ R.

Àêî íóëèòå íà y(t) ñà ïðîñòè, íåðàâåíñòâîòî å ñòðîãî.

Çàáåëåæêà

Òîâà å óòî÷íåíèå íà íåðàâåíñòâîòî íà Ëàãåð[
y ′(t)

]2 − y(t)y ′′(t) ≥ 0, t ∈ R,

âÿðíî çà öåëèòå ôóíêöèè îò êëàñà íà Ëàãåð-Ïîéà.
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Ñêèöà íà äîêàçàòåëñòâîòî (ïðîäúëæåíèå)

Îò ëåìàòà ñëåäâà

(1 − t2)
[
(m − 1)

[
y ′(t)

]2 − m y(t)y ′′(t)
]
> 0, t ∈ (−1,1)

è çàìåñòâàéêè îò ÎÄÓ çà y

(1 − t2)y ′′(t) =
[
ℓ− 2ν + (ℓ+ 2)t

]
y ′(t)− m(m + ℓ+ 1)y(t),

ïîëó÷àâàìå

Ñëåäñòâèå

Íåêà y = P(ℓ−ν,ν)
m , min{ℓ− ν, ν} > −1. Òîãàâà çà âñÿêî

t ∈ (−1,1) å èçïúëíåíî L(t) > 0, êúäåòî

L(t) :=m(m + ℓ+ 1)y2(t)−
[
ℓ− 2ν + (ℓ+ 2)t

]
y(t)y ′(t)

+
m − 1

m
(1 − t2)

[
y ′(t)

]2
.
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Ñêèöà íà äîêàçàòåëñòâîòî (ïðîäúëæåíèå)

È òàêà, èñêàìå äà äîêàæåì, ÷å K (t) > 0, t ∈ (−1,1),

K (t) =(m + 1)(m + ℓ+ 1)y2(t)

−
[
(ℓ− ν)(1 + t)− ν(1 − t)

]
y(t)y ′(t) + (1 − t2)

[
y ′(t)

]2
,

çíàåéêè ÷å L(t) > 0, t ∈ (−1,1),

L(t) :=m(m + ℓ+ 1)y2(t)−
[
ℓ− 2ν + (ℓ+ 2)t

]
y(t)y ′(t)

+
m − 1

m
(1 − t2)

[
y ′(t)

]2
.

Çà c1 = ν
ν+1 ≥ 0 è c2 = ℓ−ν

ℓ−ν+1 > 0 ïîêàçâàìå, ÷å çà âñÿêî
t ∈ (−1,1) å èçïúëíåíî ïîíå åäíî îò íåðàâåíñòâàòà

K (t)− ci L(t) > 0, i = 1,2,

è ñëåäîâàòåëíî K (t) > 0 çà âñÿêî t ∈ (−1,1). □
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Äðóãè ñëó÷àè íà ðåãóëÿðíîñò

Çà ñúæàëåíèå, èçãëåæäà ÷å ðåãóëÿðíîñòòà íà òðèðåäîâèòå
ïî÷òè åðìèòîâè ìàòðèöè íà èíöèäåíòíîñò âúâ âúòðåøíèÿ
ñëó÷àé ïðè k2 − k1 = 2 å ïî-ñêîðî èçîëèðàíî ÿâëåíèå, è ïðè
k2 − k1 ≥ 3 ðåãóëÿðíè ìàòðèöè ñå ñðåùàò ðÿäêî. Òåñòîâåòå ñ
Wolfram Mathematica íà ìàòðèöèòå E(m,m + ℓ; k , k + s) ñ
ïàðàìåòðè

2 ≤ m ≤ 20,
3 ≤ ℓ ≤ 8,
3 ≤ s ≤ ℓ,

m ≤ k ≤ m + ℓ− s

(ñëó÷àÿò m = 1 å èçêëþ÷åí òúé êàòî ñå èçñëåäâà ñ òåîðåìàòà
íà äå Âîð, Ìåèð è Øàðìà) ïîêàçâàò åäèíñòâåíà ðåãóëÿðíà
ìàòðèöà îò òîâà ìíîæåñòâî: ìàòðèöàòà E(2,10;5,8).
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Äà ñè ñïîìíèì...

Áîðèñëàâ Áîÿíîâ (18.11.1944�09.04.2009)
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Êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà Ãàóñ

Ïðåç 1814ã. Êàðë Ôðèäðèõ Ãàóñ äîêàçâà ñúùåñòâóâàíåòî íà
åäèíñòâåíà n-òî÷êîâà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà

QG
n [f ] =

n∑
i=1

aG
i f (xG

i ), xG
1 < xG

2 < · · · < xG
n ,

I[f ] :=

b∫
a

w(t)f (t)dt ≈ QG
n [f ], w(t) − ôóíêöèÿ íà òåãëî

ñúñ ñâîéñòâîòî R[QG
n ; f ] := I[f ]− QG

n [f ] = 0 çà âñåêè ïîëèíîì
f ∈ π2n−1. Ñ äðóãè äóìè, n-òî÷êîâàòà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà
íà Ãàóñ èìà ìàêñèìàëíàòà àëãåáðè÷åñêà ñòåïåí íà òî÷íîñò
2n − 1 (íàêðàòêî, ACT (QG

n ) = 2n − 1).
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Êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà Ãàóñ

Åäèí ïîäõîä çà èçâåæäàíå íà ôîðìóëàòà íà Ãàóñ å ñëåäíèÿ:
ïðè çàäàäåíè âúçëè X = (x1, . . . , xn),

a ≤ x1 < x2 < · · · < xn ≤ b

è ôóíêöèÿ f ∈ C2n[a,b] ïîñòðîÿâàìå èíòåðïîëàöèîííèÿ
ïîëèíîì íà Åðìèò H2n−1(f ; x) ∈ π2n−1 çàäàäåí ñ óñëîâèÿòà

H2n−1(f ; xi) = f (xi), H ′
2n−1(f ; xi) = f ′(xi), i = 1,2, . . . ,n.

Çà âñÿêî x ∈ [a,b] ñúùåñòâóâà η = η(f , x) ∈ [a,b] òàêîâà ÷å

f (x)− H2n−1(f ; x) =
f (2n)(η)

(2n)!
(x − x1)

2 . . . (x − xn)
2.

Óìíîæàâàéêè ðàâåíñòâîòî ñ w(x), èíòåãðèðàéêè îò a äî b è
ïðèëàãàéêè òåîðåìàòà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè, ïîëó÷àâàìå:
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Êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà Ãàóñ

I[f ] = Qn[f ] +
f (2n)(ξ)

(2n)!

b∫
a

w(x)(x − x1)
2 . . . (x − xn)

2 dx ,

êúäåòî ξ ∈ [a,b] è Qn å èíòåðïîëàöèîííàòà êâàäðàòóðíà
ôîðìóëà ïîëó÷åíà îò H2n−1(f ; ·),

Qn[f ] =
n∑

i=1

[
ai f (xi) + bi f ′(xi)

]
,

Çà ãðåøêàòà íà Qn èìàìå îöåíêàòà

∣∣∣I[f ]− Qn[f ]
∣∣∣ ≤ ∥f (2n)∥C[a,b]

(2n)!

b∫
a

w(x)(x − x1)
2 . . . (x − xn)

2 dx .
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Åêñòðåìàëíî ñâîéñòâî íà Ãàóñîâàòà êâ. ôîðìóëà

Ìèíèìóìúò íà äÿñíàòà ñòðàíà íà îöåíêàòà

∣∣∣I[f ]− Qn[f ]
∣∣∣ ≤ ∥f (2n)∥C[a,b]

(2n)!

b∫
a

w(x)(x − x1)
2 . . . (x − xn)

2 dx .

ïî îòíîøåíèå íà èçáîðà íà âúçëè X = (x1, . . . , xn) ñå äîñòèãà
êîãàòî {xi}n

1 ñà íóëèòå íà n-òèÿ îðòîãîíàëåí ïîëèíîì â [a,b]
ïðè òåãëî w(x). Ïðè òîçè èçáîð íà âúçëè âñè÷êè
êîåôèöèåíòè bi â Qn ñòàâàò ðàâíè íà íóëà, ò.å. Qn = QG

n . Ñ
äðóãè äóìè, Ãàóñîâàòà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà å ñ ìèíèìàëíà
ãðåøêà â êëàñà îò ôóíêöèè {f ∈ C2n[a,b] : ∥f (2n)∥C[a,b] ≤ M}.
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Ãàóñîâè êâàäðàòóðíè ôîðìóëè îò Áèðêõîôñêè òèï

Ïðåç 1990ã. îïèñàíîòî ïî-ãîðå åêñòðåìàëíî ñâîéñòâî íà
Ãàóñîâèòå êâàäðàòóðíè ôîðìóëè áå äîêàçàíî â ïî-îáùà
ñèòóàöèÿ, çà Ãàóñîâè êâàäðàòóðíè ôîðìóëè îò Áèðêõîôñêè
òèï. 7 Â íàé-ïðîñòèÿ ìó âàðèàíò, ðåçóëòàòúò ñå îïèñâà ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí.
Íåêà E = {eij}n 2n−1

i=1, j=0 å ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò ñúñ
ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

Çà i = 1,2, . . . ,n, i-òèÿò ðåä íà E ñúäúðæà åäèíñòâåí
áëîê îò åäèíèöè, òîé å ñ íèâî ki è äúëæèíà 2;
Ìàòðèöàòà íà èíöèäåíòíîñò E ′, ïîëó÷åíà îò E ÷ðåç
ïðåìàõâàíå íà êîé äà å îò ðåäîâåòå �è, óäîâëåòâîðÿâà
óñëîâèåòî íà Ïîéà.

7B. Bojanov, G. Nikolov, Comparison of Birkho� type quadrature
formulae, Math. Comp. 54 (1990), 627�648.
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Ãàóñîâè êâàäðàòóðíè ôîðìóëè îò Áèðêõîôñêè òèï

Ñúãëàñíî òåîðåìàòà íà Åéòêèíñîí-Øàðìà, ìàòðèöàòà E å
ðåãóëÿðíà, è çà âñåêè èçáîð íà âúçëè

X = (x1, . . . , xn), a ≤ x1 < x2 < · · · < xn ≤ b,

ìîæå äà ñå ïîñòðîè èíòåðïîëàöèîííà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà

Qn[f ] =
n∑

i=1

[
ai f (ki )(xi) + bi f (ki+1)(xi)

]
(5)

çà ïðèáëèæåíî ïðåñìÿòàíå íà I[f ] :=

b∫
a

w(t)f (t)dt . Ïðè òîâà

ACT (Qn) = 2n − 1 è çà f ∈ C2n[a,b] å â ñèëà îöåíêàòà
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Ãàóñîâè êâàäðàòóðíè ôîðìóëè îò Áèðêõîôñêè òèï

∣∣I[f ]− Qn[f ]
∣∣ ≤ ∥f (2n)∥C[a,b]

(2n)!

b∫
a

w(t)Ω
(
(X;E); t

)
dt ,

êúäåòî ïîëèíîìúò Ω
(
(X;E); t

)
= t2n + ïîëèíîì îò π2n−1 å

çàäàäåí ñ óñëîâèÿòà

Ω(ki )
(
(X;E); xi

)
= Ω(ki+1)((X;E); xi

)
= 0, i = 1, . . . ,n.

Äîêàçâàìå, ÷å êîãàòî X∗ å ðåøåíèå íà åêñòðåìàëíàòà çàäà÷à

b∫
a

w(t)Ω
(
(X;E); t

)
dt → min

X
,

ïî âñè÷êè X = (x1, x2, . . . , xn) : a ≤ xi ≤ b, i = 1, . . . ,n},
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Ãàóñîâè êâàäðàòóðíè ôîðìóëè îò Áèðêõîôñêè òèï

êâàäðàòóðíàòà ôîðìóëà

Qn[f ] =
n∑

i=1

[
ai f (ki )(xi) + bi f (ki+1)(xi)

]
äîáèâà âèäà

Q∗
n[f ] =

n∑
i=1

ai f (ki )(x∗
i ) (6)

è ACT (Q∗
n) = 2n−1, ò.å., (6) å Ãàóñîâà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà.

Çàáåëåæêà

Êàòî ñëåäñòâèå íà åêñòðåìàëíèÿò ïîäõîä çà ïîëó÷àâàíå íà
Ãàóñîâàòà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà (6) çàêëþ÷àâàìå, ÷å
ãðåøêàòà �è å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ íà
k1, k2, . . . , kn. Íÿìà åäèíñòâåíîñò !



Çàäà÷à íà Áèðêõîô Ïî÷òè Åðìèòîâè ìàòðèöè Ãàóñîâè êâ. ôîðìóëè îò Áèðêõîôñêè òèï

THE END !
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