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Uber Eigenschaften und Anwendungsmoglichkeiten
der erweiterten Intervallrechnung
und des hyperbolischen Fastkirpers iiber & *

E. Kaucher, Karlsruhe

Zusammenfassung

Der Raum der Intervalleechnung IR ilber den reellen Zahlen R ist der algebraischen Struktur nach
eine additive, regulire, kommutative, isotone Halbgruppe, die sich stets in eine Gruppe einbetten Hibt
[4]. [5]. Diiese Einbettung wird in Kapitel 3 explizit anpegeben. Dazu wird eine weitere Multiplikation
eingefiihrt, die zusammen mit der Intervalladdition einen Fastkfrper bildet. Diess sogenannte hyper-
bolische Multiplikation weist weitgehende Verwandtschaft mit dem Produkt der komplexen Zahlen
auf, wie in einem ersten Uberblick gezsigt wird. Am Schiu werden einige Anwendunpgsmaalichkeiten
dargestellt, die eine analytische Untersuchung von Problemen der Intervallrechnung unterstiitzen.

1. Ausgchend von den algebraischen Eigenschaiten des Intervallraumes ([ [,
+, %/, =), wie er in [1], [6], [7], [8] aufgefiihrt ist, gilt:

(I B, 4, =) ist eine isotone, kommutative, isoton regulire Halbgruppe, das heilt
esgill 1 A+ B=8B4A,2 ASBs A+ CSB4+C 3. (A+ B+ Cm A4 (B+C).
Solche Halbgruppen lassen sich, wie in [4] und [5]' aufgefithrt, eindeutig ein-
betten in eine kleinste isotone Gruppe. Das Ergebnis dieser Einbettung kann
isomorph repriisentiert werden durch die isotone Gruppe (H, +, =) mit

H:={[ab] | abesR}=R?,

A [ b)+ (e d):=[a+c,b+d] (1a)
feden [a, b]S[c d]: <> (cSanbsd). @
Der isotone monadische Operator — wird gemil
N —[abl:=[~b, —ad] (1b)
[a.B]leH

auf H als isotoner monadischer Operator kanonisch fortgesetzt. Mit

* Erweiterter Auszug ans dem III. Kapitel der von der Fakultit fir Naturwissenschaften 1 der
Universitit Karisruhe genchmigten Dissertation des Verfassers. (Referent: Prof. Dr. U. Kulisch;
Korreferent: Prof. Dr, J. Herzberger.)

! In[5] werden allgemeine Einbettungssitze fir isoton geordnete Divisionsringoide [6] mit assoxiativer
und regulirer Addition angegeben.




82 E. Kaucher:

A,BeH und 4—EB:=A+{-B5)
ist die Subtraktion ebenfalls isoton und kanonisch fortgesetzt,

{lc)

Definjert man die sogenannte Konjugation als weiteren monadischen (antitonen)

Operator gemil
A [ab]:=[b.a], {3
[0,8]&H
so gilt fiir die additiven Inversen in H die Darstellung:
A+(—A)=0 {Ld)

(1B, *, =) ist isotone, kommutative Halbgruppe, das heibt es gilt 4. A« B=B= 4,
3. ASB=AsCcB=C, 6 [A%XB#C=A%(B¥C). Die Teilmenge
=01 R\{[z b]} | a-b=0} ist mit {#, «, =) sogar cine isotone, isoton reguliire
kommutative Halbgruppe, die sich wie die Addition in cine isotone Gruppe
(4", #, =) einbetten 14Bt. Wir werden daher eine kanonische Fortsetzung der
Multiplikation auf (H, =) fordern, so daf die isotone Gruppe (., », =) Unter-
gruppe der Halbgruppe (M, =, =) ist. Dazn erweist es sich als vorteilhaft, die
Multiplikation durch das sogenannte  hyperbolische Produkt® darzustellen.

2. In diesem Abschnitt bezeichnet — A das inverse Element zu A.
Es heiBe (H, +, .} mit der Addition gemif (1) und dem sogenannten hyper-
bolischen Produkt
j'\ [a.b] [c,dl:i=[a-cb-d] (4)
[abB]leH
[ deH

hvperbolischer F. !asr.ic::':irper'.
Die Bezeichnung Fastliirper wird durch folgenden Satz gerechtfertigt:

Satz 1:

(a) (H, +}ist Gruppe.

(b} (H, -} ist kemmutative Halbgrappe und (H',4, -] ist Gruppe mit
Fi={[0a]|aecR} v {[a¥]|acR}={[a,bleH|a. b=0},

(e} + und - sind distributiv.

(d) (H, +, -) ist ein Ring mit Nullteiler in .

Beweis:

(2) Folgt aus (1).

{b) Die Assoziativitit und Kommutativitét folgt unmittelbar aus den entsprechen-

den Eigenschaften in (R, -) in den Komponenten. Ferner ist [a, b]- [1/a, 1/b] =

=[1,1] genau dann, wenn a- b0, das heibt [a, b] & % Fernerist [a, 5] [1, 1] =

[a,b].

Es ist {[a b]+Fe,d]) - [x y]=[la+c) x (b+d}- y]l=[ax+cx by+dy]=

=[a,b]-[x y]+[ed] [x ¥]

(d) Ergibt sich aus {a}, (b), (c) und [a, 0]- [0, 5]=0. : [

Die Bezeichnung hyperbolisch begriindet sich in den folgenden Eigenschaften.

(e

et

]
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Die Abbildungen y, 6 : H — [ mit

ath b—a
 b]i=—— 8 [g, b]i=——
"-E:\éi‘ # [ bli=——.8 [, b]:=— (52)
SO adeddi=e,  Bleddi=d
filhrt zur sogenannten Mittelpunkts-Radinsdarstellun g des Raumes H. Es ist dann
v ekl b
[a,b]—\ el )
Die Abbildungen 4, p: H — [ mit
A [Alabl:=a, plabl=b (5b)
Fald el Ale,dyi=c—d,ple,ddy:i=c+d

zu gewohnter Grenzendarstellung {c, dy =[c—d, c+4].

Die {reguliiren) Intervalle 4 € | R sind dann charakterisiert durch & (A)=10. Fer-
ner identifizieren wir kiinftig die Punktintervalle [g, a]=1a, % mit den reellen
Zahlen a e B selbst. £

Es werden nun emnige charakteristische Figenschaften des Raumes (H, +, ) und
einige Funktionen Uiber diesem Raum angefiihrt. Dazu werden folgende Dar-
stellungen der arithmetischen Operationen in der p—d-Darstellung verwendet.
Aus (1 a) und (4) folgt .

A+B={p{A)+u(B), &(A)+3(B))
A - B={u(A)p(B)+8(A) 3 B, u(A)3(B)+6 () u (B)>

und speziell
A A=p (4P —5(4).

2.1 Betrachtet man das Funktional a: H—R* w iR" (i=]/— 1) mit
A a(A):=)/A. A=Yu(AF -5 (AF =)/1(4). p (4), (6)

50 slellt & eine Art Norm dar, und zwar entspricht & der quadratischen Form
einer Bilinearform vom Index 1 des pseudoeuklidischen Raumes, Obwohl o nur
die Eigenschaften

N1} sld)=0=- 4=

(N2) a(d-B)=a(4).c(B)
aufweist und nicht einmal einer Dreiecksungleichung geniigt, sei 7 als Pseudonorm
bezeichnet. Dasselbe gilt auch fiir | ¢ | (A):=] & (4)].

Entsprechend den Sektoreinteilungen des pseudoeuklidischen Raumes vom Index 1
in R* sei H in die entsprechenden Sektoren H: = % U 7 mit & - = &0 Fiund
Fi=F, 0T, eingeteilt:

Fo={A| A{A)Z0, p (420}, F:={A|A(4)S0, p(4)=0},

Tri={A| HAS0Sp(A)},  F:={A|p(4)<0A(4)].

Esistdann o (d)eR* fir deSund sid)ciR* fird e 5.




B4 E. Kaucher:

2.2 Betrachten wir jetzt einige grundlegende Funktionen, so gilt z. B,

A'=A. A=[A(AP, p(APF]=(n (AY 46 (AP, 2 u(4) 3(A)),
was eine gewisse formale Ahnlichkeit zur Multiplikation in € anfweist Die Zahl 1
hat in H demnach vier Wurzeln, das heifit A*=1=0 fiir A=1, -1, 0, 1% und
<1,00.

Um die Analogie zu den Formeln in der GauBschen Ebene C stirker heranszustel-
len, sei kurz die Exponentialfunktion

L P E [a, 'E"] (7)
v=n ¥
untersucht, wobe [a, b]":=[a b]*"!. (2, 0] und [a, b]%:=1 ist. Damit folgt
[ﬁs b:lu'-= [’an bz] und )
Ve, o], (8)
In der g — 3-Darstellung gilt
gl p=nldL 0> _ Elnu]—ﬁ{.ﬂ.nl-‘HﬁMr!
= gt {e—ﬂ-l:l* 35[1{]1 das heiBit 2]
et=g*". {eosh §(4), sinh & (4)).
Was in C die trigonometrischen Funktionen darstellen, leisten hier die hyper-
bolischen. Bs bictet sich daher die Analogie an, ebenfalls cine Polarkoordinaten-
darstellung eines Intervalles 4 anzugeben. Sei rad: H— £. B mit F={1 -1,

0,13, <0, =13} und
. | & (AY fiir 4e 5

013 [o(4)] fir A eF;

AT R .
0, —1% | e (A4)| fiir Adesd,
definiert, so gilt die Polarkoordinatendarstellung:
/\ A=rad (d). e=0ul0> _p p<0.4> (11)
AcH
mit ¢ =arg (A):=artanh j}j; und ri=rad (4). Diese Darstellung (11) verrit

den grundlegenden hyperbolischen Charakter des Raumes H. Das Produkt stellt
daher mit
A - B=rad (4) rad (B). e=0 280> <0.urg(By>
=rad [.-51_} rad {.B:I : e-cﬂ,:rgn:.ﬂq—z.r;[mb-

¢ hyperbolische Drehung dar. Die Inversion 4 — A=  mit 4. 4~ 1= 1 beschreibt

mif

(12)

A .Z s ﬁ.. _[ﬂd{“ﬂ e-ru,—sf;u.b!-
Ca(AF pAP—S{AF oA

eine konjugierte Spiegelung von A an den Einheitshyperbeln {X | | ¢ (X)}|= 1}.
Abschnitt 2.4 erliutert den Begriff der Spiegelung.

{13)
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2.3 Die linear gebrochene Funktion F(X})=(A-X+B)-(C. X +D)"! stellt einen
Automorphismus H—H dar, wenn A, B,C und D geeigneten Bedingungen
unterliegen. Aufgrund der weitgehenden Analogie zur Mébivstransformation
in C seien sie hyperbalische Mébinstransformationen genannt,

Satz 2: Eine linear gebrochene Funktion FX)=(A-X+B) . (C-X+D)* mit
A, CeF und fa__-D—B'-Cde.‘.é’ Ist ein Automorphismus, der eine Hyperbelver-
wandtschaft mf H charalterisiers, Normalhyperbeln (achsenparallele und rechs-
winkelige) oder Geraden werden wieder auf Normalhyperbeln oder Geraden ab-
gebildet. -

Beweis: Die Gleichung einer MNormalhyperbel lautet mit re R*:

Pl (X—A)=|(X~4) (£-A)|=|X. F—A.%—1. X+4.4| (14)

Dies ist quivalent mit
a[X+E}+{t},b}-{J‘?—X}+c{X-X—I}+J[X.I+1}=ﬂ {15)

fiira, b, ¢, d e R und Qm Bedingungen:

__faby , |@—b+2—_gY
s R e+d$0.

Im Falle c+d=0 stellt (15) die Gleichung einer Geraden dar, die Wwegen
2p(X)=X+Xund 25 (X)=F — X die Gestalt

ap(X)+bS({X)—c=0 (16]

annimmt,
Durch Hintereinanderanwendung der Abbildun gen

Wii=d. X, Wy=A+X. (17}
und
e (18)

erhdlt man stets die lineare gebrochene Funktion. Es geniigt daher, die Hyperbel-
verwandtschaft anhand von (17) und (18) nachzuweisen,

Die Gleichung (16) ist offenbar invariant beziiglich (17). Ebenso ist (14) invariant
beziiglich (17). Der schwierigere Fall (18) jedoch liefert in (15) bei Ersetzung

- X:=W"" und Erweiterung der Gleichung mit . ¥ e Rk:

& (WA W)= L0,b) - (W= W)—c(W. W—1)+d(W. W41)=0,

was gerade wieder (15) ist. Es werden daher bei der Transformation (18) Geraden
auf Hyperbeln abgebildet, in denen ein Ast durch 0 geht.

Wie leicht nachzuweisen ist, gilt das Daoppelverhiltnis O
’:W] W) (F:— W) (W, — W_-sj_i ] {W:— Wﬂ_l:
={X1 "XEJ ¥ [X3—X4}-{Xl—xal'1 5 I:Xz"xa}-ls

50 daB die hyperbolischen Mébiustransformationen charakterisiert werden kén-
nen als doppelverhéltnisinvariante Abbiidun 2

(19)
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Die Isotonie mull in folgenden 6 Fillen {iberpriift werden, Es wird stets A< B
angenommen und 4 «+ C=B * C nachgewiesen. Ist

(a.6) A B Ce5, so ist wegen A(B)=A(d), p(A)=p(B) und 0= A(C)=p(0)
stets A (B) A {C)=4 (4) A (C) und p (A) p (C)=p (B) p (C) woraus fiir
A*C=A-CundB*C=B-CswtsAeCEBuCI’:}lgt

(@7 A,Be%, Cedy, dann ist A=C=p(4).C und B+ C=p(B)-C, woraus
mit 0=p (A)=p (B) folgt p(4)- CSp(B). C, das heibt A« C=B= (.

(a8) A Bed, Ce5 soist AxC=A*p(C) und B+ C=B+p(C), das heibit
mit F, 1R und p (C)eR* ist die Isotonie mit der in (1 [, +, =} [nach. 5.)
bewiesen.

(a.9) A, B, CeZ,=IR,sogilt die Isotonie nach 5. in (1 R, =, =).
(8.10)4,BeF,, Ced, soist A+ C=BsC=0.
(all)de %, BeF, und Ce % u T, so existiert stets ein XeH# T, mit

A=X<Ph, so dal nach den Fillen {(a.6), (a.7), (2.8) vund (2.9) folgt
A+ CeX«Cund X+*C=B+ C, dasheift A w C=H =+ (.

(b) Der Nachweis der Gruppeneigenschaften reduziert sich auf 1 e & oAwl=1,
A+ [1/1{A), 1/p (A)]=1 und [1/A(A), 1fp(A)] € & was fir 4cH\F ebenfalls
stets erfiillt ist.

{c) Ist A= B, so ist A(B)=1(4) und p(4)=p(B) und daher folgt A =1/1(R)
und 1/p (B)=1/p(A), weshalb 1fAS1/B gt Aufgrond der in {a) bewiesencn
Isotonie von + ist auch die Division isoton.

Ein grofer Teil der hier hergeleiteten und bewiesenen Eigenschalten sind in
allgemeiner Form fiir eine umfassende Klasse von verwandten Riumen ab-
geleitet worden [4], [5]. Es sei vermerkt, daf in (H, +, #, =) kein allgemeines
Subdistributivgesctz gilt.

4. Zusammenfassend gelten fiir den Raum (H, +, =, /, -, =) mit

(HO) A+ Bi=[L(A)+L(B), p(d}+p(B)],
A—Bi=A+(—Bymit —B:=[—p(B), —A{(B)].
Aw B:=Tab. 1,
A [ Bi=A«1/Bfir Be %/% und 1/B:=[1/p (B), 1/A(B)],
A Bi=[l(A}A(B), p (4) p (BY],
ASB: <= L{B)2A{A) A p(4)=p(B),
A:=[p(A), L(4)]

folgende Eigenschaften:

(H1} A+B=B+4

(H2) (A+B)+C=A+(B+0)
(H3) O+A=4

(H4) A+(—-4)=0

Eigenschaften und Anwendungsméglichkeiten der Intervallrechnong o]

(H5) ASB<sA+CcB+C
(H6) A+B=A+B

(H7) AsB=B=sA

(HB} (A+B)s C=As(BxC)
(H9) l+xA=4

(H1U) Asl/{d=1=dec "%
{H11) ASB=As C<B+C
(H12) A« B=A«§

(H13) 4 ﬁBE.&?}-Eb-AEFIVBEfJ-
A*Be.ﬁ'}ﬁAE.ﬂ"FvBEF,

(H14) A-B=B. A
(H15)(4-B).C=4.(B- )

(H16) - A=A

(HIT) A- A" '=1und A~ 1=1/d fiir 4¢ &

(H18) A.B=4.F

(H19) (A+B)-C=A.-C+B.C

(H20) A . B=0<+d=a.Be# ach,

5. Die Anwendungsméglichkeiten des Raumes (H, +, », Sy, =) und insbeson-
dere des hyperbolischen Fastkéirpers (H, +, .) im Zusammenhang mit der Daz-
stellung in Tab. 1 zeigt folgendes Beispicl. In [2] bzw. [11] wurden Gleichungen
der Art A+ X =8B bzw. A X+ B=C» X +D auf ihre Liésungen X untersucht,

In eleganter Weise kann jedoch in dem hier eingefilhrten algebraischen erweiter-
ten Raum die Lsung bzw. Lisungsmenge der wesentlich allgemeineren Gleichiung

L{X)= i AsX=F (25)
=1

charakterisiert und angegeben werden. Im Hinblick auf die im Vergleich doch
recht uniiberschaubare und zum Teil sogar unvollstindige Untersuchung von
Berti in [2] wird es sich im folgenden zeigen, welche Vorteile bei analytischen
Untersuchungen zukiinftig von den hier angegebenen Riumen zu erwarten sind.

Aufgrund der Scktoreneinteilung von H beriiglich Tab.1 betrachten wir eine
Permutation = der Zahlen 1,2, 3, ..., N derart, daB gilt:
.rfl\'; Aﬂ' £ 'Eﬁ; fﬁ'\ Aa:! £ f}

=iz, N SISNz
N Age &, N AgE L s

NiSEsNs NiZig¥
Dabei gilt Ny:=N,+1 fir k=1,2, 3, Nach dieser Umeordnung von (23) zerfdllt
die Summe in vier Teilsummen, in denen Jeweils je nach der Fallunterscheidung

(26)

e
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XeH, X7, X% und X e, das Produkt + durch das hyperbolische
Produkt gemdl Tab.l crsetzt werden kann. Wegen der Distributivitit des
hyperbolischen Produktes kann im jeweiligen Falle eine der folgenden wesentlich
veremfachten Gleichungen hergeleitet werden (zur Bestimmung der F, siche
Formeln (38)}—(41}):
L(X)=F,.-X+F;.p(X)+Fy.X+F,. 1(X)=F (27a)
L{X)=F,. X+FJ‘X+[ 2 (A (Ag) o (X) p ) A{X)),
i {27h)
> (A f-‘lﬂ}l[XJPHm-JP{X}}]
I= h’i
N
L{X})=F-X+F, -3+|: 2 (A (A A(X) p () p (X)),

=Ny

? (27¢)
2 (AADp (X) pld) A(X ]']],

=Ny

welche in (H, +,.) leicht zu l&sen sind, Zundchst seien die Liosungen bzw.
Lidsungsmengen von (27) angegeben, bevor der Zusammenhang mit den gesuchten
Lésungen von (25) hergestellt wird.

In Komponenten geschrieben lautet (27 a):
A(Fy+F)- A(X)+ A (Fy+Fy) p (X)=1(B)

(28)
PF+F)- A (X)4p(F +F;) p(X)=p(B)

Diies ist ein lineares Gleichungssystem o & = fiir A{X) und p (X), das folgende
deei Lbsungsfille besitzi:

Ist A:=A(Fy+Fs) p(F+F;)—p (Fy+F)L{F:+F;),
{a) 50 existiert im Falle 440 genau eine Lésung &, so dab gilt:

1
X=—[A(B)p (Fy+F3)=p(B)A(F;+Fs), p (B) A(Fy +F;)—L(B) p (Fs+F.)l.
(29)

() gilt jedoch 4 =0, soist (28) genau dann 16sbar, wenn gilt: A0, 4 (B) p (F, + F4)=
=p(B)A(F;+F;) und A(B)p(Fy+F,)=p(B)A(F,+F,). Dic Liéisungsmenge
@ hat dann die Gestalt:

W={X|X=X*+a. X, acR, X* spezielle und X, eine
homogene Lisung von (28]},
Ist A=0, so ist entweder 1 (B)=p (B)=0und % =H, oder aber (28] ist unlésbar.
(c) Sind speziell F, = F, =0, so 146t sich eine Lisung direkt berechnen. Es ist dann
F,-X+F,.%=38

(30)

e
F,.X+F,.%=B,
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wobei die zweite Gleichung durch Konjugation aus der ersten hervorgeht. Es
licgt jetzt ein System von zwei Gleichungen in H? vor, das mit

d:=F,.Fy—, Fy.Fy0
die eindeuntig bestimmte Losung

X=4"YB.F,—,B.F,)
besitzl.

Zur Lisung der Gleichung (27 b) setzen wir mit #:={N], weny Nk mpimd AL N
Bri=p (A, e:=(2). 0. f:=(F)., und erhalten die (27 b) in Komponenten:

R{F,H{X,‘I+i{F3}p{X}+|§ (% A (X)f, p (X))=1(B)
.ﬂ'[FﬂF'[X;"‘*'ﬁ(F:H{X}‘Fr; (e 4 (X)—sf, p (X))=p (B).

Im Verband (B, 4, —, —) gilt die Formel :
E_.; '[é:"r?h}=.rr| 2 (&+m), (32)

ePF) feF
LTINS

(31)

so dafi mit der Abkiirzung
dy (&M= E; (&;+m) (33)

ae
ey

(31) sich ergibt zu:
AFDAX)+A(F)p X+ [ ¢, (ap(X),fA{X)=L(B)

FelP|f)

o (F)p(N)+p () A(X)+ LI o, (@d(X). BA(X)=p (B)

Wegen der Linearitdt von ¢, in beiden Argumenten und der Distributivitit von
— und « mit + folgt schlieBlich:

S A E) 44, O P) A+ (F)+ s (3,0) p (X))} =1(B)
LI {{p (Fa)+ b, {2 O) A(X)+(p (F)+ 4, (0, B) p (X)) =p (B).

FePiA

(33)

Dic Aussage von (35) ist quivalent mit:
S GED 8, OBYA+AF)+ s (40) p (X0} 21 (B)
A A Fa)+ s @0)2(X)+(0 (FL)+ds (0, 8) p (X)) Sp (B)

FePix)
Entsprechend gilt fiir (27 ¢) mit & :={NY, ..., N}:

A AL F)+, (0 0) AX)+(A(F3)+g, (0,8) p (X)}<A(B)

FePiA 37

A o (Fa)+ds (0B A(X)+(p (F)+¢y (0) p(X)}zp (B).

F el LA

(36}

{36) und (37) stellen aber gerade jeweils eine Polygonfliche in B2 dar, bestimmt
durch hichstens 2. | P (#)| Geraden, das sind 2. 2¥~ ¥ jm ersten und 2. 2%
Geraden im zweiten Fall.
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Der Zusammenhang zwischen den Lisungen von (25) und denen von (27) wird
durch folgende Fallunterscheidung hergestellt. 4 kennzeichne die Lésungsmenge
von (25) und ¥ die von (27), berechnet nach (29), (300, (36) und (37).

{a) Fiir Xe ¥~ & gilt ¥ n & =% ~ &, wobei & berechnet wird aus {27 a) mit

M Nz
Fii= ¥ Ay, Fiim } A,
i=1 =N
N; N
F3:= Z Ax!: F4:= E AH:I"
i=Nj =N;
(b) Fiit Xe& % gilt entsprechend & A =% n 5, wobei % berechnet
wird aus (27 a) mit

(38)

M o Ny N Ao
Fiim B A Fi= Y A, P 3 A5 Fam ) A 035
i=1 =N, i=Ng n;
fc) Fir XeX n 7, gilt ¥nF, =%~ F,, wobei ¥ berechnet wird im Falle
N, =N, aus (27 a) mit

Ny Ny
Fii= 3 p(d) F3i=0, Fyi= 3 A(d,) Fyi=0? (40)
i= =My

urd im allgemeinen Falle aus {27 b) gemiiB (36) mit demselben F, und F,
von (40).

(d) Fir Xe® n 7, gilt ¥ 1 F,=% ~ F, und ¥ ist zu berechnen im Falle
Ny = N aus {27a) mit

My .H
Fiim ¥ A4 Fyim0%, Fyi= ¥ pld,) Furm0 (1)

I=N;
und im allgemeinen Falle auvs (27 ) gemiiB (37) mit demselben F, und F,
von (41).

Die Richtigkeit der Angaben (a) bis (d) bestiitigt sich aus der Konstruktion der
Ersatzprobleme (27) und den Eigenschaften der Multiplikation nach Tab. 1,

Ein einfaches Kriterium, wann ein X ¢ # und damit die schwierigeren Fille von
(27 b) nicht avftreten, ist das hinreichende Kriterium B & 7.

Wie zu sehen ist, sind offenbar alle Formeln mit gewissen Einschrink ungen sofort
tibertraghbar auf konvergente Reihen

LiX)=}% (4d,+ X)=B (42)
=1
und auf Integralgleichungen der Gestalt
b

Lix):= (4(t)s X)dr=B. 43

i

* Folgerung aus »: 7, x 7, =0,
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Unter der Voraussetzung, dall entweder cine Lisung X 5 nicht zulissig ist,
z B. sicher dann, wenn B¢ oder aber, daB 4,5 bzw. A(t)& 5 glt, sind
sofort die Losungsmethoden von (27 a) anwendbar, Im anderen Falle miissen
geeignete Zusatzforderungen die Konvergenz von (36) und (37) sichern, was hier
nicht niher untersucht werden soll,

Das angegebene Verfahren kann auf Vektorgleichungen in H* der Form
LiX)i=o s X+B+X=h, (4d)

verallgemeinert werden. o, # sind n » n-Matrizen in H™", X und B Vektoren in
H" Im folgenden Abschnitt 6 wird gezeigt, in welchem Zusammenhang Formeln
der Bauart (44} zu erwarten sind.

6. Seien o und # Matrizen in (I RY"-", #., & und @& Matrizen in P™", C, X
Yektoren in (| Py und x, ce B™.

Satz5: Sei M :={x|# x=c, S e, ceC} mit =B+H#, #c(R) und
1240 N 12| <1 gegeben Es gilt dann fir die algebraische Lisung X*
der Gleichung

BeX+#aX=C (45)
die Beziehung & = X'*.

Beweis: Es ist o x=c, das heiBt (#+ #) x=c Hquivalent mit — ¢ x=@ x—¢
und schlicBlich mit

x=—F " (@ x-0), (46)
Dias zur Fixpunktgleichung (46) gehirige Iterationsverfahren
it = ~1 (# x;—c)

komvergiert wegen || | # " || [|1#|[ <1 gegen cin x* . fiir alle @FeH und
¢ € C. Nach [1] bzw. [T] ist daher

Xipy=—a#"" (@« X,—C)

wegen ||| 7] ||| @] <1 ebenfalls gegen ein X*e(l B)" konvergent mit
A = X* Die Auflésung der Fixpunktgleichung

X*=-#"1e( @+ X*-0)
liefert die algebraische Gleichung
FeX*+ o §*=C, |
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