


Serdica Math. J. 22 (1996), 267-292

SOMME PONCTUELLE D'OP �ERATEURS MAXIMAUX
MONOTONES �

H. Attouch, H. Riahi and M. Th�era

Communicated by R. Lucchetti

Abstract. The primary goal of this paper is to shed some light on the maximality
of the pointwise sum of two maximal monotone operators. The interesting purpose
is to extend some recent results of Attouch, Mouda� and Riahi on the graph-
convergence of maximal monotone operators to the more general setting of re
exive
Banach spaces. In addition, we present some conditions which imply the uniform
Br�ezis-Crandall-Pazy condition. Afterwards, we present, as a consequence, some
recent conditions which ensure the Mosco-epiconvergence of the sum of convex
proper lower semicontinuous functions.

1. Introduction. Ce travail, dans une premi�ere partie, porte principalement
sur l'�etude de la somme ponctuelle de deux op�erateurs maximaux monotones. Nous
donnons une condition su�sante pour que la somme ponctuellede deux op�erateurs
maximaux monotones reste un op�erateur maximal monotone (ce qui n'est pas bien sûr
le cas en g�en�eral). La condition obtenue est une hypoth�ese d'absorption portant sur la
di��erence des domaines des op�erateurs consid�er�es. La preuve du r�esultat, qui constitue
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la partie principale de la troisi�eme section, se fait en utilisant une m�ethode analogue �a
celle utilis�ee par H. Attouch [2]. Ce r�esultat, g�en�eral ise et uni�e les �etudes entreprises
par H. Attouch [2], E. Krauss [28], H. Riahi [35] et R. T. Rockafellar [39].

La seconde partie de l'article est consacr�ee �a la convergence en graphe d'une
somme d'op�erateurs maximaux monotones. Cette question initialement consid�er�ee
par H. Attouch en 1976, [1], a �et�e ensuite �etudi�ee dans le cadre hilbertien, pour la
convergence de Hausdor� born�ee, par H. Attouch, A. Mouda� et H. Riahi [9]. Dans la
section 4 nous d�emontrons la convergence en graphe d'une somme d'op�erateurs maxi-
maux monotones, lorsque en addition �a la convergence des deux suites d'op�erateurs,
on utilise la condition de Br�ezis-Crandall-Pazy uniforme (voir Th�eor�eme 5). Cela nous
permet d'�etendre des r�esultats de stabilit�e obtenus dan s le cadre hilbertien (voir [9]) �a
un espace de Banach r�e
exif. On tente ensuite de formalisercette condition uniforme
(Th�eor�eme 6) en �etablissant dans le Th�eor�eme 6 un r�esu ltat plus simple o�u elle est
v�eri��ee.

Dans la derni�ere section, on met en �evidence l'utilit�e de cette condition uniforme.
C'est pourquoi, on reprend et d�eveloppe, en s'appuyant surles th�eor�emes 5 et 6 (voir
Th�eor�eme 7), des travaux r�ecents ([31]) concernant la convergence au sens de Mosco
d'une somme de deux suites de fonctions convexes semi continues inf�erieurement et
propres.

2. Preliminaires, notations et d�e�nitions. Soit X un espace de Banach
r�e
exif et X � son dual topologique. Le crochet de dualit�e entreX et X � sera not�e h�; �i
et les normes dansX et X � identiquement not�ees par j � j . On d�esigne par s � lim ou s!
(resp. w � lim ou w! ) la convergence forte (resp. convergence faible) dansX et X � . On
note rU = f x 2 X j jxj � r g, la boule ferm�ee deX de rayon r > 0 et Int A l'int�erieur
de A � X pour la topologie forte.

L'application de dualit�e J de X dans X � est l'application (en g�en�eral multi-
voque) donn�ee par

Jx =
n

x � 2 X � jhx; x � i = jx � j2 = jxj2
o

:

On rappelle queX est localement uniform�ement convexesi pour tout x 2 X et toute
suite f xn gn2 N tels que jxj = jxn j = 1 et lim

n! + 1
jxn + xj = 2, alors x = s � lim

n! + 1
xn :

D'apr�es un th�eor�eme de John et Zizler ([29], [23], p. 182), tout espace de Banach r�e
exif
X admet une norme �equivalente, de telle sorte queX et X � soient simultan�ement
localement uniform�ement convexes. En particulier,X et X � sont n�ecessairementKadec:

xn
w! x et lim

n! + 1
jxn j = jxj =) xn

s! x
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et strictement convexes, i.e., la fronti�ere de leurs boules unit�e respectives ne contient
pas de segment non trivial (cf. [23] par exemple).

LorsqueX et X � sont tous les deux munis de normes localement uniform�ement
convexes, l'application de dualit�e J est alors univoque, bijective et bicontinue deX sur
X � (c.f. [15]). L'application inverse J � = J � 1 est l'application de dualit�e de X � dans
X .

Etant donn�e un op�erateur (une application multivoque) A : X � X � , on
identi�e A avec songraphe

G(A) :=
n

(x; x � ) 2 X � X � jx � 2 Ax
o

;

et on �ecrira indi��eremment ( x; x � ) 2 G(A), (x; x � ) 2 A ou x � 2 Ax . On d�esigne par

D(A) :=
n

x 2 X jAx 6= �
o

le domaine de A et par
R(A) :=

[

x2 D (A)

Ax

l'image de A. L' inverse de A est d�e�ni par A � 1y :=
n

x 2 X jy 2 Ax
o

.

D�e�nition 1.

1. Un op�erateur A � X � X � de domaine non vide estmonotone lorsque :

hx2 � x1; x �
2 � x �

1i � 0 pour tout ( x i ; x �
i ) 2 A; i = 1 ; 2:

2. A est maximal monotone si A est monotone et si de plus il n'existe aucun autre
op�erateur monotone contenant strictement A.

Dans ce qui suit, sauf mention du contraire, on suppose queX et X � sont des
espaces de Banachstrictement convexes. Rappelons quelques d�e�nitions et propri�et�es
relatives aux op�erateurs maximaux monotones. SoitA � X � X � un op�erateur maximal
monotone. D'apr�es la maximalit�e de A, on d�eduit que pour tout x 2 D(A), alors Ax
est un convexe ferm�e deX �

Ax =
n

x � 2 X � jhx � y; x � � y� i � 0 8(y; y� ) 2 A
o

:

X � �etant strictement convexe, pour tout x 2 D(A), l'�el�ement de norme minimal dans
Ax sera uniquement d�etermin�e. On le notera A0x.

La caract�erisation suivante de la maximale monotonie dûe�a R. T. Rockafellar
g�en�eralise le c�el�ebre th�eor�eme de Minty :
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Soit X un espace de Banach r�e
exif et strictement convexe. Un op�erateur monotone
A � X � X � est maximal monotone si et seulement siR(A + �J ) = X � pour tout
� > 0.

En particulier, l'op�erateur A � , appel�e r�egularis�ee Yosida de A et d�e�ni pour
tout � > 0 par

A � := ( �J � 1 + A � 1)� 1(1)

est un op�erateur maximal monotone qui v�eri�e l'inclusion

A � x 2 A(J A
� x);(2)

o�u, J A
� x := x � �J � A � x d�esigne la r�esolvante associ�ee �a A, c'est �a dire l'unique solution

x � de l'inclusion
J (x � � x) + �Ax � 3 0:

Les propri�et�es suivantes ont lieu ([15] Proposition 1.1) :

Proposition 1. X un espace de Banach r�e
exif et strictement convexe ainsi
que son dualX � , et soit A � X � X � un op�erateur maximal monotone. Alors,

1. A � est une application (univoque) partout d�e�nie de X dans X � ;

2. A � est monotone et born�e ;

3. Pour tout x 2 D(A), on a jA � xj � j A0xj ;

4. Pour tout x 2 D(A), A � x tend faiblement dansX � vers A0x, lorsque � tend
vers 0.

D�e�nition 2. Soit f An ; A ; n 2 Ng un ensemble d'op�erateurs maximaux
monotones dansX � X � . La suite f Angn2 N est dite convergenteau sens des graphes

vers A (on dit aussi que f Angn2 N G-converge versA), et on note An G! A, lorsque la
suite f G(An )gn2 N converge au sens de Painlev�e-Kuratowski versG(A). Sans rentrer
dans les d�etails de la convergence au sens de Painlev�e-Kuratowski, ceci �equivaut �a dire
que

pour tout ( x; y) 2 A; il existe (xn ; yn ) 2 G(An ) avec xn
s! x et yn

s! y:(3)

La convergence au sens des graphes poss�ede donc une versionanalytique qui,
contrairement �a la convergence simple o�u la variable est gel�ee, prend en compte le com-
portement des op�erateurs en des points voisins. Cette notion de convergence pour des
suites d'op�erateurs maximaux monotones ou plus g�en�eralement d'op�erateurs accr�etifs
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a �et�e particuli�erement �etudi�ee par H. Attouch en relat ion avec d'autres approches li�ees
aux semi groupes de contraction associ�es et dûes �a H. Br�ezis, A. Pazy, M. Crandall, Ph.
B�enilan. Cette convergence s'est av�er�ee être un outil majeur dans l'�etude de probl�emes
d'�evolution. Combin�ee par exemple avec l'approximation Yosida, la convergence au
sens des graphes de suites d'op�erateurs maximaux monotones a r�ecemment permis �a H.
Attouch, J.-B. Baillon et M. Th�era ([4] et [5]) de d�e�nir un e notion de somme �etendue
(variationnelle) d'op�erateurs. Combin�ee au concept d'op�erateur asymptote introduit
par P. L. Lions [30], elle a permis d'�etablir de nouveaux r�esultats concernant la solva-
bilit�e d'une �equation g�en�eralis�ee gouvern�ee par un o p�erateur maximal monotone (cf. H.
Attouch, Z. Chbani et A. Mouda� [8]).

Rappelons, pour conclure cette section, deux r�esultats importants. Le premier
dû �a H. Br�ezis, �etablit un lien entre la convergence en gr aphe des op�erateurs et la
convergence simple (ponctuelle) des r�egularis�ees Yosida des op�erateurs.

Th�eor�eme 1. Soit X un epace de Banach r�e
exif et strictement convexe.
Soit f An ; A : n 2 Ng � X � X � un ensemble d'op�erateurs maximaux monotones. Les
assertions suivantes sont �equivalentes :

1. An G! A ;

2. An
� x s! A � x, pour tout x 2 X et tout � > 0;

3. An
� 0

x s! A � 0 x, pour tout x 2 X et � 0 > 0 �x�e.

La remarque suivante sera utilis�ee dans la suite :

Remarque 1. Observons d'apr�es (3) que

An G! A () (An )� 1 G! A � 1:

Par suite, d'apr�es le Th�eor�eme 1 on a :

An G! A () (J + An )� 1x � s! (J + A)� 1x � ; pour tout x � 2 X � :(4)

Le second r�esultat concerne la condition de Br�ezis, Crandall et Pazy et donne
une condition pour que la famille des op�erateurs maximaux monotones reste stable par
addition.

Th�eor�eme 2. Soit X un epace de Banach r�e
exif et strictement convexe.
Soient A � X � X � et B � X � X � deux op�erateurs maximaux monotones tels que
D(A) \ D (B ) est non vide. Les conditions suivantes sont alors �equivalentes :

1. R(A + B + J ) = X � , i.e., A + B est un op�erateur maximal monotone;
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2. Soit x � 2 X � donn�e et d�esignons par x � la solution de l'inclusion

x � 2 A � x � + Bx � + Jx � :

Alors la famille
n

A � x � j� > 0
o

est born�ee pour � ! 0. Ceci implique en

particulier que la famille
n

x � j� > 0
o

est born�ee lorsque� ! 0.

Pour plus de d�etails le lecteur peut, par exemple, se reporter aux ouvrages [1],
[15], [20], [21], [22], [43].

3. Maximale monotonie de la somme ponctuelle d'op�erateurs maxi-
maux monotones. Soit A; B : X � X � deux op�erateurs tels queD(A) \ D (B ) 6= �.
On note A + B la somme ponctuelle deA et B d�e�nie par

(A + B )x = Ax + Bx
D(A + B ) = D(A) \ D (B );

o�u la somme Ax + Bx est comprise au sens de Minkovski :

Ax + Bx =
n

x �
1 + x �

2jx �
1 2 Ax; x �

2 2 Bx
o

:

Notre objectif dans cette partie est d'�etudier la maximale monotonie deA + B lorsqueA
et B sont des op�erateurs maximaux monotones. Commen�cons par rappeler le r�esultat
classique dû �a R. T. Rockafellar [39] :

Th�eor�eme 3. Soient X un espace de Banach r�e
exif, A et B deux op�erateurs
maximaux monotones dansX � X � tels que

D(A) \ Int D (B ) 6= � :(5)

Alors A + B est un op�erateur maximal monotone.

Soit X un epace de Banach r�e
exif et strictement convexe. D'apr�es le Th�eor�eme
3, on peut donc observer que :A � + B est maximal monotone pour tout � > 0.

Dans ce qui suit, pour toute partie A de X , on note

K(A) =
[

�> 0

�A;

le cône engendr�e parA.
Notre but, dans cette section est de montrer qu'on peut a�aiblir la condition

de quali�cation (5) de R. T. Rockafellar.
Enon�cons �a pr�esent le r�esultat principal de cette secti on :
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Th�eor�eme 4. Soient X un espace de Banach r�e
exif, A et B deux op�erateurs
maximaux monotones dansX � X � tels que z�ero soit un point absorbant deD(A) �
D (B ) : [

�> 0

�
�

D (A) � D (B )
�

= X:(6)

Alors A + B est un op�erateur maximal monotone.

P r e u v e. Il est clair queA+ B est monotone. Pour avoir la maximalit�e de A+ B ,
il su�t d'appliquer la condition de Br�ezis-Crandall-Pazy (Th�eor�eme 2). Pour cela, il
su�t donc de montrer que si x � = ( J + A � + B )� 1x � , alors la famille f A � x � j� > 0g

est born�ee pour tout x � 2 X � . Soit donc y 2 X = K
�

D(A) � D (B )
�

. Il existe alors

� > 0; a 2 D(A) et b 2 D(B ) tels que y = � � (a � b) . Par suite,

hA � x � ; yi = �
�

hA � x � ; a � x � i + hA � x � ; x � � bi
�

:

Soit y� 2 Bx � tel que A � x � = x � � y� � Jx � . A � et B �etant monotones, on en d�eduit
que :

hA � x � � A � a; x� � ai � 0 et hy� � B 0b; x� � bi � 0:

La derni�ere in�egalit�e r�esulte du fait que ( b; B0b) 2 B , avec

jB 0bj = inf
n

jb� j j b� 2 Bb
o

:

Par suite,

hA � x � ; yi � � �
�

hA � a; a � x � i + hx � � B 0b� Jx � ; x � � bi
�

:

On sait d'apr�es la Proposition 1. 3) que jA � aj � j A0aj. Par suite,

hA � x � ; yi � � �
�

jA0aj � j a � x � j + ( jx � � B 0bj + jx � j)jx � � bj
�

:(7)

L'hypoth�ese de quali�cation impliquant que 0 2 D(A) � D (B ), nous pouvons toujours
supposer, sans perte de g�en�eralit�e que 02 D(A) \ D (B ) et donc que (0; 0) 2 A; (0; 0) 2
B; (0; 0) 2 B � :

En e�ectuant le produit de dualit�e de chaque membre de l'�eq uation

x � = Jx � + A � x � + Bx �

par x � et en utilisant que la monotonie deA � et de B (avec (0; 0) 2 A � \ B ), on en
d�eduit que la famille f x � j� > 0g est born�ee. Par suite,

sup
�> 0

hA � x � ; yi < + 1 :(8)



274 H. Attouch, H. Riahi and M. Th�era

La relation (8) �etant r�ealis�ee pour tout y 2 X , le th�eor�eme de Banach-Steinhaus nous
permet de conclure que la famillef A � x � j� > 0g est born�ee dansX � , ce qui ach�eve la
d�emonstration. �

Pour le corollaire suivant, nous avons besoin d'une hypoth�ese de quali�cation
du type Attouch et Br�ezis (cf. [7]) utilis�ee dans le cas o�u les op�erateurs consid�er�es sont
des sous-di��erentiels de fonctions convexes semi-continues inf�erieurement et propres :

Corollaire 1. Soient X un espace de Banach r�e
exif, A et B deux op�erateurs
maximaux monotones dansX � X � et supposons que

E = K
�

D(A) � D (B )
�

soit un sous-espace ferm�e deX:(9)

Alors A + B est un op�erateur maximal monotone.

P r e u v e. Sans perte de g�en�eralit�e, nous pouvons supposerque 0 2 D(A) \
D (B ). Par suite, d'apr�es la condition (9), on peut toujours supposer queD(A) � E et
D (B ) � E . Pour tout x 2 E, d�e�nissons les op�erateurs A0 : E � E � et B0 : E � E �

de la mani�ere suivante :

A0(x) := f z� 2 E � j9x � 2 Ax; tel que z� = x � jE g

et
B0(x) := f z� 2 E � j9x � 2 Bx; tel que z� = x � jE g:

Il est clair que A0 et B0 sont des op�erateurs monotones. Etablissons leur maximale
monotonie :

Soit (z; z� ) 2 E � E � et supposons que

8 (s; t� ) 2 A0; hs � z; t� � z� i � 0:

On a par suite,
8 (s; s� ) 2 A; hs � z; s� jE � z� i � 0:

D'apr�es le th�eor�eme de Hahn-Banach, z� admet un prolongement y� 2 X � tel que
y� jE = z� . On a alors :

pour tout ( s; s� ) 2 A; hs � z; s� jE � y� jE i � 0;

c'est �a dire,
pour tout ( s; s� ) 2 A; hs � z; s� � y� i � 0:

D'apr�es de la maximale monotonie de A, il en r�esulte que (z; y� ) 2 A. Par suite,
(z; z� ) = ( z; y� jE ) 2 A0 et par cons�equent, A0 est un op�erateur maximal monotone.
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Remarquons maintenant que la condition (6) est trivialement v�eri��ee. D'apr�es
le Th�eor�eme 4, on d�eduit que C0 := A0 + B0 est un op�erateur maximal monotone sur
E � E � . D�esignons par C la somme ponctuelle deA et B . Alors D(C) = D(A)\ D (B ) =
D(A0) \ D (B0) = D(C0). Montrons que C est un op�erateur maximal monotone sur
X � X � .

Fixons (w; w� ) 2 X � X � . Il s'agit de montrer que si pour tout ( c; c� ) 2 C on a

(� ) hc � w; c� � w� i � 0;

alors (w; w� ) 2 C: Pour cela, utilisons une id�ee de S. Simons [41] :

Lemme 1. Soit A : X � X � un op�erateur maximal monotone tel que
D(A) � E . Alors, A v�eri�e la condition suivante :

(u; u� ) 2 A; v � 2 X � ; v� jE = u� jE =) (u; v� ) 2 A:

P r e u v e d u l e m m e 1. Soit (u; u� ) 2 A, v� 2 X � et v� jE = u� jE . D'apr�es la
monotonie deA on obtient :

pour tout ( s; s� ) 2 A; hs � u; s� � u� i � 0:

Comme s � u 2 E et v� jE = u� jE , on a par cons�equent,

pour tout ( s; s� ) 2 A; hs � u; s� � v� i � 0:

En utilisant la maximale monotonie de A, on obtient que (u; v� ) 2 A, ce qui ach�eve la
preuve du lemme. �

Lemme 2. Soit A; B : X � X � des op�erateurs de domaine inclus dans
E, tels que l'un des op�erateurs soit maximal monotone, alorsC = A + B v�eri�e la
condition :

(u; u� ) 2 C; v� 2 X � ; v� jE = u� jE =) (u; v� ) 2 C:

P r e u v e d u l e m m e 2. Soit (u; u� ) 2 C. Alors, u� = u�
1 + u�

2 avec (u; u�
1) 2 A

et (u; u�
2) 2 B . Si v� 2 X � v�eri�e v� jE = u� jE , alors (v� � u�

1)jE = u�
2jE et en vertu du

Lemme 1 on a (u; v� � u�
1) 2 B . Il s'en suit : (u; v� ) 2 A + B = C: �

Remarquons d'abord que n�ecessairement,w 2 E: Dans le cas contraire, d'apr�es
le th�eor�eme de Hahn-Banach, on pourrait trouver y� 2 X � tel que y� jE = 0 : Pour �
r�eel assez grand on aurait alors :

hc � w; c� � �y � � w� i = hc � w; c� � w� i � � hw; y� i < 0
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et une contradiction, car comme (c� � �y � )jE = c� jE , on a n�ecessairement d'apr�es le
Lemme 2 que (c; c� � �y � ) 2 C:

Soit (c; t� ) 2 C0 et soit c� 2 X � telle que t � = c� jE . Comme w 2 E, d'apr�es ( � )
on a alors :

hc � w; t � � w� jE i � 0;

et d'apr�es la maximale monotonie de C0, on en d�eduit que (w; w� jE ) 2 C0. Par
cons�equent, il existe z� 2 X � tel que z� jE = w� jE et (w; z� ) 2 C. Par suite, d'apr�es le
Lemme 2 on obtient que (w; w� ) 2 C et le r�esultat. �

Remarque 2. Les r�esultats pr�ec�edents g�en�eralisent et uni�ent div ers r�esultats
sur la maximale monotonie d'une somme de deux op�erateurs maximaux monotones ([2],
[28], [35], [39]).

4. G{Convergence de la somme d'op�erateurs maximaux monotones .
On suppose �a nouveau queX est un espace de Banach r�e
exif, et soit X � son dual
topologique. On se donne deux suites d'op�erateurs maximaux monotonesf An gn2 N et
f B ngn2 N dans X � X � . Pour x � 2 X � et � > 0 donn�es, un

� d�esigne la solution de
l'inclusion

x � 2 Jun
� + Anun

� + B n
� un

� :

Nous dirons que lacondition de Br�ezis-Crandall-Pazy uniforme est satisfaite lorsque
les quantit�es � n (x � ) := sup

�> 0
jB n

� (un
� )j associ�ees aux couples (An ; B n ) satisfont

lim sup
n! + 1

� n (x � ) < + 1 ; pour tout x � 2 X � :

Enon�cons le r�esultat principal de cette section dont la d�emonstration se fait en
plusieurs �etapes.

Th�eor�eme 5. Soit X un espace de Banach r�e
exif tel queX et X � soient lo-
calement uniform�ement convexes. Soientf An gn2 N et f B ngn2 N deux suites d'op�erateurs

maximaux monotones dansX � X � telles queAn G! A et B n G! B . Supposons que la
condition Br�ezis-Crandall-Pazy uniforme soit v�eri��ee . Alors,

An + B n G! A + B:(10)

Dans une premi�ere �etape on s'int�eresse �a la convergenceau sens des graphes
d'une approximation de la somme des deux suites d'op�erateurs.

Proposition 2. Soit X un espace de Banach r�e
exif tel queX et X � sont lo-
calement uniform�ement convexes. Soientf An gn2 N et f B ngn2 N deux suites d'op�erateurs
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maximaux monotones dansX � X � telles queAn G! A et B n G! B . Alors pour tout � > 0
et toute suite f � n gn2 N (� n > 0) telle que� n ! � on a

An + B n
� n

G! A + B � :(11)

P r e u v e d e l a P r o p o s i t i o n 2. Soit pour cela (u; v� ) 2 A + B � . Alors
(u; v� � B � u) 2 A. La convergence au sens des graphes deAn versA entrâ�ne l'existence
de (un ; v�

n ) dans An telle que un
s! u et v�

n
s! v� � B � u.

Pour obtenir (11), il su�t donc de montrer que B n
� n

un
s! B � u. Pour ce faire, on

utilise le fait que la norme duale est Kadec. Il su�t donc de d�emontrer la convergence
normale ainsi que la convergence faible de la suitef B n

� n
ungn2 N vers B � u.

Les deux lemmes suivants (Lemme 3 et 4) vont nous servir :

Lemme 3. Les suitesfj B n
� n

un jgn2 N et fj B n
� n

ujgn2 N sont born�ees.

P r e u v e d u l e m m e 3. Il su�t de donner la preuve pour la suite fj B n
� n

un jgn2 N:
Supposons que (x; y) 2 B: En vertu de la G-convergence deB n vers B , on peut trouver
une suite (xn ; yn ) 2 B n convergente vers (x; y): Des relations

yn 2 B nxn et B n
� n

un 2 B n(un � � nJ � (B n
� n

un ))

et de la monotonie deB n , on tire

hB n
� n

un � yn ; un � � nJ � (B n
� n

un ) � xn i � 0:

Par suite on en d�eduit,

� n jB n
� n

un j2 � j B n
� n

un j
h
jun � xn j + � n jyn j

i
� h yn ; xn � un i ;

et la bornitude de la suite fj B n
� n

un jgn2 N. �

Etape 1 : La suite fj B n
� n

un jgn2 N converge versjB � uj:
En e�et, des relations

B n
� n

un 2 B n(un � � nJ � (B n
� n

un )) et B n
� u 2 B n (u � �J � (B n

� u))

et de la monotonie deB n on obtient :

hB n
� n

un � B n
� u; un � ui � h B n

� n
un � B n

� u; � n J � (B n
� n

un ) � �J � (B n
� u)i :

On en d�eduit que
� p

� n jB n
� n

un j �
p

� jB n
� uj

� 2
�

� p
� �

p
� n

� 2
jB n

� n
un j:jB n

� uj

+
�

jB n
� n

un j + jB n
� uj

�
jun � uj:

(12)
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Par suite, en utilisant la convergence deun vers u, de � n vers � , et la bornitude des
suites fj B n

� n
un jgn2 N et fj B n

� ujgn2 N, on d�eduit de (12) que

lim
n! + 1

� p
� n jB n

� n
un j �

p
� jB n

� uj
� 2

= 0 :

Comme d'autre part, la suite f B ngn2 N G-converge versB on a aussi quejB n
� uj ! j B � uj

et par suite, jB n
� n

un j ! j B � uj:

Etape 2 : La suite f B n
� n

ungn2 N converge faiblement versB � u.
Soit pour cela une sous-suite, que par commodit�e nous noterons encoref B n

� n
ungn2 N,

telle que B n
� n

un
w! 
 dans X � . V�eri�ons que 
 = B � u.

Consid�erons y 2 X ; on a alors d'apr�es (2),

B � y 2 B (y � �J � (B � y)) :

et
B n

� n
un 2 B n(un � � nJ � (B n

� n
un )) :

Comme B n G! B , il existe (yn ; y�
n ) 2 B n tel que y�

n
s! B � y et yn

s! y � �J � (B � y). Par
cons�equent en utilisant la monotonie deB n et de J � on a

hB n
� n

un � y�
n ; un � yn � � nJ � (B � y)i � � nhB n

� n
un � y�

n ; J � (B n
� n

un ) � J � (B � y)i

= � nhB n
� n

un � y�
n ; J � (B n

� n
un ) � J � (y�

n )i

+ � nhB n
� n

un � y�
n ; J � (y�

n ) � J � (B � y)i

� � nhB n
� n

un � y�
n ; J � (y�

n) � J � (B � y)i :

Par ailleurs, B n
� n

un � y�
n

w! 
 � B � y. Par passage �a la limite, lorsquen tend vers +1 ,
il r�esulte :

h
 � B � y; u � yi � � lim inf
n!1

hB n
� n

un � y�
n ; J � (y�

n ) � J � (B � y)i = 0 :

Ceci r�esulte du fait que X �etant localement uniform�ement convexe on a J � (y�
n ) s!

J � (B � y). On a montr�e ainsi que pour tout y 2 X ,

h
 � B � y; u � yi � 0:

De la maximale monotonie deB � , on d�eduit que 
 = B � u. On a ainsi �etabli que
toute sous-suite def B � n ungn2 N convergeant faiblement a pour limite faible B � u. Il
en r�esulte que la suite f B � n ungn2 N converge faiblement versB � u, ce qui ach�eve la
d�emonstration. �
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Lemme 4. Supposons que l'espaceX soit localement uniform�ement convexe.
Soit f xngn2 N une suite d'�el�ements de X et soit x 2 X �x�e. Si

lim sup
n!1

hJx n � Jx; x n � xi � 0;

alors xn
s! x.

P r e u v e d u l e m m e 4. Pour tout n 2 N, on a la relation :

hJx n � Jx; x n � xi =
�

jxn j � j xj
� 2

+
�

jxj:jxn j � h Jx; x n i
�

+
�

jxn j:jxj � h Jx n ; xi
�

:

Les trois derniers termes intervenant dans la pr�ec�edented�ecomposition �etant positifs,
on peut d�eduire que

lim
n! + 1

jxn j = jxj lim
n! + 1

hJx; x n i = jxj2 et lim
n! + 1

hJx; x + xn i = 2 jxj2:

On a par cons�equent,

2jxj2 = lim
n! + 1

hJx; x + xn i � j Jx j lim inf
n! + 1

jx + xn j

� j Jx j lim sup
n! + 1

jx + xn j

� j Jx j lim
n! + 1

(jxj + jxn j) = 2 jxj2:

Il en r�esulte que lim
n! + 1

jxn + xj = 2 jxj, d'o�u en utilisant la locale uniforme convexit�e de

X , on en d�eduit que xn
s! x: �

P r e u v e d u T h �e o r �e m e 5. Soient x � 2 X � et � > 0 : posons

xn = ( J + An + B n)� 1x � ;

x = ( J + A + B )� 1x � ;

xn
� = ( J + An + B n

� )� 1x � et x � = ( J + A + B � )� 1x � :

D'apr�es la Remarque 1, il su�t d'�etablir la convergence fo rte de la suite f xngn2 N vers
x.

(i) Soit � > 0 ; on ax � � Jx � � B � x � 2 Ax � . Soit y� 2 Bx tel que x � � Jx � y� 2
Ax . En vertu de la monotonie deA, on a

h(x � � Jx � � B � x � ) � (x � � Jx � y� ); x � � xi � 0:

D'o�u
hJx � � Jx; x � � xi � h y� � B � x � ; x � � xi :
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De mêmeB est monotone,B � x � 2 B (x � � �J � (B � x � )) et y� 2 Bx . Par suite,

hB � x � � y� ; x � � �J � (B � x � ) � xi � 0;

ce qui entrâ�ne

hJx � � Jx; x � � xi � h y� � B � x � ; �J � (B � x � )i :

D'apr�es la condition Br�ezis-Crandall-Pazy uniforme, la famille f B � x � g est born�ee. Il
en r�esulte que

lim sup
� ! 0+

hJx � � Jx; x � � xi � lim sup
� ! 0+

� jB � x � j
�

jy� j + jB � x � j
�

= 0 :

Du Lemme 4 on d�eduit que x �
s! x si � ! 0+ .

(ii) Par raisonnement identique on justi�e, pour tout n 2 N, la convergence
forte de xn

� vers xn lorsque � ! 0+ .

(iii) Soit � > 0 et � 2 ]0; � [. Comme pr�ec�edemment, dans (i), il r�esulte de la
monotonie deAn que

hJx n
� � Jx n

� ; xn
� � xn

� i � �h B n
� xn

� � B n
� xn

� ; xn
� � xn

� i(13)

D'autre part, en utilisant la monotonie de B n et la relation :

hB n
� xn

� � B n
� xn

� ; xn
� � xn

� i =
D

B n
� xn

� � B n
� xn

� ; xn
� � �J � (B n

� xn
� ) �

�
xn

� � �J � (B n
� xn

� )
�E

+ hB n
� xn

� � B n
� xn

� ; �J � (B n
� xn

� ) � �J � (B n
� xn

� )i ;

on obtient :

�h B n
� xn

� � B n
� xn

� ; xn
� � xn

� i � �h B n
� xn

� � B n
� xn

� ; �J � (B n
� xn

� ) � �J � (B n
� xn

� )i

� � � jB n
� xn

� j2 � � jB n
� xn

� j2 +
� + �

2

�
jB n

� xn
� j2 + jB n

� xn
� j2

�

�
�
2

jB n
� xn

� j2 +
�
2

jB n
� xn

� j2:

Combinant (13) avec cette derni�ere relation, et tenant compte de la condition Br�ezis-
Crandall-Pazy uniforme, il s'en suit que pour � > 0 �x�e et � 2 ]0; � [ on a :

hJx n
� � Jx n

� ; xn
� � xn

� i �
� + �

2
� 2

n (x � ):(14)

En faisant tendre respectivement� vers 0+ et n vers +1 dans (14), on d�eduit que

lim sup
n! + 1

hJx n
� � Jx n ; xn

� � xn i � �C:(15)
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(iv) Pour tous n 2 N et � > 0 on a :

�
jxn

� j � j xn j
� 2

� h Jx n
� � Jx n ; xn

� � xn i :

D'apr�es (15) on en d�eduit que

lim sup
n!1

�
jxn

� j � j xn j
� 2

� �C:(16)

Fixons � > 0 arbitrairement. Comme xn
� ! x � (d'apr�es la Proposition 2 et la Remarque

1), la suite f xn
� gn2 N est born�ee. D'apr�es (16), la suite f xngn2 N est �egalement born�ee.

Par suite, pour tout � 2 (0; � ] on a :

lim sup
n!1

jxn j � lim sup
n!1

�
jxn

� j � j xn j
�

+ lim sup
n!1

jxn j

�
p

�C + lim sup
n!1

jxn j �
p

�C + lim sup
n!1

jxn j:

Par cons�equent les nombres

� := sup
n

jxn � xn
� j j n 2 N; � 2 (0; � ]

o
; � := sup

n
jJx n � Jx j j n 2 N

o

sont �nis. Un calcul �el�ementaire donne :

hJx n � Jx; x n � xi = hJx n � Jx n
� ; xn � xn

� i + hJx n
� � Jx; x n � xn

� i

+ hJx n � Jx; x n
� � xi :

Ainsi en utilisant (15) et la derni�ere relation on obtient :

lim sup
n!1

hJx n � Jx; x n � xi � lim sup
n!1

hJx n � Jx n
� ; xn � xn

� i + � lim sup
n!1

jJx n
� � Jx j

+ � lim sup
n!1

jxn
� � xj

� �C + � jJx � � Jx j + � jx � � xj:(17)

Comme xn
�

s! x � et Jx n
�

s! Jx � , en faisant tendre � vers 0 dans (17), on obtient

lim sup
n!1

hJx n � Jx; x n � xi � 0:

En appliquant �a nouveau le Lemme 2, on conclut �nalement que xn s! x. �

Pour conclure cette section, nous allons examiner sous quelles hypoth�eses, la
condition de Br�ezis-Crandall-Pazy uniforme est v�eri��e e. Pour cela, nous avons besoin
de la proposition suivante, qui peut être consid�er�ee comme une version non-lin�eaire
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du th�eor�eme de Banach-Steinhaus. La formulation que nousen donnons est un cas
particulier d'un r�esultat plus g�en�eral �etabli par L. Ve sel�y ([42] (Corollaire 2, p. 1301))
pour le cas des familles� -monotones.

Proposition 3. Soit X un espace de Banach r�e
exif tel queX et X � soient
localement uniform�ement convexes et soitf Angn2 N une suite d'op�erateurs maximaux
monotones dansX . Supposons que

U = Int
� \

n� k

D(An )
�

6= �

pour k 2 N, et que pour tout x 2 U

lim sup
n! + 1

d(0; An x) < + 1 :(18)

Alors f An gn2 N est uniform�ement localement born�ee sur U : pour tout x 2 U, il existe
r > 0 et c > 0 tels que pour toutn 2 N et tout u 2 x + rU � U on ait

jAnuj := sup
v2 A n u

jvj � c:

Nous avons le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 6. Soit X un espace de Banach r�e
exif tel queX et X � soient lo-
calement uniform�ement convexes. Soientf An gn2 N et f B ngn2 N deux suites d'op�erateurs
maximaux monotones qui convergent en graphe versA et B , respectivement. Supposons
que l'hypoth�ese (19) ci-dessous soit satisfaite :

9x0 2 D(A) \ D (B ); 9r > 0 tels que

8z 2 x0 + rU; z 2
\

n2 N

D(An ) et lim sup
n! + 1

d(0; An (z)) < + 1 :(19)

Alors la suite d'op�erateurs maximaux monotonesf An + B ngn2 N converge au sens des
graphes versA + B .

P r e u v e. Par translation, on peut se ramener1 au cas o�u x0 = 0 et (0 ; 0) 2 B n

pour tout n 2 N. D'apr�es le Th�eor�eme 5, il su�t de montrer que la conditio n Br�ezis-
Crandall-Pazy uniforme est satisfaite.

1En e�et, soit x0 2 D (A) \ D (B ). On a pour y0 2 Bx 0 et y0
0 2 Ax 0. Puisque f B n gn 2 N converge

en graphe versB , il existe ( xn ; yn ) 2 B n tel que xn
s! x0 et yn

s! y0 . Consid�erons les op�erateurs

A
n

x = An (x + xn ) � yn et B
n

x = B n (x + xn ) � yn :

On aura e�ectivement que 0 2 B
n

0:
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D'apr�es la Proposition 3, l'hypoth�ese (19) assure que la suite f An gn2 N est uni-
form�ement localement born�ee sur rU :

9r0 > 0; 9c0 > 0 tels que 8u 2 r0U; 8n � 0 jAnuj � c0:

Fixons alors x � 2 X � . Soit un
� la solution de l'inclusion

x � 2 Jun
� + Anun

� + B n
� un

� :

Soit yn
� 2 Anun

� tel que x � = Jun
� + yn

� + B n
� un

� :

Assertion 1. Pour tous � > 0 et n 2 N on a jun
� j � j x � j + c0:

P r e u v e d e l' a s s e r t i o n 1. En vertu de l'uniforme bornitude dela suite
f Angn2 N on a 0 2

\

n2 N

D(An ) et jyn j � c0 pour yn 2 An0. De la monotonie deAn , on

tire
hx � � Jun

� � B n
� un

� � yn ; un
� i � 0:

Par suite
jun

� j2 � j x � � yn j � j un
� j � h B n

� un
� ; un

� > :

Puisque 0 = B n
� 0 et B n

� est monotone, il s'en suit que

jun
� j � j x � � yn j � j x � j + c0�(20)

Assertion 2. 8� > 0 et 8n � 0 on a

jyn
� j � c0 +

1
r0

�
jx � j + c0

� 2
:

P r e u v e d e l' a s s e r t i o n 2. On sait d�ej�a que

hx � ; un
� i = hJun

� + yn
� + B n

� un
� ; un

� i

= jun
� j2 + hyn

� ; un
� i + hB n

� un
� ; un

� i � h yn
� ; un

� i :

Donc,

hyn
� ; un

� i � h x � ; un
� i � j x � j � j un

� j � j x � j
�

jx � j + c0

�
:(21)

Soient u 2 r0U � D(An ) et v 2 Anu. Comme un
� 2 D(An ) on a :

hyn
� ; ui = �h yn

� � v; un
� � ui + hyn

� ; un
� i + hv; u � un

� i

� h yn
� ; un

� i + c0

�
jun

� j + r0

�
:
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En combinant (21) et l'assertion 1, on d�eduit que

hyn
� ; ui � r0c0 +

�
jx � j + c0

� 2
:

Comme jyn
� j =

1
r0

sup
n

hyn
� ; uij j uj � r0

o
, nous en d�eduisons donc l'assertion 2.

En utilisant les deux assertions pr�ec�edentes, nous avonspour tous n � 0 et
� > 0

jB n
� un

� j = jx � � yn
� � Jun

� j � j x � j + jun
� j + jyn

� j

�
�

c0 + jx � j
�

�
�

2 +
c0 + jx � j

r0

�
= k:

Par suite la condition Br�ezis-Crandall-Pazy uniforme est satisfaite, ce qui permet de
d�eduire que la suite f An + B ngn2 N converge au sens des graphes versA + B . �

Remarque. La conclusion du Th�eor�eme 6 est pr�eserv�ee si on suppose que X
est un espace de Hilbert et si on remplace (19) par

lim inf
n !1
� ! 0

�
inf

yn
� 2 A n un

�

hB n
� un

� ; An un
� i

�
> �1 :

En e�et, soit yn
� 2 Anun

� tel que yn
� = x � � B n

� un
� � un

� ; on a alors l'existence den0 2 N,
� 0 > 0 et � 0 > 0 tels que pour tousn � n0 et � 2 ]0; � 0]

hB n
� un

� ; yn
� i = hB n

� un
� ; x � � B n

� un
� � un

� i � � � 0:

Donc,
jB n

� un
� j2 � � 0 + hB n

� un
� ; x � i � h B n

� un
� ; un

� i � � 0 + jx � j � j B n
� un j;

car les op�erateurs B n sont monotones et suppos�es contenir (0; 0). On conclut que la
suite f B n

� un
� gn2 N est born�ee; ce qui ach�eve la preuve du th�eor�eme. �

Nous terminons ce paragraphe par un corollaire o�u apparâ�t d'une mani�ere
simple l'utilit�e de la condition (19).

Corollaire 2. Soit X un espace de Banach r�e
exif tel queX et X � soient
localement uniform�ement convexes. Soitf B ngn2 N une suite d'op�erateurs maximaux
monotones qui converge en graphe versB . Soit A un op�erateur maximal monotone
satisfaisant

D (B ) \ Int D (A) 6= � :(22)

Alors la suite f A + B ngn2 N converge en graphe versA + B .

P r e u v e. On applique le Th�eor�eme 6 apr�es avoir remarqu�e que (22) entrâ�ne
(18). �
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5. Mosco-epiconvergence d'une somme de fonctions convexes . Nous
allons consacrer la derni�ere partie du travail �a �etudier la convergence au sens de Mosco
d'une somme de fonctions convexes semi-continues inf�erieurement et propres. Nous
nous pla�cons, comme pr�ec�edemment, sur un espace de Banach r�e
exif X tel que X et
X � soient localement uniform�ement convexes (ce qui, comme onl'a d�ej�a remarqu�e, ne
restreint pas la g�en�eralit�e, compte tenu du th�eor�eme d e John et Zizler).

Soit f : X ! R [ f + 1g ; on d�esigne par

D(f ) = f x 2 X ; f (x) < + 1g

le domaine de f et par

epi f =
n

(x; t ) 2 X � Rjf (x) � t
o

son �epigraphe.
Nous pouvons caract�eriser une fonction r�eelle par son �epigraphe : f est semi-

continue inf�erieurement, convexe et propre si epif est ferm�e, convexe et non vide dans
X � R.

On d�e�nit la fonction conjugu�ee f � de f par :

f � (x � ) = sup
x2 X

n
hx; x � i � f (x)

o
:

Notons par � 0(X ) l'ensemble des fonctions convexes, semi continues inf�erieurement
et propres. D'apr�es un r�esultat classique d'analyse convexe, pour toute fonctionnelle
f 2 � 0(X ), alors f � 2 � 0(X � ), et f est identique �a sa biconjugu�ee f �� :

On appelle sous-di��erentiel de f en x 2 D(f ), l'op�erateur @f � X � X � , d�e�ni
par

@f(x) =
n

x � 2 X � jf (y) � f (x) + hx � ; y � xi 8 y 2 X g si x 2 D(f )

@f(x) = � sinon:

De mani�ere �equivalente, @f(x) peut être caract�eris�e en fonction de la conjugu�ee de f
de la mani�ere suivante :

@f(x) =
n

x � 2 X � jf � (x � ) + f (x) = hx; x � i
o

:

Il est facile de v�eri�er que @fest un op�erateur monotone. Il est plus di�cile de montrer
que dans un espace de Banach g�en�eral,@f est un op�erateur maximal monotone. Ce
r�esultat est dû �a R. T. Rockafellar [38] et a �et�e r�ecemm ent red�emontr�e de mani�ere
�el�egante par S. Simons [40].
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D�e�nition 3. Soit X un epace de Banach r�e
exif et strictement convexe et soit
f 2 � 0(X ). On note f � l'approxim�ee de Moreau-Yosida de f ; il s'agit de l'application
d�e�nie par

f � (x) := inf
y2 X

n
f (y) +

1
2�

ky � xk2
o

:

Rappelons la relation importante liant le sous-di��erenti el de l'approxim�ee de Moreau-
Yosida de f �a l'approxim�ee Yosida du sous-di��erentiel de f :

@(f � ) = ( @f)� :

D�e�nition 4. Rappelons �a pr�esent la d�e�nition de la convergence au sens de
Mosco d'une suite de fonctions convexes ([32], Lemma 1.10).Cette convergence s'est
av�er�ee être une notion de grand int�erêt dans les espaces de Banach r�e
exifs.

Nous dirons qu'une suitef f ngn2 N � � 0(X ) converge au sens de Mosco versf

et on �ecrit f n
M! f , si pour tout x 2 X

| il existe � n
s! x tel que lim sup

n! + 1
f n (� n ) � f (x),

| pour tout xn
w! x on a lim inf

n! + 1
f n (xn ) � f (x):

L'int�erêt de cette convergence, pour l'optimisation et l 'analyse variationnelle
est qu'elle poss�ede des propri�et�es remarquables que nous r�esumons dans la Proposition
suivante :

Proposition 4. Soient X un espace de Banach r�e
exif et f f n ; f jn 2 Ng un
ensemble de fonctions dans� 0(X ). Alors

1. f n
M! f dans � 0(X ) () f �

n
M! f � dans � 0(X � ) (Mosco, 1971);

2. f n
M! f () @fn

G! @f+ condition de normalisation (CN) (Attouch, 1977);

3. f n
M! f () 8 � > 0; 8x 2 X @fn;� (x) s! @f� (x) + ( CN ),

() 9 � 0 > 0; 8x 2 X @fn;� 0 (x) s! @f� 0 (x) + ( CN ):

La condition de normalisation (CN) signi�e qu'il existe ( x; y) 2 @fet (xn ; yn) 2
@fn tels quexn

s! x; yn
s! y et f n (xn ) ! f (x):

Proposition 5. Soient f � n gn2 N et f  n gn2 N deux suites de fonctions dans
� 0(X ) qui Mosco-�epiconvergent respectivement vers� et  . On suppose que les couples
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(@�n ; @ n ) satisfont la condition Br�ezis-Crandall-Pazy uniforme :
si un

� = ( J + @�n + @ n;� )� 1(x � ) on a

lim sup
n ! + 1
� ! 0

j@ n;� (un
� )j < + 1 pour tout x � 2 X � :(23)

Alors @(� n +  n ) converge au sens des graphes vers@(� +  ).
Si, en plus, la condition de normalisation pour (� n +  n ) est satisfaite, alors

f � n +  ngn2 N Mosco-�epiconverge vers� +  .

P r e u v e. On remarquera que la condition de Br�ezis-Crandall-Pazy uniforme
implique la maximalit�e de @�n + @ n (Th�eor�eme 2). Par suite, comme @(� n +  n ) est
un op�erateur maximal monotone on a

@(� n +  n ) = @�n + @ n :

Pour conclure, il su�t alors d'appliquer le Th�eor�eme 5 et l a Proposition 4. �

Dans le Th�eor�eme 6, la condition de Br�ezis-Crandall-Pazy uniforme joue un
rôle crucial. Nous allons donner dans ce qui suit un r�esultat o�u l'une des conditions
r�ecentes (voir [31]) sur la Mosco-�epiconvergence d'une somme de fonctions convexes est
une cons�equence de cette condition uniforme.

Th�eor�eme 7. Soit X un espace de Banach r�e
exif tel queX et X � soient
localement uniform�ement convexes. Soit f ' n ; ';  n ;  jn 2 Ng un sous-ensemble de

� 0(X ) tel que ' n
M! ' et  n

M!  . Supposons qu'il existex0 2 D(' ); � 0 > 0; M 2 R
tels que

8u 2 x0 + � 0U sup
n2 N

' n (u) � M:(24)

Alors la suite f ' n +  ngn2 N Mosco-�epiconverge vers' +  .

P r e u v e. Elle est une cons�equence du Th�eor�eme 6 (appliqu�e aux sous-diff�eren-
tiels) et de la Proposition 4. Elle se fait en plusieurs �etapes.

Etape 1 : La suite f ' n gn2 N est �equi-born�ee sur U = x0 + � 0U :

9m 2 R tel que 8n m � ' n (u) � M sur U:(25)

P r e u v e d e l' �e t a p e 1. Fixons pour celau 2 � 0U. Par convexit�e de ' n on
a :

' n (x0) = ' n (
1
2

(x0 + u) +
1
2

(x0 � u)) �
1
2

(' n (x0 + u) + ' n (x0 � u)) :

Par suite,
' n (x0 + u) � 2' n (x0) � ' n (x0 � u):



288 H. Attouch, H. Riahi and M. Th�era

Comme lim inf
n! + 1

' n (x0) � ' (x0), on peut trouver un r�eel L tel que ' n (x0) � L pour tout

n. Par cons�equent,

' n (x0 + u) � 2' n (x0) � ' n (x0 � u) � 2L � M = m;

ce qui donne (25).

Etape 2 : Soit f une fonction convexe telle que

m � f (x) � M pour tout x 2 x0 + � 0U:

Alors, f est Lipschitzienne sur x0 +
� � 0

2

�
U avec une constante de Lipschitz �egale �a

2(M � n)
� 0

: En particulier,

@f(x) �
�

2(M � n)
� 0

�
U pour tout x 2 x0 +

� � 0

2

�
U:

P r e u v e d e l' �e t a p e 2. Soit ui 2 x0+ � 0U pour i = 1 ; 2. Posonst = ju2 � u1j,

alors v = u2 +
� 0

2t

�
u2 � u1

�
2 x0 +

1
2

� 0U. Puisqueu2 = sv + (1 � s)u1, si s =
2t

2t + � 0
,

on d�eduit de l'�etape 1 et de la convexit�e de ' n que

' n (u2) � ' n (u1) � s(' n (v) � ' n (u1)) � s(M � m) �
2(M � m)

� 0
ju2 � u1j:

u1 et u2 jouant un rôle sym�etrique, pour tout n � n0 on a donc

j' n (u2) � ' n (u1)j �
2(M � m)

� 0
ju2 � u1j:

L'inclusion

@f(x) �
�

2(M � n)
� 0

�
U pour tout x 2 x0 +

� � 0

2

�
U:

est bien connue et r�esulte de la d�e�nition même de la sous-di��erentiabilit�e. En com-
binant (24) et le fait que Int D (' n ) = Int D (@'n ) ([15], Prop. 2.5), et en utilisant le
Th�eor�eme 6, on en d�eduit que @'n + @ n = @(' n +  n ) converge au sens des graphes
vers @' + @ = @(' +  ). Pour conclure que la suitef ' n +  ngn2 N Mosco-�epiconverge
vers ' +  , la Proposition 4, b) nous impose une condition de normalisation.

Soit " > 0 donn�e; d'apr�es le Th�eor�eme de Br�ndsted et Rockafella r, D (@(' +  ))
est dense dansD(' +  ) et par suite, soit u0 2 D(@(' +  )) tel que

jx0 � u0j < " et y0 2 @(' +  )(u0):
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Alors, il existe
(un ; yn ) 2 @(' n +  n ) tel que un

s! u0; yn
s! y0:

Etape 3 : On a lim
n!1

(' n +  n )(un ) = ( ' +  )(u0):

P r e u v e d e l' �e t a p e 3. Il est clair que

lim inf
n! + 1

(' n +  n )(un ) � lim inf
n!1

' n (un ) + lim inf
n! + 1

 n (un ) � ' (u0) +  (u0):

Pour l'autre in�egalit�e revenons �a yn 2 @(' n +  n )(un ):
Puisque ' = M � lim ' n et  = M � lim  n , il existe alors xn

s! u0 et xn
s! u0 tels

que
lim sup
n! + 1

' n (xn ) � ' (u0); lim sup
n! + 1

 n (xn ) �  (u0)

et
(' n +  n )(un ) � ' n (xn ) +  n (xn ) + hyn ; un � xn i :

D'o�u

lim sup
n! + 1

(' n +  n )(un ) � lim sup
n! + 1

' n (xn ) + lim sup
n! + 1

 n (xn )

� lim sup
n! + 1

' n (xn ) +  (u0)

De l'�etape 2, pour n su�samment grand de telle sorte que

jxn � u0j < r 0 et jxn � u0j < r 0;

on d�eduit

' n (xn ) �
�

' n (xn ) � ' n (xn )
�

+ ' n (xn ) � ' n (xn ) +
M � m

r0
jxn � xn j:

Passant �a la limite sup�erieure on obtient :

lim sup
n! + 1

' n (xn ) � lim sup
n! + 1

' n (xn ) � ' (u0):

On d�eduit que lim sup
n! + 1

(' n +  n )(un ) � ' (u0) +  (u0); ce qui ach�eve la preuve du

th�eor�eme. �

Corollaire 3. Soit X un espace de Banach r�e
exif. Soit f ' n ;  n ; ';  jn 2 Ng

une famille de � 0(X ) telle que' n
M! ' et  est continue en un point de son domaine.

Alors la suite f ' n +  gn2 N Mosco-�epiconverge vers' +  :
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P r e u v e. La continuit�e de  en x0 2 Dom  reste v�eri��ee lorsqu'on renorme
X de fa�con �a ce qu'il soit uniform�ement convexe ainsi que son dual. Il su�t par suite
de remarquer que la condition (24) est satisfaite au pointx0 2 Dom  . �

Remerciements. Les auteurs tiennent �a remercier le rapporteur anonyme qui
a port�e �a leur connaissance la r�ef�erence [42] et leur a fourni de nombreuses remarques,
ainsi que le professeur S. Simons pour ses suggestions concernant le Corollaire 1 [41].

R �E F �E R E N C E S

[1] H. Attouch . E.D.P associ�ees �a des sous-di��erentiels. Th�ese d'Etat, Paris VI,
1976.

[2] H. Attouch. On the maximality of the sum of two maximal monotone operators.
Nonlinear Anal., T. M. A. 5, 2 (1981), 143-147.

[3] H. Attouch. Variational Convergence for Functions and Operators. Maths. Se-
ries, Pitman, London, 1984.

[4] H. Attouch, J.-B. Baillon and M. Th �era. Somme variationnelle d'op�erateurs
maximaux monotones.C. R. Acad. Sci. Paris S�er. I Math. 317 (1993), 485-490.

[5] H. Attouch, J.-B. Baillon and M. Th �era. Sum of maximal monotone oper-
ators revisited. The variational sum. J. Convex Analysis1, 1 (1994), 1-25.

[6] H. Attouch, J.-B. Baillon and M. Th �era. Weak solutions of evolution equa-
tions and variational sum of maximal operators.S.E.A, Bulletin Math. 19 (1995),
117-126.

[7] H. Attouch and H. Br �ezis. Duality for the Sum of Convex Functions in General
Banach Spaces, Aspects of Math. and its Applications. J. Barroso, Elsevier Science,
Amsterdam, 1986, 125-133.

[8] H. Attouch, Z. Chbani and A. Moudafi. Recession operators and solvability
of variational problems. Preprint Laboratoire d'Analyse Convexe, Universit�e de
Montpellier II, 1993.

[9] H. Attouch, A. Moufadi and H. Riahi. Quantitative stability analysis for
maximal monotone operators and semigroups of contration.Nonlinear Analysis,
T. M. A. 21, 9 (1993), 697-723.

[10] H. Attouch, J. L. Ndoutoume and M. Th �era. Epigraphical convergence
of functions and convergence of their derivatives in Banachspaces. S�eminaire
d'Analyse Convexe, Montpellier, vol. 20, 1990, exp. no 09, pp. 9.1-9.45.

[11] H. Attouch and M. Th �era. A general duality principle for the sum of two
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