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Abstract.  The primary goal of this paper is to shed some light on the maxinality

of the pointwise sum of two maximal monotone operators. Themteresting purpose
is to extend some recent results of Attouch, Mouda and Riahi on the graph-
convergence of maximal monotone operators to the more genadrsetting of re exive
Banach spaces. In addition, we present some conditions whicimply the uniform
Bezis-Crandall-Pazy condition. Afterwards, we present, as a consequence, some
recent conditions which ensure the Mosco-epiconvergencd the sum of convex
proper lower semicontinuous functions.

1. Introduction. Ce travail, dans une premere partie, porte principalemert
sur letude de la somme ponctuelle de deux operateurs maxinaux monotones. Nous
donnons une condition su sante pour que la somme ponctuellede deux operateurs
maximaux monotones reste un ogerateur maximal monotone (e qui n'est pas bien sor
le cas en gereral). La condition obtenue est une hypottes d'absorption portant sur la
dierence des domaines des operateurs consicees. La peuve du esultat, qui constitue
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la partie principale de la troiseme section, se fait en utlisant une nethode analoguea
celle utilie par H. Attouch [2]. Ce esultat, gereral ise et uni e lesetudes entreprises
par H. Attouch [2], E. Krauss [28], H. Riahi [35] et R. T. Rockafellar [39].

La seconde partie de l'article est consacee a la convergece en graphe d'une
somme d'ogerateurs maximaux monotones. Cette question iitialement consiccee
par H. Attouch en 1976, [1], aek ensuite etudee dans le cadre hilbertien, pour la
convergence de Hausdor borree, par H. Attouch, A. Mouda et H. Riahi [9]. Dans la
section 4 nous cemontrons la convergence en graphe d'une mone d'operateurs maxi-
maux monotones, lorsque en additiona la convergence des dg suites d'operateurs,
on utilise la condition de Bezis-Crandall-Pazy uniforme (voir Treoeme 5). Cela nous
permet détendre des esultats de stabilie obtenus dans le cadre hilbertien (voir [9])a
un espace de Banach e exif. On tente ensuite de formalisercette condition uniforme
(Treoeme 6) enetablissant dans le Theoeme 6 un esu ltat plus simple ai elle est
\eriee.

Dans la dernere section, on met enevidence l'utilie de cette condition uniforme.
C'est pourquoi, on reprend et ceveloppe, en s'appuyant sures treoemes 5 et 6 (voir
Treoeme 7), des travaux ecents ([31]) concernant la convergence au sens de Mosco
d'une somme de deux suites de fonctions convexes semi cont@s inerieurement et
propres.

2. Preliminaires, notations et c nitions. Soit X un espace de Banach
e exif et X son dual topologique. Le crochet de dualie entreX et X sera not h; i
et les normes dansX et X identiguement noees parj j. On dcesigne pars lim ou 1°
(resp.w lim ou ) la convergence forte (resp. convergence faible) daré et X . On
note rU = fx 2 Xjjxj rg, la boule fernee deX de rayonr > 0 et Int A l'inerieur
de A X pour la topologie forte.

L'application de dualie J de X dans X est l'application (en gereral multi-

voque) donree par n o

Jx= x 2X jhx i = jxj=jxj? :
On rappelle que X est localement uniformement convexesi pour tout x 2 X et toute
suite fXngn2n tels quejxj = jxpj =1 et n!irgl jXn+ Xj =2, alors x = s n'Iirpl Xn'
D'apes un treoeme de John et Zizler ([29], [23], p. 182), tout espace de Banach e exif

X admet une norme equivalente, de telle sorte queX et X soient simultarement
localement uniformement convexes. En particulier,X et X sont recessairementKadec:

xn " x et imjxaj=xj =) xn 1° x
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et strictement convexes i.e., la frontere de leurs boules unie respectives ne ontient
pas de segment non trivial (cf. [23] par exemple).

LorsqueX et X sont tous les deux munis de normes localement uniformement
convexes, l'application de dualie J est alors univoque, bijective et bicontinue deX sur
X (c.f. [15]). L'application inverse J = J ! est l'application de dualie de X dans
X.

Etant donre un operateur (une application multivoque) A : X X , on
identie A avec songraphe

n o]
GA)= (xx)2X X jx 2Ax ;

et onecrira indieremment ( xX;x ) 2 G(A), (x;x )2 A oux 2 Ax. On designe par

n 0
D(A)= x2 XjAx 6

le domaine de A et par [
R(A) = AX
x2D (A)
n 0
limage de A. L'inversede A est e nipar A ly:= x2 Xjy2 Ax

& nition 1.

1. Un operateur A X X de domaine non vide estmonotone lorsque :

o  X1;X, X4l 0 pourtout (Xi;x;)2A;i=1;2

2. A est maximal monotone si A est monotone et si de plus il n'existe aucun autre
oferateur monotone contenant strictement A.

Dans ce qui suit, sauf mention du contraire, on suppose qu¥ et X sont des
espaces de Banaclstrictement convexes Rappelons quelques e nitions et proprees
relatives aux ogerateurs maximaux monotones. SoitA X X un ogerateur maximal
monotone. D'apes la maximalie de A, on deduit que pour tout x 2 D(A), alors Ax

est un convexe ferne deX
n 0
Ax = x 2X jix y;x  yi 0 8(y;y)2A

X etant strictement convexe, pour tout x 2 D(A), leément de norme minimal dans
AXx sera uniquement cetermire. On le notera A%.

La caracerisation suivante de la maximale monotonie ddea R. T. Rockafellar
ereralise le ekbre theoeme de Minty :
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Soit X un espace de Banach e exif et strictement convexe. Un oprateur monotone
A X X est maximal monotone si et seulement sR(A+ J) = X pour tout
> 0.

En particulier, l'operateur A , appek egularie Yosida de A et ¢ ni pour
tout > O par
1) A=(J t+Aa Yt

est un ogerateur maximal monotone qui \eri e l'inclusion
2) A x 2 A(J%X);

a, JAx = x J AX esigne la esolvante assoceeaA, c'esta dire l'unique solution
X de l'inclusion

Jx x)+ Ax 30
Les proprees suivantes ont lieu ([15] Proposition 1.1) :

Proposition 1. X un espace de Banach e exif et strictement convexe ainsi
qgue son dualX , etsoit A X X un operateur maximal monotone. Alors,

1. A est une application (univoque) partout c& nie de X dansX ;
2. A est monotone et borre;
3. Pour tout x 2 D(A), on ajA xj j A%;;

4. Pour tout x 2 D(A), A x tend faiblement dansX vers A%, lorsque tend
vers 0.

& nition 2. Soit fA™;A ; n 2 Ng un ensemble d'ogerateurs maximaux
monotones dansX X . La suite fA"gyon est dite convergenteau sens des graphes
vers A (on dit aussi que fA"ghon G-converge versA), et on note A" A, lorsque la
suite fG(A")gn2n converge au sens de Painleve-Kuratowski versG(A). Sans rentrer
dans les cketails de la convergence au sens de Painleve-Katowski, ceciequivauta dire
que

(3) pourtout (x;y)2 A; ilexiste (Xn;Yn)2 G(A") avec x,!° x et y,!° v

La convergence au sens des graphes possde donc une versalytique qui,
contrairementa la convergence simple a la variable est g@ke, prend en compte le com-
portement des operateurs en des points voisins. Cette notin de convergence pour des
suites d'operateurs maximaux monotones ou plus gererakement d'ogerateurs accetifs
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aee particulerementetudee par H. Attouch en relat ion avec d'autres approches lees
aux semi groupes de contraction assoces et ddesa H. Beis, A. Pazy, M. Crandall, Ph.
Benilan. Cette convergence s'est aweee étre un outil majeur dans letude de probemes
devolution. Combiree par exemple avec l'approximation Yosida, la convergence au
sens des graphes de suites d'ogerateurs maximaux monotose ecemment permisa H.
Attouch, J.-B. Baillon et M. Ttera ([4] et [5]) de ¢ nir un e notion de sommeetendue
(variationnelle) d'ogerateurs. Combiree au concept d'operateur asymptote introduit
par P. L. Lions [30], elle a permis détablir de nouveaux esultats concernant la solva-
bilie d'uneequation gererali®e gouverree par un o perateur maximal monotone (cf. H.
Attouch, Z. Chbani et A. Mouda [8]).

Rappelons, pour conclure cette section, deux esultats inportants. Le premier
dda H. Bezis, etablit un lien entre la convergence en graphe des ogerateurs et la
convergence simple (ponctuelle) des egularisees Yosal des operateurs.

Theoeme 1. Soit X un epace de Banach e exif et strictement convexe.
Soit fA";A:n2Ng X X un ensemble doperateurs maximaux monotones. Les
assertions suivantes sontequivalentes:

1. AnCA;
2. A"x!1° A x, pour tout x 2 X ettout > O;
3. A" x!° A x, pour tout x 2 X et o> 0 .
La remarque suivante sera utilise dans la suite:
Remarque 1. Observons d'apes (3) que
AMCA ) (A" 1AL
Par suite, d'apes le Theoeme 1 on a:
(4) ANCA () @+AM X 1°Q+A) x: pourtout x 2 X :

Le second esultat concerne la condition de Bezis, Crandll et Pazy et donne
une condition pour que la famille des operateurs maximaux nonotones reste stable par
addition.

Theoeme 2. Soit X un epace de Banach e exif et strictement convexe.
Soient A X X etB X X deux operateurs maximaux monotones tels que
D(A)\ D(B) est non vide. Les conditions suivantes sont alorsequivalges:

1. RA+B+J)= X ,ie., A+ B est un ogerateur maximal monotone;
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2. Soit x 2 X donre et cesignons par x la solution de l'inclusion

X 2A x +Bx +Jx:
n o]
Alors la famille A xj > 0 est borree pour ! 0. Ceci implique en
n o

particulier que la famille x j > 0 est borree lorsque ! 0.

Pour plus de cktails le lecteur peut, par exemple, se repomr aux ouvrages [1],
[15], [20], [21], [22], [43].

3. Maximale monotonie de la somme ponctuelle d'orateurs maxi-
maux monotones. Soit A;B : X X deux operateurs tels queD(A)\ D(B) 6 .
On note A + B la somme ponctuelle deA et B d nie par

AX + Bx
D(A)\ D(B);

(A+ B)x
D(A+ B)

al la somme Ax + Bx est comprise au sens de Minkovski :
n o]
AX + BX = X1+ XojX1 2 AX; X, 2 BX

Notre objectif dans cette partie est detudier la maximale monotonie deA+ B lorsqueA
et B sont des ogerateurs maximaux monotones. Commercons parappeler le esultat
classique doa R. T. Rockafellar [39]:

Treoeme 3. Soient X un espace de Banach e exif, A et B deux operateurs
maximaux monotones dansX X tels que

(5) D(A)\ Int D(B) 6

Alors A + B est un operateur maximal monotone.

Soit X un epace de Banach e exif et strictement convexe. D'apes le Treoeme
3, on peut donc observer que A + B est maximal monotone pour tout > 0.
Dans ce qui suit, pour toute partie A de X, on note

K(A) = [ A;
>0

le cone engende parA.

Notre but, dans cette section est de montrer qu'on peut a aiblir la condition
de quali cation (5) de R. T. Rockafellar.

Enorconsa pesent le esultat principal de cette secti on:
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Tleoeme 4. Soient X un espace de Banach e exif, A et B deux operateurs
maximaux monotones dansX X tels que 2ro soit un point absorbant deD (A)
D(B): [

(6) D(A) D(B) =X
>0
Alors A + B est un operateur maximal monotone.

Preuve. llestclair queA+ B est monotone. Pour avoir la maximalie de A+ B,
il sut dappliquer la condition de Bezis-Crandall-Pazy (Theoeme 2). Pour cela, il
sut donc de montrer que si x =(J+ A + B) x , alors la famille fA x j > 0Og

est borree pour tout x 2 X . Soitdoncy 2 X = K D(A) D(B) . Il existe alors
> 0;a2D(A)etb2 D(B) tels quey = (a b). Par suite,
hA x ;yi = PA x ;a x i+ b x ;X bi

Soity 2 Bx telqueA x =x 'y Jx . A etBetant monotones, on en ceduit
que:
PAx Aax a 0 e h B%x b o

La dernere iregalie esulte du fait que ( b;B%) 2 B, avec

n (0]
iB%y =inf jbjjb 2Bb :

Par suite,

hA X Vi Maa xi+hk B% Jx :;x &k
On sait d'apes la Proposition 1. 3) que jA aj j A%j. Par suite,
(7 PA x i jA%j ja x j+(jx BoH+jx ix b :

L'hypothese de quali cation impliquant que 0 2 D(A) D(B), nous pouvons toujours
supposer, sans perte de greralie que 02 D(A)\ D(B) et donc que (G 0) 2 A; (0;0) 2
B;(0;0)2B :

En e ectuant le produit de dualie de chaque membre de lequation

X =JXx + A X + BX

par x et en utilisant que la monotonie deA et deB (avec (0;0) 2 A \ B), on en
ceduit que la famille fx j > 0g est borree. Par suite,

(8) SUphA x ;yi < +1:
>0
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La relation (8)etant ealise pour tout y 2 X, le treoeme de Banach-Steinhaus nous
permet de conclure que la famillef A x j > 0g est borree dansX , ce qui acteve la
cemonstration.

Pour le corollaire suivant, nous avons besoin d'une hypotase de quali cation
du type Attouch et Bezis (cf. [7]) utilie dans le cas ai les ogerateurs consicees sont
des sous-dierentiels de fonctions convexes semi-contimes inerieurement et propres:

Corollaire 1.  Soient X un espace de Banach e exif, A et B deux operateurs
maximaux monotones dansX X et supposons que

9) E=K D(A) D(B) soitun sous-espace ferne deX:

Alors A + B est un ogerateur maximal monotone.

Preuve. Sans perte de greralie, nous pouvons supposeque 02 D(A)\
D (B). Par suite, d'apes la condition (9), on peut toujours supposer queD (A) E et
D(B) E. Pourtout x 2 E, & nissons les ogerateurs Ag : E E etBg:E E
de la manere suivante :

Ao(X):= fz 2E [9x 2 Ax; telque z = X jgg
et
Bo(x):= fz 2E j9x 2 Bx; telque z = X jgQ:

Il est clair que Ag et By sont des ogerateurs monotones. Etablissons leur maximale
monotonie :

Soit (z;z)2 E E et supposons que
8(s;t)2 Ay B 2zt zi O

On a par suite,
8(s;s)2A;, b zsjg zi O

D'apes le teoeme de Hahn-Banach, z admet un prolongementy 2 X tel que
yje =z .Onaalors:

pourtout(s;s)2A; b z;sjg Yyijei O

c'esta dire,
pourtout (s;s)2A;, b z;s yi O

D'apes de la maximale monotonie de A, il en esulte que (z;y ) 2 A. Par suite,
(z;z)=(z;y je) 2 Ap et par conequent, Ag est un ogerateur maximal monotone.



Somme ponctuelle d'ogerateurs maximaux monotones 275

Remarquons maintenant que la condition (6) est trivialemert \eriee. D'apes
le Treoeme 4, on ceduit que Cp := Ag+ Bg est un operateur maximal monotone sur
E E . Designons parC la somme ponctuelle deA etB. Alors D(C) = D(A)\ D(B) =
D(Aop)\ D(Bp) = D(Cp). Montrons que C est un operateur maximal monotone sur
X X

Fixons (w;w ) 2 X X . Il s'agit de montrer que si pour tout (c;c) 2 C ona

() e w;ce wi O
alors (w;w ) 2 C: Pour cela, utilisons une icke de S. Simons [41]:

Lemme 1. Soit A : X X un operateur maximal monotone tel que
D(A) E. Alors, A \erie la condition suivante:

(Wu)2A, v 2X ; Vie=Ujg =) (uv)2A

Preuve du lemme 1. Soit(;u)2 A, v 2X etvjeg =ujeg. Dapesla
monotonie de A on obtient :

pourtout (s;s)2A; Is u;s ui 0O
Commes Uu2E etvjg=uUjg, ona par conequent,
pourtout(s;s)2A; s us vi O
En utilisant la maximale monotonie de A, on obtient que (u;v ) 2 A, ce qui acleve la

preuve du lemme.

Lemme 2. Soit A;B : X X des operateurs de domaine inclus dans
E, tels que l'un des operateurs soit maximal monotone, alorsC = A + B \rie la
condition :
(Ku)2C; v 2X ; Vig=uUje = (uyv)2cC:

Preuve du lemme 2. Soit (1;u ) 2 C. Alors, u = u; + u, avec U;uqy) 2 A
et (u;uy) 2B. Siv 2 X erie vijg =ujg,alors (v up)je = Uyje et en vertu du
Lemmelona(v u;)2B.Ilsensuit: (u;v)2A+B=C:

Remarquons d'abord que recessairementy 2 E: Dans le cas contraire, d'apes
le teoeme de Hahn-Banach, on pourrait trouver y 2 X tel quey jge = 0: Pour
eel assez grand on aurait alors:

hc w;c y wi=h w,c Wi hwv;y i< 0



276 H. Attouch, H. Riahi and M. Thkera

et une contradiction, car comme € Y )je = € jg, on a recessairement d'apes le
Lemme 2 que¢;c y )2C:

Soit (c;t )2 Cypetsoitc 2 X telle quet = c jg. Commew 2 E, d'apes ( )
on a alors:

hc w;t  wijgi 0

et d'apes la maximale monotonie de Cy, on en cduit que (w;w jg) 2 Cq. Par
conequent, il existez 2 X telquez jg = w jg et (w;z ) 2 C. Par suite, d'apes le
Lemme 2 on obtient que (v;w ) 2 C et le esultat.

Remarque 2. Les esultats pe®dents gereralisent et uni ent div  ers esultats
sur la maximale monotonie d'une somme de deux operateurs mdamaux monotones ([2],
[28], [35], [39]).

4. G{Convergence de la somme d'orateurs maximaux monotones
On supposea nouveau queX est un espace de Banach e exif, et soitX son dual
topologique. On se donne deux suites d'operateurs maximaxi monotonesf A"gnon et
fB"ghoy dans X X . Pour x 2 X et > 0 donres, u" cesigne la solution de
l'inclusion
x 2Ju"+ A"u"+ B"u":
Nous dirons que lacondition de Bezis-Crandall-Pazy uniforme est satisfaite lorsque
les quanties ,(x ) :=sup jB"(u")j assocees aux couplesA";B") satisfont
>0

limsup n(x )< +1; pourtout x 2 X :
n +1
Enorcons le esultat principal de cette section dont la demonstration se fait en

plusieursetapes.

Theoeme 5. Soit X un espace de Banach e exif tel queX et X soient lo-
calement unifornement convexes. Soienf A"gnon €t fB"gn2n deux suites d'operateurs

maximaux monotones dansX X telles queA" °AetB"CB. Supposons que la
condition Bezis-Crandall-Pazy uniforme soit \eriee . Alors,

(10) A"+ B"® A+ B:

Dans une premere etape on s'ineresse a la convergenceau sens des graphes
d'une approximation de la somme des deux suites d'ogeraters.

Proposition 2. Soit X un espace de Banach e exif tel queX et X sont lo-
calement uniformement convexes. Soienf A"gn>n et fB"gn2n deux suites d'operateurs
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maximaux monotones dans< X telles queA" ° A etB"® B. Alors pour tout > 0
et toute suitef ,gnon ( n > 0) telle que , ! on a

(11) A"+B" A+ B :

Preuve de la Proposition 2. Soit pourcelag;v) 2 A+ B . Alors
(u;v B u) 2 A. Laconvergence au sens des graphes A& versA entrame l'existence
de (un;v,) dans A" telle que uy I° u et Vv, v B u.

Pour obtenir (11), il sut donc de montrer que B”n un!° B u. Pour ce faire, on
utilise le fait que la norme duale est Kadec. Il sut donc de demontrer la convergence
normale ainsi que la convergence faible de la suiteB ”n UnQn2N VErsB u.

Les deux lemmes suivants (Lemme 3 et 4) vont nous servir:

Lemme 3. Les suitesfj B”n Unjgn2n €t fj B”n ujgn2n Sont borrees.

Preuve dulemme 3. Il sutde donner la preuve pour la suite fi B" unjgn2n:
Supposons queX;y) 2 B: En vertu de la G-convergence deB" vers B, on peut trouver
une suite (Xn;yn) 2 B" convergente vers X;y): Des relations

Yn 2 B"xn et B" u, 2 B"(uy nd (B" un))
et de la monotonie deB", on tire
B" un  yn;Uun nd (B" up) xpi O
Par suite on en ceduit, A _
niB" Unj% j B" Unj jun  Xnj+ njynjI hyniXn  Uni;

et la bornitude de la suite fj B" unjgn2n-

Etape 1: La suite fiB" unjgn2n converge versiB uj:

En e et, des relations

B" up 2B"(un  nJ (B" up) et B"u2B"(u J (B"u))

et de la monotonie deB" on obtient:

B" up B"ujup ui h B" uy, B"u; nJ (B" uy) J (B uw)i:

On en ceduit que

p— I .2 pP—- P— 2 . .

(12) niB" unj B Y] n JB" UnjiB"uj
+ JB" unj + jB"Uj jun  uj:
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Par suite, en utilisant la convergence deu, versu, de , vers , et la bornitude des
suitesfj B" unjgn2n €t fj B"ujgnzn, on ceduit de (12) que

p_— p_ 2
n!Iirﬂl niB" Unj jB"uj =0:

Comme d'autre part, la suite fB"gn2n G-converge versB on a aussi qugB"uj!j B uj
et par suite, jB" unj!j B uj:

Etape 2: La suite f B”n Ungn2n CONverge faiblement versB u.
Soit pour cela une sous-suite, que par commodie nous notens encorefB”n UnGn2Ns
telle queB”nun ™ dansX . \erionsque =B u.

Consiceronsy 2 X ; on a alors d'apes (2),

By2B(y J (By):

et
B" un 2 B"(un nd (B" un)):

CommeB" ° B, il existe (yn;y,) 2 B" tel quey,!° B yety,'°y J (B y). Par
congquent en utilisant la monotonie deB" et deJ on a

B" Un  YhiUn  Yn nd (B y)i nB" un  y,;d (B" up) J (B y)i
= B " uy oy d (B" un) I (yn)i
+ nB" un yeid (va) J (B )i
afB Uun Yy d (ya) I (B y)i

Par ailleurs, B" u, vy, " B y. Par passagea la limite, lorsquen tend vers +1 ,
il esulte:

h B yu vyi IimlinfrB”nun Yo:d (yn) J (B y)i = 0:
Ceci esulte du fait que X etant localement uniformrement convexe on a J (y,) 1°
J (B y). On a monte ainsi que pour tout y 2 X,
h B yu vyi 0:

De la maximale monotonie deB , on deduit que = B u. On a ainsietabli que
toute sous-suite defB ungn2on convergeant faiblement a pour limite faible B u. |l
en esulte que la suite fB  u,gn2n converge faiblement versB u, ce qui acteve la
cemonstration.
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Lemme 4. Supposons que l'espac¥ soit localement uniformement convexe.
Soit fXn0n2n UNe suite deements de X et soit x 2 X »e. Si

limsup KIx,  JXx;X, Xi 0;
n'l

S
alors xp I x.
Preuve du lemme 4. Pour toutn 2 N, on a la relation:

2
ROx, JIxX;Xn Xi = jXp] ] Xj  + jXjigXn] hIX;xpi +  jXpjijxj h IxXp;xi

Les trois derniers termes intervenant dans la peedentedecompaosition etant positifs,
on peut ceduire que

. . P . . s 2 . . . . .2.
n!Ilrpl Xnl = JX] n!Ilrpl RIX;Xni = jXxj et n!Ilrpl hx; X + Xpi = 2jxj°:

On a par congquent,
. .2 — . . . . T . . .
gxj7 = lim hxix + xnl - Ixjliminf jx + Xn]
j IXjlimsupjx + Xnj
n' +1
3 Ixjlim o (Xj+ jxnj) = 27

Il en esulte que nl“Tl iXn + Xj = 2jxj, d'as en utilisant la locale uniforme convexie de
X, on en ckduit que x, !° x:

Preuve du Theoreme 5. Soientx 2 X et > 0: posons
x"=(J+ A"+ B") Ix;
x=(J+A+B) x:

x"=(J+A"+B") Ix et x =(J+A+B) Xx:

D'apes la Remarque 1, il sut déetablir la convergence fo rte de la suite f x"gnon vers
X.

(i) Soit > O;onax Jx B x 2 Ax .Soity 2Bxtelquex Jx y 2
Ax. En vertu de la monotonie deA, on a

h(x  Jx Bx) (x Jx y)ux xi 0:

D'au
hlx JX; X xi hy B x :x Xi:
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De mémeB est monotone,B x 2 B(x J (B x))ety 2 Bx. Par suite,
B x vy;Xx J (B x) xi 0;
ce qui entrame
hJx Jx; X xi hy Bx;J (B x)i:

D'apes la condition Bezis-Crandall-Pazy uniforme, la famille fB x g est borree. |
en esulte que

lim suphJx Jx; X Xi limsup jB xjjyj+ijB xj = 0:
1o 1o

Du Lemme 4 on ceduit quex !° xsi | 0.

(ii) Par raisonnement identique on justie, pour tout n 2 N, la convergence
forte de x" versx" lorsque ! 0.

(i) Soit > Oet 2]0; [ Comme peedemment, dans (i), il esulte de la
monotonie deA" que

(13) hx"  JIx":x" x"i h B'" B'x™:x" x"i
D'autre part, en utilisant la monotonie de B" et la relation :
D E
B"x" B"x";x" x"i = B"™" B"x";x" J B"x") x" J (B"x")
+mB"x" B"x";J (B"x") J (B"xMi;
on obtient:
hB"x" B"x";x" x"i h B"x" B"x";J (B"x") J (B"x")i
+
jBanj2 jBanj2+ 5 jBanj2+ jBanjZ
ny,n;2 n,,n;2.

EjBXJ+§jBXJ.

Combinant (13) avec cette dernere relation, et tenant compte de la condition Bezis-
Crandall-Pazy uniforme, il s'en suit que pour > 0 »x et 2]0; [on a:

+
(14) hx"  Ix";x" x"i — 2(x ):
En faisant tendre respectivement vers 0" et n vers +1 dans (14), on ceduit que

(15) limsuphax”  JIx";x"  x"i C:

n! +1
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(iv) Pourtous n2 Net > Oona:

2

X" ox"i hJx™ Jx™xt o xMi

Xl

D'apes (15) on en ceduit que
2
(16) limsup jx"j j x"j C:
n!l

Fixons > 0 arbitrairement. Commex" ! x (d'apes la Proposition 2 et la Remarque
1), la suite fx"gnon est borree. D'apes (16), la suite fx"gnon estegalement borree.
Par suite, pour tout 2 (0; ]Jona:

limsupjx"j limsup jx"j j x"j +limsup jx"]
nil n'l nil
C +limsup jx"j C +limsup jx"j:
n!l n!'l

Par conequent les nombres

n o n )
=sup jx" x"jjn2N; 2(; ]; =sup jIx" Jxjjn2N

sont nis. Un calculekmentaire donne:
Rx"  Jx;x"™ xi = hIx"™ JIx":x" x"i + x" JIx;x™ x"i
+ hx"™ JIx;x"  xi:
Ainsi en utilisant (15) et la dernere relation on obtient :

n n n

limsuphdx”  Jx;x"  xi limsuphax”  JIx";x"  x"i + limsupjIx" Jxj
nll nll n!l
+ limsupjx" xj
nil
@ C + jJx JXj+ jx  Xj:

Commex"!® x et Ix"1° Jx , en faisant tendre vers 0 dans (17), on obtient

limsuphdx"  Jx;x" xi O

n'l
En appliguanta nouveau le Lemme 2, on conclut nalement que x" 1° x.

Pour conclure cette section, nous allons examiner sous que$ hypotleses, la
condition de Bezis-Crandall-Pazy uniforme est \erie e. Pour cela, nous avons besoin
de la proposition suivante, qui peut étre consiceee comme une version non-lireaire
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du treoeme de Banach-Steinhaus. La formulation que nousen donnons est un cas
particulier d'un esultat plus gereraletabli par L. Ve sel ([42] (Corollaire 2, p. 1301))
pour le cas des familles -monotones.

Proposition 3. Soit X un espace de Banach e exif tel queX et X soient
localement unifornrement convexes et soitf A"gn2n Une suite d'operateurs maximaux
monotones dansX . Supposons que

\
U =Int D(A") 6
n k

pour k 2 N, et que pour toutx 2 U

(18) limsupd(0;A"x) < +1 :
nt +1

Alors fA"gn2n est uniformement localement borree sur U: pour tout X 2 U, il existe
r> 0etc> 0tels que pour toutn 2 Nettoutu2 x+rU U on ait

jA"uj = sup jvj c:
V2ATu

Nous avons le treoeme suivant:

Theoeme 6. Soit X un espace de Banach e exif tel queX et X soient lo-
calement uniformement convexes. Soienf A"gn>n et fB"gn2n deux suites d'operateurs
maximaux monotones qui convergent en graphe vers et B, respectivement. Supposons
que I'hypotrese (19) ci-dessous soit satisfaite :

9%p 2 D(A)\ D(B); 9r> 0 tels que

\
(19) 822 xp+1rU; z2 D(A") et limsupd(0;A"(z)) < +1:
n2N nt +1

Alors la suite d'operateurs maximaux monotonesf A" + B"g,,n coOnverge au sens des
graphes versA + B.

Preuve. Par translation, on peut se ramenet au cas arxg=0et (0;0) 2 B"
pour tout n 2 N. D'apes le Theoeme 5, il sut de montrer que la conditio n Bezis-
Crandall-Pazy uniforme est satisfaite.

1En eet, soit xo 2 D(A)\ D(B). On a pour yo 2 Bxo et y§ 2 Axo. Puisque fB"gn2n COnverge
en graphe versB, il existe (Xn;yn) 2 B" tel que xn !° Xo et yn !° yo. Consicerons les ogerateurs

A'x = A"(X+ Xn) Yo etB'x=B"(X+Xn) VYn:

On aura e ectivement que 0 2 B"0:
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D'apes la Proposition 3, I'nypottese (19) assure que la siite f A"gn2N €St uni-
formement localement borree sur rU :

9rg>0; 9co> 0 telsque8u2roU; 8n 0 jA"uj co:
Fixons alorsx 2 X . Soit u" la solution de l'inclusion
x 2Ju™+ A"u"+ B"u":
Soit y" 2 A"u" tel quex = Ju" + y" + B"u":

Assertion 1.  Pourtous > Oetn2 Nonaju"j j x j+ co:

Preuve C\e 'assertion 1. En vertu de l'uniforme bornitude dela suite

fA"gyon Ona02 D(A") et jynj ¢co poury, 2 A"0. De la monotonie deA", on

. n2N
tire

Ju"™ B"U"  yn;uli 0:

Par suite

ju"i® i X yaj ju"j hB"u"u" >

Puisque 0 =B"0 et B" est monotone, il s'en suit que

(20) juli i x oy j xjt o
Assertion 2. 8 > Oet8n Oona

2

n;:

, 1
Iyl Gt — JX]+ G
lo

Preuve de l'assertion 2. On sait cep que

b ;u"i = hu"+y"+ B "u";u"i
ju"iz+ ™ ui + B"U™ Ui h oy i

Donc,

(21) by u"i h x;u™io j o xjjulj o jxjjxj+co:

Soientu2 rgU D(A") et v2 A"u. Commeu" 2 D(A") on a:
hy";ui = hy" wv;u" ui+ hy"u"i+ hv;u Ui

hy"ui+c ju"j+rg :
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En combinant (21) et I'assertion 1, on ceduit que
2
hy"ui roc+ jxj+ o
1 n 0
Commejy"j = —sup hy";uij juj ro , nous en ceduisons donc l'assertion 2.

En utlllsant les deux assertions pe@dentes, nous avongour tous n 0 et
> 0

jBM" = jxy" Juj o x j+juj+ jyn
Co+ jX j
o

Co+ JX | 2+ = k:
Par suite la condition Bezis-Crandall-Pazy uniforme est satisfaite, ce qui permet de
ceduire que la suite fA" + B"gn2n CcOnverge au sens des graphes vefs+ B.

Remarque. La conclusion du Threoeme 6 est pesernee si on suppose ge X
est un espace de Hilbert et si on remplace (19) par

lim inf inf  B"u";A"u"i > 1
ni 0 yHZAnuﬂ
Eneet, soit y" 2 A"u" tel quey" = x B"u" u";on aalors I'existence deng 2 N,
0> 0et o> 0tels que pourtousn nget 2]0; o]

B"u";y"i = B"u";x  B"U" u"i ;
y 0

Donc,

jB"u"j2 o+ MB"u";x i h B"u";u"i o+ X j jB"u"j;
car les operateurs B" sont monotones et supposs contenir (§0). On conclut que la
suite fB"u"gno N est borree; ce qui acleve la preuve du treoeme.

Nous terminons ce paragraphe par un corollaire a appard*d'une manere
simple l'utilie de la condition (19).

Corollaire 2. Soit X un espace de Banach e exif tel queX et X soient
localement uniformement convexes. Soitf B"gn2n Une suite d'ogerateurs maximaux
monotones qui converge en graphe ve8. Soit A un operateur maximal monotone
satisfaisant
(22) D(B)\ Int D(A) 6

Alors la suite fA + B"gn2n converge en graphe veré\ + B.

Preuve. On applique le Treoeme 6 apes avoir remarqle que (22) entramne
(18).
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5. Mosco-epiconvergence d'une somme de fonctions convexes . Nous
allons consacrer la dernere partie du travailaetudier la convergence au sens de Mosco
d'une somme de fonctions convexes semi-continues inkrieement et propres. Nous
nous placons, comme peedemment, sur un espace de Banace exif X tel que X et
X soient localement uniformement convexes (ce qui, comme ofia cea remargie, ne
restreint pas la gereralie, compte tenu du treoeme d e John et Zizler).

Soitf : X ! R[f +1g ; on cesigne par

D(f)=fx2 X;f(x) < +1g

le domaine de f et par

n (0]
epif = (xt)2X Rjf(x) t

sonepigraphe.

Nous pouvons caraceriser une fonction eelle par sonepgraphe: f est semi-
continue inkerieurement, convexe et propre si epif est ferne, convexe et non vide dans
X R

On ek nit la fonction conjugwee f def par:

n o]
f (x)=sup hxi f(x):
x2X
Notons par o(X) I'ensemble des fonctions convexes, semi continues infurement
et propres. D'apes un esultat classique d'analyse conexe, pour toute fonctionnelle
f 2 o(X),alorsf 2 (X ), etf estidentiquea sa biconjugiee f
On appelle sous-dierentiel def enx 2 D(f), l'ogerateur @f X X , dni
par
n
@i(x)= x 2X jf(y) f(x)+hx;y xi 8y2Xg six2D(f)
@1fx) = sinon:

De manere equivalente, @1f(x) peut étre caracerie en fonction de la conjuglee de f
de la manere suivante :

n 0
@ix)= x 2X jf (x)+f(Xx) = hx i

Il est facile de \eri er que @fest un ogerateur monotone. Il est plus di cile de montrer
que dans un espace de Banach gereral@f est un ogerateur maximal monotone. Ce
esultat est dda R. T. Rockafellar [38] et aee ecemm ent recemonte de manéere
ekgante par S. Simons [40].



286 H. Attouch, H. Riahi and M. Thkera

Ce nition 3. Soit X un epace de Banach e exif et strictement convexe et soit
f 2 o(X). Onnote f Iapproximee de Moreau-Yosida de f ; il s'agit de I'application

ke nie par
N 1 ,0
f (x):= |yr12fx f(y)+ 2—ky xke

Rappelons la relation importante liant le sous-dierenti el de I'approxinee de Moreau-
Yosida def a I'approximee Yosida du sous-dierentiel de f :

@ )=(@9 :

& nition 4. Rappelonsa pesent la ¢ nition de la convergence au sers de
Mosco d'une suite de fonctions convexes ([32], Lemma 1.10Cette convergence s'est
aweee etre une notion de grand inerét dans les espacs de Banach e exifs.

Nous dirons qu'une suiteffngnon o(X) converge au sens de Mosco velfs

et onecrit fp M ¢ , Si pour tout x 2 X

| il existe p 1° X tel que limsupf,(n) f(X),
n +1
| pour tout x,!" x on a liminf fn(xn)  f(x):

L'inerét de cette convergence, pour l'optimisation et |'analyse variationnelle
est gu'elle possede des proprees remarquables que nosiesumons dans la Proposition
suivante :

Proposition 4. Soient X un espace de Banach e exif etff,;fjn 2 Ng un
ensemble de fonctions danso(X). Alors

1., f dans oX) 0 f,"f dans o(X ) (Mosco, 1971);
2. fq M f 0 @f © @f+ condition de normalisation (CN) (Attouch, 1977);
3.f,MF08 > 0,8x2 X @f (x)!° @f(x)+(CN),

09 o0>08x2X@f ,(x)!° @f,(x)+(CN):

La condition de normalisation (CN) signi e qu'il existe ( X;y) 2 @fet (Xn;Yn) 2
@f tels quexn!® x;yn1° yetfo(xn) ! f(x):
Proposition 5. Soient f Lgn2n €t f ngnan deux suites de fonctions dans
o(X) qui Moscoepiconvergent respectivement vers et . On suppose que les couples
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(@n; @ n) satisfont la condition Bezis-Crandall-Pazy uniforme:
siu"=(J+@n+ @n ) Yx)ona

(23) limsupj@ . (u")j< +1 pourtoutx 2 X :
n +1
1o

Alors @ ,+ p) converge au sens des graphes ve@ + ).

Si, en plus, la condition de normalisation pour( , + ) est satisfaite, alors
f n+ nOn2n Moscoepiconverge vers +

Preuve. On remarquera que la condition de Bezis-CrandalPazy uniforme
implique la maximalie de @, + @ , (Treoeme 2). Par suite, comme @ , + ) est
un operateur maximal monotone on a

@nt+t n)=@nt @n:

Pour conclure, il sut alors d'appliquer le Treoeme 5 et | a Proposition 4.

Dans le Treoeme 6, la condition de Bezis-Crandall-Pazy uniforme joue un
role crucial. Nous allons donner dans ce qui suit un esulat ar I'une des conditions
ecentes (voir [31]) sur la Moscoepiconvergence d'une amme de fonctions convexes est
une congquence de cette condition uniforme.

Tleoeme 7. Soit X un espace de Banach e exif tel queX et X soient
localement uniformement convexes. Soitf' »;"; n; jn 2 Ng un sous-ensemble de
o(X) tel que' M et n Mo Supposons qu'il existexg 2 D("); 0> 0, M 2 R

tels que

(24) 8u2xp+ QU sup' n(u) M:
n2N

Alors la suite f' , + [gn2n Moscoepiconverge vers' +

Preuve. Elle est une congquence du Theoeme 6 (applige aux sous-diferen-
tiels) et de la Proposition 4. Elle se fait en plusieursetapes.
Etape 1: La suite f' ngnon e€stequi-borree sur U = xg+ oU:

(25) Im 2 R telque 8n m "a(u) M sur U:
Preuve de letape 1. Fixons pour celau 2 oU. Par convexie de ' , on

(ko) = a3+ W+ 300 W) S( alok W* nlxo W)

Par suite,
"n(Xo+ Uu) 2 n(Xo) "n(Xo U):
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Comme rl]i'm+ir}f‘ n(Xo) ' (Xo), on peut trouver un eel L tel que' n(Xp) L pour tout
n. Par congequent,

"n(Xo*tUu) 2 n(X0) "n(Xo u) 2L M =m;

ce qui donne (25).

Etape 2: Soit f une fonction convexe telle que
m f(x) M pourtout x2 xp+ oU:

Alors, f est Lipschitzienne surxg +
2(M n)

?0 U avec une constante de Lipschitzegale a

. En particulier,

2(M  n)

@1x) u:

U pourtout x 2 xg+ 70

Preuve de letape 2. Soitu; 2 xg+ oU pouri =1;2. Posonst = juy ujj,

0 1 . .
alorsv=u+ — u U 2 Xg+ = oU. Puisqueu, = sv+(1 S)ug, sis= ,
2+ 5 Uz U1 0+ 350 queu; ( Uy 2+ g

on ceduit de letape 1 et de la convexie de ' ,, que

CaU2) auD) SC () ey sMo om) 2M Mg

u; et up jouant un réle synetrique, pour tout n  ng on a donc

. . . 2(M m), .
J' n(u2) " n(u)j %M Uyj:

L'inclusion oM
M U pourtout x 2 xg+ 70 uU:

est bien connue et esulte de la ¢ nition méme de la sousdierentiabilie. En com-
binant (24) et le fait que Int D(" ) = Int D(@",) ([15], Prop. 2.5), et en utilisant le
Threoeme 6, on en ceduit que @'+ @, = @' n + n) converge au sens des graphes
vers@'+ @ = @ + ). Pour conclure que la suitef' , + 0,28 Moscoepiconverge
vers' +  la Proposition 4, b) nous impose une condition de normalisgéon.

Soit" > 0 donre; d'apes le Treoeme de Br ndsted et Rockafellar, D(@" + ))
est dense danD (" + ) et par suite, soit ug 2 D(@' + )) tel que

@1x)

JXo Ugj <" etyp2@ + )(uo):
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Alors, il existe
(Uniyn) 2 @ n+ n)tel que un!® ugyn!® Yo

Etape 3: Onanllilm ("n+ u)=("+ )ug):
Preuve de I'efape 3. Il est clair que

liminf (" n+ n)(un)  liminf " n(un) +liminf - n(un) " (uo)+  (Uo):

Pour l'autre iregalie revenonsa yn, 2 @'  + n)(uUn):

Puisque’ =M lim',et =M lim ,, il existe alors x,!° ug et X, !° ug tels
que
limsup' n(Xn) ' (Uo); limsup n(Xn) (uo)
n! +1 n! +1
et
("n+ n)(un)  "n(Xn)t+ n(Xn)*+ hynsun Xai:
D'au

limsup(' n + n)(up) limsup' h(Xp) +limsup n(xn)
nt +1 nt +1 n! +1
limsup’ n(xn)+ (Uo)
nl +1
De letape 2, pour n susamment grand de telle sorte que

JXn Ugj <rgetjXxn Ugj<ro;

on ceduit
1 1 1 — 1 — 1 — m .
n(Xn) n(Xn) n(Xn) + ' n(Xn) n(Xn) + Xn  XnJ:
Passanta la limite sugerieure on obtient :
limsup' n(Xn) limsup' n(Xn) " (uo):
nt +1 nt +1
On ckduit que limsup (" n + n)(Upn) " (ug) + (up); ce qui acteve la preuve du
nt +1
treoeme.
Corollaire 3. Soit X un espace de Banach e exif. Soitf' ; ;7 jn 2 Ng

une famille de o(X) telle que' | M et est continue en un point de son domaine.
Alors la suite f' , + gn2n Moscoepiconverge vers' + .
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Preuve. La continuie de enxp 2 Dom reste \eriee lorsqu'on renorme
X de facona ce qu'il soit uniformement convexe ainsi que sa dual. Il sut par suite
de remarquer que la condition (24) est satisfaite au pointxg 2 Dom
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